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ÖNSÖZ

Bu k ita b ın  am acı okuyucuya in sa n lığ ın  g iriş tiğ i, keşfin  e lbe tte  ki en 
önem li ve heyecan  veric i yo lcu lu k la rın d an  b ir i h ak k m d ak i b az ı duygu la rı 
a k ta rm ak tır . Bu, ev ren im iz in  d av ra n ış la rın ı yöneten  tem el k u ra lla ra  i l iş 
k in  a ra y ış tır . İki b in  beş yüz y ıld an  d ah a  faz la  sü rm ü ş b u  yo lcu luk ta  
önem li b o y u tta  gelişm e sağ lan m ış o lm ası b iz i şa ş ır tm a m alı. Öte ta ra f ta n  
bu  yo lcu luğun  derin lem esine  zo r b ir  yo lcu luk  o lduğu  k a n ıtla n m ış  ve ger
çeği kav ray ış büyük  o ran d a  y av aşça  ed in ilm iştir . Bu içsel zorluk biz i b ir 
çok y an lış  yöne sevk etti; öyleyse d ikkatli o lm ayı öğrenm eliyiz. Y alnızca
20. yüzyıl dah i bize o la ğ an ü stü  yeni k av ra y ış la r  sundu ; b a z ıla rı öylesine 
etk iley ici ki b irçok  günüm üz b ilim  in san ı fiz iğ in  tem el y a sa la rın ın  tü m ü 
n e  yönelik  tem el b ir  a n lay ışa  yak ın  o lab ileceğ im iz g ö rü şü n ü  d illen d ird i
ler. 20. yüzyıl a r tık  sona  doğru  y ak laşırk en  v a r  o lan  tem el k u ram la rla  ilg i
li tan ım la m a la rım d a  d a h a  m aku l b ir  b ak ış ı ele a lm aya ça lışacağ ım . F ik ir
le rim in  h ep si b u  "iy im serler" ta ra fın d a n  hoş k a rş ılan m a y ab ilir  fak a t ge
çen yüzy ılınk ilerden  b ile  d ah a  büyük  yön değ işik lik leri bekliyorum .

O kuyucu bu  k ita p ta  m a tem atik se l denk lem lerden , b u n u n  okuyucu s a 
y ıs ın d a  cidd i d ü şü şle re  yol açacağ ına ilişk in  m ü th iş  u y a n la ra  rağm en  k a 
çınm adığ ım ı görecektir. Bu so ru n  üzerine c idd i o la rak  d ü şü n d ü m  ve söy 
lem em  gereken şeyin  b e lirli m ik ta rd a  m atem atik se l ifad e  ve gerçek m a te 
m a tik se l k av ram ların  incelenm esi o lm aksız ın  ak ta rılam ay acağ ı sonucuna  
u laştım . F iziki dü n y am ız ın  d a v ra n ış la rın ı gerçek te tem ellen d iren  y a sa la ra  
ilişk in  an lay ış ım ız  as lın d a , ona ilişk in  m a tem atiğ in  k av ra n m asın a  d ay a 
nıyor. Bazı in sa n la r  b u n u , m atem atiğe  k a rş ı b ir  yetenek leri o lm adığ ı in a n 
cını ed ind ik le rinden , ne k a d a r  tem el b ir  seviyede o ld u ğ u n d an  bağ ım sız  
o larak  u m u tsu z lu ğ a  d ü şm en in  b ir  neden i o la rak  kabu l ed iyorlar. Ş üphesiz 
şu n u  d a  id d ia  edeb ilirle r; fizik i k u ram ın  en  gelişk in  o rtam ın d a  ilerleyen  
a ra ş tırm a y ı alg ılam ak  kesirli iş lem lere  hâk im  o lm ad an  n a s ıl m üm kün  o la 
b ilir?  Zorluğu e lbe tte  görüyorum .

K avrayışı ile tm e an lam ın d a  h â lâ  b ir  iy im serim . Belki de ıs la h  olm az 
b ir  iy im serim . K esirli iş lem lere  hâk im  o la m ad ık la rın ı ile ri sü ren  -y a  da 
o n la ra  hâk im  o lam ad ık la rın ı id d ia  ed e n - o k u y u cu ların  k end ile rin i en 
ıı z indan  b iraz  o lsun  k an d ırıp  k an d ırm ad ık la rın ı ve önem li b ir  k ısm ın ın  
ıiNİında b u  yönde fa rk ın d a  o lm ad ık la rı b ir  p o tan siy e le  sa h ip  olup o lm a



d ık la rım  m erak  ediyorum . M atem atik se l sem bo lle rden  o lu şa n  b ir  s a tır la  
k a rş ıla ş tık la r ın d a , ne k a d a r  b a s it  ifad e len d irilm iş  o lu rsa  o lsun , k a rş ıla 
r ın d a  k o n u n u n  s ih rin e  ya da güze lliğ ine u la şm ay a  im kan  veren  ip u ç la rı 
yerine  kend ile rine  yaln ızca  p a p a ğ a n a  benzer tü rd e , id rak  e tm eksiz in  yalın  
b ir  y e terlilik  - b i r  yüküm lü lük , y a ln ızca  b ir  y ü k ü m lü lü k - a ş ıla m ay a  ça lı
şa n  b ir  ebeveyn ya da öğre tm en in  k a tı yüz ifad e s in i gören b a z ıla rın ın  o l
d u ğ u n a  kuşk u  yok. B azıları iç in  belk i çok geç; fak a t dediğim  g ib i ben  b ir  
iy im serim  ve d ışa rıd a , a ra la r ın d a  kes irli iş lem lere  h iç b ir  zam an  hâkim  
o lam ayacak  o la n la r  o lsa  da, ken d ile ri iç in  b e lirli b ir  dereceye k a d a r  e r iş i
le b ilir  o lan  m uh teşem  b ir  d ü nyaya  ufac ık  b ir  göz a tab ilm e  k ap a site s in e  
sa h ip  pek çok ların ın  v a r  o ldu ğ u n a  inan ıyorum .

Annem  genç b ir  kızken onun  en  yak ın  a rk a d a ş la r ın d a n  b ir i, k es irle ri 
k av ra y am a y an la r  a ra s ın d ay d ı. Bu han ım efend i, em ekli o lduğu  b a ş a r ılı  b ir  
b a le rin lik  k ariy e ri so n ra s ın d a  b ir  kez kend in i b a n a  böyle a n la tt ı.  H âlâ 
gençtim  ve b ir  m atem atikç i o la rak  faa liy e tle rim e b ü tü n ü y le  b a ş la m a m ış 
tım  fa k a t b u  konuda  ça lışm ak ta n  key if a lan  b ir i o la rak  tan ın ıy o rd u m . B a
n a  "hep o sad e leştirm e" dedi, "sad e leştirm en in  n a s ıl y ap ıld ığ ın ı h iç  öğ re
nem edim ". O ldukça z a r if  ve zeki b ir  k ad ın d ı ve z ihn im de, b a led e  m erkezi 
önem de o lan  k arm aşık  koreografi k av ray ış ı iç in  gerekli z ih in se l n ite lik le 
r in  b ir  m a tem atik  p rob lem iy le  ilin tili  o la rak  ele a lın m ası gereken lerden  
aşağ ı k a lır  yan ı o lm ad ığ ına d a ir  kuşk u  yoktu . Böylece ak ta rım la  ilg ili ye
tenek le rim i faz lasıy la  a b a r ta ra k  ona, d ah a  önce b a şk a la rın ın  da y ap tığ ı 
g ib i, "sadeleştirm e" iş lem in in  m a n tık sa l doğasın ı ve b a s itliğ in i aç ık lam a
ya g iriş tim .

Ç abalarım ın  d iğ e rle rin in k ile r k a d a r  b a şa r ıs ız  o lduğuna inan ıyorum . 
(Bu a ra d a  b ab a s ın ın  seçk in  b ir  b ilim  in san ı ve b ir  K raliyet D em eği üyesi 
o lm ası nedeniy le , b ilim se l k o n u la rın  a lg ıla n ış ın d a  e lverişli b ir  a lty ap ıy a  
sa h ip  o lm uş o lm ası gerek ird i. B ilm iyorum , belk i b u ra d a  da "katı yüz ifa 
desi" b ir  e tm en  o lm uş o labilir.) Öte ta ra f ta n  şim d i onun  ve onun  g ib i b ir  
çoğunun, tü m  m a tem atik se l netliğ im e rağm en  fa rk  edem ediğim  d ah a  r a s 
yonel b ir  ta b u la r ı olup o lm ad ığ ın ı m erak  ediyorum . A slında m a tem atik te  
ve m atem atik se l fizik te  k iş in in  te k ra r  te k ra r  k a rş ıla ş tığ ı derin  b ir  konu, 
ilk  o la rak  b a s it  say ısa l b ir  k esrin  p ay  ve p ay d a sın d a k i o rtak  ça rp an ı, gö
rü n ü ş te  m asu m ca sad e le ş tirm e  işlem i s ıra s ın d a  k a rş ıla ş tığ ı b ir  konu m ev
cu ttu r.

Bu tü r  iş lem lerle  sü rek li a ş in a lık  sebeb iy le  sa d e le ş tirm e  eylem i k en d i
le rin in  ik inci doğası h a lin e  gelen ler, k end ile rin i bu  g ö rü n ü rd e  b a s it  iş le 
m in  a rk a s ın a  g iz lenm iş zo rluğa k a rş ı d u y ars ız  b u la b ilir le r. Belki de sa d e 
le ştirm ey i gizem li b u la n la r  b e lir li b ir  d erin  konuyu, onu şövalyece ile ri 
a tılıp  görm ezden  gelen  b iz le rd en  d ah a  d erin lem esine gö rüyo rla r. Bu hang i



konudur?  Bu konu, m atem atik ç ile rin  m a tem atik  k a v ra m la rın a  b ir  v arlık  
sa ğ lay ab ild ik le ri gerçek yön tem le ve bu  k av ra m la rın  fiziki gerçeklik le n a 
sıl ilişk ilend iğ iy le  ilg ilen ir.

11 y a ş la r ın d a  okuldayken , öğ retm en  s ın ıfta  b ir  k es rin  (örneğin  -) ne ol

d u ğunu  so rd u ğ u n d a  b ir  tü r  şok geç ird iğ im i an ım sıyorum ! B ir p a s ta n ın  d i
lim lenm esi g ib i çeşitli g ö rü ş le r  ile ri sü rü lm ü ş fa k a t b u n la r  öğ retm en  ta r a 
f ın d an  yaln ızca  kesin  m a tem atik se l k es ir  k av ram ın ın  k en d ile rin e  u y g u 
la n d ığ ı  kesin  o lm ayan  fizik i d u ru m la rla  ilg ili o lduk la rı, b ize  y a lın  m a te 
m a tik se l kav ram ın  ne o ld u ğ u n u  söy lem edik leri (haklı) gerekçesiy le  re d d e 
d ilm işti. ö rn e ğ in  jj'in "3 'ün  ü s tte  ve 8 'in  a ltta , a ra la r ın d a  da y a tay  b ir  çiz

gi o lacak  şek ilde b ir  şey" o lduğu  ö n eris i g ibi b aşk a  ön erile r de geld i ve öğ
re tm en in  b u  önerile ri d ik k a te  a lır  gö rün d ü ğ ü n ü  fa rk  e ttiğ im de kesin lik le  
şaşırd ım ! K onunun so n u ç ta  n a s ıl çözü ldüğünü  açıkça an ım sam ıyo rum  fa 
k a t çok so n ra la r ı b ir  m a tem atik  bö lüm ü  öğrencisi o la rak  ed ind iğ im  dene
y im lerle  an lad ım  ki okul öğ retm en im  m a tem atik tek i ev rense l eşdeğerlik  
s ın ıfı  k av ram ı y ard ım ıy la  k es rin  ta n ım ın ı b ize ce su rca  b ir  a n la tm a  g ir iş i
m inde b u lu n m u ştu .

Bu kav ram  nedir? B ir k e s ir  söz k o n u su  o lunca n a s ıl u y g u la n ab ilir  ve 
onun  a s lın d a  n e  o lduğunu  b ize  n a s ıl söyleyebilir? S ın ıf a rk a d aş la rım ın  
"ü s tte  3 ve a l t ta  8 o lan  b ir  şey"i ile b aş lay a lım . T em elde b u  öneri b ize b ir  
kesrin , ta m sa y ıla r ın  düzen li b ir  ç ifti ile b e lir tild iğ in i söy ler, b u  d u ru m d a  
sa y ıla r  3 ve 8 'd ir. B unun la  b ir lik te  k es ri böy lesine  düzen li b ir  ç ift o la rak  
v a r  o lu r  b iç im de değerlend irem eyiz  çünkü  ^  k es ri kesriy le  aynı sayı 

iken ö te  y an d a n  (6,16) ç ifti (3,8) çiftiy le  kesin lik le  ayn ı değ ild ir. B u rad a  b ir  
sa d e le ş tirm e  söz konu su d u r; ^ 'y ı  ^  şek linde yazıp  § elde etm ek için  2 'yi

16 8X2  8

ü s tte n  ve a ltta n  sa d e le ş tireb ilir iz . B unu yapm am ız ve böylece b ir  an lam d a  
(6,16) çiftiy le  (3,8) ç iftin i eş itle m e m iz  n iç in  o lanak lıd ır?  M atem atikç in in  
cevabı -k aç am a k  g ib i de g ö rü le b ilir -  b ir  k es rin  ta n ım ın d a  in şa  ed ilm iş s a 
d e leştirm e k u ra lım  içerir; ta m sa y ıla ra  ilişk in  b ir  (axn , bxn)  ç iftin in , (a, b) 
ç iftiy le, n  s ıf ır  o lm ayan  ta m sa y ıla rd a n  h e rh a n g i b ir i o ld u ğ u n d a  (ve b 'n in  
de s ıf ır  o lm asın a  iz in  verm ediğim izde), ayn ı k es ri te m sil e ttiğ i v a rsay ılır .

Yine de b u  da bize b ir  k es rin  n e  o lduğunu  söylem ez; y a ln ızca  k es irle ri 
h an g i yo lla  tem sil e ttiğ im ize d a ir  b ir  şey  söyler. Öyleyse b ir  k es ir  n e d ir? 
M atem atik ç ile rin  "eşdeğerlik  sın ıfı"  k av ram ın a  göre |  kesri ö rneğ in , b a s i t 

çe tüm , (3, 8), (-3, -8), (6, 16), (-6, -16), (9, 24), (-9, -24), (12, 32), ..., ç iftlere  
ilişk in  h e r  ç ift lis ted ek i d iğ e r ç iftle rd en  yuk arıd ak i sa d e le ş tirm e  k u ra lın ın  
sü rek li u y g u lan ış ıy la  elde ed ileb ilm ek  üzere, so n su z  b ir  d e rlem ed ir.1 A yrı

* Buna "eşdeğerlik sınıfı" denir çünkü aslında o, elem anlarının her b iri belirli b ir  anlam da her
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ca b ize ceb irin  no rm al k u ra lla r ın ın  geçerli o lduğu  yerde, tam say ı ç iftle r i
n in  böy lesi s ın ırs ız  k ü m elerin i n a s ıl  top layacağ ım ız ı, ç ıkaracağ ım ızı ve 
çarpacağ ım ız ı ve ta m sa y ıla r ın  k en d ile rin i k esrin  b e lir li tü r le r i  o la rak  n a 
s ıl b e lirteceğ im izi söyleyen ta n ım la m a la ra  ih tiyac ım ız  var.

Bu ta n ım  m a tem atik se l o la rak  k es irle re  ilişk in  tü m  gereksin im im izi 
k a p s a r  (örneğin j  b ir  say ı o la rak  kend isine  ek lend iğ inde 1 sa y ıs ın ı verir, 

vb) ve sa d e le ş tirm e  işlem i gö rm üş o lduğum uz gibi ta n ım  iç inde in şa  ed i
lir. Bu h â lâ  o ldukça b iç im sel g ö rü n m ek ted ir ve a s lın d a  onun  b ir  k esrin  ne 
o ld u ğ u n a  ilişk in  sezg ise l k av ram a gerçek ten  hükm ed ip  e tm ed iğ in i m erak  
ederiz. H er ne k a d a r  bu  ev rensel eşdeğerlik  s ın ıfı işlem i, y u k arıd ak i g ö s te 
rim i on u n  sadece b e lir li b ir  ö rneği o lsa  da, tu ta r lı l ık  o lu ş tu rm a k  ve m a te 
m a tik se l varlık  iç in  s a f  m atem atik se l b ir  a ra ç  o la rak  o ldukça g ü ç lü d ü r ve 
b iz i çok ağ ır  gö rünüm lü  k a v ra m la r  k o n u su n d a  destek leyeb ilir. Ö rneğin
3

- 'in  ne o lduğuna ilişk in  sezg ise l kavram ı b ize açıkça ile tiyor! A nnem in a r 

k ad a ş ın ın  k a fasın ın  k a rış tığ ın a  şaşm am alı.
M atem atiksel k av ram lara  ilişk in  aç ık lam a larım d a , b iz i b ir  k es ri "ç ift

le rin  so n su z  b ir  sın ıfı" b iç im inde  aç ık lam aya sevk eden m atem atik se l u k a 
la lık  çeşid in d en , m atem atik se l tit iz lik  ve kes in lik te  açıkça b ir  değere s a 
h ip  o lsa  bile , y apab ild iğ im  k ad a rıy la  kaç ınm aya ça lışacağ ım . B uradak i 
aç ık lam a la rım d a  m atem atik se l pek  çok önem li kav ram ın  d o ğ as ın d a  b u lu 
n a n  fik ri -v e  güzelliğ i ve s ih r i-  ile tm ekle d ah a  faz la  ilgileneceğim . B ir ke-

3

s ir  fik ri b as itçe , ö rneğ in  - ’in  kend i kend ine to p lam d a  7 defa ek lendiğ inde 

3 verm e özelliğ ine sah ip  b ir  tü r  işlem  o lm asıd ır. S ih ir ş u ra d a  ki as lın d a  
b ir  k es ir  fikri, fiziki d ü n y ad a  kes irle rle  kesin  o la rak  ö lçü leb ilen  şey leri -  
p a s ta  d ilim leri yaln ızca  yak laşık  tah m in le re  yol a ç a r -  d o ğ ru d an  deneyim - 
lem em em ize rağm en  işler. (Bu d u rum , do ğ ru d an  deneyim im ize a i t  ra k a m 
la rı kesin  o la rak  ö lçeb ild iğ im iz 1, 2, 3 g ib i doğal sa y ıla rd a  v a r  o lan  d u 
ru m d an  o ldukça fa rk lıd ır.) K esirle rin  tu ta r lı  b ir  an lam  ifad e  e ttiğ in i g ö r
m en in  b ir  yo lu  a s lın d a  "tanım ı", y u k arıd a  iş a re t ed ild iğ i g ib i ta m sa y ı ç if t
le rin in  s ın ırs ız  küm eleri b iç im inde  ku llan m ak tır . F ak a t b u  - 'in  a s lın d a  

böy lesi b ir  derlem e o ld u ğ u  an lam ın a  gelm ez. | ' i ,  b ir  tü r  (Platonik) k en d in 

de v a r  o lan  işlem  o la rak  dü şü n m ek  ve ç iftle rin  sonsuz  derlem esin i, iş le 
m in  bu  tü rü n e  ilişk in  tu ta r lılığ ı k ab u l edip  b a şa  çıkm am ızın  yaln ızca  b ir

3
yolu  o la rak  düşünm ek  d ah a  iy i o lur. -  g ib i b ir  kav ram ı kend i tü rü n d e  v a r  

o lu şa  sa h ip  b ir  şey o la rak  ve "ç iftle rin  sonsuz  b ir  derlem esi" fik rin i y a l
n ızca  u k a lac a  b ir  araç , b ir  kez k av rad ığ ım ızd a  im gelem im izden  h ız lıca

b ir diğerine denk varsayılan b ir varlık (bu özel durum da tam sayı çiftleri halinde oluşur) s ı
nıfıdır.



u za k la şan  b ir  a ra ç  o la rak  kavrayab ileceğ im ize  sam im iyetle  inanm aya 
baş la rız . M atem atiğ in  hem en  b ü tü n ü  böyled ir.

M atem atikç ile re  göre (an layab ild iğ im  k ad a rıy la  en az ın d a n  ço ğun lu 
ğu), m a tem atik  sadece  kend i kendim ize y a ra ttığ ım ız  k ü ltü re l b ir  etk in lik  
değ ild ir, kend ine a i t  b ir  y aşam ı söz k o n u su d u r ve onun  çoğun luğu  fiziki 
evren le inan ılm az  b ir  uyum  y ak a la r. M atem atik  d ü n y a s ın a  g irm eksiz in  f i
ziki d ü nyaya  hükm eden  k u ra lla r  h ak k ın d a  d erin  b ir  k av ray ış  elde edem e
yiz. öze llik le  eşdeğerlik  s ın ıfın ın  yuk arıd ak i an lam ı sadece önem li (ve k a 
fa  k a rış tır ıc ı)  m a tem atiğ in  değil am a ayn ı zam an d a  ö rneğ in  E in s te in 'ın  
genel görelilik  k u ram ı ve Doğa kuvvetlerin i m o d e m  p a rç ac ık  fiziğ ine göre 
aç ık layan  "ayar ku ram ı'"  g ib i önem li (ve kafa k a rış tır ıc ı)  fiziğ in  de büyük  
k ısm ıy la  ilin tilid ir. M odem  fizik te , m a tem atiğ in  çok yön lü  incelik leriy le  
yüzleşm ek ten  kaç ın ılam az. Bu n ed e n le d ir  ki b u  ça lışm an ın  ilk  16 b ö lü m ü 
nü  m a tem atik se l f ik irle rin  d o ğ ru d an  aç ık lan m asın a  ay ırd ım .

B unun la  b a şa  çıkm ası iç in  okura  ne g ib i ön erile rd e  b u lu n ab ilir im ?  Bu 
k ita b ın  okunab ileceğ i d ö r t seviye b u lu n m a k ta d ır. Belki de siz ye lpazen in  
b ir  u cu n d a  yer a lan , m a tem atik se l b ir  ifade k end in i g ö ste rd iğ i an d a  k ita p 
ta n  kopan  b ir  o k u rsu n u z  (ve böyle b az ı o k u rla r  kes irle rle  b a ş  etm ekte zo r
luk  yaşayab ilirle r). Böyleyse, inan ıyo rum  ki tü m  denk lem leri b as itç e  gö r
m ezden gelip  sadece sözcük le ri okuyarak  d ah i k ita p ta n  çok şey  ed in eb ilir
sin iz. S anırım  b u  b ü y ü rk en  ben im , evim izde d a rm a d ağ ın  d u ra n  sa tra n ç  
d erg ile rin i bazı z a m a n la r  gözden geçirm e yön tem im e benziyor. S atranç , 
ab ile rim  ve ebeveyn lerim in  y a şam la rın ın  önem li b ir  p a rç as ıy d ı fak a t ben  
sa tra n c a , k end ile rin i b u  oyuna ad ay an  o is t is n a  ve çoğun luk la  tu h a f  k a 
ra k te r le r in  m a ce ra la rın ı oku m ak tan  keyif alm ak d ış ın d a  çok az ilg i g ö s te 
rird im . Sıkça y ap tık la rı h am le le rin  görkem ini okum ak tan , y a p ıla n la rı a n 
lam asam  ve değ işik  k o n u m la r iç in  verilm iş işa re tle m e le ri tak ip  etm esem  
bile , b ir  şey ler ed ind im . B unu h â lâ  ilg im i çekebilen  key ifli ve ay d ın la tıc ı 
b ir  e tk in lik  o la rak  bu luyo rum . U m uyorum  ki b u ra d a  ku llan d ığ ım  m a tem a
tik  b ilg isi, c e sa re t ya d a  m erak  yo luy la da o lsa , fizik i ev ren im iz in  te m elin 
de y a ttığ ı gö rü len  m a tem atik se l ve fiziki f ik irle ri a ra ş tırm a  yo lcu luğum da 
b a n a  eşlik  ederle rse  b az ı m a tem atik  d ış ı o k u rla ra  b ile  ilg i çekici b ir  şey ler 
a k ta ra b ilir . D enklem leri a tla m a k ta n  korkm ayın  (ben de sık  sık  yapıyorum ) 
ve d ile rsen iz  siz i çok b u n a ltt ık la r ın d a  bö lü m leri ya da bö lüm lerdek i p a r 
ça la rı d a  a tlay ın . M alzem enin  zorluğu  ve tek n ik  o lu şu  an lam ın d a  büyük  
b ir  çeşitlilik  m e v cu ttu r  ve h e rh a n g i b aşk a  b ir  y e r d a h a  çok h o şu n u za  g i
deb ilir. Y alnızca göm ülüp  gözden geçirm eyi seçeb ilirs in iz . U m uyorum  ki 
gen işçe b aşv u ru lm u ş  iç re fe ran s  yöntem i aş in a  o lunm ayan  k av ram ları y e
te rli derecede a y d ın la ta b ilir  ve böylece gerek li d ü şü n ce  ve işa re tlem e le rin

Gauge theory -çn.



aç ık la m a la r iç in  a ra n m a s ı d a h a  önce okunm am ış bö lüm lere  dönm ek yo
lu y la  m üm kün  o lab ilir.

ik in c i b ir  seviyede, m a tem atik se l denk lem ler su n u ld u ğ u n d a  o n la rı in 
celem eye h az ırlık lı b ir  oku r o lab ilirs in iz  fak a t ile ri sü receğ im  id d ia la rı 
kend in iz iç in  s ın am ay a hevesin iz  (ya da zam an) o lm ayab ilir. Bu id d ia la rın  
çoğunun  d o ğ ru lam ala rı k ita b ın  m atem atik se l k ıs ım la rın a  se rp iş tird iğ im  
a lış tırm a la rın  çözüm lerin i o lu ş tu ru y o r. Z orluğun üç sev iyesin i şu  şe k ille r
le b e lir ttim  -

o ldukça yalın

b ira z  düşünm eye ih tiy ac ı v a r  

b a s itç e  ele a lınam az

Bu şek ille re , d ile rsen iz , güvenm eniz m ükem m el derecede ak la  y a tk ın d ır  ve 
bu  k o num lan ış ı te rc ih  ed e rsen iz  sü rek lilik  y itim i de söz k onusu  olm az.

D iğer ta ra f ta n  eğer b u  tü r  değ işik  (önemli) m atem atik se l k av ra m la ra  
ilişk in  kolaylık  elde etm ek is tey en  b ir  o k u rsan ız  fa k a t be tim led iğ im  fik ir 
le r  size o k a d a r  da ta n ıd ık  gelm iyorsa, um uyorum  ki b u  a l ış tırm a la rla  ça
lışm an ın  böylesi k o lay lık la r ed inm enizde kayda değer y a rd ım la rı o lacak 
tır . M atem atik  söz k o n u su  o ld u ğ u n d a  d u rum  h e r zam an , k o n u la r  üzerine  
k end in iz in  eğileceği b ir  m ik ta r  do ğ ru d an  d ü şünm e denem esin in , yaln ızca  
o n la r  h ak k ın d a  okum a y ap m ak ta n  d ah a  d erin  b ir  k av ray ış  sağ layab ilecek  
o lm asıd ır. (Çözüm lere ih tiy aç  d u y arsa n ız  w w w .ro ad so lu tio n s.o x .ac .u k  a d 
res in e  bakın.)

N ihayet, belk i de b ir  uzm ansın ız ; b u  d u ru m d a  m a tem atik le  ilg ili güç
lük çekm em elisin iz (çoğunluğu size ta n ıd ık  gelecektir) ve a lış tırm a la rla  
zam an  kaybetm ek  is tem ey eb ilirs in iz . Yine de b az ı k o n u la ra  ilişk in , a l ış ıl
m ış o la n la rd an  b ir  şek ilde  fa rk lılığ a  sa h ip  y ak la ş ım la rım d an  (bazen o l
dukça farklı) elde edeb ileceğ in iz b ir  şey ler o lab ilir. B irtak ım  m o d e m  k u 
ra m la r la  (örneğin sü p e rs im e tri, ş işm e kozm olojisi,& Büyük P a tla m a n ın  do 
ğ ası, k a ra  delik ler, sic im  k u ram ı, ya d a  M -kuram ı, k u an tu m  kütleçek im de- 
ki ilm ek değ işken leri,’ b u rg aç  k u ra m ı' ve h a t ta  k u an tu m  k u ram ın ın  son 
bu lgu la rıy la) ilg ili gö rü şlerim e d a ir  m erak  sa h ib i o la b ilirs in iz . Bu k o n u la 
r ın  b ir  çoğunda b a n a  ka tılm ay acağ ın ıza  kuşku  yok. B unun la  b ir lik te  ih t i 

& Enflasyon kozmolojisi -yn. 
' Loop variable -çn.
' T w istor theory -çn .
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la fla r ın  b ilim in  ge liş im in in  önem li b ir  p a rç a s ı o lm a sın d a n  h arek e tle  m o
d e m  k u ram sa l fiz iğ in  b az ı an a  akım  e tk in lik leriy le  k ısm en  uyum suz g ö rü 
nen  g ö rü şle ri serg ilem ek  k o n u su n d a  b ir  p işm an lığ a  sa h ip  değilim .

Bu k ita b ın  esasen , m a tem atik  ve fizik  a ra s ın d a k i ilişk i ve ev ren  h a k 
k ın d a  d ah a  iyi b ir  k u ram  iç in  a ra y ış la rım ız ın  tem elle rin i güdü leyen  iki 
güçlü  etk i a ra s ın d a k i e tk ile şim in  n a s ıl şek illend iğ iy le ilg ili o lduğu  söy le
n eb ilir . B irçok m o d e m  gelişm ede, b u  itk ile r in  as li b ir  b ile şen i m a tem a tik 
se l za ra fe t, d e rin lik  ve çok y ö n lü lüğün  y a rg ıla n ış ın d a n  doğar. Bu tü r  m a 
te m atik se l e tk ile rin , 20. yüzyıl fiz iğ in in  b az ı en etk iley ici ve b a ş a r ılı  ç a lış 
m a la r ın d a  g ö rü ldüğü  üzere, y aşam sa l önem de o lduğu  şü p h esizd ir: e lek t
ro n  iç in  D irac denklem i, k u an tu m  m ekan iğ in in  genel çerçevesi ve E inste- 
in 'm  genel göreliliğ i. Öte ta ra f ta n  tü m  bu  d u ru m la rın  k ab u l ed ilm esi için  
gerek li b a ş a t  k o şu lla r ı fizik i - s o n  ta h lild e  gözlem e d ay a lı o la n -  değerlen 
d irm e le r sundu . E v ren in  y a sa la r ın ı alg ılay ışım ızı tem elden  geliştirm ey i 
am aç lay an  m o d em  fik ir le r in  çoğunda uygun  fizik i k o şu lla r  -d iğ e r  b ir  d e 
y iş le  deneysel v eri ya d a  h a t ta  deneysel a ra ş tırm a  o la n a ğ ı-  o lanak lı değ il
d ir. Böylelikle elde ed ileb ilir  m a tem atik se l ek sik lik lerin , b u  f ik irle rin  b a 
şa r ı  şa n s ın a  sa h ip  o ld u k la rın ı değerlend irm em ize yetecek  n ite lik te  olup 
o lm ad ık la rın ı so rg u lay ab iliriz . Soru o ldukça h a s sa s t ır ;  b u ra d a  h erh an g i 
b aşk a  b ir  yerde y e te rin ce  ta r tış ılm a m ış  o ld u ğ u n a  inan d ığ ım  k o n u la rı ele 
a lm aya çalışacağ ım .

Bazı bö lüm lerde  ta r t ışm a lı o lduğu  k ab u l ed ilen  g ö rü şle ri su n a ca k  o l
sam  d a  b u  tü r  ay rıc a lık la rı k u llan ırk en  d u ru m u  okuyucuya aç ık lam ak  iç in  
o ldukça özen g ö ste rd im . Bu neden le  k ita p  esasen  m o d e m  fiziğ in  m erkezi 
f ik irle rin e  (ve h a rik a la r ın a )  yönelik  gerçek b ir  k ılavuz o la rak  k u lla n ıla b i
lir . O kullarda, ü çü n cü  b in y ılın  ilk  y ılla r ın a  doğru  ile rle rk en  k o n u n u n  a n 
la ş ıld ığ ı haliy le , m o d e m  fiziğe açık  yürek li b ir  g iriş  ça lışm ası o la rak  k u l
lan ılm ay a  uygundur.



TEŞEKKÜRLER

T am am lan m ası sekiz y ıla  m al o lan  bu  b o y u tta  b ir  k ita p  iç in  te şek k ü r 
b o rç lu  o lduğum  çok sa y ıd a  in sa n  o lm ası kaçın ılm az. N eredeyse a ra la r ın 
da, y a ra d ılış ta n  düzensiz liğ im  ve u n u tk an lığ ım  neden iy le  değerli k a tk ıla 
r ın a  a t ıf ta  b u lu n am ad ığ ım  b ir  ço k ların ın  o lu şu  k a d a r  kaç ın ılm az . Ö ncelik
le, b a n a  cöm ert y a rd ım la rın ı su n m u ş fak a t is im le ri şu  an  ak lım a gelm e
yen  böy lesi in sa n la ra  te şek k ü rle rim i -v e  de ö zü rle rim i-  ifad e  edeyim . Bu
n u n la  b ir lik te  p a rç a la r  h a lin d e  çeşitli kesin  b ilg i ve d es tek  s u n m a la r ı  n e 
deniyle, M ichael A tiyah, Jo h n  Baez, M ichael Berry, D oıje Brody, R obert 
B ryant, H ong-M o Chan, Jo y  C h ris tian , Andrevv D uggins, M aciej D unajski, 
F reem an  Dyson, A rtu r E kert, D avid Fovvler, M arg a re t G leason, Je rem y  
Gray, S tu a r t H am eroff, K eith H an n a b u ss , Lucien H ardy , J im  H artle , Tom 
Havvkins, N igel H itch in , Andrevv H odges, D ipankar Hom e, J im  Hovvie, Ch- 
r is  Ish am , Ted Jaco b so n , B e m a rd  Kay, W illiam  M arsh a ll, L ionel M ason, 
C harles M isner, T ris ta n  N eedham , S telios N eg re-p o n tis , S arah  Jo n e s  Nel- 
son, E zra (Ted) Nevvman, C harles Oakley, D aniel Oi, R o b e rt O sserm an, 
Don Page, O liver Penrose, A lan R endall, VVolfgang R ind ler, E ngelbert Sc- 
hücking , B e m a rd  Schutz, Jo se p h  Silk, C h ris toph  Simon, George S parling , 
Jo h n  S tachel, H enry  S tapp , R ich a rd  Thom as, G erard  't  H ooft, P au l Tod, 
Ja m es V ickers, R obert W ald, R a in e r W eiss, R onny W ells, G erald  VVesthe- 
im er, Jo h n  W heeler, N ick VVoodhouse ve A nton Zeilinger'e te şek k ü r ede
rim . Sayısız ve çok çeş itli h u su s ta k i y a rd ım la rı iç in  Lee Sm olin, Kelly Stel- 
le ve L ane H u g h sto n 'a  özel te şek k ü rle rim i sunuyorum . P arçac ık  fiziğ i a la 
n ın d ak i m uazzam  y a rd ım la rı iç in  F lorence T so u 'y a  (Sheung Tsun), en kay
da değeri b e lir li k u an tu m  m ekan iksel k o n u la rın  su n u m u  o lan  çeşitli ko n u 
la rd a k i gö rüş ve y a rd ım la rı neden iy le  F ay  Dovvker'a, kozm olojik  v e rile r  ve 
b u n la rın  değerlend irilm ele riy le  ilg ili değerli k a tk ıla rı do lay ıs ıy la  S ub ir 
S ark ar 'a , ben zer şek ilde ev ren in  b ü tü n se l geom etrisiy le  ilg ili kozm olojik 
b u lg u la rı hak k ın d a  su n d u ğ u  b az ı yetk in  b ilg ile r neden iy le  V ahe G urzad- 
y a n 'a  ve özel o la rak , ilm ek değ işken leri k u ram ı h ak k m d ak i k ap sam lı ve s i
cim  k u ram ı üzerine  çeş itli ay r ın tılı  k o n u la rd ak i b ilg i des teğ i neden iy le  
A bhay A sh tek ar 'a  m in n e tta rım .

U lusal B ilim  K urum u 'na  PHY 93-96246 ve 00-90091 ad ı a ltın d a k i d e s 
teğ i ve L everhulm e K u ru m u 'n a  2000-2002 y ıl la n  a ra s ın d a  verd ik leri iki 
y ıllık  L everhulm e E m eritu s  Fellovvship ödü lü  do lay ısıy la  te şek k ü r ederim .



L o n d ra 'd a  G resham  Koleji’ndek i (1998-2001) ve ABD, P en n sy lv an ia 'd a  
Penn D evlet Ü n iv ersites i K ütleçekim  F iziği ve G eom etrisi M erkezi'ndeki 
y a r ı zam an lı ran d e v u la r, O xford Ü n iversites i M a tem atik  E n s titü sü  nde b ir  
oda ve sek re terlik  des teğ i su n u lm as ın d a  o lduğu  gibi, b u  k ita b ın  y az ılm a
s ın d a  ben im  iç in  son  derece  değerli k a tk ıla rd ı.

Zorlu zam an lam a b a sk ıs ı a l tın d a  ve is t ik ra rs ız  ça lışm a  a lışk an lığ ın a  
sa h ip  b ir  y azarın  v a rlığ ın d a  iş in  ed itö rlü k  k ısm ın d ak i özel des tek  p a h a  b i 
çilm ezdi. E ddie M izzi'n in  b aş lan g ıç  ed itö rlü k  d es teğ i k ao tik  el y a z m a la rı
m ı gerçek b ir  k ita b a  d ö n ü ştü rm e  sü rec in i b a ş la tm a k ta  y a şa m sa l önem 
deydi ve R ich a rd  Lavvrence m ükem m el verim i ve sa b ırlı, h a s sa s  ıs ra rıy la  
b u  pro jey i ta m am lam a n o k ta s ın d a  k ritik  b ir  etm end i. Bu derece karm aşık  
b ir  gözden geçirm e ça lışm asın ı y e tiş tirm e  n o k ta s ın d a  Jo h n  H olm es m ü 
kem m el b i r  d iz in  h a z ır la y a ra k  sağ lam  b ir  iş ç ıkard ı. Ve VVilliam Shavv'a, 
geç b ir  a şam ad a , b u ra d a  M an d e lb ro t küm esi ve h ip e rb o lik  düzlem  iç in  
k u lla n ıla n  k u su rsu z  b ilg isa y a r  g ra fik le ri (Şekiller 1.2 ve 2.19 ve şek iller
2.16 ve 2 .19 'da içe rilen  d önüşüm  uygu lam aları) ü re tm ek  iç in  yard ım ım ıza  
gelm esi do lay ısıy la  özel o la ra k  m üteşekk irim . Öte ta ra f ta n  ben im  iç in  her- 
k ü lv a ri b ir  b a şa r ıy la  k ay n a k la r  elde edip  ta sn if lem esi ve d ik k a t çekecek 
derecede k ısa  b ir  za m a n d a  el y az m a la rın ın  tü m ü n ü  k o n tro l ederek  say ısız  
açığ ı k ap a tm a s ı neden iy le  Ja co b  F o s te r 'a  sunab ileceğ im  tü m  teşekkürle r, 
on u n  d ev asa  y a rd ım ı k a rş ıs ın d a  y e te rs iz  kalır. A çıklayıcı n o tla r ın  büyük  
k ısm ın d ak i k işise l m ü h rü , o n la ra  özel b ir  n ite lik  kazan d ırıy o r. Ş üphesiz 
b u ra d a  te şek k ü r e ttiğ im  h iç  k im se a r ta  k a lan  h a ta  ve ih m alle rle  ilg ili su ç 
lanam az, b u n u n la  ilg ili yegâne so ru m lu  benim .

H o llan d a 'd ak i M. C. E scher Ş irketi'ne, şek ille r 2.11, 2.12, 2.16 ve 
2 .22 'deki E scher ç a lışm a la rım  kopyalam aya iz in  v erd ik le ri ve özellik le so 
n u n cu su  açık  b ir  m a tem atik se l dönüşüm e u ğ ra tıla n , şek ille r 2.12 ve 
2 .16 'da k u lla n ıla n  Şekil 2.11 üzerin d e  değ işik lik  yap m ay a  iz in  verd ik leri 
iç in  özel m in n e tta rlık  sunuyorum . K itap ta  k u lla n ıla n  tü m  E sch er ça lışm a
la rın ın  te lif  hakk ı (2004) M. C. E scher Ş irke ti'n e  a i ttir . S ırasıy la , şek iller
27.19 ve 28 .19 'dak i g ra fik le ri k opyalam aya  iz in  v erd iğ i iç in  H eidelberg  
Ü n iv ersite s i K uram sal F izik  E n s titü sü 'n e  ve C harles H. Linevveaver’a da 

te şek k ü r ederim .
Son o la rak  s ın ırs ız  te şek k ü rle rim i, y a ln ızca  an i ta leb im le  b a n a  b ilg isa 

y a r  g ra fik le ri (Şekiller 4.1, 4.2, 5.7, 6.2-6.8, 8.15, 9.1, 9.2, 9.8, 9.12, 21.3b, 
21.10, 27.5, 27.14, 27.15 ve Şekil 1 .1 'deki çok yüzlü  cisim ler) tem in  e ttiğ i 
iç in  değil ay rıca  sü reğ en  sevgi ve ilg isi iç in  ve zih in  o la ra k  yaln ızca  y a n s ı  
v a r  o lan  b ir  kocaya sa h ip  o lu şu  b itim siz  y ılla r  boyu  sü recekm iş g ib i gö
rü n m esin e  rağm en  an lay ış ı ve d u y arlılığ ı iç in  sevgili eşim  V anessa 'ya  su 
nuyorum . Ve ay rıca  tü m  h a y a tı boyunca b en i sadece b öy lesi kend inden



geçm iş b ir  ha lde  ta n ım a  şa n s ı o lan  M ax, sadece b u  k ita b ın  yaz ım ın ı y a 
v a ş la ttığ ı iç in  değil (k itab ın  öm rü  b u  sayede u zay ab ild i ve böylece on lar- 
sız  olm az iki önem li b ilg i y ığ ın ın ı da içerdi), iy i b ir  m o ra lle  devam  etm em e 
y ard ım  eden sü reğen  n eşes i ve iy im serliğ i neden iy le  de en sıcak  te şek k ü r
le rim i alıyor. N ih ay e tin d e  k en d is in in  de göste rd iğ i g ib i gerçek ilerlem e 
iç in  gerek li f ik ir  ve an lay ış la r , iç inde  yaşad ığ ım ız  evrene g erçek ten  h ü k 
m eden  o derindek i y a s a la r  u ğ ru n a  y ap ılan  aray ış la , y aşam ın  yen ilenm esi 
yo luy la  gelecek.



NOTASYON

(K avram lara aş in a  o lm ad an  okum ayın  fak a t belk i de yaz ı k a ra k te rle ri k afa  

k a rış tır ıc ıd ır!)
Belirli yaz ı k a ra k te r le r in in  k u llan ım ın d a  m aku l şek ilde tu ta r l ı  o lm aya 

ça lış tım  fa k a t h e r  şey b u  s ta n d a r t ta  o lm ad ığ ı iç in  b en im sed iğ im  tem el 
ku llan ım  şek lin i aç ık lam am  okuyucu  iç in  fay d a lı o lab ilir .

İ ta lik  ince p u n to  tü rü n e  sa h ip  h a rfle r, ö rneğ in  w 2, p n, logz, cos0, e 10, ya 
da e v d e k ile r, say ısa l ya d a  sk a le r n ice lik le r o lan  m a tem atik se l değ işken 
le r iç in  k la s ik  şek ilde ku llan ılıyo r; fak a t e, i, y a  da n g ib i yerleşik  sa b itle r  
veya sin , cos ya da log g ib i y erle şik  fon k siy o n la r dikey h arf le r le  g ö s te rili
yor. B una k a rş ın  c, G, h, h, g, ya d a  k  g ib i s ta n d a r t  fizik i s a b itle r  ita lik  y a 

zıldı.
B ir v ek tö r veya te n sö r  n iceliğ i kend i (soyut) b ü tü n lü ğ ü n d e  d ü şü n ü ld ü 

ğünde, R iem ann eğrilik  te n sö rü n ü n  R o lu şu  g ib i ita lik  k a im  p u n to  tü rü n e  
sah ip  h a rf le r le  g ö s te rilirk en  b ile şe n le r  küm esi, (ind isindek i çek irdek  sem 
b o l iç in  de) Rabcd'deki g ib i ita lik  h a rf le r le  y az ılab ilir. B u rad a  §12.8 'de s u 
n u la n  so y u t in d is  g ö ste rim i u y arın ca , yo rum  y erindeyse  Rabcd n iceliğ i a l
te rn a tif  o la rak  tü m  R te n sö rü n ü  de tem sil edeb ilir, b u  m e tin d e  açık lanm a- 
lıd ır. Soyut d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler te n sö r  çe ş itle r in d e n d ir  ve b u  b irim le r 
iç in  de T 'de o lduğu  g ib i ita lik  k a lın  p u n to  tü rü n e  sah ip  h a r f le r  k u llan ılır . 
A yrıca so y u t ind is  fo rm u  T a„, uygun  o lduğu yerde, in d is le r in  derece lend i
rilm esin in  m a tr is  ça rp ım la rın ın  düzen leriy le  o lan  k es in  b a ğ la n tıs ın ı aç ık 
lığa  k a v u ş tu ra ra k  so y u t d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler iç in  de k u llan ılır. Böylece 
S abT bc (soyut) in d is  ifa d e s i doğ ru sa l d ö n ü şü m le rd e k i ST m a tr is  ça rp ım ı
n ı tem sil eder. Sab ve  T bc sem bolleri a l te r n a ti f  o larak (m e tin d e k i ba ğ la m ı
n a  y a  d a  açıkça  belirtilm e d u r u m u n a  göre) genel tensörlerde  o ld u ğ u  gibi 
S ve  T d ik  ka lın  h a r fle r in in  karşılık ları o lan  bileşenlere ka rşılık  gelen  d iz i
lim lerle d e  tem sil edilebilir. B u d u r u m d a  ST, ka rşılık  gelen  m a tr is  ça rp ı
m ın ı tem sil eder. Rabcd y a  d a  S a„ 'de o ld u ğ u  g ib i (bileşen d iz i l im in i y a  d a  
so y u t te n sö rü n  k e n d is in i tem sil eden) sem bollerin  bu  "kararsız y o ru m la 
rı, cebirsel (ya d a  d iferansiye l) ilişkilere bağlı o lan  bu  sem boller tü m  yo 
ru m la m a la rd a  ö zd eş o ld u k la rı iç in  karışık lığa  sebep o lm a m a lı. Böyle n i
celikler iç in  b u ra d a  b a zen  b ir  ü ç ü n c ü  g ö ste rim  d e  -d iy a g r a m  b iç im in d e  
g ö s te r im - ku lla n ılıyo r  ve şekiller 12.17, 12.18, 14.6, 14.7, 14.21, 19.1 d e  ve 

k ita p ta  h erhang i b ir ye rd e  d e  açık lan ıyor.



K ita p ta  görelilik k u r a m ın ın  4—b o y u tlu  u za y z a m a n  k a v ra m la r ın ı s ıra 
d a n  3 -b o y u tlu  s a f  u za m sa l k a v ra m la r ın  k a rş ılık la r ın d a n  a y ırm a m  gere
ke n  yerler m ev cu t, ö y leyse  4 -m o m e n tu m  y a  d a  4 -k o n u m  iç in  sırasıyla , 
y u k a r ıd a k i g ib i ita lik  k a lın  p u n to  tü rü n e  sah ip  ö rneğ in  p  ya d a  x  h a rle ri 
k u llan ılırk en  3 -b o y u tlu  s a f  u zam sa l k av ra m la r  kend ile rine  k a rş ılık  gelen 
d ik  k a lın  p ya d a  x harfle riy le  te m sil ed iliy o rla r. B enzer şek ilde so y u t b ir  
d o ğ ru sa l dö n ü şü m  iç in  k u lla n ıla n  T 'dek in in  aksine  b ir  m a tr is  iç in  k u lla n ı
lan  T g ö ste rim i, p ve x n icelik leri h e r  b ir  d u ru m d a , p  ve  x  d a h a  çok b ir  bi- 
le şen -b ağ ım sız  yo rum lam a g ib i g ö rü leb ilse  de (bu konuda y ine de özellik 
le k a tı olm ayacağım ), üç uzam sa l b ile şe n i "tem sil ediyor" o la rak  d ü şü n ü l
m e eğ ilim inded ir. 3 -vek tö rlü  a  =  (a lt a2, a3) n ice liğ in in  Ö klitçi "uzunluğu" 
a2 =  a \  +  a2 + a f  iken a o la rak  ve a 'n ın  b  =  (b1, b2, b3) ile sk a le r ça rp ım ı a  •  
b =  ajfci + a 2b2 + a3b3 o la rak  y az ılab ilir. S kaler ç a rp ım la r  iç in  k u lla n ıla n  
bu  "nokta" göste rim i ay rıca  so y u t b ir  a  kovek tö rünün  b ir  f  vek tö rüy le  
a  •  f  sk a le r  (ya da iç) ça rp ım ı iç in  gerek li genel n -b o y u tlu  b ağ lam  iç inde 
de geçerlid ir.

B unun la  b ir lik te  k u an tu m  m ekan iğ inde, o konudak i fiziki n ice lik le r 
çizg isel iş lem c ile r o la rak  gösterilm eye eğ ilim li o ld u k la rın d an  göste rim le  
ilg ili b ir  k a rış ık lık  m eydana geliyor. Bu bağ lam  iç indeki s ta n d a r t  b ir  iş le 
m i, ta n ıd ık  k lasik  n icelik lerin  k u an tu m  işlem cile rin i tem sil eden  h a r f  v e r
s iy o n la rı ü ze rin e  "şapkalar"  (inceltm e işa re ti) koym anın , sem bolle rle  ilg ili 
gereksiz b ir  k arış ık lığ a  yol açacağ ım  dü şü n d ü ğ ü m  iç in  ben im sem iyorum . 
(Bunun y erin e  k lasik  ve k u an tu m  k av ram ların , k u an tu m  m ekan iğ inde ab, 
f ta 'd an  h düzen indek i b ir  şey k a d a r  fa rk lılık  g ö ste rirk en  k lasik  ab  = ba  d e
ğ işim  öze llik lerin in  sağ lan d ığ ı h düzen indek i n ice lik le rin  göz a rd ı ed ilm e
sin in  sa v u n u ld u ğ u  k lasik  d u rum u  d ış ta  tu ta rsa k , gerçek ten  "aynı" o ld u k 
la r ı fe lsefi b ir  b ak ış  aç ıs ın ı ben im sem eye eğ ilim li olacağım .) B öylesi ç izg i
se l iş lem cile rin  y u k an d a k ile rle  uyum  gereğ ince ita lik  k a im  p u n to  tü rü n e  
sa h ip  h a rf le r le  (T gibi) tem sil ed ilm eleri gerek tiğ i g ö rü lü r  fa k a t b u  önceki 
p a ra g ra fta  ifade ed ilen  felsefe ve ay rım ları hüküm süz kılıyor. Bu neden le  
p m om entum u ya da p  veya x konum u ya d a  x  g ib i b e lir li n ice lik le r söz ko 
n u su  o ld u ğ u n d a  bu  p a ra g ra fta  d a h a  önce söylenenle p a ra le l o la rak  k lasik  
du ru m d ak i ayn ı göste rim i ku llan m ay a yöneleceğim . Öte ta ra f ta n  d a h a  b e 
lirs iz  k u an tu m  iş lem cile r iç in  Q g ib i ita lik  k a lın  h a rf le r in  k u llan ım ı b e 
nim senecek.

S ırasıy la  doğal sa y ıla r  (diğer b ir  dey işle  n eg a tif  o lm ayan  tam say ıla r), 
ta m sa y ıla r , gerçel say ıla r, k a rm a şık  sa y ıla r  ve q e lam an lı (q a sa l b ir  sa y ı
n ın  b ir  ü ssü  o lm ak üzere, bkz. §16.1) s ın ır lı a lan  s is tem leriy le  ilg ili W, Z, 

kab u k lu  h arf le r i, tıp k ı böy lesi n 'in c i derecede düzen lenm iş say ı 
s is tem le rin in  k a rş ılık la rı o la rak  k u lla n ıla n  Nn, 1n, Rn, C", F” g ib i, m a tem a



tik te  s ta n d a r t  h a le  geld iler. B u n la r s ta n d a r t  k u llan ım d a  k ab u l ed ilen  m a 
te m atik se l k av ram lard ır . K itap ta  (o k a d a r  da genel o lm ad ığ ından) b u  g ö s
te rim , Ö klitçi 3 -uzay , E3, ya da d ah a  genel o la rak  Ö klitçi n -u za y , E", g ib i 
başk a  b az ı m a tem atik se l y a p ıla ra  gen işle tiliyo r. Bu k ita p ta  s ıkça  k u lla n ı
lan , k en d is i de b ir  tü r  "sözde" Ö klitçi uzay  o lan  s ta n d a r t  4 -b o y u tlu  y a tay  
M inkow ski u zay zam an ıd ır  ki b u  uzay  iç in  M k abuk lu  h a rf in i k u lla n a c a 
ğım  (Mn'y i n -b o y u tlu  versiy o n u  te m sil ed e r şek ilde  1 zam an  ve ( n -  1)- 
u zay  b o y u tlu  b ir  "Lorentzci" uzayzam anı). C'yi bazen  ö rneğ in  CEn ile tem 
s il ed ilen  k a rm a şık  Ö klitçi 4 -u za y ı ele a lab ile lim  diye b ir  s ıfa t  o la rak  
"k a rm aşık laştırılm ış" ı göste rm ek  üzere  ku llan ıyorum . P k ab u k lu  h a rf i de 
izd ü şü m se l n -u za y ı tem sil eden  P ” o larak , "izdüşüm sel"i (öfcz.§15.6) te m 
s il eden  b ir  s ıfa t y a  da b ir  is im  g ib i k u lla n ıla b ilir  (veya gerçel y a  d a  kom p
leks izd ü şü m se l n -u zay ıy la  ilg ilen iy o rsak  s ıra s ıy la  R Pnya da CPn'yi k u lla 
nıyorum ). B urgaç k u ram ın d a  (bölüm  33) M 'yle (ya da k a rm a ş ık la ş tır ılm ış ı 
CM) k u ra lla ra  uygun  b ir  şek ilde  ilin tili k a rm a şık  T 4 -u za y ı ve ay rıc a  iz d ü 
şüm sel versiyonu  PT söz k o n u su d u r. Bu k u ram d a  ay rıca  boş’ b u rg aç la rın  
b ir  M (bu h a rf in  k a rış ık lığ a  yol açm am ası ay rıca  d ik k a t ed ilm esi gereken 
ik inci b ir  görevdir) uzayı ve on u n  izd ü şü m se l versiyonu  PN de m evcu ttu r.

K abuk h a r f  C n in  s ıfa t o la rak  ele a lın a n  ro lü  b u ra d a  "karm aşık  e ş len i
ği" (§13.1, 2 'dek i ku llan ım ı gibi) an lam ın a  gelen sa n s  ş e r if  ince p u n to  tü 
rü n e  sa h ip  C harfiy le  k a r ış tır ılm a m alıd ır . Bu, tem elde C 'nin, p a rçac ık  fiz i
ğ inde y ü k  eşlem esi o la rak  ad la n d ır ıla n , h e r  b ir  p a rçac ığ ın  kend i k a rş ı-  
pa rçac ığ ıy la  y e r d eğ iş tirm esi iş lem inde  ifade  ed ilene b en z er (b k z . bö lüm 
le r  24, 25) b aşk a  b ir  k u llan ım ıd ır. Bu işlem  genellik le p a rçac ık  fiziğ indeki, 
P 'y le tem sil ed ilen , b ir  ay n ad ak i y an s ım a  işlem i o lan  d ö n ü ş ü m  ça rp a n ı 
ve T 'y le te m sil ed ilen , z a m a n d a  te rs in m e  ad ın d ak i b aşk ac a  ik i tem el iş 
lem le b a ğ lan tılı o la rak  ele a lın ır. K alın sa n s  şe rif  h a rf le r i, b u ra d a  vektörel 
u za y la r ı işa re tley en , V, W ve H h a rf le r i b u  am aç iç in  en sık  k u lla n ıla n la rı 
o lm ak üzere b a şk a  b ir  am aca  h izm et ed iyo rlar. H 'n in  k u llan ım ı k u an tu m  
m ekan iğ in in  H ilb e rt u z a y la rın a  özgü ve Hn ise n  kom pleks b o y u tu n d ak i 
H ilb e rt uzay ın ı tem sil ed iyor. E ğik  (ya d a  eğilebilen) u za y la r  M , S , ya da T  
g ib i, boş so n su z 'u  gösterm ek  üzere  b e lir li b ir  el y az ıs ı k a ra k te ri, 3, iç in  
özel b ir  k u llan ım ın  o lduğu , el y az ıs ı şek lindeki h a rf le r le  göste riliyo r. F izi
ki k u ram d ak i çok özel y e rle rin e  b ak a rak  L agrange denklem i (£) ve H am il- 
to n  (K ) iç in  el y az ıs ı şek linde h a r f le r  k u lla n a rak  o ldukça genel b ir  uzlaşıy ı 
ta k ip  ediyorum .

'  Boş: İngilizce'deki nuü  sözcüğünün karşılığı olarak kullanılıyor. Kabuklu h a rf  N, "null” söz
cüğünü tem sil etm ek üzere ilk h a rf  olan n 'den  esinleniyor ve bu  durum un b ir  karışıklık ya
ratm am ası için özen gösterilm esi bekleniyor -çn .



GİRİŞ

AM -TEP k ra lın  b aş  z a n a a tk â n , m ükem m el yetenek lere  sa h ip  b ir  sa n a tç ıy 
dı. Geceydi ve faz la s ıy la  ü re tk e n  b ir  akşam  ç a lışm as ın ın  a rd ın d a n  yorgun  
düşm ü ş, a tö lyesindek i sed ird e  uyuya ka lm ıştı. F ak a t u y k u su  -b e lk i de h a 
v ad a  o lduğu  h issed ile n  an laş ılm az  b ir  gerilim  n ed e n iy le -  h u zu rsu z d u . As
lın d a  b u  o lduğunda u y k u d a  o ld u ğ u n d an  da pek em in değild i. Kem ikleri 
ona h â lâ  gece o lm ası g e rek tiğ in i söy led iğ inde gün, an id en  ış ım ıştı.

A nsızın  doğru ldu . B ir şey le r tu h a ftı. Ş afağ ın  ışığ ı kuzeyde olam azdı; 
y ine de g ü nün  kız ıllığ ı den iz in  ü ze rin d en  kuzeye doğru  b ak a n  açık  p en ce
re s in d e n  end işe  veric i şek ilde  p arlıy o rd u . Pencereye doğru  y ü rü d ü  ve 
in an m az  b ir  şaşk ın lık la  d ışa rıy a  bak tı. G üneş d ah a  önce h iç  kuzeyden 
doğm am ıştı! S ersem lem iş h a liy le  b u n u n  belki de güneş o lm ayab ileceğ in i 
k av ra m ası b iraz  zam an ın ı ald ı. Sudan  dikey o la rak  yukarıya , gökyüzüne 
doğru  ış ıy an  a teş  g ib i koyu kızıl b ir  ış ığ ın  o lu ş tu rd u ğ u  uzak  b ir  huzm eydi 
bu.

O rada d ik ilirken  k a ra  b ir  b u lu t, ış ık  dem etin in  u cu n d a , b ü tü n  yap ıya 
uzak, d u m an sı b ir  yan ıc ı m addey le  la n e tlen m işçesin e  y an a n  d ev asa  b ir  
güneş şem siyesi g ö rünüm ü  vererek  b e lirg in  h a le  geldi. Ş em siyenin  tep esi 
gen işley ip  koyu laşm aya b aş lad ı; yer a ltın d a n  b ir  ib lis . Gece ay d ın lan ıy o r 
fak a t ş im d i y ıld ız la r cehennem den  gelip  sü rek li büyüyen  b u  ucube y a ra tı
ğ ın  a rd ın a  çekilerek b ir  b ir  gözden  kayboluyordu .

Doğal tep k is i d eh şe te  düşm ek  olm alıyd ı fa k a t h a re k e t edem edi, sa h n e 
n in  m ükem m el s im e tr is i ve m ü th iş  za ra fe ti k a rş ıs ın d a  b irk aç  dak ika o ld u 
ğu yerde kalaka ld ı. F ak a t so n ra  korkunç b u lu t, hâk im  rü z g â ra  y a k a la n a 
rak  h afifçe  doğuya doğru  bükü lm eye b aş lad ı. Bu onu belk i b ira z  ra h a tla t t ı  
ve o an d a  büyü  bozu ldu . F ak a t to p rağ ın  a l tın d a  ona h iç de ta n ıd ık  gelm e
yen u ğ u rsu z  b ir  uğ u ld am a tın ıs ın ın  eşlik  e ttiğ i g a rip  b ir  ra h a ts ız lık  h is 
se ttiğ in d e , end işe  d erh a l geri döndü . Bu g azaba  yol açab ilen  şey in  ne o l
d u ğ u n u  m erak  etm eye b aş lad ı. D aha önce b ir  ta n r ın ın  b u  derece h id d e t
len d iğ in e  h iç ş a h it  o lm am ıştı.

ilk  te p k is i yeni b itird iğ i ad a k  k âsesin i ta sa r la d ığ ı iç in  ken d in i su ç la 
m ak oldu; bu  konuyla ilg ili za m a n ın d a  da kay g ılan m ıştı. Y aptığ ı Boğa 
T an rı ta sv ir i  ye terince  d eh şe tli o lm am ış m ıydı? O ta n r ı inc inm iş m iydi?



F ak a t b u  d ü şü n c en in  saçm alığ ı onu  d u rd u rd u . Az önce ta n ık lık  e ttiğ i g a 
zap böy lesine  önem siz b ir  eylem in sonucu  o lam azd ı ve m uhakkak  ki özel
likle onu hedeflem iyordu . B unun la b irlik te  Yüce S aray 'ın  teh likede o ld u 
ğunu  b iliyo rdu . R ahip  K ral b u  Şeytan T an rı'y ı y a tış tırm a k  iç in  zam an  
kaybetm ezdi. K u rb a n la r  o lacak tı. M eyvelerin , h a t ta  h a y v a n la rın  gelenek
sel su n u lu şu  b ile  b u  b o y u tta  b ir  öfkeyi y a tış tırm a y a  yetm ezdi. K u rban la r 
in sa n  olm alıydı.

B irdenb ire  k a tık sız  b ir  şa şk ın lık  iç inde, ş id d e tli b ir  rü zg â rı ta k ip  eden 
itic i b ir  h av a  p a tla m a s ı ta ra f ın d a n  o d an ın  iç inde geriye doğru  fırla tıld ı. 
G ürü ltü  o k a d a r  ş id d e tliy d i ki o an  sa ğ ırla ş tı. Zarifçe sü slen m iş k a p la r ı
n ın  çoğu ra f la r ın d a n  fırlay ıp  a rk ad ak i d u v a ra  ç a rp a ra k  p a rç a la n d ı. P a tla 
m an ın  etk isiy le  fırla tı ld ığ ı od an ın  uzak  b ir  köşesin d e  u zan ırk en  d u y u la rı
n ı geri kazanm aya b a ş la d ı ve odan ın  k a rm a şa  iç inde o lduğunu  gördü. 
Gözde v azo la rın d an  b ir in in  p a ra m p a rç a  o lduğunu , m ü th iş  özenle ü re ttiğ i 
h a r ik a  a y r ın tıla ra  sa h ip  ta sa r ım la r ın ın  yok o lduğunu  görünce d eh şe te  k a 
p ıld ı.

A m -tep  yerden  k a ra rs ız c a  k a lk tı ve b ir  sü re  so n ra , b u  kez d ikkate  d e
ğer b ir  te la ş la  deniz üzerindek i ko rkunç sahney i y en id en  incelem ek için  
pencereye y ak laştı. O u zak tak i f ır ın  ta ra f ın d a n  ay d ın lan a n  k arm a şan ın  
a r tık  kend isine  doğru  ge ld iğ in i d ü şü n ü y o rd u . Bu, sah ile  doğru  sü ra tle  
ilerleyen , uçu rum  d u v a rın a  benzeyen  b ir  d a lg an ın  ta k ip  e ttiğ i eng in  b ir  su 
yarığ ı g ib i gö rünüyordu . Y aklaşan  d a lg an ın  devasa  e b a tla ra  u la şm a s ın ı 
iz lerken  yen iden  o lduğu  yere m ıh land ı. N ihayet k a rm a şa  sah ile  u la ş tı ve 
hem en  önündeki den iz yen i o lu şa n  k u m sa ld a  k a ra y a  o tu rm u ş pek çok ge
m i b ıra k a ra k  an iden  geri çekildi. D aha so n ra  u ç u ru m su  dalga b o şa lan  b ö l
geye g ird i ve korkunç b ir  ş id d e tle  p a tlad ı. İ s tisn a s ız  tü m  gem iler p a rç a 
lan m ış  ve y ak ın la rd ak i pek  çok ev d erh a l y ık ılm ıştı. Su, önünde devasa  
yüksek lik lere  u la şm a s ın a  rağm en  kendi evi den izden  görece uzak  yüksek 
b ir  tepede o ld u ğ u n d an  k u rtu lm u ş tu .

Yüce S aray  da k u rtu ld u . F ak a t A m -tep d ah a  k ö tü sü n ü n  geleceğinden 
ko rkuyordu  ve hak lıyd ı; gerçi n a s ıl h ak lı o lduğunu  b ilm iyordu . B ununla 
b irlik te  b ild iğ i b ir  şey v a rd ı ki a r tık  s ıra d a n  b ir  in sa n  kö len in  k u rb an  ed il
m esi y e te rli o lam azdı. Bu korkunç T a n rı 'n m  ş id d e tli ö fkesin i y a tış tırm a k  
iç in  d ah a  faz las ı gerekecekti. D üşünceleri o ğ u lla rı ve k ız la r ın a  ve yeni 
doğm uş to ru n u n a  odak land ı. O nlar da güvende o lm ay ab ilirle rd i.

A m -tep  yeni in sa n la r ın  k u rb a n  ed ilm esinden  ko rk m ak ta  hak lıyd ı. Genç 
b ir  kız ve yen i doğm uş b ir  çocuk y ak a lan ıp  y ak ın la rd ak i b ir  dağ ın  yüksek 
b ir  yam ac ındak i ta p ın a ğ a  g ö tü rü lm ü ştü . Ayin yen i b ir  fe lak e t geld iğ inde 
çok tan  b aş lam ış  ve devam  etm ekteydi. Yer ta h r ip k â r  b ir  ş id d e tle  sa rs ıld ı 
ve ta p m a ğ ın  ç a tıs ın ın  çöküp iç indeki tü m  ra h ip le r in  ve ta n r ı la ra  adam aya



h a z ır la n d ık la rı k u rb a n la rın  b ir  an d a  ö lm elerine yol açtı. Bu o ld uğunda  
ay in in  tam  o rta s ın d ay d ıla r ; neredeyse  üç b in  beş yüz y ıld a n  fa z la d ır  o ra 
da göm ülü  olarak!

Yıkım deh şe tliy d i fa k a t son  değild i. Yüce S aray ın  k end isi n eredeyse  t a 
m am en  y ık ılm ış o lsa  da A m -tep 'in  in sa n la rın ın  y a şa d ık la rı ad a d ak i pek 
çokları ko rkunç dep rem den  k u rtu ld u . E vlerin  çoğu y ılla r  iç inde  yen iden  
in şa  ed ild i. H a tta  S aray b ile  esk is in in  y ık ın tıla rı üze rinde in şa  ed ilip  eski 
ih tişa m ın ı büyük  o ran d a  geri kazand ı. A m -tep  y ine de ad a d a n  ay rılm aya 
a n t içm işti. D ünyası a r tık  ta m ir  edilem eyecek şek ilde değ işm işti.

B ildiği dü n y ad a , Y eryüzü T a n rıç a s ı 'n ın  hüküm  sü rd ü ğ ü  b in le rce  yıllık  
b a rış , re fah  ve k ü ltü r  v a rd ı. Güzel sa n a tla r ın  gelişim ine iz in  v erilm işti. 
Kom şu to p ra k la r la  d ah a  faz la  tic a re t yap ılıyo rdu . M uazzam  Yüce Saray 
h a r ik u lad e  b itk i ve hayvan  fresk le riy le  bezenm iş devasa  b ir  la b iren t, ad e 
ta  kendi iç inde gerçek b ir  şe h ir  gib iydi. Sürekli akan  su  say esin d e  m ükem 
m el b ir  k an a lizasy o n  ağ ına  ve tem iz lenen  lağ ım la ra  sa h ip ti. Savaş n e re 
deyse yabancıyd ı ve sav u n m ay sa  gereksizd i. A m -tep  Y eryüzü T a n rıç a s ı'n ı 
a r tık  b ü tü n ü y le  fa rk lı değerlere  sa h ip  b ir  V arlık ta ra f ın d a n  a lt ed ilm iş 
o la rak  a lg ılıyordu .

A m -tep 'in  ku rtu lm ay ı b a şa r ıp  kend isine  eşlik  eden a ilesiy le  b irlik te , 
yetenek li b ir  m arangoz ve den izci o lan  oğ lunun  yen iden  ta m ir  e ttiğ i b ir  
gem iyle aday ı gerçek ten  te rk  e tm esin d en  b irk aç  y ıl önceydi. A m -tep 'in  to 
ru n u  e tra fın d ak i dünyay la  ilg ili h e r  şeye ilgi duyan  a facan  b ir  çocuğa dö 
n ü şm ü ş tü . Y olculuk b irk aç  gün  a ld ı fak a t h av a  in an ılm az  d ing ind i. D uru 
b ir  gecede, A m -tep tu h a f  b ir  düşünceye k ap ıld ığ ın d a  to ru n u n a  y ıld ız la rın  
ö rü n tü sü n ü  açık lıyordu: y ıld ız la r ın  ö rü n tü s ü  k o rk u n ç  şe y ta n ın  fe la k e ti
n in  o r ta ya  ç ık m a s ın d a n  önceki ha ller in d en  bir zerrec ik  o lsun  d eğ işm e
m işti.

A m -tep  keskin  b ir  sa n a tç ı gözüne sah ip  o ld u ğ u n d an  b u  ö rü n tü y ü  iyi 
b iliyo rdu . G ökyüzündeki o m in icik  m um  ış ık la rın ın , o gecenin  şidde tiy le  
tıp k ı k ap la rın ın  k ırılıp  h a r ik a  v azo su n u n  p a ra m p a rç a  o lu şu  g ib i eski ko
n u m la r ın d a n  m u tlaka , en az ın d a n  b iraz  o lsun  öteye sa v ru lm u ş o lm ala rı 
gerek ird i diye d üşündü . Ay d a  y ü zü n ü  aynen  d a h a  önceki g ib i göste rm iş, 
ve A m -tep 'in  söy leyebild iğ i k ad a rıy la  y ıld ız  dolu  gökyüzündeki ro ta s ı b ir  
nebze o lsu n  değ işm em işti. F e lak e tten  a y la r  so n ra  gökler fa rk lı g ö rü n m ü ş
tü . K aranlık  ve tu h a f  b u lu tla r  o lu şm uş, ay ve güneş bazen  a lış ılm ad ık  
renk le re  b ü rü n m ü ştü . F ak a t b u  a r tık  geçm iş ve h a re k e tle r i tam am en  n o r
m ale  dönm üştü . Benzer şek ilde m in ik  y ıld ız la r da o ldukça h arek ets izd i.

K orkunç İb lis 'te n  b ile  çok d a h a  endam lı o lan  gökler fe lakete  k a rş ı bu  
derece ilg isiz  k a ld ıla rsa , d iye kend i kend in i ikna  e tti A m -tep , îb lis 'i  g e r
çekte k o n tro l eden güçler ad ad ak i küçük in sa n la rın  ap ta lc a  ay in le r yap ıp



in sa n  k u rb an  ederken  ne y ap tık la rıy la  ned en  bu  k a d a r  ilg ilenm eliyd i? Bir 
an  şey tan ın  yaln ızca  onun  k a p la r ın ın  m odelleriy le  ilg ilenm iş olabileceği 
g ib i a p ta lc a  şey ler d ü şü n m ek ten  u tan d ı.

Yine de "neden?" so ru su  A m -tep 'i r a h a t b ırakm ıyo rdu . D ünyan ın  d av 
ra n ış ın ı h an g i d erin  g ü çler k on tro l ediyor ve bazen  ned en  ş id d e tle  ve akıl 
a lm az g ib i gö rünen  b iç im le rd e  p a tla k  veriyo rla r?  S o ru la rın ı to ru n u y la  
p a y la ş tı fak a t y a n ıtla r  yoktu .

B ir yüzyıl geçti, a rd ın d a n  b iny ıl ve h â lâ  y a n ıtla r  yoktu.

Z an a a tk â r A m phos h a y a tı b o yunca  tıp k ı b ab a s ı, b a b a s ın ın  b a b a s ı ve 
ondan  önce onun  b a b a s ı g ib i ayn ı küçük  şe h ird e  y aşam ış tı. G eçim ini z a 
rifçe  sü slen m iş a ltın  b ilezik ler, küpeler, tö ren  b a rd a k la r ı ve s a n a ts a l y e te 
neğ in in  d iğer ince ü rü n le r in i im al ederek  sağ lıyordu . Bu iş  k ırk  n es ild ir , 
A m -tep  o raya  b in  yüz yıl önce y erle ştiğ in d en  b e r id ir  k es in tis izce  aile m es
leği o lagelm işti.

K uşak tan  k uşağa  a k ta r ıla n  şey y ine de yaln ızca  b u  s a n a tsa l yetenek 
değild i. A m -tep 'in  so ru la n , d a h a  önce tıp k ı ken d isin i ra h a ts ız  e ttiğ i g ib i 
A m phos'u  da ra h a ts ız  ed iyordu . B arışç ıl b ir  a n tik  m eden iye ti m ahveden  
fe lake tin  korkunç h ik ay esi b a b a d a n  oğula ile tilm işti. A m -tep 'in  fe laketi 
a lg ılay ış ı d a  kendi soyuy la  b irlik te  yaşam ay a  devam  e tm işti. A m phos da 
göklerin  bu  korkunç o laya b u  derece ilg isiz  ka lacak  k a d a r  yüce ve endam  
sah ib i o lduğunu  an lıyordu . B unun la  b irlik te  o lay ın  kend i şeh irle rin e , in 
san  k u rb a n la ra  ve an lam sız  d in i ay in lere  sa h ip  küçük  in sa n la r  üzerinde  
feci e tk ile ri o lm uştu . Böylece k ıy a s la n ırsa  o lay ın  k en d isi in sa n o ğ lu n u n  o 
s ıra d a n  eylem leriy le o ldukça a lak asız  m uazzam  kuv v etle rin  etk isiy le  o l
m uş o lm alıyd ı. Yine de b u  kuv v etle rin  doğası A m phos'un  zam an ın d a  da 
A m -tep 'ink indek i k a d a r  b ilinm ezd i.

A m phos b itk ile r, böcek ler ve d iğer u fak  h a y v a n la r  ile k r is ta l k ay a la rın  
y ap ıs ı üzerine  ça lışm ıştı. Gözlem lem ek iç in  ku lland ığ ı kesk in  gözleri ona 
d ek o ra tif  ta sa r ım  ça lışm a la rın d a  da iy i h izm et ed iyordu . T arım a  heves e t
ti  ve b u ğ d ay  ve d iğer b itk ile r in  to h u m d a n  y e tişm e le rin d en  çok etk ilendi. 
F ak at b u n la rın  h içb iri ona "neden"i söylem edi ve o da ta tm in  o lm adı. Do
ğ an ın  d a v ra n ış la rın ın  tem elin d e  y a ta n  b ir  neden  o ldu ğ u n a  gerçek ten  in a 
n ıyo rdu  fak a t kesin lik le  b u n la rı ay d ın la tac ak  do n an ım a sa h ip  değildi.

A ydınlık b ir  gecede A m phos gökyüzüne b ak tı ve y ıld ız la rın  ö rü n tü sü n - 
den gökte küm eler o lu ş tu ra n  o y a rı ta n r ı  ve ta n r ıç a la r ın  şek ille rin i an lam 
lan d ırm ay a  ça lış tı. T a n r ıla r ın  y ıld ız la n  n iç in  d ah a  uygun  b iç im de d üzen 
lem ed ik lerin i çözm eye ça lış tı. Şu h a ld e  ö rü n tü le ri b ir  ta n r ın ın  titiz lik le  
d ü şü n ü lm ü ş ta sa r ım ın d a n  d ah a  çok b ir  ç iftç i ta ra f ın d a n  rasg e le  se rp ilip



ekilm iş tohum  ta n e le rin e  benziyo rdu . B irden saçm a b ir  d üşünceye  k ap ıl
dı: y ıld ız la r ın  belirli ö r ü n tü s ü n d e k i  ya  d a  d iğ e r  n esn e le rin  d a ğ ın ık  d ü 
ze n le r in d e k i n ed en le ri a ra m a ; b u n u n  yer in e  şeylerin  d a v ra n ış la r ın d a k i  
d a h a  d er in  b ir ya sa ya  bak.

N ihaye t A m phos, düzen i, dağ ılm ış to h u m la rın  to p rağ a  d ü ştü k le rin d e  
o lu ş tu rd u k la r ı ö rü n tü d e  değil o to h u m la rın  h e r  b irin in , en ince a y r ın tıs ı
n a  dek b irb ir in e  benzeyen , m ükem m el b ir  yap ıya  sah ip , y aşay a n  b ire r  b i t 
kiye d önüşm ele rindek i m ucizev i y ap ıd a  bu lacağ ım ız  so n u c u n a  v ard ı. T op
rağ a  se rp iş tir ilm iş  to h u m la rın  be lir len m iş  düzen le rindek i an lam ı a ra m a 
ya ça lışm ıyoruz; y ine de h e r  b ir  to h u m u n  kend i b a ş ın a  y e tişm esin i k o n t
ro l eden  içse l kuv v etle rin  sak lı g izem inde b ir  an lam  o lm alı ki h e r  b ir i e s a 
sen  aynı m uh teşem  ro tay ı ta k ip  e tsin . B unun m üm kün  o lm ası iç in  Doğa
n ın  y a sa la rın ın  gerçek ten  m ükem m elce düzen lenm iş b ir  kesin liğe  sah ip  
o lm ası zo ru n lu d u r.

A m phos, düzen  gerçek te d ah a  çok şey lerin  d a v ra n ış la r ın d a  h is s e d ilir 
ken tem elde y a ta n  y a s a la rd a  kes in lik  o lm aksız ın  d ü n y ad a  h iç b ir  düzen  
o lam ayacağ ına  ikna o lm uştu . D ahası b u  k o n u la rd a  c idden  y an lış  y o lla ra  
sap m ak  is tem iy o rsak  b iz im  d ü şü n ü ş  y ö n tem lerim izde de kes in lik  olm ak 
zo runda .

Olay öyle g e liş ti ki, ü lken in  b aşk a  b ir  ta ra fın d a  y aşay a n  ve in a n ış la r ı 
A m phos'unk ile rle  d u y g u d aşlık  iç indeym iş g ib i g ö rünen  b ir  b ilg en in  b ah s i 
A m phos'a  u la ş tı. Bu bilgeye göre b ir  k im se geçm işin  gelenek lerine ve öğ
re tile r in e  bel bağ layam azd ı. B irin in  in an d ığ ı şey lerden  em in  o lab ilm esi 
iç in  ta r t ışm a  götürm ez gerekçeler k u lla n a rak  kesin  so n u ç la ra  v a rm a s ı ge
rek ird i. Bu k esin liğ in  doğası n ih a i o la rak  m a tem atik se l sa y ı k av ram ın a  ve 
onun  geom etrik  şek ille r ü zerindek i k u llan ım ın a  bağ ım lı o lm alıyd ı. Bu n e 
denle d ü n y an ın  d a v ra n ış ın a  hükm eden  şey  b a tıl  inanç ve e fsane  değil say ı 
ve geom etri o lm alı.

A m -tep 'in  b in  yüz yıl önce y ap tığ ı g ib i A m phos den ize aç ıld ı. Y olunu 
gerçeklik  a ra y ış ın d a k i b ilg en in  ve onun  571 akıllı adam  ve 28 akıllı k a d ın 
dan  o lu şa n  k ard eşliğ in in  b u lu n d u ğ u  C roton şeh rin e  çevird i. B ir sü re  so n 
ra  k ard eş liğ e  k ab u l ed ild i. B ilgen in  ad ı Pisagor'du.



BİLİMİN KÖKENLERİ

1.1 Dünyayı şekillendiren kuvvetlere ilişkin arayış

E vrenim ize h an g i y a s a la r  hükm ediyor? O nları n a s ıl b ileceğiz? Bu b ilg i 
dü n y ay ı a lg ılam am ıza ve böylece onun  h arek e tle rin i kend i y a ra rım ız  iç in  
yön lend irm em ize n a s ıl y a rd ım  edebilir?

İn san lığ ın  d o ğ u şu n d an  b e r id ir  b u  tü r  so ru la r  in sa n la r ı  d erin d en  e tk i
lem iştir. B aşlang ıçta  kend i y a ş a m la r ın d a n  ed ind ik le ri k av ray ış  tü rü n e  d a 
y an a rak  dünyay ı kon tro l eden  bu  e tk ile ri an lam lan d ırm ay a  ça lışm ışla rd ı. 
Ç evrelerin i k o n tro l eden h e r  k im  y a  da h e r  ne id iyse b u n u  kend i ç a b a la 
m a la r ı g ibi, şey leri k o n tro l etm ek iç in  y ap tığ ın ı d ü şü n m ü şle rd i: as lın d a  
y azg ıla rın ın , çoğunlukla k en d ile rin in k in e  benzeyen, çeş itli b ilin d ik  in sa n i 
g ü d ü le r  u y a rın c a  h a rek e t eden  v a rlık la rın  e tk is i a l tın d a  o lduğu  değ erlen 
d irm esi y ap m ışla rd ı. B öylesi g ü d ü le r  g u ru r, aşk, h ırs , öfke, korku, in t i 
kam , tu tk u , sa d a k a t veya sa n a tç ılık  o lab ilird i. Bu sebep le  -g ü n e ş in  doğu 
şu, yağm ur, f ır t ın a la r , ku rak lık , h a s ta l ık  ve ö lüm cül h a s ta lık la r  g ib i-  doğa 
o la y la rın ın  seyri bu  tü r  in sa n i a rz u la r la  güdü lenen  ta n r ı  ya da ta n r ıç a la 
rın  k ap ris le r iy le  aç ık lan ıyordu . Ve b u  o lay ları etk ileyecek tek  h a re k e t ta n 
r ı f ig ü rle r in in  sa k in le ş tir ilm e si o la rak  a lg ılan ıyordu .

B unun la  b irlik te  yavaş yav aş fa rk lı tü rd e  m ode lle r kend i g ü v en ilir lik 
le rin i te s is  etm eye b aş la d ıla r . G üneşin  gökyüzündeki h a re k e tin in  kesin liğ i 
ve gece ile günd ü zü n  b irb ir in i tak ip  ed işle riy le  açık ilişk isi, en b e lirg in  ö r 
nek leri o lu ştu ru y o rd u ; fa k a t ay rıca  y ıld ız la rd a n  o lu şan  gök kubbey le i l iş 
k is i iç inde g üneşin  konum lan ışı, m evsim lerin  değ işim i ve am an sız  d ü zen 
leriy le, ik lim  üzerinde  v a r  o lan  açık  ve n e t etk iyle ve ta k ib en  b itk i ö rtü sü  
ve h ay v a n sa l d a v ra n ış la r la  y ak ın d an  ilin tili gö rünüyordu . A yrıca ayın  h a 
rek e tin in  de sık ıca  kon tro l ed ild iğ i ve ev re lerin in  güneşle  o lan  geom etrik  
ilişk is i ta ra f ın d a n  b e lir len d iğ i gö rü lüyordu . D ünya üzerinde açık  den iz le 
rin  k a ray la  b u lu ş tu ğ u  y erle rd e  d a lg a la rın  aym  konum u (ve evresi) ta ra f ın 
dan  sık ıca  k o n tro l ed ilen  b ir  düzene sah ip  o lduk la rı fa rk  ed iliyordu . So
n u ç ta  gezegenlerin  çok d a h a  faz la  karm aşık  g ö rünen  b e lirg in  h a rek e tle ri



b ile  s ır la rın ı, tem elde y a ta n  m uazzam  b ir  kesin liğ i ve düzen liliğ i aç ığa v u 
ra ra k  gözler önüne serm eye b aş lad ı. Gökler gerçek ten  ta n r ı la r ın  k a p r is le 
r in in  k o n tro lü  a ltın d a y sa  b ile  b u  ta n r ı la r ın  kend ile ri de k es in  m a tem a tik 
sel y a sa la r ın  b ü y ü sü n ü n  e tk is in d e  g ib i g ö rünüyorla rd ı.

B enzer şek ilde , gökler ta ra f ın d a n  en az ın d an  b u  an lam d a  da e tk ile n d i
ği gö rü len  dünyevi o lgu la rı k o n tro l eden, -ö rn e ğ in  gün lük  ve y ıllık  s ıc ak 
lık  değ işim leri, o k y an u s la rın  gelg itle ri ve b itk ile r in  y e tişm esi g ib i-  y a s a 
la rı, ta n r ı la r ı  y ö n le n d irir  g ö rünen  m a tem atik se l düzen  de p ay laşıy o rd u . 
B unun la  b irlik te  göksel c isim lerle  dünyevi d a v ra n ış la r  a ra s ın d a k i b u  tü r  
b ir  ilişk i bazen  a b a r t ı l ı r  ya d a  y an lış  a n la ş ılır  ve astro lo jiy le  ilg ili m is tik  
ve d o ğ aü s tü  çağ rış ım la ra  yol aç an  y ersiz  b ir  ilg i g ö ste rilm esin i sağ lard ı. 
B ilim sel k av ray ış ın  kes in liğ in in , göklerin  gerçek e tk ile rin i s a f  v a rsa y ım sa l 
ve m is tik  a n la y ış la rd a n  ay ırm ay a o lanak  sağ lam ası yü zy ılla rı b u ld u . Yine 
de bu  tü r  e tk ile rin  gerçek an lam d a  v a r  o luşu  ve tak ib en  gökler iç in  geçerli 
m a tem atik se l y a sa la rın  d ü n y ad ak ile rle  de ilin tili  o lm ası gerek liliğ i en eski 
z a m a n la rd an  b eri açık o lagelm işti.

D ünyevi n esn e le rin  d a v ra n ış la r ın d a  a lg ılan an , g ö rü n ü ş te  b u n d a n  b a 
ğım sız, b aşk a  düzen lilik le r m evcu ttu . B u n lard an  b iri, b e lir li b ir  çevredeki 
h e r  şey in , şim di kü tleç ek im  d iye ad lan d ırd ığ ım ız  e tk in in  sonucu  o larak  
ayn ı d o ğ ru ltu d a  aşağ ıy a  doğru  h a re k e t etm e eğ ilim inde o luşuydu . M adde
n in  b azen  b ir  b iç im den  b aşk a  b ir  biçim e d ö n ü ştü ğ ü , ö rneğ in  b u zu n  erim e
si ya da tu z u n  çözünm esi, am a to p lam  n ice liğ in in  a s la  değişm ediğ i, şu  an 
m a d d e n in  k o r u n u m u  d iye ad lan d ırd ığ ım ız  yasay ı y a n s ıtır  h a ld e  o lduğu  
gözlem leniyordu. D ahası k a tı u zam sa l h a re k e t fik ri doğduğunda, b iç im le
r in i ko rum aya ilişk in  önem li özelliğe sah ip  pek çok m a d d i c ism in  varlığ ı 
fa rk ed ild i ve u zam sa l ilişk ile ri an lam ak  şim di Ö klitçi d iye ad la n d ırd ığ ı
m ız, kesin  ve iyi ta n ım lı 3 -b o y u tlu  geom etri say esin d e  m üm kün  oldu. D a
h a s ı bu  geom etridek i "düz çizgi" k av ram ın ın  ışık  ış ın la r ın ın  (ya d a  görüş 
çizgisi) tem in  e ttik le riy le  aynı o lduğu  o rtay a  çıktı. Bu f ik ir le r  eski u y g a r
lık la r  iç in  tıpk ı b u g ü n  b iz im  iç in  o lduğu  g ib i önem li ö lçüde b ir  çekicilik  
o lu ş tu ra n  d ikkate değer b ir  kesin liğe ve za ra fe te  sah ip ti.

Yine de m a tem atiğ in  k en d isi d erin  b ir  gerçekliğe iş a re t  ed iyor g ö rü n 
m esine rağm en  gün lük  y aşan tım ız  b ak ım ın d an  m atem atik se l kesin liğ in  
d ü n y an ın  h a rek e tle rin e  ilişk in  im a e ttiğ i şey ler s ık lık la  can  sık ıcı ve s ın ır 
lı gö rü lüyor. Bu neden le , eski za m a n la rd ak i pek çok in sa n  konuy la  ilgili 
b ü y ü len iş le rin in , h ay a lle rin i alıp  o n la rı uygun  o lan ın  k ap sam ın ın  çok ö te 
s ine  g ö tü rm esine  iz in  verird i. A stro lo jide örneğin , geom etrik  şek ille r de 
sıkça m is tik  ve d o ğ aü s tü  çağ rış ım la ra , ö rneğ in  p en tag ram  ve h ep tag ram - 
la rın  s ih irli güçleri o lduğu  v a rsa y ım ın a  neden  o lu rdu . Ve P la ton ik  k a tı c i
sim lerle  m ad d en in  tem el h a lle r i a ra s ın d a  b ü tü n ü y le  v a rsa y ım a  d ay a n arak



Şekil 1.1 Platonik beş katı cisim  ve dodekahedronla tem sil edilen gök kubbeyle birlikte 
dört elem ent (ateş, hava, su ve toprak) a rasında eski Y unanlarca o luşturulm uş hayali b ir
liktelik.

ü re tilm iş  b ir  b irlik te lik  v a rd ı (b k z . Şekil 1.1). Kütle, kü tleçek im , geom etri, 
gezegensel h a re k e tle r  ve ış ık  d a v ra n ış ı a ra s ın d ak i gerçek  ilişk ile r  h ak k ın 
da bug ü n  sa h ib i o lduğum uz d erin  k av ray ışa  u laşm am ız  ü ze rin d en  yü zy ıl
la r ı b u la n  b ir  zam an  geçm iş değ ild ir.

1.2 Matematiksel doğruluk

Doğayı k on tro l eden  gerçek e tk ile ri an lam ay a  doğ ru  a tıla ca k  ilk  ad ım 
la r, gerçeğ in  s a f  v a rsa y ım sa l o lan d an  a y r ış tır ılm a s ı iş lem in i gerek tiriyo r. 
B unun la  b irlik te  eski in sa n la r  Doğayı g üven ilir b iç im de an lam a işlem in i 
gerçek leştireb ilecek le ri h e rh a n g i b ir  konum a sa h ip  o lm ad an  önce b aşk a  
b ir  şeyi b aşa rm ay a  gereksin im  duy d u la r. İlk in  y a p m ala rı gereken, gerçeği 
v a rsa y ım sa l o lan d an  m a te m a tik  iç inde k a la rak  n a s ıl ay rış tıra c a k la rın ı 
keşfe tm ekti. Verili m a tem atik se l b ir  id d ia n ın  d o ğ ru lu ğ u n a  güvenilip  güve
n ilem eyeceğin i söyleyen b ir  yöntem  gerek iyordu . Bu ilk  konu uygun  şek il
de yerli yerine  o tu r tu lm a d a n  d ü n y an ın  d a v ra n ış la r ın ı k o n tro l eden  kuv 
v e tle r  ve b u n la rın  m atem atik se l doğruy la  ilişk ile rin in  ne o lab ileceğ ine 
ilişk in  çok d ah a  zo r so ru n la r ı gerçek  o larak  ele a lm a k o n u su n d a  çok az 
u m u t v a rd ı. Doğayı an lam a n ın  k ilit ro lü n ü n  şü p h e  gö tü rm ez b iç im de m a 
tem atiğe  a i t  o lduğu  k av ray ış ı belk i de b ilim  ad ın a  ilk  önem li k ırılm aydı.



Ç eşitli tü rd e  m atem atik se l d o ğ ru la r h ak k ın d a  a n tik  M ıs ır ve B abil za 
m a n ın d an  itib a re n  so n u ç la r  ç ık a rılm ışsa  da m atem atik se l k av ray ış ın  -v e  
b u  neden le  b ilim in  k e n d is in in -  ilk  sağ lam  y ap ı ta ş ın ın  y e rle ş tir ilm esi, b ü 
yük  Y unan filozo fla r M iletli T hales (yaklaşık 10 625-547) ve Sam oslu P isa- 
gor (yaklaşık İÖ 572^497)' m a te m a tik se l k a n ıtla m a  k av ram ın ı tan ıtm ay a  
b a ş la m a d a n  önce m üm kün  olm adı. Bu k an ıt k av ram ın ı ilk  kez T hales ile ri 
sü rm ü ş o la b ilir  fak a t g ö rünen  o ki ak si d u ru m d a  aç ık lığa kavuşm ayacak  
şey lerin  yerli yerine  o tu rm a sın d a , kav ram ın  h akk ınca  ku llan ım ın ı ilk  o la 
rak  P isag o rcu la r gerçek leştird ile r. Ayrıca P isag o r sa y ın ın  ve a ritm etik  
k av ra m la rın  fiziki d ü n y an ın  h a rek e tle rin i yönetm ektek i önem iyle ilgili 
kuvvetli b ir  öngörüye sa h ip ti. D enir ki bu  k av ra y ış ta k i en önem li etm en 
onun, lir le rin  ve f lü tle r in  ü re ttiğ i en uyum lu  ezg ilerin , t it re şe n  te lle r  y a  da 
b o ru la r ın  u zu n lu k la rı a ra s ın d ak i en b a s it  k es irle rle rle  ifade edilen  o ra n la 
r ın  varlığ ıy la  ilg ili o lduğunu  fark  e tm esid ir. Onun şu  an  b a tı  m üziğ in in  
e sasen  dayand ığ ı tem el sü re le ri belirleyen  f re k a n s la r  o la rak  b ild iğ im iz 
say ısa l o ran la rı, "P isagor gam ı"nı o rtay a  koyduğu söy len ir.2 Dik aç ılı b ir  
ü çgen in  h ip o te n ü sü n ü n  k a re s in in  d iğer iki k en a rın  k a re le r i to p lam ın a  eşit 
o lduğunu  id d ia  eden ü n lü  Pisagor teorem i sa y ıla rın  a ritm etiğ i ile fiziki 
uzam  a ra s ın d a  a s lın d a  kesin  b ir  ilişk i o lduğunu  belki de h e r  şeyden  çok 
o rtay a  koyar (bkz. bö lüm  2).

Şu an d a  İ ta ly a 'n ın  güneyi o lan  C roton şeh rin d e  y erleşm iş  h a tır ı say ılır  
b ir  tak ip ç i k itle s i -P is a g o rc u la r-  b u lu n m ak tay d ı fak a t P isago rcu  k a rd e ş li
ğ in  tü m  üy elerin in  g iz lilik  yem ini e ttik le ri gerçeği d ış  d ü n y a  üzerindek i 
e tk ile rin i engelledi. Bu neden le  ay rın tılı ç ık a rım la rın ın  neredeyse  tam am ı 
kayboldu . B unun la b irlik te  b u  ç ık arım la rın  b az ıla rı, "köstebek" iç in  ta l ih 
siz so n u ç la r d o ğ u ra rak  -e n  az ın d an  b ir  bak ım dan , b o ğ u la ra k  id am !- d ış a 
r ı s ızd ırıld ı.

U zun vadede P isag o rcu la r 'ın  in sa n  d ü şü n ü şü n ü n  gelişim ine etk ileri 
d ev asa  b o y u tta  oldu. İlk  kez o la rak  m a tem atik se l k a n ıt say es in d e d ir  ki k a 
n ıtlan a m az  b ir  doğa h ak k ın d a  aç ık lam a la r yapm ak  m üm kün  oldu ve d ü n 

1 M aalesef P isagor ve yaşam ı hakkında, gerçekten var olm aları d ışında takipçileri ya da onla
rın  çalışm aları ve m üziksel harm onideki b as it oranların  ro lünün P isagor tarafından  kabulü 
hakkında neredeyse güvenilir h içbir şey bilinmiyor. Bkz. Burkert, 1972. Yine de Pisagorcula 
ra  ortak b ir şekilde oldukça fazla önem atfediliyor. Bu yüzden "Pisagorcu” terim ini tarihsel 
netlik  ta rz ında  h içbir imayı kastetm eden b as it b ir etiket gibi kullanacağım .

2 Bu, frekansların ın  (titreşim  u nsu rların ın  uzunluklarıyla te rs orantılı) 24 : 27 : 30 : 32 : 36 :
40 : 45 : 48 o ran larında olduğu, kulağa hoş gelen ezgilerin tem elindeki pek çok bas it oranın
örneklerini veren sa f "diyatonik ölçek"tir. M odem  b ir piyanonun "beyaz notaları" eşit yedi-
rimli ölçek uyarınca a  = 'V2 = 1,05946... olmak üzere 1: a2: a4: a 5: a7: a9: a 11: a 12 bağıl o ran la
rıyla Pisagorcu o ranlara yaklaşıklık tahm inleri yapılarak  akort edilir. (Not: ot5, a ’n ın beşinci
dereceden üssü  anlam ına gelir, diğer b ir deyişle a x a x a x a x  a 'd ır. On ikinci dereceden
kuvveti 2'ye eşit olan 'Mi niceliği, 2 'nin on ikinci dereceden köküdür, başka b ir  deyişle
a 12 = 2 olacak şekilde a = 2^12'dir. Bkz. not 1.3 ve §5.2.)



ya üzerine  o lan  b ilg im iz  o g ü n d en  bu  y an a  ne k a d a r  ile rlem iş o lu rsa  o lsun  
b u  aç ık la m a la r b u g ü n  b ile  yap ıld ığ ı zam andak i k a d a r  geçerlid ir. M a tem a
tiğ in  gerçek zam an  a ş ır ı doğası gözler önüne serilm eye baş lıyo rdu .

Peki am a m a tem atik se l k a n ıt ned ir?  M atem atik te  k an ıt yaln ızca  sa f  
m a n tık sa l m uhakem e y ö n tem le rin i k u lla n arak  k işiye verili m atem atik se l 
b ir  ifad en in  geçerliliğ in i ön be lirlen im e sah ip  b aşk a  b ir  m a tem atik se l ifa 
deden  ya da geçerliliğ i kend inde  k an ıtlı b az ı b a s it  ifad e le rd en  -a k s iy o m 
la r-  ç ık arsam ay a o lanak  sağ lay an  k u su rsu z  b ir  savd ır. B unun gibi m a te 
m atik se l b ir  ifad e  b ir  kez b u  şek ilde o lu ş tu ru ld u ğ u n d a  a r tık  ona b ir  te 
orem  denir.

P isag o rcu la r 'ın  ilg ilen d ik leri teo rem lerin  pek çoğu geom etrik  yap ıd a  
o lan lard ı; d iğe rle ri b a s itç e  sa y ıla rla  ilg ili ifade lerd i. S ay ıla rla  ilgili o la n 
la r, P isago r za m a n ın d a  o ld u k la rı g ib i bug ü n  de m ükem m el derecede n e t 
b ir  geçerliliğe sa h ip tir . Ya P isag o rcu la r 'ın  kend i m a tem atik se l k an ıt y ö n 
tem lerin i k u lla n a ra k  elde e ttik le ri g eo m e tr ik  teo rem ler? O nlar da bug ü n  
açık b ir  geçerliliğe sa h ip le r  fak a t b u ra d a  zo rla ş tır ıc ı b ir  d u ru m  söz ko n u 
su. Bu, doğası m odern  sey ir  m evkim izden  b ak ın ca  P isag o r 'u n  zam an ında  
o lan d an  d ah a  b e lirg in  g ö rünen  b ir  konudur. Eski in s a n la r  b izim  ş u  an d a  
Ö klit g eo m e tris i o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  tek  b ir  tü r  geom etri b iliy o rla rd ı 
fak a t biz şim di pek  çok b a şk a  tü rü n ü  b iliyoruz. Bu neden le  an tik  Y unan 
zam an ın ın  geom etrik  teo rem leri göz önünde tu tu lu rs a  geom etri kav ram ıy 
la  tem sil ed ilen in  a s lın d a  Ö k lit'in  geom etrisi o lduğunu  b e lirtm ek  önem li 
h a le  gelir. (Bu k o n u la r  h ak k ın d a  ö k litç i o lm ayan  g eom etrin in  önem li b ir  
ö rneğ in in  verileceğ i §2 .4 'te d ah a  açık  sözlü  olacağım .)

Ö klit geom etris i kend ine  özgü aks iyom larıy la  (önerm e ad ı verilen  d ah a  
az g üven ilir b az ı ifad e le ri içeren) fiziki d ü n y an ın  belli b ir  gö rünüm üne 
m ükem m el b ir  yak laşık lık  ta h m in i sağ layan  özel b ir  m a tem atik se l y a p ı
dır. Bu, A ntik Y u n an la rın  y ak ın d an  ta n ıd ık la rı, 3 -b o y u tlu  u zam d a h arek et 
e ttir ild ik le rin d e  k a tı c is im lerin  geom etrisine  ve o n la rın  d iğer k a tı c is im 
lerle  o lan  ilişk ile rin e  hükm eden  y a sa la rın  iş a re t  e ttiğ i gerçeğin  b ir  g ö rü 
nüm üydü. Bu öze llik lerin  b a z ıla rı öylesine ta n ıd ık  ve iç tu ta r lılığ a  sa h ip ti 
ki "kendinde kan ıtlı"  m atem atik se l gerçek ler o la rak  görü lm e eğilim i g ö s
te rd ile r  ve ak s iy o m la r (ya da önerm eler) o la rak  k ab u l ed ild ile r. B ölüm ler 
17-19 a ra s ın d a  ve §§27.8, 11'd e  göreceğim iz üzere  E in s te in 'ın  genel g ö re 
liliğ i -v e  h a t ta  özel gö reliliğ in  M inkow ski u za y za m a n ı-  fizik i evren iç in  
Ö klit g eo m etris in d en  fa rk lı ve eski in sa n la ra  a i t  Ö klit g eom etris in in  o la 
ğ an ü s tü  b iç im de h a ta s ız  o lu şu  gerçeğine rağm en , y ine de d ah a  h a ta s ız  ge
o m e trile r  sunuyor. B öylelikle geom etrik  ifad e le r  ele a lın d ığ ın d a  "aksiyom 
ların" h e rh an g i b ir  an lam d a  gerçek ten  doğru  o lup  o lm ad ık la rın a  güven 
m ek n o k ta s ın d a  d ik k a tli o lm alıyız.



Peki b u  b ağ lam d a  "doğru" ned ir?  Zorluk P isag o r 'd an  yak laşık  b ir  yü z
yıl so n ra  A tin a 'd a  yak laşık  ÎÖ 4 2 9 'd an  347 'ya k a d a r  y aşay a n  büyük  eski 
Y unan filozofu  P la ton  ta ra f ın d a n  ye terince  d eğerlend irild i. P la to n  -şü p h e  
gö tü rm ez şek ilde doğru  k ab u l ed ileb ilen  şey ler o la ra k -  m a tem atik se l 
önerm elerin  gerçek fiziki nesne le re  (kum a çizilerek  veya ta h ta  ya da t a ş 
ta n  y ap ılan  y ak laşık  kare ler, üçgenler, çem berler, k ü re le r ve küpler) değil 
b ir ta k ım  idealize  ed ilm iş v a rlık la ra  a tfed ild ik le rin i gözler önüne serd i. 
K afasında b u  id ea l v a rlık la r ın  fiziki d ü n y ad a n  fa rk lı b ir  d ü n y ad a  ikam et 
e ttik le rin i can lan d ırd ı. G ünüm üzde b u  dünyay ı m a te m a tik se l b iç im lerin  
P la ton ik  d ü n y a s ı  o la rak  ad lan d ırıy o ru z . P ap irü s  ağ ac ın d an  kesilm iş ya da 
y ass ı b ir  yüzeye çizilm iş kare ler, çem b erle r veya üçgen le r ya da belk i m er
m erd en  oyu lm uş küpler, d ö rt y ü z lü le r  ya da k ü re le r g ib i fizik i y a p ıla r  bu  
id ea lle re  çok yak ın d an  u y ab ilir  fa k a t yaln ızca  yak laşık lık la . Gerçek m a te 
m a tik se l kare ler, küpler, çem berler, kü rele r, üçgen ler, vb fiziki d ü nyan ın  
b ir  p a rç a s ı o lm ak tan  ziyade P la to n 'u n  b iç im lerin  idealize  ed ilm iş m a te 
m a tik se l d ü n y as ın ın  sak in le riyd i

1.3 Platon'un matematiksel dünyası "gerçek" midir?

Bu, zam an ı iç in  s ıra d ış ı b ir  fik ird i ve çok güçlü  b ir  f ik ir  h a lin e  geldi. 
Peki P la ton ik  m atem atik se l d ü n y a  h e rh a n g i m aku l b ir  an lam d a  gerçek ten  
m evcu t m udur?  F ilozofları d a  içeren  b irçok  in sa n  böylesi b ir  "dünya"yı, 
y aln ızca  k o n tro lsü z  d ü şle rim izd en  o lu şa n  tam  b ir  h ay a l ü rü n ü  o la rak  d e
ğ erlen d ireb ilir . Yine de P la ton ik  b ak ış  aç ıs ı esasen  son  derece değerlid ir. 
O bize kesin  m a tem atik se l k av ra m ları e tra fım ızd ak i fizik i şey ler d ünyası 
iç inde gördüğüm üz yak laşık lık  ta h m in le rin d en  ay ırm ak ta  d ik k a tli o lm a
m ızı öğü tle r. D ahası b ize m o d em  b ilim in  şu  an a  k ad a rk i gelişim  seyrin i 
a n la ta n  ta s la ğ ı su n a r. Bilim  in sa n la rı d ü nyaya  -y a  d a  d ah a  d o ğ rusu  d ü n 
y an ın  b ir ta k ım  g ö rü n ü m le rin e - d a ir  m odellem eler ile ri sü re r le r  ve b u  mo- 
dellem eler d a h a  önceye d ay a n an  gözlem ler ve titiz lik le  ta sa r la n m ış  d e
n ey ler a rac ılığ ıy la  te s t  ed ilir. M odellem eler böy lesi tit iz  incelem elerden  
b a şa r ıy la  geçer ve ay rıca  iç b ü tü n lü ğ e  sa h ip  y a p ıla r  o ld u k la rım  k a n ıtla rsa  
uygun  o la rak  k ab u l ed ilir. M evcut ta rtışm a m ız  iç in  b u  m odellem eler hak- 
k ındak i önem li nok ta  o n la rın  tem elde tam am en  so y u t m a te m a tik se l  m o
dellem eler o lduğudur. B ilim sel b ir  m odelin  iç tu ta r lıl ığ a  sa h ip  o lm ası so 
ru n u  özelde o m odelin  kesin  o la rak  ta n ım la n m ış  o lm asın ı g erek tir ir. Ge
rek li kes in lik  m odelin , aksi d u ru m d a  b u  so ru la ra  iy i ta n ım la n m ış  y a n ıtla r  
verilem eyeceği iç in  m a tem atik se l o lm asın ı ta lep  eder.

M odelin  k en d isi eğer b ir  "varlık" o la rak  sa p ta n a c a k sa  b u  v arlık  m a te 
m a tik se l b iç im le rin  P la ton ik  d ü n y as ın d a  k o n u m lan d ırılır . E lb e tte  aksi b ir



bak ış  aç ıs ı sa v u n u lab ilir : P la to n 'u n  d ü n y as ın ı h e rh a n g i b ir  an lam d a  m u t
lak  ve "gerçek" k ab u l edenden  ziyade m odelin  b iz le rin  fa rk lı fa rk lı z ih in le 
r im iz d e  v a r  o lduğunu  k ab u l eden  b ir  b ak ış  açısı. M atem atik se l y ap ıla r ı 
kend i gerçek lik lerine  sah ip  o lan  y a p ıla r  o la rak  değerlend irm ek  iç in  h â lâ  
ed in ilm esi gereken önem li b ir  şey le r var. B ireysel zih in lerim iz , y a rg ıla m a 
la rın d a k i dağ ın ık lık , güvenilm ezlik  ve tu ta rs ız l ık la rla  ü n lü d ü r. B ilim sel 
k u ram larım ız ın  gerek tird iğ i kesin lik , güven ilirlik  ve tu ta r lı l ık  h e rh an g i 
b irim iz in  b irey se l (güvenilmez) z ih n in in  ö tesin d e  b ir  şey ler ta lep  eder. 
M a tem atik te  h e rh an g i b e lirli b ir  z ih inde  o lan d an  çok d ah a  b ü y ü k  o ran d a  
b ir  sağ lam lık  bu lu ru z . Bu d u rum , h e r  b ir  b irey in  b aşa rab ilec eğ in in  ö te
s in d e  y er a lan  b ir  gerçeklik  yo luy la  kend i d ışım ızdak i b ir  şeye iş a re t  e t
m ez mi?

B unun la  b irlik te  m a tem atik se l d ü n y an ın  bağ ım sız  b ir  v a rlığ a  sa h ip  ol
m ad ığ ı, y a ln ızca  fa rk lı fa rk lı z ih in le rd en  dam ıtılm ış  ve herkesçe b ü tü n ü y 
le  g ü v en ilir  b u lu n u p  kabu l ed ilen  b e lir li f ik irle rden  o lu ş tu ğ u  a lte rn a tif  
g ö rü şü  h â lâ  sa v u n u lab ilir . Yine de b u  b ak ış  açısı b ile  b iz i gereksin im  d u 
y u la n d an  d a h a  te d arik s iz  b ıra k ır  gö rünüyor. "H erkesçe kabu l edileni" m i 
ya da ö rneğ in  "sağduyu  sa h ip le rin c e  k ab u l edileni" m i ya da "m atem atik te  
d o k to ras ın ı tam am lam ış ve b ir  "uzm an" gö rü şü  cü re ti gösterm eye hakkı 
o lan  herkesçe  k ab u l edileni" m i (bunun P la ton  zam an ın d a  faz laca  hükm ü 
yoktu) kas ted iyo ruz?  B urada b ir  k ıs ır  döngü teh likesi v a r  g ib i gö rünü r; b i
r in in  "sağduyu  sah ib i"  o lup o lm ad ığ ına k a ra r  verm ek iç in  d ış sa l b ir  s ta n 
d a r t  gerek lid ir. E lbe tte  "çoğunluk görüşü" g ib i b ilim se l o lm ayan  doğaya 
sa h ip  b ir  s ta n d a r t  b en im senm ed iyse  "uzm an" sözcüğünün  an lam ı iç in  de 
g e rek lid ir  (açıkça b e lirtm ek  g erek ir ki çoğunluk g ö rü şü  d em okra tik  h ü k ü 
m e tle r iç in  ne k a d a r  önem li o lu rsa  o lsun  a s la  b ilim se l b ir  kabu l ed ileb ilir
lik  k r ite ri o la rak  kullan ılam az). A slında m a tem atiğ in  h e rh an g i b ir  m a te 
m a tik ç in in  id rak  ye teneğ in in  çok ö te sin e  g iden  b ir  sağ lam lığ ı b a r ın d ırd ığ ı 
gö rü lü r. Bu a lan d a  ça lışan la r, is te r  k end ile rin i m atem atik se l a ra ş tırm a y a  
etk in  şek ilde  ad am ış o lsu n la r  is te rs e  de b a şk a la rı ta ra f ın d a n  elde ed ilm iş 
so n u ç la rı k u lla n ıy o r o lsu n la r  genellik le yaln ızca  k en d ile rin in  çok ö tesinde 
v a r  o lan  b ir  d ünyan ın , bu  d ü şü n ce  k en d ile rin in  de o lsa , ne k a d a r  uzm an  
o lu r la rsa  o lsu n la r  b a şk a la rın a  a i t  de o lsa  sa f  düşüncey i a şa n  n esn e llik te 
ki b ir  d ü n y an ın  k aş ifle ri o ld u k la rın ı h issed erle r.

P la ton ik  d ü n y an ın  gerçek v arlığ ın a  ilişk in  d u ru m u  fa rk lı b ir  şek ilde 
o rtay a  koym am  fay d a lı o lab ilir . Bu "varlığın" a s lın d a  y a ln ızca  m a tem a tik 
sel d o ğ ru n u n  nesnelliğ i o ld u ğ u n u  söylerken  k as te ttiğ im  ned ir?  P la ton ik  
varlık , onu  an lad ığ ım  haliy le , b irey se l fik irlerim ize  y a  da özel k ü ltü rü m ü 
ze b ağ lı o lm ayan  nesnel b ir  d ış s a l s ta n d a rd ın  v a rlığ ın a  te k ab ü l eder. Bu 
"varlık" ay rıca  ah lak  ya da e s te tik  (krş . §1.5) g ib i m a tem a tik ten  b a şk a  şey



lere  de tek ab ü l ed eb ilir  fa k a t b u ra d a  yaln ızca  çok d ah a  b e rra k  b ir  konu 
o la rak  g ö rünen  m a tem atik se l n esne llik le  ilg ileniyorum .

Bu konuyu  m a tem atik se l b ir  doğruya ilişk in  m e şh u r b ir  ö rneği ele a la 
rak  ve onu "nesnellik" so ru n u y la  ilişk ilen d irerek  gösterey im . P ierre  de 
F erm at 1637'de, ş im d ile rde  "F erm a t'n ın  Son Teorem i" (bir ta m sa y ın ın  h iç 
b ir  p o z itif  n 'in c i ü s sü 3, n, 2 'd en  büy ü k  b ir  ta m sa y ıy sa  b aşk ac a  iki p o z itif  
n 'in c i ü ssü n  to p lam ı olam az) o la rak  b ilinen , 3. yüzy ılda  Y unan  m a tem a
tikç i D iophan tos ta ra f ın d a n  y az ılm ış A rith m e tic a  is im li k ita b ın  k en d is in 
deki kop y asın ın  k en a rın a  n o t a ld ığ ı ü n lü  ifad esin i o lu ş tu rd u . Bu k an a r n o 
tu n d a  F erm at ay rıca  şu  nu  d a  yazm ıştı: "Bu ken arlığ ın  d arlığ ı sebebiy le 
kap say am ay acağ ı gerçek ten  m ü th iş  b ir  k an ıt bu ldum ." Seçkin b ir  çok m a 
tem atik ç in in  o rtak  ç a b a la rın a  rağm en  F e rm a t'n ın  b u  ifad esi 350 yılı aşk ın  
d o ğ ru lan am am ış o la rak  kald ı. S onunda b ir  k an ıt Andrevv W iles ta ra fın d a n  
(daha önceki çeşitli m a tem atik ç ile rin  ç a lışm a la rın a  dayanarak) y ay ım lan 
dı ve b u  k an ıt şu  an  m a tem atik  cam iası ta ra f ın d a n  geçerli b ir  tez o la rak  
k ab u l görm ekted ir.

Şu h a ld e  F e rm a t 'n ın  ifad e s in in  h e r  zam an, a s lın d a  F erm at onu ile ri 
sü rm ed en  çok önce de doğru  o lduğu  g ö rü şü n d e  m i o lacağız ya d a  o, geçer
liliğ i m a tem atik ç ile rin  öznel s ta n d a r t la r ı  h e r  neyse ona b ağ lı s a f  k ü ltü re l 
b ir  konu  m udur? Gelin F erm at ifad e s in in  as lın d a  öznel b ir  konu  o lduğunu  
varsay m ay ı deneyelim . Bu d u ru m d a  h erh an g i b ir  X m a tem atik ç is in in  F e r
m a t ifad esin e  gerçek ve özgün b ir  k a rş ı örnekle iti ra z  etm esi, b u n u  1995 
y ılın d an  önce yapm ış o lduğu  sü rece b ir  saçm alık  o lm azdı.4 Böylesi b ir  d u 
ru m d a  m a tem atik  cam iasın ın  X 'in  k a rş ı ö rneğ in in  doğ ru lu ğ u n u  k ab u l e t 
m iş o lm ası gerek ird i. Bu a n d a n  itib a re n  VViles'm F erm at ifad e s in i k a n ıtla 
m aya yönelik  h er çabası, X tez in i d ah a  önce su n m u ş o lduğu  için  nafile  
o lu r ve de F erm at ifad esi şu  an  y an lış  olurdu! D ahası X 'in  ile rik i k a rş ı ö r 
neğ in in  do ğ ru lu ğ u n u n  k ab u lü n ü  ta k ib en  F e rm a t 'n ın  k en d is in in , "gerçek
ten  m ü th iş  kam t"ın ın  sağ lam lığ ın a  in an m ak la , k en a r  n o tu n u  yazd ığ ı an d a  
yan ılm ış  olup o lm ayacağı so ru su n u  so rab ilird ik . M atem atik se l gerçeğin

3 Not 1.2 'den anım sayacağınız gibi b ir  sayının n 'inci üssü  o sayının kendisiyle n  kez çarp ım ı
na eşittir. 5 'in  üçüncü üssü  125'tir ve 53 = 125; 3 'ün dördüncü üssü  81 'd ir ve 34 = 81; vb şek
linde yazılır.

4 Aslında Wiles Ferm at'nın Son Kuramıyla ilgili kan ıtında H aziran 1993'te Cam bridge'teki ilk 
sunum u sonrası görünür hale gelen "boşluğu" onarm aya çalışırken m atem atik cam iasında 
m atem atikçi Noam Elkies'in Ferm at'n ın  ifadesine karşı b ir  karşı örnek bulduğuna dair b ir 
söylenti yayıldı. Daha önce Elkies 1988'de Euler'in  varsayım ına karşı b ir  karşı örnek b u l
muş - x '  + y* + z* = w4 eşitliğinin h içb ir pozitif çözümü y ok tu r- ve onun yanlışlığını kan ıt
lam ıştı. Böylece Ferm at'nın ifadesin in  de yanlış olduğunu kanıtlam ış olm ası inanılm az de
ğildi. Oysa söylentiye neden olan e-m ail 1 N isan tarih liydi ve Henri Darmon tarafından  h a 
zırlanm ış b ir aldatm aca olduğu ortaya çıktı; bkz. Singh, 1997, s. 293.



öznel b ak ış ın a  göre du ru m  belk i de F e rm a t 'n m  geçerli (açık lam ış o lsa 
m e sle k ta ş la r ı ta ra f ın d a n  öyle k ab u l edilecek olan) b ir  k a n ıta  sa h ip  o luşu  
ve de X'e d ah a  so n ra  b ir  k a rş ı ö rnek  elde etm e o lan ağ ı sa ğ lay a n  şey Fer- 
m a t'n ın  gizem i o lm uş o lab ilird i. F iilen  "P la tonculuğa" k a rş ı aç ık lad ık la rı 
g ö rü ş le rin e  b akm aksız ın  b ü tü n  m atem atik ç ile rin  b u  tü r  o la s ılık la r ı açıkça 
saçm a o la rak  değerlend irecek lerin i düşünüyorum .

E lb e tte  VViles'ın tez in in  gerçek ten  b ir  h a ta  b a r ın d ırm a s ı ve F erm at ifa 
d es in in  a s lın d a  yan lış  o lm ası h â lâ  söz k o nusu  o lab ilir . B unun la  b irlik te  
VViles'ın tez in d e  tem el b ir  h a ta  o la b ilir  am a F erm at ifad esi y ine de do ğ ru 
dur. Ya da VViles'ın tezi, m a tem atik se l kabu l ed ileb ilir liğ in  b az ı gelecek 
k u ra lla r ın ın  s ta n d a rd ı b ak ım ın d an  "titiz  o lm ayan  kadem eler" içerirken  te 
m el öğeleriy le doğru  o lab ilir . Yine de bu  k o n u la r v a rm ak  is ted iğ im  n o k ta 
ya u la ştırm ıy o r. Konu F erm at ifad e s in in  n esnelliğ id ir, h e rh a n g i b ir in in  
ifadey i b e lir li ş ekilde o lum layıc ı su n u m u n u n  (ya da o lum suzlam asın ın ) 
he rh an g i b e lir li b ir  zam an ın  m a tem a tik  cam iasın ı ta tm in  ed ip  edem eyece
ği değil.

Belki de F erm at ifad e s in in  a s lın d a , m a tem atik se l m a n tığ ın  b ak ış  aç ı
s ın d a n  nesnelliğ i özellikle açık  o lan  b ilh a ssa  b a s it  tü rd e 5 b ir  m a tem a tik 
sel a n la tım  o ld u ğ u n d an  b ah se tm ek  gerekiyor. Bu tü r  ifad e le rin  d o ğ ru lu 
ğunu  - ta tm in  ed ici o lduğu  d eğ e rlen d irilen  böylesi tez le rde  b ira z  öznellik  
o lab ilm esine  rağ m e n - y a ln ızca  m atem atik ç ile rin  küçük  b ir  az ın lığ ı6 h e r 
hang i b ir  b iç im de "öznel" o la rak  değerlend iriyor. B unun la b ir lik te  d o ğ ru 
luğu  m aku l şek ilde "görüş m eselesi" o la rak  d eğ erlen d irileb ilen  b aşk a  tü r  
m atem atik se l ifad e le r m ev cu ttu r. Bu ifad e le rin  en iyi b ilin en i belk i de seç
m e  a ks iyo m u d u r . Bizim iç in  ş u  an  seçm e aksiyom unun  ne o lduğunu  b il
m ek önem li değil. (Onu §16.3 'te an latacağ ım .) B u rad a  y a ln ızca  b ir  ö rnek 
o la rak  a lın tılan d ı. Birçok m a tem atik ç i seçm e aksiyom unu  b ir  şek ilde so r
g u lan ab ilir, h a t ta  yan lış  b ile  o lab ilecek  b ir  ifade o la rak  d eğ erlend irirken  
(ben de kend im i b u  ilk b ak ış  aç ıs ın a  eğilim li görüyorum ), pek çoğu da 
m uhtem elen  onu "apaçık  doğru" o la rak  değerlend iriyor. Yine de b aşk a la rı 
onu "doğruluğu" yaln ızca  b ir  gö rüş m ese lesi o lan  b ir  ifade  o la ra k  ele a l ı
yor ya da d ah a  doğ rusu  h an g i aksiyom  sis tem in e  ve h an g i iş lem in  k u ra l
la rın a  (bir "b içim sel sistem "; bkz. §16.6) bağ lı k a lın acağ ın ın  seçilm esine 
göre öyle ya da böyle ele a lınab ilecek  b ir  ş ey o la rak  gö rüyorla r. Bu son

1 Teknik olarak bu b ir  /7ı-cüm lesidir; bkz. §16.6.

* Böylesi b ir  iddiada bulunm akla b ir  anlam da kendi tuzağım a düştüğüm ün farkındayım . Me
sele gerçekten böylesine uçta yer alan öznel b ir görüşü savunan m atem atikçilerin  küçük bir 
azınlıkta olup olm adıkları değil(ve kesin olan ş u  ki, bu konu hakkında m atem atikçiler a ra 
sında güvenilir b ir  anket yapmadım); konu bu derece uç b ir konum da olunm asının gerçek
ten gerekip gerekmediğidir. K aran  okuyucuya bırakıyorum .



b ak ış  aç ıs ın ı ben im seyen  (fakat özellik le y u k arıd a  ta r t ış ı la n  F erm at ifad e 
si g ib i açık ve n e t m atem atik se l a n la tım la rın  do ğ ru lu ğ u n u n  nesnelliğ in i 
k ab u l eden) m a tem atik ç ile r  görece zay ıf  P la to n cu la rd ır . N esnelliğe seçm e 
aksiyom unun  doğ ru luğu  b ak ım ın d a n  b ağ lı o la n la rsa  d ah a  sağ lam  P laton- 
cular.

F iziki k u ram d a  faz laca  değ in ilm iyor o lm ası gerçeğine rağm en , fiziki 
dü n y an ın  tem eldeki d a v ra n ış la rıy la  m atem atiğ i belli o ran d a  ilin tile n d ir-  
diği iç in  seçm e aksiyom una §16 .3 'te geri döneceğim . Ş u  an  iç in  b u  konu 
h ak k ın d a  faz laca  end işelenm ek  uygun  olm ayacak. Seçme aksiyom u şüphe  
gö tü rm ez m a tem atik se l m u hakem en in7 uygun  b ir  b iç im i ta ra f ın d a n  o veya 
bu  şek ilde yerine  o tu r tu la b ilirse  dem ek ki doğ ru luğu  a s lın d a  b ü tü n ü y le  
nesnel b ir  k o n u d u r ve "P la ton ik  dünya" te rim in i ak ta rd ığ ım  an lam d a  P la 
ton ik  d ü nyaya  ya o a i t t i r  y a  d a  o lum suzlam ası. Öte ta ra f ta n  seçm e ak siy o 
m u y a ln ızca  b ir  gö rüş ya d a  rasg e le  b ir  k a ra r  m eselesiyse  (her ne k a d a r  
"şu ve b u  seçm e aksiyom undan  gelir" ya da "seçm e aksiyom u şu  ve bu  m a 
te m atik se l s is tem in  k u ra lla r ı u y a rın c a  b ir  ku ram dır"  b iç im indek i ifad e leri 
içerse  de) m u tlak  m a tem atik se l b iç im le rin  P la ton ik  d ü n y as ı ne seçm e ak 
siyom unu  ne de onun  o lu m su z lam as ın ı içerir.

P la to n 'u n  d ü n y as ın a  a it o lab ilen  m a tem atik se l ifad e le r  kesin lik le  n e s 
nel o la rak  doğru  o lan la rd ır . A slında m a tem atik se l nesne lliğ i m atem atik se l 
P la to n cu lu ğ u n  gerçek ten  ilg ili o lduğu  h e r  şey o la rak  değerlend iriyorum . 
B irtak ım  m a tem atik se l ifad e le rin  P la ton ik  va rlığ a  sah ip  o ld u k la rın ı söy le
m ek y a ln ızca  o n la rın  n esn e l an lam d a  doğru  o ld u k la rın ı söy lem ektir. B en
zer b ir  y o ru m lam a n esn e l k a v ra m la r  o lm ala rı neden iy le  P la to n ik  va rlığ a  
sa h ip  m atem atik se l k av ra m la rın  -ö rn e ğ in  7 say ıs ı b ağ lam ı g ibi, ya da 
ta m sa y ıla rd a  ça rp m a ku ra lı, ya d a  b az ı küm elerin  sonsuz  sa y ıd a  e lem ana 
sa h ip  o lduğu  fik ri g ib i-  tü m ü  iç in  geçerlid ir. Benim  d ü şü n ü ş  yöntem im e 
göre P la to n ik  v arlık  b as itç e  b ir  n esn e llik  m ese lesid ir  ve b u n d a n  do lay ı b a 
zı in sa n la r  onu  o şekilde d eğ e rlen d irse  de kesin lik le  "m istik" y a  d a  "b ilim 
sel olm ayan" b ir  şey g ib i gö rü lm em elid ir.

1 Bazı okuyucular Gödel ve Cohen'in, seçme aksiyom unun küme kuram ının (Zermelo-Frankel 
aksiyom sistemi) daha tem el aksiyom larından bağım sız olduğuna ilişkin çıkardıkları sonuç
lardan  hab erd ar olabilirler. Gödel-Cohen tezin in  kendi içinde, seçme aksiyom unun o veya 
bu  şekilde yerine oturtu lacağını sap tam adığ ın ı açıklam ak gerekiyor. Örneğin, Paul Cohen'in 
k itab ın ın  (Cohen, 1966, Bölüm 14, §13) son bölüm ünde, orada seçme aksiyom undan ziyade 
süreklilik hipoteziyle  daha etraflıca ilgilenm esini d ışta  tu tarsak , konunun bu biçim i vurgu
lanır; bkz. §16.5.



Ş ek il 1.2 (a) M a n d e lb ro t küm esi, (b), (c) ve (d) Şekil 1 .2a 'da  u y gun  şek ild e  işa re tlen m iş  
a la n la rd a k i b a lo n cu k la rı ilg ili 11,6, 168,9 ve 1042 ç izg isel ç a rp a n la r ıy la  b ü y ü tü lm ü ş  h a l
de  g ö ste ren  b az ı a y r ın tıla r .

B unun la  b irlik te  seçm e aksiyom uyla  b irlik te , b ir  m atem atik se l işlem  
iç in  y ap ılan  b e lirli b ir  önerm en in  n esn e l va rlığ a  sa h ip  o la rak  d eğ e rlen d i
rilip  değerlendirilem eyeceği g ib i so ru la r  h a s sa s  ve bazen  tek n ik  o lab ilir. 
B una rağm en  pek çok m a tem atik se l kav ram ın  genel sağ lam lığ ın ı değerlen 
d irm ek  iç in  m atem atikç i o lm aya kesin lik le  ih tiyac ım ız  yok. Şekil 1.2’de 
M a n d elb ro t küm esi o la rak  b ilin en  ü n lü  m atem atik se l k av ram ın  değişik  
küçük  p a rç a la r ın ı gösterd im . Küme o la ğ an ü stü  a y rın tılı b ir  yap ıy a  sah ip  
o lm akla b e ra b e r  h e rh an g i b ir  in sa n ın  ta sa r ım ı değ ild ir. Bu y ap ı d ikkate 
değer b iç im de kend ine özgü sad elik te  m a tem atik se l b ir  k u ra lla  ta n ım la 
n ır. B una §4 .5 'te e tra flıca  değineceğiz fak a t b u  k u ra lı şu  an  a y rın tılı o la 
rak  an la tm ay a  ça lışsay d ım  d ikka tim iz i v a r  o lan  am aç la rım ızd an  b aşk a  
yere çekerdi. B elirtm ek is ted iğ im  n o k ta  şu  ki h iç  kim se, küm en in  h a s sa s  
ay rın tıla r ın d a k i ak ıl alm az k a rm a şan ın  g ö rü n tü sü n ü  ilk  kez yakalad ığ ı 
an d a  B enoit M an d elb ro t b ile , küm en in  o la ğ an ü stü  zeng in liğ ine  ilişk in  b ir  
öngörüye sa h ip  değild i. M an d elb ro t küm esi kesin lik le  h iç b ir  in sa n  zek as ı
n ın  b u lu şu  değildi. Küme sadece n esn e l o la rak  o rad a , m a tem a tiğ in  iç in 



deydi. M an d elb ro t küm esine gerçek b ir  v a rlık  a ta m a n ın  an lam ı o lacak sa  o 
v a rlık  z ih in lerim izde yer a lm az çünkü  küm enin  sonsuz  çeşitliliğ i ve s ın ır 
sız k a rm a şas ı k im se iç in  b ü tü n ü y le  a lg ıla n ab ilir  değ ild ir. O nun varlığ ı, 
ken d isin e  ilişk in  akıl a lm az k arm aşık lığ ı ve ay rın tıy ı yak a lam ay a  b a ş la 
yan  b ilg isa y a r  ç ık tısı y ığ ın ın ın  - b u n la r  da en iy i ih tim alle  küm enin  k en d i
sine  yönelik  b ir  yak laşık lık  ta h m in in in  gö lgesin i y a k a la r-  iç inde  de y e r a l
m az. Yine de h er tü r  k u şk u n u n  ö te sin d e  b ir  sağ lam lığa  sa h ip tir ; çünkü  ay 
n ı yap ı, onu  inceleyen m a tem atik ç i ya da b ilg isay a rd a n  b ağ ım sız  o la ra k  -  
d ah a  y ak ın d an  incelend iğ inde g iderek  d ah a  büyük  h a s sa s iy e tle  a lg ıla n a 
b ilir  tü m  ay r ın tıs ı iç in d e -  o rtay a  çıkar. O nun varlığ ı y a ln ızca  m a tem a tik 
sel b iç im le rin  P la ton ik  d ü n y a s ın d a  m üm kün  o lab ilir.

M atem atik sel y ap ıla ra  h e rh a n g i b ir  tü r  gerçek v arlık  a tfe tm ek te  zorluk 
çeken h â lâ  pek çok okuyucu o ldu ğ u n u n  fark ınday ım . Böylesi o k u y u cu la r
d an  yaln ızca , "varlık" te rim in in  kend ile rine  ifade  edeb ild iğ i şeye ilişk in  
kav ram ın  b o y u tu n u  g en iş le tm eleri r ica s ın d a  bu lunay ım . P la to n 'u n  d ü n y a 
sın ın  m atem atik se l b iç im le ri aç ık tır  ki m asa , san d a ly e  g ib i s ıra d a n  fiziki 
n esn e le rin  sah ip  o lduk la rı tü rd e  b ir  va rlığ a  sah ip  değ ild ir. Ne uzam sa l 
m ekâna sa h ip tir le r  ne de zam an d a  m ev cu ttu rla r. N esnel m a tem atik se l 
k a v ra m la r  zam an  a ş ır ı o la rak  d ü şü n ü lm eli ve in sa n la r  o n la rı ilk  a lg ılad ık 
la rı an d a  h a y a t b u lm u ş g ib i değerlend irilm em elid ir. M an d e lb ro t k ü m esi
n in  Şekil 1.2c ya da 1.2d 'de g ö ste rilen  özel g ird ap la rı, b ilg isa y a r ek ra n ın 
da ya da ç ık tıs ın d a  ilk gö rü ld ü k le ri an d a  v arlık  k azan m ad ı ya da M an
d e lb ro t küm esin in  a rd ın d a k i genel fik ir in sa n la r  ta ra f ın d a n -a s l ın d a  M an
d e lb ro t ta ra fın d a n  değil fak a t 1981'de R. Brooks ve J . P. M atelsk i ta ra f ın 
d a n -  ilk  kez ile ri sü rü ld ü ğ ü n d e  o rtay a  çıkm adı. Kesin o la rak  ne Brooks ne 
M atelsk i ne de h a t ta  M an d e lb ro t 1.2c ve 1.2d 'de gö rdüğüm üz özenle ay- 
r ın tıla n d ır ılm ış  ta s a r ım la r  h ak k ın d a  gerçek b ir  k av ray ışa  sa h ip ti. Bu t a 
sa rım la r  p o tan siy e l zam an  a ş ır ı an lam d a  zam an ın  b a ş lan g ıc ın d a n  i t ib a 
ren , kesin lik le  o n la rı b u g ü n  alg ılad ığ ım ız b iç im leriy le  m uhakkak  açığa 
çıkm ış halde , baz ı a lg ılay ab ilen  v a rlık la rın  h an g i zam an  ya da m ekânda 
o n la rı incelem eyi seçm iş o lm a la rın d a n  bağ ım sız  o larak , za te n  m evcu ttu .

1.4 Üç dünya ve üç derin gizem

Böylece, m atem atik se l v arlık  yaln ızca  kendi fiziki v a rlığ ım ızd an  fark lı 
değil fa k a t aynı zam an d a  z ih in se l alg ım ız ta ra f ın d a n  a tan m ış  b ir  v a rlık 
ta n  da fa rk lıd ır . Yine de o d iğer ik i v a rlık  b iç im in in  h e r  b iriy le  d e rin  ve g i
zem li b ir  bağ  m evcu ttu r: fizik i ve zih insel. Şekil 1.3 'te b u  v arlık  b iç im le ri
n in  tü m ü n ü  -fiz ik i, z ih in se l ve P la ton ik  m a te m a tik se l-  k ü re le r  b iç im inde



P la to n ik

Şekil 1.3 Üç “d ü n ya "  -  
P la to n ik  m a tem a tikse l, 
f i z i k i  ve  z ih in s e l-  ve

r  b u n la r  a rasın d a k i bağ-
FİZİkİ la n tıla rd a  y a ta n  üç de-
d ü n y a  rin  g izem .

resm ed ilm iş üç ay rı d ü n y ay a  a it k av ra m la r  şek linde şem atik  o la rak  gös
te rd im . D ünyalar a ra s ın d a k i g izem li b a ğ la n tı la r  da, okuyucuyu  bu  g izem 
lere ilişk in  bazı inanç  ya da ö n y arg ıla rım a m aru z  b ırak tığ ım  şem ad a gös
te riliyor.

Bu g izem lerin  ilki b ak ım ın d an  -P la to n ik  m atem atik se l dünyayı fiziki 
dünyaya ilin tile n d ire re k -  m a tem atik  d ü n y as ın ın  yaln ızca  küçük b ir  p a r 
ç a s ın ın  fiziki d ü n y an ın  e tk in lik leriy le  ilişk ili o lm a gereğ ine o lanak  ta n ıd ı
ğım  b e lir tile b ilir . Konu k es in  o larak , bugün  sa d e  m atem atik ç ile rin  e tk in 
lik le rin in  çok büyük  çoğun luğunun , bek lenm edik  önem li u y g u lam ala r s a 
yesinde sık  sık  şa ş ır ıy o r  o lsak  da, fizikle ya d a  h e rh a n g i b aşk a  b ir  b ilim le 
(k r ş . §34.9) açık h iç b ir  b ağ lan tıy a  sah ip  o lm am asıd ır. B enzer şek ilde  ik in 
ci gizem le ilg ili o la rak , z ih n iy e tin  b e lirli fizik i y a p ıla r la  (özelde sağ lık lı, 
uyan ık  in sa n  beyinleri) ilişk i iç inde o lm asın d an  h arek e tle  fiziki y ap ıla rın  
çoğun luğunun  zihn iye te  neden  o lm ası gerek tiğ inde ıs r a r  etm iyorum . Bir 
kedi beyni a s lın d a  z ih in se l n ite lik le ri ç a ğ r ış tırab ilirk en  b ir  kaya iç in  ay n ı
s ın a  gerek duym am . N ihayet ü ç ü n c ü  gizem le ilg ili o la rak , z ih inse l e tk in li
ğ im izin  yaln ızca  küçük  b ir  k ısm ı m u tlak  m atem atik se l gerçekle ilg ilenm e
ye (daha ziyade çeşit ç e ş it k ızg ın lık lar, m em nun iye tle r, end işeler, heye
c a n la r  ve gün lük  h ay a tım ız ı k ap lay an  b u n a  ben zer şe y le rle  ilgileniyoruz) 
gereksin im  d u y d u ğ u n d an  bu  gizem i kend inde k an ıtlı o la rak  d eğ e rlen d iri
yorum . Bu üç olgu h e r  b ir  d ü n y an ın  b ir  d iğeriy le  o lan  b ağ la n tı ta b a n la r ı
n ın  küçük lüğünde, d ü n y a la r  şem ad a  s a a t yönü  b iç im inde  kabu l ed ilerek  
tem sil ed ilm ek ted ir. B unun la  b irlik te  ön y arg ıla rım ı aç ığa  v u rduğum  yer,



h e r  b ir  dünyan ın , ken d in d en  önce gelen dünyay la  b a ğ la n tıs ı k ap sam ın d a  
k u şa tıld ığ ı yerd ir.

Böylece Şekil 1.3'e göre tü m  fizik i d ü n y an ın  m a tem atik se l y a s a la r  t a r a 
f ın d an  yönetild iğ i g ö ste rilm ek ted ir. S onraki bö lüm lerde b u  ta r tışm a y ı 
destek leyen  güçlü  (fakat eksik) d e lille r o lduğunu  göreceğiz. Bu gö rüş u y a 
rın ca  fizik i evrendeki h e r  şey a s lın d a  b ü tü n ü y le  açık a y r ın tıla ra  sah ip  m a 
tem atik se l k u ra lla r  ta ra f ın d a n  -b e lk i ile rleyen  bö lüm lerde öğren iyo r o la 
cağım ız denk lem ler g ib ileri ta ra f ın d a n  y a  da belk i b u g ü n  "denklem " te r i 
m iyle ifad e  ettiğ im iz k av ra m la rd a n  tem elden  fa rk lı b az ı geleceğe a i t  m a 
tem atik se l k av ra m la r  ta ra f ın d a n -  yönetilir . Bu doğ ruysa  dem ek ki kendi 
fizik i e tk in lik lerim iz  d ah i tü m ü y le  bu  tü r , k a tı o lasılığa  d ay a lı k u ra lla r  t a 
ra f ın d a n  yönetilen  b ir ta k ım  rasg e le  d a v ra n ış la ra  h â lâ  iz in  vereb ilen  n ih a i 
m atem atik se l "kontrol"e bağ lıd ır.

Pek çok in sa n  kend in i b u  tü r  ta r t ışm a la rd a  ra h a ts ız  h isse tm e k te d ir  ve 
i t i ra f  etm eliy im  ki konuyla ilg ili ben im  de b az ı h u z u rsu z lu k la rım  söz ko
n u su d u r. B ununla b irlik te  k iş ise l ö n yarg ıla rım  as lın d a , m a tem atik se l 
k o n tro l a ltın d ak i fiziki ey lem leri d iğer ta ra f ta  kalab ilecek  o la n la rd a n  ay ı
ra n  b ir  ç izg in in  n as ıl ç izileb ileceğ in i görm ek zor o ldu ğ u n d an , bu  genel do 
ğaya ilişk in  b ir  bak ış aç ıs ın ı kay ırıyo r. K işisel gö rüşüm e göre pek  çok 
oku ru n  b u  konu h ak k ın d a  ben im le  p ay la şa ca k la rı h u zu rsu z lu k  kısm en, 
"m atem atik se l k on tro l''ün  gerek tireb ileceğ i şeye ilişk in  son  derece s ın ırlı 
b ir  k av ram ın d an  k ay n ak lan m ak tad ır . K itab ın  am aç lad ığ ı b ir  şey  de, b ir  
kez keşfed ild iğ inde öne f ırlay a b ile n  doğru  m a tem atik se l k av ra m la rın  in a 
n ılm az  zengin liğ ine, gücüne ve za ra fe tin e  değ in ip  b u n la rı oku run  gözünde 
a n la ş ı lır  k ılm ak tır.

K endi b a ş ın a  Şekil 1 .2 'de g ö ste rilen  M an d elb ro t küm esinde b ile  böy le
si şe y le rd e  içselleşm iş k ap sam  ve z a ra fe tin  an lık  b ir  resm in i yaka lam ay ı 
b aşa ra b ilir iz . B unun la  b ir lik te  b u  y a p ıla r  dah i b ir  b ü tü n  o larak , d av ra n ı
ş ın  k a tı h e sa b a  dayalı k on tro l ta ra f ın d a n  yönetild iğ i, m a tem atiğ in  o ld u k 
ça s ın ırla n m ış  b ir  k ısm ın d a  ik am et eder. Bu k ısm ın  ö tesin d e  akıl alm az 
p o tan siy e ld e  b ir  zengin lik  m ev cu ttu r. B ana ve a rk a d a ş la rım a  a i t  tü m  ey
lem lerin  n ih a i o la rak  b u  tü r  m atem atik se l k u ra lla r  ta ra f ın d a n  yönetilm esi 
o lasılığ ı h ak k ın d a  gerçek ten  n a s ıl h issed iyo rum ? B unun la  yaşay ab ilirim . 
A slında b u  ey lem lerin , pek  ço k ların ın  k a tı b ilim sel b ir  b ak ış  aç ıs ın ın  iç e r
d iği şey ler o la rak  sa v u n ac ak la rı m u tlu lu k  aray ış ı, k iş ise l açgözlü lük  ya da 
kavgacı sa ld ırg an lık  b en zeri tü rd ek i tem el b a s it  g ü dü le re  b ağ lı o lm asın- 
d a n sa  P la to n 'u n  şah an e  m atem atik se l d ü n y as ın ın  h e rh a n g i b ir  cep h es in 
de yer a lan  b ir  şey  ta ra f ın d a n  k o n tro l ed ilm esin i te rc ih  ederim .

Yine de önem li say ıd a  okuyucunun , ev rendek i tü m  b u  ey lem lerin  b ü tü 
nüy le  m a tem atik se l y a s a la ra  b ağ lı o ld u k la rın ı k ab u l etm ek te  h â lâ  zo rla 



n ac ak la rım  ta h m in  edebiliyorum . Benzer şek ilde pek çoğu, Şekil 1 .3 'te im a 
ed ilen  d iğer iki önyarg ım a itira z  edecektir. Ö rneğin  şekli, z ih in se lliğ in  t a 
m am ın ın  kök lerin in  fiz ik ilik te  o lduğu  an lam ın a  gelecek b iç im de çizm ekle, 
o ldukça p işk in  b ir  b ilim se l yak laşım  serg iled iğ im i h issed eb ilir le r . A slında 
bu, "z ih in ler"in  v a rlığ ın a  ilişk in  fizik i b ir  tem ele sa h ip  o lm ayan  m akul 
h e rh an g i b ir  b ilim se l k an ıtım ız ın  o lm ayışı gerçeklik  o lm aya devam  e ttiğ i 
sürece, tüm üyle  em in o lam ayacağ ım ız b ir  önyarg ıd ır. D ahası d in se l b ir  
in a n ışa  sa h ip  pek çok ları fiziki o la rak  bağ ım sız  z ih in le rin  o lanak lı o ld u 
ğ u n u  ş id d e tle  sav u n u y o r ve s ıra d a n  b ilim in  aç ığa  ç ık a rd ığ ın d an  fark lı 
tü rd e , güçlü  k an ıt o la rak  d eğ e rlend ird ik leri şeye b aşv u ru y o r.

Ek b ir  önyarg ım  da, P la to n ik  dünyay ı Şekil 1.3 'te z ih in se lliğ in  kapsam ı 
iç inde göste rm iş olm am  gerçeğ inde y an s ıtılm ak ta d ır . B ununla, neden in  
b ağ lam ı d ış ın d a  -e n  az ın d a n  k u ra l o la ra k -  h iç b ir  m atem atik se l d o ğ ru lu 
ğun  o lm ad ığ ı gösterilm ek  isten iyo r. E lbette , k a rş ıla r ın d a  h iç k im sen in  ge
rek li m uhakem eyi gerçek leştireb ilecek  z ih in se l d ay an ık lılığ a  sah ip  o lam a
dığ ı b ir  hay li k a rm aşık  m atem atik se l ifad e ler m ev cu ttu r. B unun la b irlik te  
b u  tü r  şey ler p o ta n s iy e l o larak  in sa n  z ih in se lliğ in in  k ap sam ı iç in d ed ir  ve 
Şekil 1 .3 'te betim lem ek  is ted iğ im  an lam la  uyum ludur. B una rağm en  n ed e
n in  p o tan siy e l k ap sam ın ın  b ile  d ış ın d a  yer a lan  b aşk ac a  m atem atik se l 
ifad e le r o labileceği ve b u n la rın  Şekil 1.3 'ün a rd ın d a k i am acı ih lâ l edecek
le ri göz önünde b u lu n d u ru lm a lıd ır . (Bu m esele, G ödel'in  m e şh u r eksik lik  
teorem iy le ilişk is in in  ta r t ış ıla c a ğ ı §16.6 'da e tra flıca  ele alınacak .)8

Şekil 1.4 'te, b u  k o n u la rd a k i k iş ise l ö n y arg ıla rım ın  tü m ü n ü  p a y la şm a
y an la ra  b ir  ay rıcalık  o lm ası için  d ü n y a la r  a ra s ın d a k i b a ğ la n tıla r ı ö n y ar
g ıla rım a ilişk in  bu  üç o lası ih lâ le  iz in  verecek şek ilde  yen iden  çizdim . B u
n a  göre a r tık  m a tem atik se l k o n tro lü n  kap sam ı ö tesindek i fizik i eylem  o la 
sılığ ı h e sa b a  k a tılm a k ta d ır. Şem a ay rıca  fiziki y a p ıla r  iç inde  kökleşm em iş 
zih in se lliğ in  v a r  o lab ileceğ i in a n c ın a  da iz in  verir. Son o larak , doğru luğu  
k u ra l o la rak  neden  ve k av ray ışça  erişilm ez o lan  doğru  m atem atik se l ifa 
delerin  v a rlığ ın a  iz in  verir.

Bu gen işle tilm iş resim , d ü n y an ın  Şekil 1 .3 'te g ö ste rilen  kendi te rc ih  e t
tiğ im  resm in d e  b ile  iz in  verd iğ im in  ö tesinde  y er a lan  p o tan siy e l g izem ler 
su n a r. B ana göre Şekil 1 .3 'ün  d a h a  sıkı o rgan ize ed ilm iş b ilim se l bak ış

1 Burada, m atem atiğin "zihindeki her şey” olduğuna inanan  bütünüyle olgun b ir anti-P laton- 
cunun aynı zam anda kural olarak nedenin ötesinde h içbir m atem atiksel ifadenin olm am ası 
gerektiğine de inanm asında, belki b ir  ironi mevcut. Örneğin Ferm at'n ın  Son Teoremi neden 
tarafından  (kural olarak) erişilem ez olmuş olsaydı bu  anti-P latoncu  bakış ne doğruluğun ne 
de yanlışlığın herhangi b ir  geçerliliğine, ki bu geçerlilik yalnızca zihinsel kanıtlam a ya da 
çürütm eyi algılayış eylemi sonucu oluşur, izin verirdi.



Ş e k il  1.4 Şek il 1.3'ün, 
FİZİkİ ya za rın  ü ç  ön-
d ü n y a  y a rg ıs ın ın  ih la line

iz in  ve r ilm iş  yen id en  
çizim i.

aç ıs ın d a  ye terince  gizem  m ev cu ttu r. Bu g izem ler Şekil 1.4 'teki d ah a  ra h a t  
düzene geçild iğ inde o rta d a n  ka ld ırılm az . M atem atik sel y a s a la r ın  böylesi 
o lgusa l kesin lik lere  sah ip  d ü n y ad a  n iç in  geçerli o lm ası gerek tiğ i konusu  
d erin  b ir  b ilm ece olm aya devam  etm ekted ir. (Temel fiziki k u ra m la rın  o la 
ğ an ü s tü  tam lığ m ın  b ir  b o y u tu n a  §19.8, §26.7 ve §27.13 'de göz atacağız.) 
D ahası b u  yaln ızca  kesin lik  değil ay rıca  d erin lem esine gizem li o lan  bu  b a 
şa rılı k u ram la rın  a lg ılan m ası zor k a rm a şa s ı ve m a tem atik se l za ra fe tid ir  
de. U ygunca düzen lenm iş fiziki m ad d en in  -v e  b u ra d a  özellikle can lı in sa n  
(ya d a  hayvan) beyn ine a t ıf ta  b u lu n u y o ru m - b ilinç li fa rk ın d a lığ m  zih in se l 
n ite liğ in i b ir  şek ilde an ım sa tab ilm es in in  n as ıl m eydana ge leb ild iğ inde de 
şü p h e  gö tü rm ez derin  b ir  gizem  v ard ır . N ihayet b ir  de m atem atik se l doğ 
ru lu ğ u  n as ıl a lg ılad ığ ım ızla  ilg ili b ir  gizem  söz k o n u su d u r. Bu yaln ızca, 
bey in lerim iz in  güven ilir şek ilde "hesap lam a"ya p ro g ram lan m ış o lm ası d e 
ğild ir. Ö rneğin  "sıfır", "bir", "iki", "üç", "dört", vb te rim le rin in  gerçek a n 
la m la rın ı değerlend ird iğ im izde a ram ızd ak i en n a if  in sa n ın  b ile , iş in  iç y ü 
zünde, z ih n in i k u rca lay an  şeyden  çok d ah a  d erin  b ir  şey  m e v cu ttu r.9

Bu ü çüncü  gizem le b a ğ lan tılı o la rak  o rtay a  çıkan  baz ı k o n u la rla  m a te 
m a tik se l k a n ı t  kav ram ıy la  ilişk is i iç inde b ir  so n rak i bö lüm de (ve d a h a  e t
ra f lıc a  §§16.5, 6'da) ilgileneceğiz. B unun la b irlik te  k ita b ın  an a  itk is i b u  g i
zem lerin  ilkiyle o lan  ilişk id ir: fizik i d ü nyan ın  gerçek d a v ra n ış ı ile m a te 
m a tik  a ra s ın d ak i d ikkate  değer ilişk i. Bu m a tem atik se l f ik ir le r in  en az ın 
dan  b az ıla rıy la  tan ış ık lık  o lm aksız ın  m o d em  b ilim in  o la ğ an ü s tü  g ü cü n 

Bkz. örneğin Penrose, 1997b.



den  uygun  b iç im de fay d a lan ılam az . Ş üphesiz pek çok okuyucu kend isin i, 
b u  fay d ay a  u laşm ak  am ac ıy la  böy lesi m a tem atiğ in  tü m ü y le  an laş ılm ış  o l
m ası b ek len tis i neden iy le  y ılm ış b u la b ilir . Yine de bu  şey lerin , h iç b irin in  
k o rk tuğu  k a d a r  kö tü  o lm ad ığ ın ı an lay acak la rı iy im ser in a n c ın a  sah ib im . 
D ahası um uyorum  ki pek  çok okuyucuyu, d ah a  önce a lg ılam ış o lab ilecek
le ri şeye rağm en  m a tem atiğ in  eğlenceli o lab ileceğ ine ik n a  edeceğim .

Şekil 1.3 ve 1.4 'te g ö ste rilen  g izem lerin  İk incisiy le , z ih in se lliğ in  -e n  
özelde b ilin ç li fa rk ın d a lık -  uygun  fizik i y a p ıla r la  ilişk i iç inde  n a s ıl m ey
d an a  geleb ild iğ i k o n u su y la  (bu derin  so ruya  §34.7 'de değ inecek  o lsam  da) 
b u ra d a  özel o la rak  ilg ilenm eyeceğim . Bizi fizik i evren  ve o n u n la  b ağ lan tılı 
m a tem atik se l y a sa la r ı a ra ş tır ırk e n  m eşgul edecek ye terince  şey  olacak. Ek 
o la rak  zih in se lliğ i ilg ilen d iren  k o n u la r  d erin lem esine ta r t ış m a lıd ır  ve on 
la ra  b u la ş ırsa k  k ita b ın  hed efled iğ in d en  b am b aşk a  b ir  yere sap arız . Buna 
rağm en  belk i de b u ra d a  b ir  yorum  h a ta lı  o lm ayacak tır. Kendi görüşüm e 
göre fiziki gerçek liğ in  en tem eli h ak k ın d a  d ah a  faz la  b ilg i sah ib i o lm aksı
zın z ihn in  doğası h ak k ın d a  h erh an g i d e rin  b ir  k av ra y ış ın  o lu şm ası küçük 
b ir  o la sılık tır . Sonraki bö lü m lerd e  su n u la n  ta r t ış m a la r  say esin d e  açığa ç ı
kacağ ı üzere, fiziki k av ray ış ım ızd a  önem li devrim lere gereksin im  d u y u l
d u ğ u n a  inan ıyo rum . B ana göre bu  dev rim ler gerçek leşene dek z ih in se l s ü 
reç lerin  a s ıl doğasın ı an lam a k ta  d ah a  faz la  gerçek ile rlem e sağ lan a b ile ce 
ğ in i beklem ek faz las ıy la  iy im se rlik tir .10

1.5 İyi, doğru ve güzel

B unun la  b ağ la n tı iç inde  Şekil 1.3 ve 1 .4 'ten  k ay n ak lan an  b ir ta k ım  m e
sele d ah a  m evcu ttu r. P la to n 'u n  b ir  "ideal b iç im le r dünyası"  kav ram ın ı 
yaln ızca  m a tem atik se l b iç im lere  ilişk in  s ın ırlı b ir  an lam d a  aldım . M ate
m atik , D oğru luk  özel idea liy le  önem li b iç im de ilg ilen ir. P la to n 'u n  kend isi 
G üzel ve İy i o la rak  a d la n d ır ıla n  b aşk ac a  iki tem el m u tlak  id ea lin  v a rlığ ın 
da ıs r a r  e tm işti. Bu tü r  id e a lle r in  v arlığ ın ı k ab u l etm eye ve P la ton ik  d ü n 
y an ın  b u  doğan ın  m u tla k la rın ı içerecek şek ild e  g en iş le tilm esin e  iz in  v e r
meye çok da k a rşı değilim .

A slında d ah a  so n ra , fizik i k u ram la rın  keş ifle rine  ve k ab u llen iliş le rin e  
ilişk in  k o n u la rı hem  a y d ın la tıp  hem  de k a rm a ş ık la ş tıra n  doğ ru luk  ve g ü 
zellik a ra s ın d ak i d ikka te  değer b az ı iç ilişk ile re  ra s tl ıy o r  o lacağ ız (özellik
le bkz. §§34.2,3,9; ay rıca  bkz. Şekil 34.1). D ahası, e s te tik  k o şu lla r, fiziki 
d ü nyan ın  ç a lışm a la rın ın  a l tın d a  y a ta n  m a tem atiğ e  ilişk in  güzelliğ in  k u ş 

10 Fiziki dünya görüşüm üzdeki değişim  tü rüne ilişkin bilinçli zihinselliğin o turtulabilm esi 
için gerekecek görüşler Penrose'da, 1989, 1994, 1996, 1997, ak tarılm aktadır.



ku gö tü rm ez ro lü n d en  o ldukça ay rı o la rak , hem  keşfe y ö n elten  d ü rtü y e  ve 
hem  de doğru luğa ilişk in  güçlü  b ir  k ılavuzluğa o lanak  sağ lay a rak , m a te 
m a tik se l f ik irle rin  kend i y a ra r la r ı  iç in  ge liş im lerinde  tem eld ir. H a tta  ben  
m atem atik ç ile rin  d ışsa l b ir  P la ton ik  d ü n y an ın  b izden  b ağ ım sız  b ir  v arlığa  
sa h ip  o lduğu  o rtak  k an ıs ın ın  önem li b ir  u n su ru n u n , f ik irle rin  k en d ile rin in  
s ık lık la  aç ığa v u rd u k la rı bek lenm edik  o la ğ an ü stü  gizli güze llik lerinden  
k ay n ak lan d ığ ın ı san ıyorum .

B u rad a  d ah a  az b e lirg in lik te  ilg i çeken - fa k a t  d ah a  gen iş k ap sam d a  
d ah a  b e rrak  önem de o la n -  konu  m u tlak  b ir  ah lak  idea li so ru n u d u r: iyi ve 
kö tü  n e d ir  ve z ih in lerim iz  b u  değerleri n a s ıl alg ılar? A hlak z ih in se l d ü n 
yayla, b ilin ç li v a r lık la r  ta ra f ın d a n  k a ra rla ş tır ılm ış  değerlerle  ve d ah a  
önem lisi b ilin c in  kendi gerçek varlığ ıy la , çok y ak ın d an  ilişk ili o lduğu  için  
köklü b ir  b ağ lan tıy a  sa h ip tir . D uyu sa h ib i v a rlık la rın  yokluğu  k o şu lu n d a  
ah lak ın  ne an lam a geld iğ in i an lam ak  zordur. Bilim  ve teknoloji ilerled ikçe 
içeris in d e  z ihn iye tin  beyan  ed ild iğ i fiziki k o şu lla ra  ilişk in  b ir  kav ray ış 
d ah a  d a  an lam lı hale  gelir. B ugünün  teknolojik  k ü ltü rü  iç inde  b ilim se l so 
ru la r ın  kend i ah lak i k a rş ılık la r ın d a n  ay rı tu tu lm a m a la rın ın  h e r  za m a n 
k inden  önem li o lduğuna inan ıyo rum . B ununla b irlik te  bu  m esele le r bizi 
k ita b ın  do laysız  hed efin d en  o ldukça u zak ta  tu ta rd ı. İyiyi k ö tü d en  ay ırm ak  
iç in  böy lesi b ir  an lay ış ı uygu lam aya hakk ıy la g irişm eden  önce doğruyu  
y a n lış ta n  ay ırm a k o n u su n a  yönelm eye gerek duyuyoruz.

N ihayet, Şekil 1.3'le ilg ili sona  sak lad ığ ım  b ir  gizem  d a h a  m evcu ttu r. 
Şekli k a s ıtlı  o la rak  b ir  p a ra d o k su  gösterm ek üzere  çizdim . H er b ir  d ü n y a 
n ın , ö n y arg ıla rım la  uyum  içeris in d e , b ir  so n rak in i kend i b ü tü n lü ğ ü n d e  
k u şa tır  gö rünm esi n a s ıl m üm kün  olur? Bu m eseleyi ö n y arg ıla rım d an  v az 
geçm ek iç in  b ir  neden  o la rak  değerlend irm ey ip , y u k arıd a  iş a re t  e tm iş o l
duğum  gizem leri de a şan  d ah a  d erin  b ir  gizem in v arlığ ın ı göste rm ek  için  
d ikka te  alıyorum . Üç d ü n y an ın  tüm üyle  ay rı o lm ad ık ları, yaln ızca  ş u  an 
ken d is in e  d a ir  b ir  b ü tü n  o la rak  küçük  b ir  a lg ılay ışa  sa h ip  o lduğum uz 
dünya  hakk ın d ak i d ah a  d erin  b ir  gerçeğin  g ö rü n ü m ü n ü  tek  tek  y a n s ıt
m ak ta  o ld u k la rı f ik rin d e  b ir  an lam  o lab ilir . Bu tü r  k o n u la rın  uygun şek il
de ay d ın la tıla b ilm e si iç in  d a h a  kate tm em iz gereken uzun  b ir  m esafe  söz 
konu su d u r.

Bizi b u ra d a  ilg ilend irecek  k o n u la rd a n  epeyce sap m ay a  iz in  verdim . Bu 
bö lü m ü n  tem el am acı m a tem a tiğ in  hem  an tik  hem  de m o d em  bilim dek i 
m erkezi önem ini vu rg u lam ak tı. Gelin şim di P la to n 'u n  d ü n y as ın a , en az ın 
d an  o d ü n y an ın  görece küçük  fa k a t önem li b ir  k ısm ına, özel o la rak  fizik i 
gerçek liğ in  doğasıy la  ilişk is i iç e ris in d e  b ir  göz a talım .



ANTİK BİR TEOREM VE MODERN BİR SORU

2.1 Pisagor teoremi

G eom etri ko n u su n u  ele a lalım . Geçen bö lüm de değ in ilm iş o lan  fa rk lı "ge
o m etri tü rle ri"  a s lın d a  ned ir?  K onuya b aş lam ak  üzere  P isag o r 'la  k a rş ıla ş 
m am ıza dönecek ve onun  ad ıy la  a n ılan  ü n lü  teo rem i ele a lac ağ ız :1 h e rh a n 
gi b ir  dik üçgende h ip o te n ü sü n  (dik aç ınm  k a rş ıs ın d ak i kenar) u zu n lu ğ u 
n u n  k ares i d iğer ik i k en a rın  u zu n lu k la rın ın  k a re le ri to p la m ın a  e ş it t i r  (Şe
kil 2.1). Bu ifad en in  do ğ ru lu ğ u n a  in an m ak  iç in  elim izde ne g ib i seb ep le r 
var? Gerçekte P isag o r teo rem in i n a s ıl "kanıt"larız? Pek çok tez b ilin iyor. 
H er b ir i fa rk lı v u rg u la ra  sah ip  o lan , özel b ir  aç ık lık ta  o lm ala rı nedeniy le 
seçilm iş ik i ö rneği ele a lm ak  is te rim .

îlk i iç in  Şekil 2 .2 'deki m odeli göz önünde  b u lu n d u ru n . T am am en iki 
fa rk lı b o y u ta  sa h ip  k are le rd en  o lu şm ak tad ır . M odelin  s ın ırs ızc a  devam  
e ttirileb ileceğ i ve h e rh an g i b ir  boşluk  ya da a tlam a  o lm aksız ın  tü m  d üzle
m in, iki fa rk lı b o y u tta k i bu  k are le r ta ra fın d a n  böyle te k ra rla n a n  b ir  d ü 
zenle kap lanab ileceğ i, "apaçık" o la rak  d eğ e rlen d irileb ilir. Bu düzen in  tek 
r a r  eden  doğası, büy ü k  k are le rin  m erkezlerin i işa re tled iğ im izd e , bu  n o k ta 
la rın  h e r  iki kareden  d a h a  büyük  b o y u tta  k a re le rd en  o lu şan  fa k a t önceki
lere göre belli b ir  aç ıy la eğilm iş b ir  sis tem  (Şekil 2.3) o lu ş tu rm a la rı gerçe
ği ta ra f ın d a n  b e lirlen ir.

fl2 + £2 = ç2

Ş e k il  2.1 P isagor teorem i: herhangi 
b ir  d ik  açılı üçg en  iç in  h ip o te n ü 
sü n , c, u zu n lu ğ u n u n  karesi d iğ er ik i 
kenarın , a  ve  b, u zu n lu k la r ın ın  ka
re leri to p la m ın a  e ş ittir .

1 Şu an "Pisagor teoremi" olarak adlandırdığım ız teorem i aslında ilk olarak kim in kanıtladığı 
tarihsel olarak oldukça belirsizdir, bkz. no t 1.1. Antik M ısırlılar ve B abillilerin bu teoremin 
en azından pek çok örneğini b ildiklerini görmekteyiz. P isagor ya da takipçilerin in  gerçek 
rolleri oldukça kuşkuludur.



Ş ek il 2.2 D üzlem in fa rk lı b o y u tla rd a k i Ş ek il 2.3 Büyük k a re le r in  m erkezleri
iki k arey le  m ozaiklem e şek lin d e  kafes h a lin d ek i d a h a  b ü y ü k  ve be lli b ir
b ir  göste rim i. aç ıy la  eğ ilm iş k a re le rin  köşe le rin i

o lu ş tu ru r .

Bu eğim li k a re le rin  h e r  b ir i kesin  o larak , üze rle rin d ek i işa re tle m e le r  
o rijina l iki kare li düzen i o lu ş tu ra ca k  şek ilde  çizilir. O rijinal düzendek i iki 
kared en  büyük  o la n la r ın ın  m erkezlerin i işa re tlem ek  yerine , h e rh a n g i b a ş 
ka b ir  nok tay ı seçip  d iz ilim  boyunca b u n a  k arşılık  gelen  tü m  d iğer n o k ta 
la r ı işa re tle rsek  de ayn ı sonuca  u laşırız . Eğik k a re le rin  yeni düzen i aynen 
önceki g ib id ir  fak a t dönm eksiz in , d iğer b ir  dey işle  ö te lem e  g ib i b ir  h a re 
ketle  b ir  m ik ta r  h a re k e t e tm iş tir. B asit o lm ası iç in  b aş lan g ıç  nok tam ız ı 
o rijina l m odeldeki k ö şe lerden  b ir i o la rak  seçeb iliriz  (bkz. Şekil 2.4).

Eğik karen in  a lan ın ın , d a h a  küçük iki k a ren in  a la n la r ı to p la m ın a  eş it 
olm a zo run lu luğu  açık  olm alı; a s lın d a  işa re tlem e le rle  b u  d ah a  büyük  k a 
rey i yen iden  bö lerek  o lu ş tu ru la c a k  p a rç a la r, eğik k a re le r  üzerin d e  h e rh a n 
gi b ir  b aş lan g ıç  n o k ta s ı seçilerek  d ah a  küçük  iki karey i o lu ş tu ra ca k  şe k il
de, d öndü rm eksiz in  h a re k e t e t tir ile b ilir le r  (örn. Şekil 2.5). D ahası Şekil 
2 .4 'te  açıkça b e llid ir  ki büy ü k  eğik k aren in  k en a r u zun luğu , d iğer iki k en a 
rın ın  uzun luğu  iki küçük  k are n in  k en a r u zu n lu k la rın a  e ş it o lan  d ik  açılı 
b ir  üçgen in  h ip o te n ü sü d ü r. Böylece P isag o r teo rem in i in şa  e tm iş olduk: 
h ip o te n ü sü n  k are si d iğe r iki k en a rın  k a re le ri to p la m ın a  e ş ittir .

Y ukarıdak i tez a s lın d a  b u  teo rem in  b a s it  b ir  k a n ıtın ın  tem el öğelerin i 
tem in  eder ve d ah ası, b ize teo rem in  doğru  o lm ası gerek tiğ ine  inanm am ız 
için , y a lın  d ü r tü  o lm aksız ın  m a n tık  b asa m a k la rın ın  ad ım lan m asıy la  u la 
şılacak  b az ı d ah a  b iç im sel te z le r  sayesinde  bu  k a d a r  g ö rü n ü r o lam ayacak  
d u ru m a  ilişk in  b ir  "neden" su n a r. B ununla b irlik te  b u  tezde içerilm iş ü s tü  
k ap a lı b irtak ım  v a rsa y ım la r  o lduğu  b e lir tilm e lid ir. B u n ların  küçük  b ir  
k ısm ın ı o lu ş tu ra n  v arsa y ım  Şekil 2 .2 'de h a t ta  Şekil 2 .6 'da  g ö ste rilip  aç ık 
ça kend in i y ineleyen  düzende g ö rünen  k are le rin  a s lın d a  geom etrik  o larak



Ş ekil 2.4 Eğik k a re le rd e n  o lu şa n  k a fes i b ir  
ö telem e yo luy la  k a y d ır ıla b ilir . B u rad a  eğik 
ka fe s in  köşe leri, eğik b ir  k a ren in  k en ar 
u zu n lu ğ u n u n , d iğ e r  iki k en a r u zu n lu ğ u  öz
g ü n  k a re le rin  k e n a r  u z u n lu k la r ın a  e ş it o lan  
dik aç ılı b ir  ü çg en in  h ip o te n ü sü  o lduğunu  
g öste recek  şe k ild e  iki k a re li k a fe s in  köşeleri 
ü zerin d e  y er a lıyor.

Ş ek il 2.5 Eğik kare , kend i üzerin d e , 
g ö ste rild iğ i g ib i, h e rh an g i b ir  b aş lan g ıç  
n o k ta s ı seç ile rek  b irb ir le r iy le  iki küçük  
k arey i o lu ş tu ra c a k  şek ild e  b ir le şe n  p a r 
ç a la ra  b ö lü n ü r.

Ş ek il 2.6 E ş it  k a re le rd en  o lu şa n  tan ıd ık  
kafes. V ar o ld u ğ u n u  n a s ıl  b iliriz?

m üm kün o ld u k la rı, h a t ta  d a h a  k ritik  o la rak  b ir  ka ren in  geom etrik  o la rak  
m üm kün o lduğu  v arsay ım ıd ır! H er şey in  ö te s in d e  b ir  "kare" ile neyi 
kasted iyoruz? N orm alde b ir  karey i b ü tü n  k e n a r la r ı b irb ir in e  e ş it ve b ü tü n  
aç ıla rı dik açı o lan  düz b ir  şekil o la rak  d ü şü n ü rü z . Dik açı ned ir?  B irb irin i 
herhang i b ir  n o k ta d a  h ep s i b irb ir in e  e ş it d ö rt aç ı o lu ş tu ra ca k  şek ilde  ke
sen iki düz çizgi h ay a l edebiliriz . Bu e ş it a ç ıla rın  h e r  b ir i öyleyse, b ire r  
dik açıd ır.

G elin ş im d i b ir  k a re  elde etm eye ça lışa lım . Şekil 2 .7 'deki gibi, ABC ve 
BCD'nin dik aç ıla r  o lduğu  ve D ve A 'nın BC doğru  p a rç as ıy la  ayn ı ta ra f ta  
o lduğu  üç e ş it AB, BC ve CD doğru  p a rç a la rın ı alın . Soru hem en  gelir: AD 
d iğer üç p a rç ay la  ayn ı u zu n lu k ta  m ıd ır? D ahası DAB ve CDA aç ıla rı d a  dik 
açı m ıdır? Bu a ç ıla r  b irb ir le r in e  şek ildek i b ir  so l sağ  s im etris iy le  e ş it ol-



Ş ek il 2.7 B ir k a re  o lu ş tu rm a y ı deney in . AB = BC 
= CD olm ak  üzere  ABC ve BCD'yi d ik  a ç ıla r  o la 
ra k  a lın . B unu D A 'nın b u  u z u n lu k la ra  e ş it  o lm a
sı ve DAB ve CDA’n ın  d a  d ik  aç ı o lm a la rı m ı iz 
ler?

m a lıla r  fa k a t o n la r  gerçek ten  d ik  açı m ıd ır? Bu, tek  b a ş ın a  k a re le rin  bize 
ta n ıd ık  o lm ala rı nedeniy le ya da belk i okul z a m a n la rın d a n  a n ım sa y ab ile 
ceğim iz, Ö klit'in  BA ve CD 'nin "parale l" o lm ası gerek tiğ in i söy leyebilen  
b ir  ifad esi ve b ir  p a ra le l ç iftin in  h erh an g i b ir  "kesen"inin b u  ik i p a ra le lle  
b u lu ş tu ğ u  n o k ta la rd a  b irb ir in e  e ş it aç ıla ra  sah ip  o lm ası g erek tiğ in i söy le
yen b ir  ifad e  nedeniy le açık gö rü n ü r.

B u rad an  devam la DAB aç ısı, y u k arıd a  b e lir tild iğ i üzere  ADC aç ıs ın a  
e ş it o lm ası yan ı s ıra , ADC'nin b ü tü n le r  aç ıs ın a  (diğer b ir  dey işle  Şekil 
2 .7 'de ADE do ğ ru sa l olm ak üzere  EDC açısına) e ş it o lm ak zo ru n d ad ır. Bir 
açı (ADC) kend i b ü tü n ley en  aç ıs ın a  (EDC), yaln ızca  b ir  d ik  aç ıy sa  e ş it o la 
b ilir. A yrıca AD k en a rın ın  BC'yle ayn ı uzun luğa  sah ip  o ld u ğ u n u  da k a n ıt
lam am ız gerek iyor fak a t b u  şim di, ö rneğ in  BA ve CD p a ra le lle r in in  k esen i
n in  öze llik lerin i tak ib en  de elde ed iliyor. Böylece d ik  a ç ıla rd a n  o lu şan  k a 
re le rin  gerçekten  v a r  o ld u k la rın ı b u  tü r  Ö klitçi tez le rle  k a n ıtla y a b ild iğ i
m iz a s lın d a  doğ rudur. F ak a t b u ra d a  g iz lenen  d erin  b ir  m esele m evcu ttu r.

2.2 Öklit'in önermeleri

Ö klit kend i geom etri k av ram ın ı o lu ş tu ru rk en  g ö ste rim le rin in  hang i 
v a rsa y ım la ra  day an d ığ ın ı görm ek iç in  d ikkate  değer b ir  çab a  h a rc a d ı .2 
Ö zelde, a ks iyo m la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  -tem e ld e  nok ta , çizgi, vb şey lerle  
k as ted ilen  ta n ım la m a la r  o lacak  şek ilde kend inde k an ıtla n m ış  d o ğ ru la r 
o la rak  k ab u l ed ilm iş -  k es in  ifade leri, geçerlilik le ri d ah a  az k es in  görünen , 
y ine de b iz im  geom etri dü n y am ız ın  d o ğ ru la n  o la rak  k ab u l gören  v a r s a 
y ım lard an , b eş  ö n erm ed en  a y ır t e tm ek te özenliydi. Bu v a rsa y ım la rd a n  so 
n u n cu su , Ö klit'in  b eş in c i önerm esi o la rak  ad la n d ır ıla n ı d iğ e rle rin d en  d a 
h a  az açık  o la rak  k ab u l ed ild i ve y ü zy ılla r boyunca onu, d a h a  açık g ö rü 

2 Bununla b irlik te bu derece özene rağm en Öklit'in çalışm asında, esasen  bugün “topolojik" 
olarak adlandırdığım ız, Öklit'e ve çağdaşlarına "sezgisel olarak apaçık" gibi görünen konu
larda  çeşitli gizli varsayım lar a rta  kaldı. Bu değinilmeyen varsayım lar ancak yüzyıllar son 
ra, özelde 19. yüzyıl sonunda H ilbert ta rafından  yorum landı. Takip eden bölüm lerde bun ları 
görm ezden geleceğim.



n en  d iğer önerm eleri k u lla n a ra k  k an ıtla m an ın  b ir  yo lunu  b u lm a n ın  m üm 
kün  o lm ası gerek tiğ i d ü şü n ü ld ü . Ö klit'in  b eş in c i önerm esi p a ra le llik  ö n er
m e s id ir  ve b u ra d a  b u  a lış tırm a y ı uygulayacağım .

P ara le llik  önerm esin i ta r t ışm a d a n  önce Ö klit'in  d iğe r d ö r t önerm esin in  
doğası üzerine  yorum  yap m ay a  değer. Ö nerm eler, Ö klit d ah a  so n rak i ça 
lışm a la r ın d a  ü ç-b o y u tlu  uzay ı ele a lm ış o lsa  d a  (Öklitçi) düzlem  geo m etri
siy le  ilg ilen iyor. O nun düzlem  g eo m etris in in  tem el e lem an la rı n o k ta la r, 
düz çizg iler ve çem b erle rd ir. B u rad a  "düz çizgiyi" (ya d a  b as itç e  b ir  "doğ
ru") h e r  iki yönde de s ın ırs ızc a  u za tılm ış  o la rak  ele alıyo rum , aksi d u ru m 
da b ir  "doğru  p a rç as ı"n d an  bahsedeceğ im . Ö klit'in  b irinc i önerm esi etk in  
b iç im de, h e rh an g i iki n o k tay ı b ir le ş tire n  (tek) b ir  doğru  p a rç a s ın ın  v a r lı
ğ ın ı id d ia  eder. İk in c i  önerm esi h e rh an g i b ir  doğru  p a rç a s ın ın  s ın ırs ızc a  
(aralıksız) u z a tılab ilir l iğ in i id d ia  eder. Ü çüncü  önerm esi h e rh an g i b ir  
m erkeze ve h e rh an g i b ir  y a r ıç a p a  sah ip  b ir  çem berin  v arlığ ın ı id d ia  eder. 
N ihayet d ö rd ü n c ü  önerm esi tü m  dik a ç ıla rın  b irb ir in e  eş itliğ in i id d ia  
e d e r .3

Bu önerm elerin  b az ıla rı, özellik le d ö rd ü n cü sü  m o d e m  b ir  bak ış aç ıs ın 
dan  b iraz  garip  g ö rü leb ilir  fak a t Ö klit geo m etris in i tem elleyen  f ik irle rin  
kökenin i ak lım ızda tu tm a k  zorundayız. E sas ın d a  o, idealize  ed ilm iş k a tı 
c isim lerin  h arek e tle ri ve böyle idealize  ed ilm iş b ir  k a tı c isim  b ir  d iğeriy le  
çak ışm aya itild iğ in d e  ak lın a  gelen  eşleşm e  k av ram ıy la  ilg ilendi. Bir cisim  
üzerindek i dik aç ın ın  b ir  d iğe ri üzerindek iy le  eş itliğ i, b ir in in  dik aç ıs ın ı 
o lu ş tu ra n  k en a rla r ı d iğ e rin in  d ik  aç ıs ın ı o lu ş tu ra n  k en a rla r ın  üzerine  
denk  gelecek şek ilde  h a re k e t e ttirm e  o lasılığ ıy la  ilg iliyd i. D olayısıy la d ö r
düncü  önerm e uzay ın  izo trop ik  ve tü rd eş  o lduğunu  id d ia  ed iyor, öyle ki 
b ir  yerdek i b ir  şekil b a şk a  b ir  yerdek i b ir  şek ille  aynı, d iğe r b ir  dey işle eş- 
leşik  geom etrik  b iç im e sa h ip  o lab ilird i. B irinci önerm e düz b ir  doğru  p a r 
çasın ın  b a s it  doğasın ı ak ta r ırk en  ik inci ve ü çüncü  ö n erm eler uzam ın , iç in 
de "boşluk lar" o lm aksız ın  s ın ırs ızc a  g en iş le tile b ilir  o ld u ğ u n u  ak tarıyo rdu . 
Ö klit'in  geom etriye bak m a b iç im i b izim  ona b u g ü n k ü  b akm a b iç im im iz
den  epey fark lı o lsa  da, onun  ilk  d ö r t önerm esi gün ü m ü zü n  m etrik  uzay  
kav ram ın ı b ü tü n se l b ir  tü rd eş lik , izo trop ik  o luş ve k ap sam ın ın  so n su z lu 
ğuyla tem el o la rak  özetled i. A slında böy lesi b ir  fo to ğ ra f  m o d e m  kozm olo
jiye  göre, §27.11 ve §28 .10 'da göreceğim iz üzere  gerçek ev ren in  o ldukça 
büyük  ölçekli u zam sa l doğ asıy la  sık ı b ir  uyum  göste rir.

O h a ld e  Ö klit'in  b eş in c i önerm esi, p a ra le llik  ön erm esi ned ir?  Ö klit'in  
onu  esas  o la rak  fo rm üle  e ttiğ i haliy le  bu  önerm e, b ir  düzlem dek i iki düz 
doğru  p a rç a s ı a ve b, h e r  ik is i de b aşk a  b ir  düz doğru  p a rç a s ı c  ile  kesişi-

1 Bkz. örn. Thomas, 1939.



C

geçen te k  paralel

Ş ek il 2.8 (a) Ö k lit'in  p a ra le llik  önerm esi, a  ve b ç izg ileri b ir  ü çü n cü  c  ç izg is in in , o n u n la  
b u lu ş tu k la r ı yerdek i iç a ç ıla r ın  to p lam ı iki d ik aç ıd an  küçük  o lacak  şe k ild e  kesen i d u ru 
m u n d a d ır la r . ö y ley se  a  ve b so n u ç ta  (yeterince u za tıld ık la r ı  v a rsay ıld ığ ın d a ) b irb ir le r in i 
k esecek tir, (b) P lay fa ir  aksiyom u (eşdeğer): a düzlem deki b ir  çizgi ve P, o düzlem de a ü z e 
rin d e  o lm ay an  b ir  n o k tay sa  ş u  h alde , düzlem de P ü ze rin d en  geçen ve a 'y a  p a ra le l o lan  
tek  b ir  çizgi v a rd ır.

y o rsa  (bu d u ru m d a  c, a ve b 'n in  kesen i o la rak  a d la n d ır ıla n  şeydir) ve c 'n in  
ayn ı ta ra f ın d a  o lu şan  iç a ç ıla rın  to p lam ı iki dik aç ıd an  azsa , a  ve b 'n in , c 
ta ra fın d a  y e teri k a d a r  u za tıld ık la rı zam an  h erh an g i b ir  yerde  b irb ir le r in i 
kesecekleri id d ia s ın d a  b u lu n u r  (bkz. Şekil 2.8a). Bu önerm en in  eşdeğer b ir  
b iç im i (bazen P layfa ir  a k s iy o m u  o la rak  ad lan d ırılır)  h e rh an g i düz b ir  ç iz
gi ve b u  çizgi üzerinde  o lm ayan  b ir  n o k ta  iç in  bu  n o k ta d an  geçen ve ç izg i
ye p a ra le l o lan  tek b ir  düz çizgi o lduğunu  id d ia  eder (bkz. Şekil 2.8b). Bu
ra d a  "parale l" çizg iler ayn ı düzlem de b irb iriy le  kesişm eyen  iki düz ç izg i
d ir  (ve ben im  "çizgilerim in" Ö klit'in  "doğru p a rç a la rın a"  o ran la  b ü tü n ü y le  
g en iş le tilm iş  o ld u k la rın ı an ım sa y ın ).1211

P ara le llik  önerm esin i elde e ttiğ im ize göre b ir  k a ren in  varlığ ı iç in  ge
rek li özelliği in şa  etm eye devam  edeb iliriz . P ara le l b ir  düz çizgi ç iftin in  
b ir  kesen i o n la rla , kesen in  b ir  ta ra f ın d a  k a lan  iç aç ıla rın  to p lam ı iki dik 
açıya e ş it o lacak  şek ilde  b u lu şu y o rsa  ç iftin  ç izg ilerin in  a s lın d a  b irb ir le r i
ne p a ra le l o lduk la rı k an ıtla n a b ilir . D ahası hem en d en ileb ilir  ki çifte  a it 
h e rh a n g i b a şk a  b ir  kesen de ayn ı açı özelliğ ine sa h ip  olur. Bu, tem el o la 
rak  ta m  d a  y u k arıd ak i tezde  verilm iş karem izi o lu ştu rm am ız  iç in  g e rek si
n im  duyduğum uz şeydir. A slında görm ekteyiz ki yap ım ız ın  gerçekten  tü m

f©  (2.1] Paralellik önerm esinin Öklit biçim i doğru olduğunda bunu P layfair'in  paralellerin  tek
liği sonucunun izlemesi gerektiğini gösterin.



a ç ıla n  dik açı ve tü m  k e n a r la n  e ş it o lan  b ir  karey i v erd iğ in i gösterm ek 
iç in  ku llanm am ız zo ru n lu  o lan  tek  şey p a ra le llik  önerm esid ir. P arale llik  
önerm esi o lm aksız ın  k are lerin , tü m  aç ıla rın ın  d ik  açı o lm ası no rm al a n la 
m ında , gerçekten  v a r  o ld u k la rın ı k an ıtlayan lay ız .

Kare g ib i böy lesine  apaçık  b ir  şeyin  v a rlığ ın a  d a ir  " titiz  b ir  k an ıt'' s u n 
m ak üzere  hang i kesin  v a rsa y ım la ra  gereksin im  du y u lacağ ı üzerine  kayg ı
lan m ak  yaln ızca  b ir  m a tem atik se l u ka la lık  m eselesi g ib i gö rü leb ilir . Kare 
hep im iz in  b ild iğ i b u  k a d a r  ta n ıd ık  b ir  şek ilken  böyle u k alaca  k o n u la rla  
gerçek ten  n iç in  ilg ilene lim  ki? Ö klit'in  as lın d a  bu  k o n u la r  üzerine  kayg ı
la n m ak ta  o la ğ an ü stü  b ir  kav ray ış  g ö ste rd iğ in i y ak ın d a  göreceğiz. Özelde 
gerçek evren in  kozm olojik b ir  ö lçeğinde fizik i "kareler"in  v a r  olup o lm a
d ık la rı o k a d a r  d a  n e tleşm iş  b ir  m esele değ ild ir. Bu b ir  gözlem lem e m ese
le s id ir  ve şu anki k a n ıtla r  çe lişk ili g ö rü nüyor (bkz. §2.7 ve §28.10).

2.3 Pisagor teoreminin benzer-alanlar kanıtı

P arale llik  ön erm esin i v a r sa y m a m a n ın  m a tem atik se l önem ine sonrak i 
bö lüm de döneceğim . İlg ili fizik i k o n u la r §18.4, §27.11, §28.10, ve §34.4 'te 
yen iden  incelenecek. B unun la  b irlik te  b u  k o n u la rı ta r t ışm a d a n  önce P isa 
gor teo rem in in  y u k a rıd a  söz verd iğ im  ö teki k an ıtın a  dönm ek öğretici o la 
caktır.

P isag o r ifad e s in in  Ö klit geom etrisinde gerçek te doğ ru  o lduğunu  g ö r
m en in  en b a s it  y o lla r ın d an  b iri, verili d ik  aç ılı üçgenin , dik aç ın ın  o lduğu  
köşeden  h ip o ten ü se  b ir  d ikm e çizilerek  iki küçük  üçgene bö lünm esiy le 
o lu şan  düzenlem eyi ele a lm ak tır  (Şekil 2.9). B u rada g ö ste rilen  üç üçgen 
m evcu ttu r: o rijina l o lan  ve k en d isi bö lü n e rek  o lu ş tu ru lm u ş  d iğer ikisi. 
A çıktır ki o rijina l üçgen in  a lan ı d iğe r iki k ü çü ğ ü n ü n  a la n la r ı to p lam ıd ır.

Şim di, bu  üç üçgen in  h ep s in in  b irb ir in e  b en zer  o ld u ğ u n u  görm ek b a s it  
b ir  m eseled ir. Bu h ep s in in , fa rk lı b o y u tla rd a  o lsa la r  da, aynı b iç im e  sah ip  
o lduk la rı an lam ın a  gelir, d iğe r b ir  dey işle  s a b it  b ir  h a rek e tle  b ir lik te  d ü 
zenli gen işlem e ya da d a ra lm a  yoluy la b irb ir le r in d e n  elde ed ilirle r. Bu h e r  
b ir  üçgen in  b ir  şek ilde  kesin lik le  ayn ı a ç ıla ra  sa h ip  o lm a la rın ın  so n u cu 
dur. İki küçük üçgen in  h e r  b ir i büyük  o lan la  o rtak  b ir  aç ıya s a h ip tir  ve 
h e r  b ir  üçgen in  b ir  aç ıs ı d ik  b ir  aç ıd ır. Ü çüncü aç ıla r  da, h erh an g i b ir  ü ç 
gendeki aç ıla rın  to p la m ı h e r  zam an  aynı o lduğu  iç in  ayn ı olm ak zo ru n d a 
dır. Benzer düzlem sel şek ille rin  a lan la rın ın , o n la ra  k a rş ılık  gelen  do ğ ru sa l 
b o y u tla r ın  kare leriy le  o ra n tılı  o lm ası genel b ir  özellik tir. Bu d o ğ ru sa l b o 
yu tu , h e r  b ir  üçgende o n la rın  en uzun  k e n a r la n  o la rak  a lab iliriz , d iğer b ir  
deyişle h ip o ten ü sle ri. Küçük ü çgen le rin  h e r  b ir in in  h ip o te n ü sü n ü n  orijina l



Ş ek il 2.9 P isag o r teo rem in in  b e n 
zer ü çg en le r k u lla n a ra k  k a n ıt la n 
m ası. Dik aç ılı b i r  ü çgen  a lın  ve 
d ik aç ın ın  o lduğu  kö şed en  h ip o te 
n ü se  b ir  d ikm e in in . Şu h a ld e  öz
gün  ü çg en in  b ö lü n d ü ğ ü  ik i ü çg e 
n in  a la n la r ı  to p lam ı y ine  özgün  
ü çg en in  a la n ın a  e ş itt ir . H er üç ü ç 
gende b e n z e rd ir  ve böy lece a la n la 
rı da  s ıra s ıy la  h ip o te n ü s le r in in  
k a re le riy le  o ra n tılıd ır . B unu  P isa 
g o r teo rem i izler.

ü çgen in  (h ipo tenüs olm ayan) k en a rla r ın d a n  b iriy le  ayn ı o ld u ğ u n u  n o t ed e
lim . Böylece hem en (orijinal üçgen in  a lan ın ın  d iğer ik is in in  a la n la rı to p la 
m ın a  e ş it o lduğu  gerçeğ inden  hareketle) o rijina l üçgende h ip o te n ü sü n  k a 
re s in in  d iğer iki k enarın  k a re le ri to p la m ın a  gerçekten  e ş it o lduğu  sonucu  
ç ık a rsan ır: iş te  P isago r teorem i!

Bu tezde , yine, incelem eye gerek duyacağım ız b e lirli baz ı v a rsa y ım la r  
m evcu ttu r. Tezin önem li b ir  b ile şen i b ir  üçgen in  aç ıla rı to p la m ın ın  h e r 
zam an  ayn ı değere tek ab ü l edeceği gerçeğ id ir. (Bu to p lam ın  değeri e lbe tte  
180°'d ir fa k a t Öklit onu "iki d ik  açı" o la rak  a d la n d ır ırd ı. D aha m o d em  
"doğal" m a tem atik se l tan ım lam a , b ir  üçgen in  aç ıla rı to p lam ın ın , Öklit ge
o m etris in d e  n  o lduğunu  söylem ektir. Bu, aç ın ın  m u tlak  ö lçüsü  iç in  derece 
işa re tin in , "°", ıt/180 o la rak  say ıld ığ ı (ve böylece 180° = Tt yazabild iğ im iz) 
rad y a m  k u llan m ak tır . A lışıld ık  k a n ıt Şekil 2 .10 'da gösteriliyo r. CA'yı E 'ye 
k a d a r  u za tıy o r ve A üzerin d en  CB'ye p a ra le l b ir  doğru , AD, çiziyoruz. Böy
lece, p a ra le llik  önerm esin i tak ib en , EAD ve ACB aç ıla rı b irb ir in e  ve ay rıca  
DAB ve CBA aç ıla rı da b irb ir in e  e ş ittir . EAD, DAB ve BAC a ç ıla rın ın  to p la 
m ı ti (ya d a  180° ya da iki d ik  açı) o ld u ğ u n d an  ACB, CBA ve BAC aç ıla rın ın  
to p lam ı da öyle olm ak zo ru n d ad ır; k an ıtla n m as ı gerek tiğ i gibi. F ak a t b u 
ra d a  p a ra le llik  ö nerm esin in  k u lla n ıld ığ ın a  d ik k a t edin.

P isag o r teo rem in in  bu  k a n ıtı ay rıca  b en zer şek ille rin  a la n la rın ın  kendi 
e b a tla rın d a k i h e rh an g i b ir  d o ğ ru sa l uzu n lu k la  o ran tılı o lduğu  gerçeğin i 
de k u llan ır . (B urada b u  d o ğ ru sa l u zu n lu ğ u  tem silen  h e r  b ir  üçgen in  h ip o 
te n ü sü n ü  seçtik.) Bu gerçek y a ln ızca  -p a ra le llik  önerm esi u y a rın c a  o lu ş 
tu rd u ğ u m u z  Şekil 2 .9 'dak i üçgen le r g ib i-  fa rk lı b o y u tla rd a  b en z er şek ille 
r in  gerçek ten  v a r  o lm a la rın a  değil, ayn ı zam an d a  d ikdö rtgen  o lm ayan  b i
ç im ler iç in  "alan"ı a s lın d a  n a s ıl tan ım lad ığ ım ız la  ilin tis i iç inde  b az ı d ah a  
k arm aşık  k o n u la ra  da dayan ır. Bu genel k o n u la r  lim it a lm a iş lem lerin in  
g erçek leştir ilm esi a rac ılığ ıy la  yerli yerine  o tu ru r  fak a t şu  an  iç in  b u  tü r  
b ir  ta r t ış m a  iç ine girm ek istem iyo rum . S oruna §§3 .1 -3 'te  dönülecek.



Ş ek il 2.10 ABC ü çg en in in  
a ç ı la n  to p lam ın ın  n  (= 180°
= ik i d ik  açı) o ld u ğ u n u n  
k an ıtı. CA'yı E 'ye k a d a r  
u z a tın  ve CB'ye p a ra le l 
o lan  AD'yi çizin . P a ra le llik  
önerm esi u y a rın c a  EAD ve 
ACB b irb ir in e  ve DAB ve 
CBA'da b irb ir in e  e ş itt ir .
EAD, DAB ve BAC a ç ıla r ım  
to p lam ı re'ye e ş it o ld u ğ u n 
d an  ACB, CBA ve BAC a ç ı
la r ın ın  to p lam ı d a  öyled ir.

öncek i bö lüm lerdek i ta r t ışm a la r ın  önem li b ir  m esajı P isago r teo rem i
n in  p a ra le llik  önerm esine d ay a n ır  gö rü n m esid ir. Bu gerçek ten  böyle m i
dir? P ara le llik  ö n erm esin in  y an lış  o lduğunu  varsay ın ?  Bu P isago r te o re 
m in in  k en d isin in  de gerçek ten  y an lış  o lab ileceğ i an lam ın a  m ı gelir? Böyle 
b ir  o lasılık  h e rh an g i b ir  an lam  ifade  ed e r mi? Gelin p a ra le llik  önerm esi
n in  y an lış  o la rak  k ab u l ed ilm esine gerçek ten  iz in  verild iğ i d u ru m d a  ne 
o lacağ ı so ru su n u  ele a lm aya ça lışa lım . O kulda öğrendiğ im iz geom etrin in  
b ü tü n ü y le  a l tü s t  o lduğu  gizem li b ir  yap ay  inanç  d ü n y a s ın a  g iriyo r g ibi 
görünecek  fak a t a s lın d a  b u ra d a  d ah a  derin  am aç bu lacağ ız .

2.4 Hiperbolik geometri: konformal resim

Şekil 2 .11 'deki resm e b ir  göz a tın . Bu M.C. E sch e r 'in  Circle L im it I  adı 
verilm iş ta h ta  o y m ala rın d an  b ir in in  yen iden  ü re tilm iş  h a lid ir . A slında bu  
resim  b ize iç inde p a ra le llik  ö nerm esin in  y an lış  o lduğu , P isago r teo rem i
n in  geçersiz  o lduğu  ve b ir  üçgen in  aç ıla rın ın  to p la m ın ın  ıt'ye e ş it olm adığı 
b ir  tü r  -h ip erb o lik  (bazen Lobachevskici) d e n e n -  g eom etrin in  o ldukça tam  
b ir  g öste rim in i sağ la r. D ahası verili eb a tla rd a k i b ir  şek il iç in , genelde, d a 
h a  büy ü k  b ir  e b a tta  b en z e r b ir  şekil m evcut değil.

Şekil 2 .11 'de E sch e r h ip e rb o lik  geom etrin in , h ip e rb o lik  düzlem in  tüm  
"evreninin" s ıra d a n  Ö klitçi b ir  düzlem  iç indek i b ir  çem ber içine "s ık ıştırıl-  
dığı" özel b ir  g ö ste rim in i ku lland ı. Ç evredeki çem ber b u  h iperbo lik  dü z
lem  iç in  "s ın ırsız lığ ı" tem sil ediyor. E sch e r 'in  resm in d e  b a lık la rın  çevre
deki çem bere y ak la ş tık ça  o ldukça sık ışık  h a le  ge ld ik le rin i gö reb iliriz . Öte 
ta ra f ta n  b u n u  b ir  göz y a n ılsa m a s ı o la rak  düşünm eliy iz . Bu b a lık la rd a n  
b ir i o lduğunuzu  h ay a l edin . Bu d u ru m d a  is te rsen iz  E sch e r 'in  re sm in in  k ı
y ıs ın a  y a  da is te rsen iz  o n u n  m erkezine yak ın  b ir  y e rle rd e  o lun  tü m  (h iper
bolik) ev ren  size b en z er görünecek tir. Bu geom etridek i "uzaklık" kavram ı 
d ah a  önce g ö ste rilm iş  b u lu n a n  Ö klitçi düzlem dekiy le uyuşm az. E sch e r 'in



resm in i kendi Öklitçi b ak ış  aç ım ızla  değerlend ird iğ im izde çem berin  k en a
rın d ak i b a lık la r  bize çok küçü lüyo rm uş g ib i gö rünü r. B unun la b irlik te  b e
yaz ya da siyah  b a lık la r  kend i "hiperbolik" b ak ış  a ç ıla rın d an , k end ile rin in  
m erkez y ak ın ındak ile rle  tıp a tıp  ayn ı boy u t ve b iç im de o ld u k la rın ı d ü şü 
n ü r. D ahası b a lık la r  b iz im  d ışa rıd a n  Öklitçi b ak ış  açım ıza göre çem berin  
k en d isin e  g it gide d ah a  y a k la ş ır  gö rünm elerine  rağm en, o s ın ır  kend i "hi
perbolik" bak ış aç ıla rın a  göre hep  s ın ırs ızc a  u zak ta  kalır. Ne çevredeki 
çem ber ne de onun  d ış ın d ak i h e rh an g i b ir  "Öklit" uzay  o n la r  iç in  b ir  v a r lı
ğa sah ip . O nların  b ü tü n  evren i b ize kesinkes çem berin  iç inde  yer a lıy o r
m uş g ib i gö rünen  şeyden  o luşuyor.

D aha m a tem atik se l te rim lerle , h ipe rbo lik  geom etriye ilişk in  b u  resim  
n a s ıl o lu ş tu ru ld u ?  Ö klitçi b ir  düzlem  iç inde h erh an g i b ir  çem ber d ü şü 
nün . Bu çem ber iç inde y e r  a lan  n o k ta la r  küm esi tü m  h ip e rb o lik  d üzlem de
ki n o k ta la r  küm esin i te m sil e tm ek ted ir. H iperbo lik  geom etri u y arın c a  düz 
çizgiler, çevre çem beriy le -d ik  aç ıy la an lam ın a  ge lerek - ortogona l o larak  
b u lu şa n  Ö klitçi çem ber p a rç a la rıy la  tem sil ed ilm ek ted ir. Şu h a ld e  iki eğ ri
n in  kesişm e n o k ta s ın d a  o lu şa n  h ip e rb o lik  an lam d ak i b ir  açı k avram ın ın , 
ik i eğ rin in  kesişm e n o k ta s ın d a  o lu şa n  aç ın ın  Ö klitçi ö lçüsüy le  tam  o la rak  
b en z er o lduğunu  görm ekteyiz. Bu doğaya ilişk in  göste rim  ko n fo rm a l' o la 

* Açıkorur -yu.



Ş ekil 2.12 Şekil 2 .11 'dek i E sch e r re sm in in  h ip e rb o lik  düz  ç izg ile r  (çevredeki çem berle  or- 
togonal o la rak  b u lu şa n  Ö klitçi çem b er ya  d a  çizgiler) ve h ip e rb o lik  b ir  üçgen le b ir lik te  
g ö ste rilm iş hali. H ip erb o lik  a ç ıla r  Ö klitçi o la n la r la  u y u şu r . (Şekil 2 .8 b 'd e  ifad e  ed ilm iş 
olan) p a ra le llik  ö n erm esi aç ıkça  ih la l ed ilm ek ted ir  ve b ir  ü çg en in  aç ıla rı to p lam ı ff'den 
küçüktür.

rak  a d lan d ır ılır . Bu neden le  E sch e r 'in  k u llan d ığ ı h ip e rb o lik  geom etrin in  
özel göste rim i b az en  h ip e rb o lik  düzlem in  k o n fo rm a l m o d eli o la rak  a d la n 
d ırılır. (Buna ay rıca  s ık lık la  P oincare d isk i de den ir. Bu te rm ino lo jin in  
şüphe li ta r ih i gerekçelend irm esi §2.6 'd a  ta rtış ılacak .)

Şu an d a  h ip e rb o lik  geom etridek i b ir  üçgen in  iç a ç ıla n  to p la m ın ın  7t'ye 
oşit olup o lm ad ığ ın ı an layab ilecek  b ir  konum da b u lunuyoruz . Şekil 
2.12'ye h ız lı b ir  b ak ış  b iz i öyle o lm ad ığ ından , b ira z  d ah a  az b ir  şeye eş it 
o lduğundan  k u şk u lan m ay a  sevk eder. A slında h ip e rb o lik  geom etridek i b ir  
üçgenin aç ıla rı to p lam ı h er zam an n 'd en  azd ır. B unu, b ir  üçgen in  aç ıla rı 
top lam ına ilişk in  "berrak" b ir  y an ıt a lam ıyo r görünm em iz nedeniy le h i
perbolik  g eom etrin in  sev im siz b ir  tü r  özelliği g ib i değerlend ireb iliriz . Bu
nun la  b irlik te , a s lın d a  h iperbo lik  b ir  üçgen in  aç ıla rım  to p lad ığ ım ızd a  ne 
o lacağıyla ilg ili özel o la rak  z a r if  ve k ay d a  değer b ir  şey m evcu ttu r: eksik 
lik h e r  zam an  üçgen in  a lan ıy la  doğru  o ran tılı. D aha açık o la rak  üçgenin  
(İç aç ıs ın ı a, fi v e  y o la rak  a lırsa k  A üçgen in  a lan ın ı ve C b ir  s a b iti ifade e t
mek üzere, (Johann  H ein rich  L am bert, 1728-1777, ta ra f ın d a n  bu lunan)



n  -  (a + /? + y) = CA

eş itliğ in i elde ederiz. Bu C s a b iti uzu n lu k  ve a lan  ö lçüm ü iç in  seçilm iş "bi- 
rim "e b ağ lıd ır. H er şeyi, h e r  zam an  C = 1 o lacak  şek ild e  ö lçek lend ireb ili- 
riz. A slında h ip e rb o lik  g eom etride  b ir  üçgen in  a lan ın ın  b u  k a d a r  b a s it  ifa- 
d e len d irileb ilm esi d ik k a t çekici b ir  gerçek lik tir. Ö klit g eom etris inde  b ir  
üçgen in  a lan ın ı b as itç e  a ç ıla r  c in s in d en  ifade  e tm en in  h iç b ir  yolu  yok tu r 
ve b ir  üçgen in  a lan ın ın  k en a r u zu n lu k la rı c in s in d en  ifad esiy se  çok daha 
faz la  k a rış ık tır .

A slında iki nok ta  a ra s ın d a k i h ip e rb o lik  u za k lığ ın  n a s ıl ta n ım la n d ığ ın ı 
h a len  aç ık lam ad ığ ım  iç in  h ip e rb o lik  geom etriy i bu  konform al gösterim  
a rac ılığ ıy la  açık lam ayı ta m  o la rak  b itirm ed im  (ve "uzaklığın" ne o lduğunu  
a la n la r  h ak k ın d a  gerçekten  konuşm aya b a ş la m a d a n  önce öğrenm ek d ah a  
uygun  olur). Size çem ber iç inde y er a lan  A ve B n o k ta la rı a ra s ın d ak i h ip e r
bo lik  uzak lığa  ilişk in  b ir  ifad e  su n m am a iz in  verin . Bu, P ve Q, A ve B 'den 
geçen ve çevresel çem bere o rto g o n al o lan  ö k litç i çem berin  (diğer b ir  d e
y işle  h ipe rbo lik  düz çizgi) o rto g o n al çem berle  b u lu ş tu ğ u  n o k ta la r , ve 
"QA", vb Ö klitçi u zak lık la r olm ak üzere (bkz. Şekil 2.13),

l o g Q ^ - d ir .
B QB■PA

L am b ert'in  a lan  denk lem indek i C'yi d ah il e tm ek is te rsen iz  (C *■ 1 için) y u 
k arıd ak i uzak lık  ifad e s in i y a ln ızca  C~u2 (C'nin k arekökünün  te rs i)4 ile  ç a r 
p ın .12-21 d ah a  so n ra  açık lığa kavu şab ileceğ in i um duğum  b az ı seb ep le r n e 
deniy le  C~m  n iceliğ ine g eo m etrin in  sö zd e  ya r ıça p ı  diyeceğim .

Y ukarıdak i "log" (logaritm a) denklem i g ib i m atem atik se l ifad e le r  ü rk ü 
tü c ü  g ö rü n ü y o rsa  lü tfen  end işelenm eyin . B un ları sadece şey  le ri açıkça 
görm ek ten  h o ş la n a n la r  iç in  ku llan ıyorum . Yine de, ifad e n in  n iç in  iş led iğ i
n i aç ık lam ayacağ ım  (örn. iki n o k ta  a rş ın d a k i en  k ısa  h ip e rb o lik  uzaklık , 
böyle tan ım la n d ığ ın d a , a s lın d a  n iç in  düz b ir  h ip e rb o lik  çizgi üzerin d en  
ö lçü lü r y a  da uygun  şek ilde n iç in  h ip erb o lik  b ir  çizgi ü ze rin d ek i u zak lık 
la r  to p la n ır ).12-31 A yrıca "log" iç in  özü r d ile rim  fa k a t iş in  doğası b u d u r. As-

A C 'a gibi üslü ifadeler bu k itap ta  sıklıkla kullanılıyor. Not 1.2’de ifade edildiği üzere a?, a x 
a  x a  x a  x a  anlam ına gelir ve buna bağlı olarak pozitif b ir  n  tam sayısı için o 'n ın  kendisiy
le n  kez çarpılm ış hali a " şeklinde yazılır. Bu gösterim  negatif üslere gen işle tilir ve a ' ,  l /a , 
a ’m n tersi ve a ” , l/a", a" 'in  tersi, ya da eşdeğer olarak (a ’r 'd i r .  §5.2'nin daha genel b ir ta r 
tışm ası uyarınca a'"', b ir  a  pozitif sayısı için, (a1'")" = a  ifadesini sağlayan (pozitif) sayı, 
V n ı n  n 'inc i dereceden köküdür'{bkz. no t 1.2). Dahası am"', a '^ 'n in  m ’inci dereceden ü ssü 
dür.

SU  [2.2] Niçin böyle olduğuna ilişkin b as it b ir  sebep görebiliyor musunuz?
[2.3] Bu denkleme göre A, B ve C hiperbolik  düz b ir  çizgi üzerindeki ard ışık  üç noktaysa



Ş e k il  2.13 K onform al g ö s te r im d e  A  ve B 
a ra sın d a k i h ip erb o lik  u za k lık , QA, vb Ök
litç i u zak lık la r, P ve  Q, A  ve  B 'd e n  geçen  
Ö klitç i çem b e rin  çevre l çem b e rle  ortogo- 
nal o larak b u lu ş tu ğ u  y e rd ek i n o k ta la r ol
m a k  üzere  log lQA.PB/QB.PA)'dır.

lm d a  b u  b ir  doğa l lo g a ritm a  ve onun  h ak k ın d a  §§5.2,3 'te söyleyeceğim  
epeyce ş ey o lacak. L o g aritm ala rın  b irçok  fa rk lı k ap sam d a  önem li olm ak 
y an ın d a  gerçekten  çok güzel ve gizem li k av ra m la r  (e sa y ıs ı gibi) o ld u k la rı
n ı keşfedeceğiz.

H iperbolik  geom etrin in , böyle b ir  uzak lık  tan ım lam asıy la , p a ra le llik  
önerm esine gerek d u y a n la rd a n  ayrı o la rak  Ö klit g eo m etris in in  tü m  özel
lik lerine  sah ip  o lduğu  görü lüyor. D eğişik  b iç im le r ve e b a tla rd a  üçgen le r 
ve b aşk aca  düzlem sel şe k ille r  o lu ş tu ra b ilir  ve o n la rı e tra f ta  Öklit geom et
r is in d ek i k a d a r  özgürce, "b ir b ü tü n  o larak" (h iperbolik  b iç im  ve e b a tla rın ı 
değ işm ekten  alıkoyarak), iki şeklin  "eşleşikliği" doğal kavram ı o lu şan a  
dek, "eşleşiğin" tıp k ı "b irb irle riy le  ça k ışa n a  k a d a r  b ir  b ü tü n  o la rak  e tra f ta  
h a rek e t e ttir ileb ilen "  an lam ın a  geldiğ i Ö klit g eo m etris in d e  o lduğu  g ibi h a 
reke t e ttireb ilir iz . H iperbo lik  geom etri u y arın c a  E sch e r 'in  ta h ta  oym asın 
daki tü m  beyaz b a lık la r  g ib i tü m  siyah  b a lık la r  d a  as lın d a  b irb iriy le  eşle- 
ş ik tir.

2.5 Hiperbolik geometrinin diğer gösterimleri

E lbette , beyaz b a lık la r ın  tü m ü  ayn ı b iç im  ve b o y u tta  görünm ez fak a t 
bu  o n la ra  h ip e rb o lik  b ir  b ak ış  aç ısı yerine  Ö klitçi b ir  bak ış aç ısıy la  b a k ı
yor olm am ız neden iy le  böyled ir. E sch e r 'in  resm i h iperbo lik  geom etrin in  
yaln ızca  özel b ir  Ö klitçi g ö s te r im in i  ku llan ır. H iperbo lik  g eom etrin in  ken 
disi herh an g i b ir  özel Ö klitçi gösterim e b ağ lı o lm ayan  d ah a  soyu t b ir  şey
dir. B ununla b ir lik te  a s lın d a  böy lesi g öste rim le r, h ip e rb o lik  geom etriy i

"AB", vb hiperbolik  uzaklıkları "AB" + "BC" = "AC"yi sağ lar ifadesini kanıtlayabilir inisiniz, 
deneyin. Logaritm aların, §§5.2, 3 'de log (ab) = log a  + log b şeklinde açıklanm ış genel özelli
ğini kullanabilirsiniz.



gözüm üzde c a n la n d ırm an ın  b ir  yo lunu , onu b ize d ah a  ta n ıd ık  ve daha  
"som ut" g ö rünen  b ir  şeyle, Ö klit geom etrisiy le  ilişk ilen d ire rek  sa ğ lad ık la rı 
iç in  o ldukça fay d a lıd ır. D ahası böy lesi g ö ste rim le r h ip e rb o lik  geom etrin in  
tu ta r l ı  b ir  yap ı o lduğunu  ve ta k ib en  p ara le llik  ö nerm esin in  Öklit geom et
r is in in  d iğer y asa la rı k u lla n ıla ra k  k an ıtlan am ay acağ ın ı açık  hale  getirir.

A slında h iperbo lik  g eom etrin in  Öklitçi geom etri b iç im inde , E sch e r 'in  
k u llan d ığ ı konform al o la n d an  d ah a  belirg in  b aşk aca  g ö ste rim le ri m ev cu t
tu r . B u n la rd an  b ir is i izd ü ş ü m se l  m odel o la rak  b ilin en d ir. B u rad a  tü m  h i
perbo lik  düzlem  yine Ö klitçi düzlem deki b ir  çem berin  içi o la rak  g ö s te rili
yo r fak a t b u  kez h ip erb o lik  düz çizg iler (çem bersel y ay la r  yerine) düz Ök
lit ç izg ileri o la rak  su n u lu r. B unun la  b irlik te  bu  besbelli sa d e le ş tirm e  iç in  
ödenm esi gereken b ir  bedel söz k o n u su d u r çünkü  h ip e rb o lik  aç ıla r  a r tık  
Ö klitçi aç ıla rla  aynı d eğ ild ir  ve pek çok in sa n  b u  bede lin  b ir  hay li yüksek 
o lduğunu  değerlend irecek tir. İ lg ilenen  okuyucu lar iç in  bu  gö ste rim d e A ve 
B a ra s ın d ak i h iperbo lik  uzak lık , R ve S u za tılm ış  düz çizgi A B'nin çevre 
çem beriy le kesişim  n o k ta la rı o lm ak üzere, şu  ifadeyle (C = 1 o la rak  a lırsak  
b u  d ah a  önce konfo rm al göste rim  iç in  elim izde o lan  ifad en in  neredeyse 
ay n ısı olur) v e rilir  (bkz. Şekil 2.14):

H iperbo lik  g eom etrin in  bu  göste rim i konform al o lan d an , m erkezden  
ra d y a l o la rak  d ışa rı doğru , R çevresel çem berin  y a rıç ap ı ve rc konform al 
göste rim dek i b ir  n o k ta n ın  çevresel çem berin  m erkezine o lan  Ö klitçi u zak 
lığ ı olm ak üzere.

Ş e k il  2 .14  İzd ü ş ü m se l g ö ste r im d e  h i
p e rb o lik  u za k lık  d en k le m i a rtık , R  ve  
S 'n in , AB Ö klit (d iğer b ir  d ey iş le  h ip e r
bolik) d ü z  ç izg is in in  çevre  çem b eriy le  
k e s iş im  nokta ları o ld u ğ u  ^logfRA. SB/ 
RB. SA) 'dır.
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ifad e s i ile verilen  m ik ta rd a  b ir  g en işle tm e a rac ılığ ıy la  elde ed ileb ilir  (b k z . 
Şekil 2.15).1241 Şekil 2 .16 'da , Şekil 2 .11 'deki E sch er resm i b u  fo rm ül k u lla n ı
la ra k  konfo rm al o la n d an  izd ü şü m se l m odele d ö n ü ş tü rü ld ü . (Ayrıntı kay 
b ın a  rağm en  E sch e r 'in  k u su rsu z  sa n a tç ılığ ı h â lâ  belirg in .) Bu şek ilde çek i
ciliğ i azalm ış o lsa  d a  a lış ılm am ış b ir  b ak ış  aç ıs ı su nm ak tad ır!

K onform al ve izd ü şü m se l g ö ste rim le ri ilişk ilen d irm en in , h â lâ  b u  aynı 
geom etrin in  b a şk a  b ir  zekice göste rim i a rac ılığ ıy la  d a h a  d o ğ ru d an  ge
om etrik  b ir  yolu  m ev cu ttu r. Bu üç gö ste rim in  h ep s i de becerik li İ ta ly an  
geom etric i Eugenio B e ltram i'n in  (1835-1900) eserid ir . E kvato r çizgisi, ü s t 
te  verilm iş h ip e rb o lik  g eo m etrin in  izd ü şü m se l g ö s te rim in in  çevresel çem 
beriy le  çak ışan  b ir  S  k ü res in i gözünüzün  önüne g e tirin . Şim di, S 'in  k u z e y  
y a n  kü resi S+'da , ben im  y a n  kürese l gö sterim  o la ra k  ad lan d ırac ağ ım  h i
p erbo lik  geom etrin in  b ir  gö ste rim in i keşfedeceğiz. Şekil 2.17'ye göz atın . 
D üzlem deki izd ü şü m se l gösterim den , y a tay  o la rak  ele a lın an  kü re  ü z e rin 
deki yen i o lana geçm ek iç in  b as itç e  dikey o la rak  y u k arıy a  y a n s ıtm a  y a p a 
rız  (Şekil 2.17a). D üzlem deki h iperbo lik  düz çizg ileri te m sil eden düz çizg i
ler, S+'d a  ekvato r çizgisiy le o rtogonal o la rak  b u lu şa n  y arı çem berler ta r a 
f ın d an  tem sil ed ilir. S*'daki g öste rim den  düzlem dek i konform al göste rim i 
elde etm ek iç in  şim d i g ü n e y  k u tb u n d a n  y a n s ıtm a  y ap a rız  (Şekil 2.17b). 
Bu, ken d is in e  s te reo g ra fik  iz d ü ş ü m  ad ı verilen  ve b u  k ita p ta  d ah a  so n ra

Ş e k il  2 .15  K on form al g ö s te r im d e n  i z 
d ü şü m se l o lan ı e ld e  e tm e k  iç in  m er
k e zd e n  f i 'n in  çevrese l çem b erin  
yarıçap ı ve rc'n in  ko n fo rm a l g ö s te r im 
d ek i m erkezd e n  o la n  u za k lık  o ld u ğ u  
b ir  2R 2/  (JP + rc2) ça rp a m yla  g en iş le tin .

[2.4] Bunu gösterin, ipucu: Dilerseniz Şekil 2.17'de gösterilen Beltram i geom etrisini kullana
bilirsiniz.



Ş ek il 2.16 E sc h e r 'in  k o n fo rm al g ö ste rim d en  izd ü şü m se l o lan a  d ö n ü ş tü rü lm ü ş  Şekil 
2 .11 'dek i resm i.

önem li işleve sa h ip  o lacak  b ir  y ö n tem d ir (bkz. §8.3, §18.4, §22.9, §33.6). 
S tereografik  izd ü şü m ü n  §8 .3 'te ele alacağ ım ız  iki önem li özelliği ko n fo r
m a l  o luşu  ve küre  ü ze rin d ek i çem berleri düzlem  ü zerindek i çem berlere (ya 
da is t isn a  o la rak  düz çizgilere) gönderm esid ir. |2-5U2-61

H iperbolik  g eo m etrin in  Öklitçi u zay  b iç im inde ifade ed ilm iş çeşitli 
fa rk lı m ode lle rin in  v arlığ ı a s lın d a  b u n la rın  y a ln ızca  h ip erb o lik  geom etri
n in  "Öklitçi m odelleri" o lduk la rı gerçeğ in i v u rg u lam a görev ine h izm et 
ed e r ve b u n la r  h ip e rb o lik  geom etrin in  gerçek ten  ne o ld u ğ u n u  söy lüyo r
m uş gibi ele a lınam az. H iperbo lik  geom etri tıp k ı "Ö klit geom etrisi"  g ibi 
kend i "P latonik  varlığ ı"n a  s a h ip tir  (bkz. §1.3 ve Önsöz). M odellerin  h içb iri 
d iğe rle ri ta s a r ru fu n a  h ip e rb o lik  geom etrin in  "doğru" resm ed iliş i o la rak  
ele alınam az. Onun değerlend ird iğ im iz  g ö ste rim le ri k av ray ış ım ız  iç in  çok 
k ıy m e tlid ir  fak a t en k ıym etlis i en alışageld iğ im iz  o lm ası neden iy le  sadece 
Ö klitçi y ap ıd ır. H iperbo lik  geom etrin in  d o ğ ru d an  b ir  deneyim lem esine s a 
h ip  önsezili b ir  v arlık  a lın d ığ ın d a  onun  iç in  h ip e rb o lik  b iç im dek i b ir  Öklit

£©[2.5] Stereografik yansıtm anın  belirtilen bu iki özelliğini, hiperbolik  geom etrinin konformal 
gösterim ini §2.4'te be lirtilen  şekliyle kullanarak  B eltram i'nin y a n  küresel gösterim in, h i
perbolik "düz çizgiler" dikey y an  çem berler olmak üzere, konform al olduğunu gösterin. 

i@ [2.6] Bu iki özelliğin nasıl kanıtlandığını görebiliyor m usunuz? îpucu: Çemberlerin duru
m unda, izdüşüm  konisinin tam  olarak ters eğimdeki iki düzlem  ta rafından  kesildiğini göste
rin.



Ş ek il 2.17 B e ltra m i'n in  h ip e rb o lik  g eo m etrin in  k en d is in e  a i t  üç  g ö ste rim in i ilişk ilen d iren  
g eom etrisi, (a) Y an k ü rese l gö ste rim  (k u z e y  y a r ık ü re  S* ü zerin d ek i k onfo rm al gösterim ) 
ek v a to r  d isk i ü ze rin d ek i izd ü şü m se l g ö ste rim e  dikey o la ra k  y a n s ır, (b) Y an  k ü rese l g ö s
te r im  g ü n e y  k u tb u n d a n  ek v a to r  üzerin d ek i k o n fo rm al g ö ste rim e  ste reo g ra fik  o la rak  y a n 
sır.

g eom etrisi m odeli d ah a  doğal b ir  yol o la rak  gö rü leb ilir. §18.4 'te h ip e rb o 
lik  g eom etrin in  b aşk a  b ir  m odeliy le de fa k a t b u  kez genel gö reliliğ in  M in- 
kovvski g eo m etris i b iç im inde k a rş ıla ş ıy o r olacağız.

Bu bö lü m ü  b itirm ek  iç in  gelin  h ip e rb o lik  geom etride  k a re le rin  varlığ ı 
so ru su n a  geri dönelim . H iperbo lik  g eom etride  h e r  ne k a d a r  aç ıla rı dik 
o lan  k a re le r  b u lu n m u y o rsa  da a ç ıla rın ın  ö lçü sü  dik aç ıd an  az o lan  d ah a  
genel b ir  b iç im dek i "kareler" m evcu ttu r. Bu tü rd e  b ir  k are  o lu ş tu rm a n ın  
en kolay  yo lu  b ir  O n o k ta s ın d a  dik aç ıy la  k es işen  ik i düz çizgi çizm ektir. 
Bizim  "karem iz" a rtık , d ö r t köşesi bu  iki ç izg in in  O m erkezli b ir  çem berle  
kesişim  n o k ta la n  (çem bersel o la rak  alınm ış) A, B, C, D o lan  dö rtgend ir. 
Şekil 2 .18 'e bak ın . Şeklin s im etris i neden iy le  elde ed ilen  ABCD d ö rtg en in in  
tü m  k e n a r la n  b irb ir in e  e ş itt ir  ve d ö rt aç ıs ı da b irb ir in e  e ş it o lm ak zo ru n 
dad ır. Peki b u  aç ıla r  dik açı m ıd ır? H iperbo lik  geom etride , hay ır. A slında



b ir  dik aç ıd an  küçük olm ak üzere  d iled iğ im iz h erh an g i b ir  p o z itif  açı o la 
b ilir le r  fak a t b ir  dik açıya e ş it o lam azlar. "Kare" (hiperbolik) ne k a d a r  b ü 
yük o lu rsa  (başka b ir  deyişle y u k arıd ak i y ap ıd a  çem ber ne k a d a r  büyük  
olursa) a ç ıla rı o k a d a r  küçük  olur. Şekil 2 .19a 'da  konfo rm al m odeli k u lla 
n a ra k  h e r  b ir  köşe n o k ta s ın d a  (Öklitçi d ö rt yerine) beş k are  b u lu n a n  ve 
böylece aç ıla rı - n , ya da 72° o lan  h iperbo lik  k a re le rin  b ir  k a fe s in i g ö s te r

dim . Şekil 2 .19 'da aynı kafesi izd ü şü m se l m odeli k u lla n a rak  gösterd im . 
B unun  Şekil 2 .2 'deki ik i k a re li kafes iç in  gereken değ işik lik lere  iz in  v erm e
diği g ö rü lecek tir .12-71

B

Ş e k il  2 .18  H ip erb o lik  b ir  “kare", k ö 
şe leri O n o k ta s ın d a n  geçen  ik i d ik  
h ip erb o lik  d ü z  ç izg iy le  O m erkezli  
b ir  çem b erin  k e s iş im  n o k ta la n , 
A,B,C,D (çem bersel o larak  a lınm ış), 
olan h ip erb o lik  b ir  dörtgend ir . S i
m etr i n ed en iy le  A B C D 'nin  d ö rt k e 
narı d a  d ö rt a ç ıs ın d a  o ld u ğ u  g ib i  
b irb ir in e  eş ittir . B u  a ç ıla r d ik  değ il
d ir  fa k a t  -n 'd e n  k ü ç ü k  herhangi p o 
z i t i f  b ir  açıya  e ş i t  o labilirler.

Ş ek il 2.19 H iperb o lik  u zay d a , h e r  b ir  k öşede  b eş k aren in , k a re  aç ıla rı |ır , y a  da  72° o lacak  
şek ild e  b u lu ş tu k la r ı b ir  kafes, (a) K onform al göste rim , (b) İzd ü şü m se l göste rim .

[2.7] Aynı şeyi düzgün hiperbolik beşgen ve karelerle yapabiliyor m usunuz, deneyin.



2.6 Hiperbolik geometrinin tarihsel görünümleri

H iperbo lik  g eo m etrin in  keşfiy le  ilg ili b irk aç  ta r ih i yo rum  b u ra d a  u y 
g u n  o lacak tır. Ö k lit'in  tem el ilke le rin in  y ak laşık  tö  300 y ılla r ın d a  yay ım 
la n m a s ın ın  a rd ın d a n  çeşitli m a tem atik ç ile r  b eş in c i önerm eyi d iğe r ak s i
yom  ve önerm elerden  h are k e tle  k an ıtla m a  g iriş im in d e  b u lu n d u la r . Bu ç a 
b a la r  1733'de J e s u it  G irolam o S accheri'n in  d e s ta n s ı ça lışm asıy la  tepe 
n o k ta s ın a  e riş ti. S acch eri'n in  k en d isi de sonuç o larak , p a ra le llik  ö nerm e
sin i, h erh an g i b ir  üçgen in  iç aç ıla rı to p lam ın ın  iki d ik  aç ıd an  küçük  o ld u 
ğu h ip o tez in in  b ir  çe lişk iye yol aç tığ ın ı gösterm e yo luy la  ka n ıtla m a y a  
ilişk in  yaln ızca  tam am lan m am ış  b ir  g iriş im  o lu ş tu ra n  h ay a tın ın  ça lışm a
sın ı, b ir  h a ta  o la rak  dü şü n m ek  zo ru n d a  kalm ış gö rü n ü r. B unu cidd i m ü ca
d e le le r a rd ın d a n  m a n tık sa l o la rak  so n u ç lan d ıram ay ıp  görece zay ıf b iç im 
de şöyle bağ lad ı:

D ar açı h ip o tez i kesin lik le  y a n lış tır  çünkü  düz çizg in in  doğas ına  
ay k ırıd ır .5

"Dar açı'' h ip o tez i Şekil 2 .8 'dek i a v e b  ç izg ilerin in  bazen  b u lu şm ay a cak la 
r ın ı id d ia  eder. G erçekte b u  g eçerlid ir  ve a s lın d a  h ip e rb o lik  geom etri so 
n u cu n u  verir!

S accheri'n in  gösterm eye ça lış tığ ı şeyin  m üm kün  o lm ad ığ ın ı etk in  şe
k ilde keşfed işi n a s ıl m eydana- geldi? Ö klit'in  b eş in c i ön erm esin i k a n ıtla 
m ak iç in  S accheri'n in  önerisi, b eş in c i önerm en in  y an lış  o lduğuna ilişk in  
b ir  v a rsay ım d a  b u lu n u p  so n ra  b u  v arsay ım d an  b ir  çe lişk i tü re tm ek ti. Bu 
yo lla  m a tem atik te  çelişki yo lu y la  k a n ıtla m a  (ya da L atince  ad ıy la  reduc-  
tio  a d  a b sü rd ü m )  ad ı v e rilen  -ço k  olası ki ilk  kez P isag o r ta ra f ın d a n  ta n ı
t ı la n -  ve bugüne  dek ile r i sü rü lm ü ş en gelenekselleşm iş ve fay d a lı ilke le r
den b ir in in  ku llan ım ın ı önerd i. Bu işlem e göre b ir  önerm en in  d oğ ru luğu 
n u  k an ıtla m ak  iç in  önce önerm en in  ya n lış  o lduğu  v a rsa y ım ın d a  b u lu n u lu r  
ve d ah a  so n ra  b u  v a rsa y ım d a n  b az ı çe lişk ile r doğduğu ta r t ış ıl ı r .  Böylesi 
b ir  çelişk i b u lu n a ra k  önerm en in  n ih ay e tin d e  doğru  o lm ası gerek tiğ i so n u 
cu ç ık a r ılır .6 Çelişki yo luy la  k an ıtla m a  m a tem a tik te  b u g ü n  s ık lık la  uygu
la n a n  o ldukça güçlü  b ir  gerekçelend irm e yön tem i sağ lıyor. Seçkin m a te 
m atikç i G. H. H ard y 'd en  b ir  a lın tı b u ra d a  uygun  o lacak tır:

5 Saccheri, önerme XXXIII, 1733.
6 M atem atikçilerin (görece küçük) b ir  azınlığı tarafından  bağlı kalınan, "çelişki yoluyla kan ıt

lama" kuralın ın  kabul edilm ediği sezgicilik  adı verilen b ir  bakış açısı m evcuttur. Buna iti
raz, bu  kuralın , sağlanm ış olm ası için herhangi b ir gerçek yapım  olm aksızın bazen bazı m a
tem atiksel kavram ların  varlık larına ilişkin b ir  önermeye yol açm ası bakım ından kurucu  ol
m a yan  b ir  kural olabileceğidir. Bu §16.6’da ta r tış ılan  bazı konularla ilişki içindedir. Bkz.
Heyting, 1956.



Ö klit'in  çok sevdiğ i re d u c tio  a d  a b sü rd ü m  b ir  m a tem atik ç in in  en 
iyi s ila h la rın d a n  b ir id ir . H erhang i b ir  sa tra n ç  h am les in d en  çok d a 
h a  iyi b ir  ham led ir: b ir  sa tra n ç  oyuncusu  b ir  p iyon  ya d a  h a t ta  o n 
d an  d ah a  değerli b ir  ta ş ı  fed a  etm eyi ö n ereb ilir  fa k a t b ir  m a tem a
tikç i o y u n u  ö n e rir .7

Bu önem li k u ra lın  b aşk aca  k u lla n ım ların ı d ah a  so n ra  göreceğiz (bkz. §3.1 
ve §§16.4,6).

B unun la  b irlik te  S accheri b ir  çelişk i b u lm a g iriş im in d e  b a ş a r ıs ız  oldu. 
Bu neden le  b eş in c i önerm eyle ilg ili b ir  k an ıt elde edem edi. Öte ta ra f ta n  bu  
u ğ ra ş ı iç inde çok d a h a  büy ü k  b ir  şey  bu ldu : Ö k lit'ink inden  fa rk lı yeni b ir  
geom etri; şu  an  hiperbolik  g eo m e tr i  dediğim iz, §§2.4,5 'te ta r t ış ı la n  ge
om etri. Ö klit'in  beş inc i ön erm esin in  yan lış  o lduğu  v a rsa y ım ın d a n  gerçek 
b ir  çe lişk i yerine  b ir  y ığ ın  tu h a f  görünüm lü , güç in a n ılır  am a ilg inç te 
orem  tü re tti.  Bu so n u ç la r  ne k a d a r  tu h a f  g ö rü n se le r de h iç b ir i gerçekte b ir  
çe lişk i değild i. Şu an  b ild iğ im iz  üzere  bu  yön tem le S accheri'n in , h ip e rb o 
lik geom etrin in , m a tem atik se l an lam d a  böyle tu ta r l ı  b ir  y ap ın ın  gerçek ten  
b u lu n m a s ı an lam ın d a  v a r  o lm ası nedeniy le hak ik i b ir  çe lişk i b u lm a sın a  
o lanak  yoktu. §1.3 'te y er a lan  te rm ino lo jide  h ip erb o lik  geom etri P la to n 'u n  
m atem atik se l b iç im ler d ü n y as ın ı içerir. (H iperbolik  g eom etrin in  fizik i g e r
çekliğ ine §2.7 ve §28.10 'de değinilecek.)

S accheri'den  k ısa  sü re  son ra  yüksek b ir  kav ray ışa  sah ip  m atem atikçi 
Jo h a n n  H einrich  L am bert de (1728-1777) Ö klit'in  beşinci önerm esin in  y a n 
lış lığ ı üzerinden , §2.4 'te h ipe rbo lik  b ir  üçgenin  a lan ın ı onun  aç ıla rı c in s in 
den veren  za rif  sonucu  d a  içeren  b irçok  büyüley ici geom etrik  sonuç tü re tti. 
L am bert'in , en az ından  h ay a tın ın  b ir  dönem inde, Ö klit'in  b eş in c i önerm e
s in in  y a d s ın m a sın d an  belki de tu ta r lı  b ir  geom etri elde ed ilebileceği d ü 
şün cesin i o lu ştu rm u ş o labileceği görü lm ekted ir. L am b ert'in  te re d d ü tlü  ge
rekçesi, "sana l y arıçap lı b ir  küre" d iğer b ir  deyişle "yarıçap ın ın  karesi" n e 
g a tif  o lan  b ir  küre üzerindek i geom etrin in  k u ram sa l o lasılığ ın ı ta s a r la y a 
b ilm iş olm ak gibi gö rünür. L am b ert'in  n  -  (a + fi + y) = CA denklem i a, fi ve  y 
üçgen in  aç ıla rı ve C ( -C  şu  an d a  h iperbo lik  düzlem in  "G auss eğimi" olm ak 
üzere) b ir  sa b it olm ak üzere, h ipe rbo lik  b ir  üçgenin  a lan ın ı, A, verir. Bu 
e ş itlik  T hom as H ario t'a  (1560-1621) a it, d ah a  önceden  b ilinen , R  y arıçap lı 
b ir  kü re  üzerinde büyük  çem ber y ay larıy la8 çizilen  kürese l b ir  üçgen in  a la 
nı, A, iç in  o lu ştu ru lm u ş o lan  A = R 2(a + fi + y - n )  denklem iyle tem elde aynı 
g ö rü n ü r (bkz. Şekil 2.20).12 81 L am b ert'in  denklem ini te k ra r  elde etm ek için

7 Hardy, 1940, S .34 .

8 Büyük çem ber y ay lan  b ir kürenin yüzeyindeki “en kısa" (jeodezi) eğrilerdir; kürenin m erke
zinden geçen düzlem lerde yer alırlar.
[2.8] Bu küresel üçgen denklem ini temel olarak yalnızca sim etri tezlerini ve kürenin toplam



ifad e s in i ku llanm alıy ız . F ak a t h ip erb o lik  geom etri iç in  gerek li o lduğu  üze
re  C ye p o z itif  değerin i verm ek iç in  k ü ren in  y a r ıç a p ın ın  sa n a l (diğer b ir  
dey işle n eg a tif  b ir  sa y ın ın  karekökü) o lm asına  ih tiy aç  duyarız , f l 'n in  s a 
n a l b ir  n icelik  o lan  (-C)_1/2 ifadesiy le  verild iğ ine  d ikka t edin. Bu, §2.4 'te 
gerçek C ~U2 ifad esi iç in  su n u lm u ş o lan  "sözde yarıçap" te rim in i açık lar. 
A slında L am b ert'in  iş lem i b iz im  d ah a  m odern  b ak ış  aç ıla rım ızd an  (bkz. 
bö lüm  4 ve §18.4) m ükem m el o la rak  d o ğ ru lan ır  ve b u n u  öngörm üş o lm a
s ın d a n  do lay ı onun  h a r ik a  k av ray ış ın a  iş a re t eder.

B unun la  b irlik te  L am b ert'in  Öklitçi o lm ayan  geom etriy i ilk  kez o lu ş 
tu rm u ş  olm a o n u ru n u  red d e tm ek  ve Ö k lit'ink inden  fa rk lı o la rak  p ara le llik  
ö n erm esin in  yan lış  o lduğu  tüm üy le  tu ta r l ı  b ir  geom etriy i (yaklaşık yarım  
yüzyıl sonra) b e rrak  b ir  k ab u llen iş  n o k ta s ın a  ge tiren  ilk  k iş in in  (bana göre 
b iraz  h ak sız  biçim de) büy ü k  m atem atikç i C ari F ried rich  G auss o lduğu  fik 
rin d e  o lm ak geleneksel b ak ış  aç ıs ıd ır. G auss, son  derece d ik k a tli b ir  adam  
o la rak  ve böylesi b ir  aç ığa  v u rm an ın  yol açab ileceğ i ta r t ışm a la r ın  kaygısı 
iç inde b u lg u la rın ı yay ım lam ad ı ve kend ine sa k la d ı.9 G au ss 'u n  onun  ü ze ri
ne ça lışm aya  b a ş la m a s ın d a n  b ir  30 yıl k a d a r  so n ra  h ip e rb o lik  geom etri 
b ağ ım sız  o larak , M aca r Jâ n o s  Bolyai (1829'da) ve özellikle yak laşık  
1826'da R us topçu  b ir liğ i m en su b u  N ikolay İvanoviç L obaçevsk i'n in  iç le
r in d e  o lduğu  b aşk a  b a z ıla r ı ta ra fın d a n  yen iden  keşfed ild i; h ipe rbo lik  ge
o m etri b u  sebeple s ık lık la  L obaçevskici geom etri o la rak  a d lan d ır ılır .

H iperbo lik  g eom etrin in  y u k a rıd a  aç ık lad ığ ı özel izd ü şü m se l ve kon fo r
m al g erçek le ş tir iliş le ri E ugenio B eltram i ta ra f ın d a n  b u lu n d u  ve §2.5 'te 
değin ilen  y a rı k ü rese l o lan ın ın  da iç le rinde  o lduğu  b az ı d iğer zekice g ö s
te rim le rle  b irlik te  1868'de yay ım land ı. B una rağm en , P o in ca re 'n in  1882'de 
y en iden  keşfe ttiğ i b u  kon fo rm al gösterim  B e ltram i'n in  orijina l ça lışm a
sın d a n  (m odelin önem li u y g u lam ala rın ı büy ü k  ölçüde P o in ca re 'n in

alanının 47tR 2 olduğu gerçeğini kullanarak  kanıtlam aya çalışın. İpucu: Bir kürenin, küre 
üzerinde tam am en zıt olan b ir  nokta çiftini b irleştiren  iki büyük çem bersel yay tarafından  
sın ırlandırılm ış b ir parçasın ın  alan ın ı bulm akla başlayın; sonra kesin, yap ıştırın  ve sim etri 
tezlerini kullanın. Şekil 2.20'yi aklınızda tutun.

1 Jeodezi konularıyla profesyonel olarak ilgilenen G auss'un fiziki uzaydaki Öklit geom etrisin
den ölçülebilir sapm alar olup olm adığını gerçekten belirlemeyi denem iş olup olm ayabilece
ği b ir  ta rtışm a konusudur. Gerçekten denemiş olsa bile Öklitçi olm ayan geom etri konuların
da iyi bilinen ağzı sıkılığı nedeniyle, özellikle (şimdi bildiğim iz üzere) m odem  kuram  uya
rınca etkinin küçüklüğünden kaynaklı olarak başarıs ız  olma zorunluluğu nedeniyle, b ilin
m esine izin vermesi olası değildi. Var olan fikir birliği, onun uzayın değil dünyanın eğriliği 
ile ilgilenerek "yalnızca jeodezi yaptığını" kabul eder görünüyor. Bununla birlikte ben onun 
ayrıca Öklit geom etrisiyle ilgili herhangi b ir önemli tu tarsız lık  aray ışında olm adığına inan
m ayı b iraz güç buluyorum; bkz. Fauvel ve Gray, 1987.



Ş e k i l  2 .20 K ü re se l b ir  ü çg en im d L a m  
iç in  H ario t den k lem i, a, ft, y açliar o l
m a k  üzere  A = fp(a  + 0  + y -  n)'dir. H i
p e rb o lik  b ir  üçgen  iç in  L a m b er t d e n k 
lem i C= -1 /J P ’y i  içerir.

g e liş tirm e si nedeniyle) d ah a  iyi b ilin d iğ i iç in  genellik le "Poincare m odeli" 
o la rak  a d la n d ır ılır .10 Zavallı y aş lı B e ltram i'n in  izd ü şü m se l g ö ste rim i b e n 
ze r şek ild e  bazen  "Klein gösterim i" o la rak  a d lan d ır ılır . M atem atik te , m a
te m atik se l b ir  kav ram a no rm ald e  a tfed ilen  ism in  onun  gerçek kâşifiy le  
ayn ı o lm am ası çok da s ıra d ış ı değ ild ir. En az ın d a n  b u  d u ru m d a  k on fo r
m al g ö ste rim i P oincare y e n id e n  b u lm u ş tu r  (1871'd e  K lein 'ın  izd ü şü m se l 
o lan ı b u lm a sı gibi). M atem atik te  ad ı b ir  sonuca  a tfed ilm esin e  rağm en  söz 
k o n u su  so n u ç tan  h ab e ri b ile  o lm ayan  m a tem atik ç ile r  m e v c u ttu r !11

B e ltram i'n in  ta n ın m a s ın a  n eden  o lan  h ip e rb o lik  geom etri g ö ste rim i y i
ne de 1868'de bu ld u ğ u  b aşk a  b ir  gö ste rim d ir. Bu b ir  sö zd e  k ü re  (bkz. Şekil 
2 .21) o la rak  b ilin en  b e lirli b ir  yüzey üzerindek i geom etriy i tem sil eder. 
Yüzey, ilk  o la rak  Isaa c  Nevvton ta ra f ın d a n  1676'da incelenen  tra k tr is  eğ ri
s in i kend i "asim pto tu" e tra f ın d a  çev irerek  elde ed ilir. A sim pto t, eğ rin in  
yak laştığ ı, eğ ri sonsuza  doğ ru  u zak la şırk en  ona as im p to tik  (sonuşm az) 
o la rak  teğ e t h a lin e  gelen düz b ir  çizg id ir. B u rad a  a s im p to tu n  k ab a  y a p ı
dak i y a ta y  b ir  düzlem e çizilm iş o ld u ğ u n u  h ay a l etm ek du ru m u n d ay ız . Bir 
ucu  n o k ta  benzeri ağ ır  b ir  yük ü n  o lduğu  P n o k ta s ın d a  o lan  ve d iğer ucu  R

10 "Poincare y a n  düzlemi" denilen gösterim  de orijinal olarak Beltram i'ye a ittir; bkz. Beltrami, 
1868.

11 Bu, (diğer ta ra ftan  başka m atem atikçilerin  çalışm aların ı çok sık olarak öngörm üş olan) bü 
yük G auss'un  kendisine de uym uş gibi görünüyor. "Gauss haritası"nm  kullanım ı yoluyla za
r if  b ir  şekilde kanıtlanabilen, şim dilerde "Gauss-Bonnet" teorem i adı verilen önemli b ir to 
polojik m atem atiksel teorem  m evcuttur fak a t teorem in kendisi aslında Blascke'ye ait ve az 
önce bahsedilen zarif kanıtlam a işlem i ise Olinde Rodrigues tarafından  bulunm uş görünür. 
Ne sonuç ne de kanıtlam a işlem i Gauss ya da Bonnet'e a it görünür. Değişik m etinlerde doğ
ru  şe kilde alın tılanan  daha temel b ir "Gauss-Bonnet" teorem i m evcuttur, bkz. VVillmore, 
1959, ayrıca Rindler, 2001.



Ş ek il 2.21 (a) B ir sö zd e  kü re . Bu ken d i a s im p to tu  e tra fın d a  çev rilerek  e ld e  ed ilir, (b) B ir 
tr a k tr is  o lu ş tu rm a k  iç in , ü z e r in d e  h a fif, p ü rü z sü z  şe k ild e  düz , s e r t  b i r  çu b u ğ u n  sü rü k 
len d iğ i d ü z lem in  y a ta y  o ld u ğ u n u  h a y a l ed in . Ç ubuğun  b ir  u cu  n o k ta  b en zeri sü rtü n m eli 
b i r  P yükü  iken  d iğ e r u cu  R, (düz) b i r  a s im p to t  bo y u n ca  ile rle r.

n o k ta s ın d a n  a s im p to t b o yunca  ile rleyen  hafif, düz ve s e r t  b ir  çubuk  d ü 
şünm eliy iz. Bu d u ru m d a  P n o k ta s ı b ir  t r a k tr is  çizer. F e rd in an d  M inding  
1839'da sözde k ü ren in  kend ine  özgü sa b it b ir  n e g a tif  g eom etris i o lduğunu  
b u ld u  ve B eltram i b u n u  h ip e rb o lik  geom etrin in  ilk  m ode lin i in şa  etm ekte 
ku llan d ı. B e ltram i'n in  sözde küre  m odeli, m a tem atik ç ile ri, h iperbo lik  
uzak lığ ın  ö lçüsü  yüzey ü zerindek i Ö klitçi uzak lık la  u y u ş tu ğ u  iç in  h ip e rb o 
lik  geom etri düz lem in in  tu ta r lılığ ın a  in a n d ıra n  m odel o la ra k  görünüyor. 
B unun la  b irlik te  m odel h ip e rb o lik  geom etrin in  tü m ü n ü , B e ltram i'n in  d i
ğer m ode lle rin in  y ap tığ ı g ib i tek  se fe rd e  göste rm ek  yerine  onu yaln ızca  
yerel o la rak  y a n s ıtm a s ı neden iy le  b iraz  k u lla n ışs ızd ır .

2.7 Fiziki uzayla ilişki

H iperbo lik  geom etri yüksek  b o y u tla rd a  d a  m ükem m el şek ilde iyi işler. 
D ahası konfo rm al ve izd ü şü m se l m odelle rin  ik is in in  de y ü k sek -b o y u tlu  
tü rev le ri m evcu ttu r. Ü ç-b o y u tlu  h ip e rb o lik  geom etri iç in  çevresel b ir  çem 
b e r yerine  elim izde çevrese l b ir  kü re  b u lu n u r. Sonsuz ü ç -b o y u tlu  geom etri 
b u  son lu  Ö klit k ü res in in  iç k ısm ı ta ra f ın d a n  tem sil ed ilir . Geri k a lan  e sa 
sen d a h a  önce elim izde o la n la rd ır . K onform al g ö ste rim d e b u  ü ç-b o y u tlu  
h iperbo lik  geom etridek i düz çizg iler çevresel kürey le o rto g o n a l o la rak  b u 
lu şa n  Ö klit çem berleri şek linde  göste rilir; a ç ıla r  ö k lit  ö lçü leriy le  ve u zak 
lık la r  ik i-b o y u tlu  d u ru m d ak i ayn ı denklem le verilir. İzd ü şü m sel m odelde 
h ip erb o lik  düz ç izg iler Ö klitçi düz ç izg ile rd ir ve u za k lık la r y ine ik i-b o y u t- 
lu  d u ru m d ak i ayn ı denklem le verilir.

Kozmolojik b o y u tla rd ak i gerçek evren im iz ne d u ru m d ad ır?  O nun 
u zam sa l g eo m etris in in  Ö klit geom etrisi o lm asın ı m ı bek leriz  ya da o ö rn e
ğ in  §§2 .4 -6 'da  inceled iğ im iz d ikkate  değer (fakat üç b o y u t içindeki) h ip e r
bolik  geom etri g ib i b a şk a  b az ı geom etrile rle  d ah a  y ak ın d an  b a ğ d a şa b ilir



m i? Bu a s lın d a  cidd i b ir  so ru d u r. E in s te in 'm  (§17.9 ve §19 .6 'da geleceği
miz) genel gö reliliğ inden  b iliyo ruz ki Ö k lit'in  geom etrisi fizik i uzay ın  g e r
çek geom etrisine  yaln ızca  (o lağ an ü stü  derecede eksiksiz) b ir  yak laşık lık  
ta h m in id ir . Bu fiziki geom etri m ad d i yoğun luğun  varlığ ı neden iy le  küçük 
düzensiz lik  d a lg ac ık la rın a  sa h ip  o la rak  tam am en  düzenli d ah i değ ild ir. 
Yine de, ça rp ıc ı b iç im de, b u  d a lg ac ık la r kozm ologların  b u g ü n  u la şab ild iğ i 
en iyi gözlem sel k a n ıtla r  u y arın ca  k ay d a  değer kesin lik te  b ir  dereceye k a 
d a r  [bkz. §27.13 ve §§28.4—10) o r ta la m a  o lu ş tu ru r  görünm ekte  ve gerçek 
ev ren in  u zam sa l geom etrisi düzen li (tü rdeş ve izo trop ik ; bkz.%21.\ 1) b ir  
geom etriy le  o la ğ an ü stü  b iç im de y ak ın d an  b a ğ d a ş ır  gö rünm ek ted ir. Ök- 
li t 'in  en az ın d a n  ilk  d ö rt önerm esi zam an  te s ti  k a rş ıs ın d a  etk iley ici b iç im 
de ay ak ta  kalm ış gö rünür.

B urada b ir  aç ık lam a gerek lid ir. Tem el o la rak  tü rd eş lik  (her n o k tad a  
aynı) ve izo tro p i (her yönde aynı) k o şu lla r ın ı sağ layan , Öklit, h ip e rb o lik  ve 
elip tik  o la rak  a d la n d ır ıla n  üç tip  geom etri m evcu ttu r. Öklit geom etris i b i
zim  iç in  (yaklaşık 2300 yıldır) ta n ıd ık tır . H iperbo lik  geom etri b u  b ö lü m d e
ki tem el ilgi a lan ım ız  oldu. Peki e lip tik  geom etri ned ir?  E lip tik  düzlem  ge
om e tris i e sa se n  b ir  k ü ren in  yüzey ine çizilm iş şek illerle  k a rş ıla n a n  ge
om etrid ir. L am b ert'in  h ip e rb o lik  geom etriye §2.6 'daki yak laşım ıy la  ilg ili 
ta r t ışm a d a  şek illenm iştir. E sch e r 'in  elip tik , Ö klit ve h ip erb o lik  d u ru m la r
daki, h e r  üç du ru m  iç in  de b en z er b ir  m elek ler ve şe y ta n la r  m ozaik  d ö şe
m e ça lışm ası ku llan d ığ ı ve ü çü n c ü sü n ü n  Şekil 2 .11'e ilg inç b ir  a l te rn a tif  
o lu ş tu rd u ğ u  su n u ş la r ı iç in  s ıra s ıy la  şek ille r 2.22a, b ve c'ye bak ın . (Eliptik 
geom etrin in  ay rıca  ü ç -b o y u tlu  b ir  çeşid i ve küredek i b ü tü n ü y le  z ıt n o k ta 
la rın  ayn ı nok tay ı tem sil eder g ib i d eğ e rlen d irild iğ i çe şitle ri de m ev cu t
tu r. Bu k o n u la r  b iraz  d ah a  a y rın tılı o la rak  §27.11'de ta rtış ılacak .)  B unun
la  b ir lik te  e lip tik  du ru m u n  Ö klit'in  ik inci ve ü çüncü  önerm elerin i (aynı z a 
m a n d a  b irin c is in i de) ih la l e ttiğ i söy leneb ilir. Bu neden le  s ın ır lı b o y u tta  
(ve b ir  n o k ta  ç iftin i b ird en  faz la  doğru  p a rç a s ın ın  b irle ştird iğ i)  b ir  ge
o m etrid ir.

Öyleyse ev ren in  büyük-ö lçek li u zam sa l g eom etris in in  gözlem e dayalı 
konum u ned ir?  D oğrusunu  söylem ek gerek irse  bun u , son  z a m a n la rd a  Ök
lit 'in  b a ş ın d a n  b eri hak lı o ld u ğ u n a  ve b eş in c i ö nerm esin in  do ğ ru lu ğ u n a  
ilişk in  geniş ölçüde d u y u ru lm u ş id d ia la r  o lm asına  rağm en  henüz b ilm iyo 
ruz; böylece o rta lam a  o la rak  a lın an  u zam sa l geom etri a s lın d a  b iz im  "Ök
litçi" ded iğ im iz geom etri o lm a k ta d ır .12 D iğer ta ra f ta n  u zam sa l evren için

12 Evrenin etraflı yapısı için temel kan ıt b ir  bü tü n  olarak §§27.7, 10, 11, 13, §§28.5, 10 ve 
§30.14'te ta rtış ılacak  olan kozm ik  m ikrodalga ardaları ış ın ım ın ın  (CMB) [cosmic m icrow a- 
ve background rad ia tion} detaylı b ir  analizinden elde edilir. Temel b ir kaynak de B em ardis 
vd., 2000; daha eksiksiz, daha yeni bilgi için bkz. N etterfield vd., 2001 (BOOMERanG'la ilgi-



b ü tü n lü k lü  b ir  h ip e rb o lik  geom etriye o ldukça k a ra rlı b ir  şekilde işa re t 
eden  k a n ıt d a  m e v c u ttu r .13 D ahası b az ı k u ram c ıla r  e lip tik  d u ru m u  uzun  
sü re  sa v u n d u la r  ve b u  kesin lik le  Ö klitçi d u ru m u  destek lem ek  iç in  sa v u n u 
lan  o aynı k an ıt ta ra f ın d a n  redded ilm ed i (b k z .  §34.4 'ün  son  kısım ları).

Ş ek il 2.22 E sch er ta ra f ın d a n  m elek ler ve şe y ta n la r  m ozaik  döşem e ç a lışm a s ı k u llan ıla ra k  
g ö ste rilen  düzen li düzlem  g e o m etris in in  üç b a s it  tü rü , (a) E lip tik  d u ru m  (pozitif eğrilik), 
(b) Ö klit d u ru m u  (sıfır eğrilik) ve  (c) H iperbo lik  d u ru m  (n eg a tif  eğrilik); k on fo rm al g ö ste 
r im d e  (E scher 'in  Circle L im it  I V i i  Şekil 2 .17’y le  k a rş ıla ş tır ılm a lıd ır) .

lenen). Ayrıca bkz. H anany vd., 2000 (MAXIMA'yla ilgilenen) ve H alverson vd., 2001 (DASI’y- 
la ilgilenen).

13 K uram sal destekleyiciler için bkz. Gurzadyan ve Torres, 1997 ve Gurzadyan ve Kocharyan, 
1994 ve gerçek CMB verilerin in  yerini tu tan  çözümleme için Gurzadyan ve Kocharyan, 1992 
(COBE verisi için) ve Gurzadyan vd., 2002,2003 (BOOMERanG verisi için ve WMAP verisi 
için 2004).



O kuyucunun fa rk  edeceği g ib i konu  h â lâ  an laşm az lık la rla  ve bek leneb ile 
ceği g ib i çoğun luk la öfkeli ta r t ış m a la r la  dolu. K itap tak i ile rleyen  b ö lü m 
le rde b u  b a ğ la n tıd a  o rtay a  konm uş g ö rü ş le r in  o ldukça büyük  b ir  k ısm ın ı 
gösterm eye ça lışacağ ım , ve d iğerle ri nezd inde m üm kün  o ld u ğ u n ca  ad il o l
m aya ça lış ırk en  h iperbo lik  du ru m  leh ine  o lan  kend i gö rü şü m ü  gizlem eye 
yeltenm eyeceğim .

B ereket v ers in , ben im  g ibi h ip e rb o lik  g eom etrin in  za ra fe tin d en  ve ay 
r ıca  m o d em  fiziğ in  görkem inden  e tk ilen en le r iç in  b u  m u h teşem  geo m etri
ye ilişk in  m o d e m  fiziki evren  k av ray ış ım ız ın  ta r t ışm a s ız  tem eli o lacak  
b a şk a  b ir  ro l söz k onusudu r. M odem  görelilik  k u ram ı u y a rın c a  h ızla rın  
uzay ı, eski Nevvtoncı k u ram d a  sa ğ lan a n , Ö klitçi o lan d an  ziyade kesin lik le  
ü ç -b o y u tlu  h ip erb o lik  b ir  g eo m etrid ir  (bfcz.§18.4). Bu b ize gö re liliğ in  b az ı 
b u lm a ca la rın ı an lam am ızda  y ard ım cı olur. Ö rneğin  b ir  b in a n ın  y an ın d an  
k ıy a s la n a b ilir  b ir  h ız la  ile ri doğ ru  h a re k e t eden  b ir  a ra ç ta n  ış ık  h ız ın a  y a 
k ın  b ir  h ız la  f ır la tı la n  b ir  c isim  h ay a l edin. B inaya göre b u  c isim  y ine de 
ış ık  h ız ın ı h iç b ir  zam an  aşam az. Bu o lanaksızm ış g ib i g ö rü n se  de §18.4 'te 
h ip e rb o lik  geom etri a rac ılığ ıy la  d o ğ ru d an  b ir  aç ık lam aya  kav u şacağ ım  
göreceğiz. Yine de bu  büyü ley ic i k o n u la r  so n rak i bö lüm lere  k a d a r  bek le
m ek zorunda .

Peki ya h ip e rb o lik  geom etride b a ş a r ıs ız  o lduğunu  gö rdüğüm üz P isago r 
teo rem in d en  ne haber?  B elirli P isag o rcu  ö dü lle rin  b u  en önem lile rin i gele
cek k u şa k la ra  m ı te rk  etm eliy iz? Pek say ılm az çünkü  h ip erb o lik  geom etri -  
ve a s lın d a  h ip e rb o lik  geom etriy i düzensizce  eğ ilm iş b ir  yo lla  genelleyen 
(E in ste in 'ın  genel görelilik  k u ram ın ın  a n a  isk e le tin i o lu ş tu ra ra k ; bkz. 
§13.8, §14.7, §18.1 ve §19.6) tü m  "R iem anncı" g eo m etrile r-  küçük  u zak lık 
la rın  lim itin d e  sa ğ lan a n  P isag o r teo rem ine y aşam sa l b iç im de bağ lıd ır. 
D ahası onun  devasa  e tk is i m a tem a tik  ve fiz iğ in  eng in  a la n la rın a  y ay ıl
m a k ta d ır  (örn. k u an tu m  m ekan iğ in in  "ün iter" m e trik  y ap ıs ı, bkz.%22.3). Bu 
teo rem , b ir  an lam d a  "geniş" u za k lık la r  yerine  geç iriliyo r o lm ası gerçeğine 
rağm en  o rijina l o la rak  ile ri sü rü ld ü ğ ü  d u ru m u  d ev asa  şek ilde a şa n  b ir  u y 
g u lam a a lan ı b u la ra k  g eom etrin in  küçük  ölçekli y ap ıs ı iç in  m erkezi k a l
m aya devam  etm ekted ir.



FİZİKİ DÜNYADA SAYI TÜRLERİ

3.1 Pisagorcu felaket mi?

Şim di S accheri'n in , ö k li t 'in  b eş in c i önerm esin i k an ıtla m a  g iriş im inde  k u l
lan m ak  iç in  büyük  g ay re tle  dened iğ i o ilkeye, çelişk i yo luy la  k an ıtlam a  
k o n u su n a  geri dönelim . K lasik m a tem atik te  b u  ilken in  b a şa r ıy la  u y g u la n 
d ığ ı pek  çok örnek m ev cu ttu r. Bu ö rnek lerin  en ü n lü le rin d en  b ir i P isagor- 
c u la ra  k a d a r  u za n ır  ve b u  o n la rı büyük  o ran d a  s ık ın tıy a  sokan  m a tem a
tik se l b ir  konuya yol açm ış tır . Ç ıkarsanan  şuydu . K aresi ta m  o la rak  2 s a 
y ıs ın a  e ş it o lan  rasy o n e l b ir  say ı (diğer b ir  deyişle b ir  kesir) b u lu n a b ilir  
mi? Y anıt h a y ır  o la rak  gündem e ge lir ve b ira z d a n  göstereceğ im  m a tem a
tik se l id d ia  a s lın d a  böyle h e rh a n g i b ir  rasy o n e l sa y ın ın  o lm ad ığ ıd ır.

P isag o rcu la r b u  keşifle  neden  b u  derece s ık ın tıy a  g ird ile r?  B ir kesirin , 
d iğe r b ir  dey işle  rasy o n e l b ir  say ın ın , iki tam sa y ı (ya d a  b ü tü n  sayı) a ve  
b 'n in , b s ıf ırd a n  fa rk lı o lm ak üzere  a /b  o ran ı o la rak  ifad e  ed ileb ild iğ i b ir  
şey  o lduğunu  an ım say ın . (Kesir ta n ım ı ta r t ışm a s ı iç in  bkz. Önsöz.) P isa 
g o rcu la r b a ş la n g ıç ta  tü m  geom etrile rin in  rasyone l sa y ıla r  b iç im inde ö lçü
leb ilen  u zu n lu k la r  o la rak  ifade edileb ileceğin i u m m u şlard ı. R asyonel s a 
y ıla r  görece, son lu  b a s it  te rim le rle  a n la ş ılan  ve a ç ık la n a b ilir  b a s i t  n icelik 
le rd ir; y ine de d iled iğ im iz k a d a r  küçük  ya d a  büy ü k  u zak lık la rı b e lirtm ek 
te  k u lla n ıla b ilirle r. Tüm  geom etri rasyone l sa y ıla rla  y ap ılab ilse  bu  h e r  şe
yi görece b a s it  ve ko lay  k av ra n a b ilir  hale  g e tir ird i, ö te  ta ra f ta n  " irrasy o 
nel" say ı kavram ı so n su z  sa y ıd a  işlem  g ere k tir ir  ve b u  d u ru m  esk ile r için  
(haklı olarak) d ikkate değer derecede güçlük  o lu ş tu rm u ş tu . K aresi 2 o lan  
h iç b ir  rasy o n e l say ı o lm ay ışı gerçeğinde n iç in  b ir  güçlük  m evcu ttu r?  Bu 
P isag o r teo rem in in  k en d is in d e n  ile ri gelir, ö k lit  g eom etris inde  k en a r 
u zu n lu ğ u  b ir  o lan  b ir  kareye sah ip sek , bu  k are n in  köşegen  uzun luğu , k a
re s i l 2 +12 = 2'ye e ş it o lan  b ir  sa y ıd ır  (bkz. Şekil 3.1). B ir k a ren in  köşegen 
u zu n lu ğ u n u  ifade edeb ilen  gerçel h iç b ir  say ı yoksa bu  geom etri iç in  fe la 
k e t n ite liğ in d e  o lur. P isag o rcu la r  b aş lan g ıç ta , b a s itç e  b ü tü n  sa y ıla rın  
o ra n la rı b iç im inde aç ık lan ab ilecek  b ir  "gerçel sayı" k av ram ın ı o lu ş tu rm a 
yı dened ile r. B unun n iç in  işlem eyeceğin i görelim .



Konu

denk lem in in  p o z itif  o la rak  ele ald ığ ım ız  a  ve b ta m sa y ıla r ı iç in  ned en  h iç 
b ir  çözüm ü o lm ad ığ ın ı görm ektir. Çelişki yo luyla k an ıtlam ay ı böy lesi a  ve 
b sa y ıla rın ın  v a r  o lam ayacağ ın ı k an ıtla m ak ta  ku llanacağ ız . Bu d u ru m d a  
te rs in d e n  böy lesi b ir  a  ve ö 'n in  v a r  o lduğunu  v arsay m ay a  ça lış ıyoruz . Yu
k arıd ak i denk lem in  iki ta ra f ın ı da b2 ile ça rp arak

a 2 = 2 b2

elde ederiz  ve açıkça a 2 > b2> 0 so n u cu n u  ç ıkarırız . Şu h a ld e  denk lem in  sağ  
ta ra fın d a k i 2b2 ifadesi ç if t t ir  ve bu  neden le  a  da (herhangi tek  b ir  say ın ın  
k a res i de tek  o lacağ ından , tek  değil) ç ift o lm ak zo ru n d ad ır. D olayısıy la 
p o z itif  b ir  c  ta m sa y ıs ı iç in  a = 2c  o lur. Y ukarıdaki denklem de k are  a lm a 
iş lem in i a yerine  2c koyarak  g erçek le ş tir irsek

4c2 = 2b2

elde ederiz  ve h e r  iki ta ra f ı  ikiye bö ldüğüm üzde,

b2 = 2c2

ifad es in e  u la ş ır  ve b u ra d a n  da b2> c2> 0  so nucunu  ç ık a rır ız .1 Bu a 'n ın  y e r i
n i b ve fe'nin yerin i c 'n in  a lm ası d ış ın d a  d ah a  önce g ö ste rm iş  o lduğum uz 
denklem in  tıp a tıp  ayn ısıd ır. İlg ili ta m sa y ıla r ın  şu  an d a  önceki d u ru m la 
r ın d a n  d a h a  küçük  o ld u k la rın ı n o t edin . Şu h a ld e  b u  işlem i,

a 2 > b2> <? > d 2> e2 > ...,

o lacak  ve tü m  b u  ta m sa y ıla r ın  p o z itif  o lacağ ı şekilde

1 Bu k itap ta  sıklıkla kullanılan >, <, >, < n o tasyon lan  sırasıy la (gram atik olarak  uygunca ifade 
edilmiş) "büyüktür", "küçüktür", "büyük eşittir", "küçük eşittir" anlam ındadır.



a 2 = 2b2, b2 = 2c2, c2 = 2d 2, d 2 = 2e2......

b itm eyen  b ir  denk lem ler se ris i elde edene k a d a r  te k ra r  te k ra r  y ine leyeb ili
riz. B unun la  b irlik te  p o z itif  ta m sa y ıla r ın  h e rh a n g i b ir  az a lan  se ris i, b u  se 
r in in  b itim siz  o lduğu  gerçeğiyle çe lişerek  b ir  sona  gelm ek zo ru n d ad ır. Bu 
d ah a  önce v arsay m ış o lduğum uz, k a res i 2'ye e ş it o lan  rasy o n e l b ir  sayı 
m e v cu ttu r  ifadesiy le  çe liş ir. B unu da, k an ıtlan m ay a  ça lış ıld ığ ı üzere  böyle 
b ir  rasy o n e l say ı y o k tu r  ifad e s i iz le r .2

Y ukarıda y e r  a lan  a rg ü m a n d ak i belli n o k ta la r  b e lir tilm e lid ir. îlk  o la
rak  m a tem atik se l k an ıtın  n o rm al işlem leriy le  uyum  halin d e , say ıla rın , ya 
"apaçık" o la ra k  ele a lın an  y a  d a  önceden  o lu ş tu ru lm u ş  b e lir li özellik lerine 
b aşv u ru lm u ştu r . Ö rneğin, b ir  tek  say ın ın  k a re s in in  h e r  zam an  tek  o lacağı 
ve d a h a s ı b ir  ta m sa y ın ın  tek  o lm adığ ı d u ru m d a  ç ift o lacağ ı gerçeğ inden  
y a ra rla n d ık . A yrıca p o z itif  ta m sa y ıla r ın  kesin  o la rak  az a lan  h e r  se ris in in , 
b ir  so n a  gelm ek zo ru n d a  o lduğu  tem el gerçeğ in i ku lland ık .

B ir k an ıtlam a  işlem ine konu  o lacak  kesin  v a rsa y ım la rı ta n ım la m a n ın  
önem li o lab ilm esin in  b ir  neden i, h a t ta  bu  v a rsa y ım la rın  b az ıla rı k u su r
suzca "apaçık" o lsa la r  da, m a tem atik ç ile rin  sık lık la , k an ıtın  ken d isin in  
b aş lan g ıç  o la rak  ilg ileneb ileceğ inden  fark lı b aşk aca  tü rd e k i b irim le rle  il
g ilenm elerid ir. Bu d iğer b ir im le r  ayn ı v a rsa y ım la rı sa ğ la r la rsa  böylece 
k a n ıt h â lâ  elde ed ilir  ve k an ıtla n m ış  idd ia , b u  d iğer b ir im le r  iç in  de geçer
li o lacağ ın d an  b a ş la n g ıç ta  a lg ılan d ığ ın d an  d ah a  büyük  b ir  genelliğe sah ip  
o la rak  görü lecek tir. D iğer ta ra f ta n  gerekli v a rsa y ım la rd a n  b a z ıla rı bu  a l
te rn a tif  b irim le rin  sa ğ lan m as ın d a  b a şa r ıs ız  o lu r la rsa  id d ia  b u  b irim le r 
iç in  y an lış la n ab ilir . (Örneğin p a ra le llik  ö nerm esin in  §2.2 'de verilm iş P isa 
gor teo rem in i, a s lın d a  h ip e rb o lik  geom etri iç in  y an lış  o lan  teo rem i k a n ıt
lam ad a  k u llan ıld ığ ın ın  fa rk ın a  v arm ak  önem lidir.)

Y ukarıdak i a rg ü m an d a  b aş lan g ıç  b irim le ri ta m sa y ıla rd ır  ve b iz  ta m sa 
yı bö lüm leri o la rak  o lu ş tu ru lm u ş  say ıla rla , rasy o n e l say ıla rla , ilg ilenm ek
teyiz. Bu tü r  sa y ıla rd a k i a s ıl d u ru m  h iç b ir in in  k a re s in in  2 o lm ad ığ ıd ır. 
B unun la  b ir lik te  yaln ızca  tam sa y ı ve rasyone l sa y ıla rd a n  b aşk a  tü r  sa y ı
la r  da m evcu ttu r. A slında 2 iç in  b ir  karekökü  gereksin im i, a n tik  Y unan za 
m an ın d ak i tü m  d ilek le rine  rağm en , d ah a  önceleri kabu llenm eye h a z ır la n 

2 Bazı okuyucular a/b 'n in  "en sade terim li halinde" olm asını (diğer b ir  deyişle a  ve b 'n in  ortak 
çarpanı olmamasını) ta lep  ederek başlayan  açıkça yetersiz b ir argüm anın  fark  etm iş o labi
lirler. Bununla birlikte bu durum , kusursuz şekilde doğru olsa da, gösterilm esi gereken bu 
tü r  en sade terim  halindeki b ir  ifadenin h er zam an var olduğunu varsayar. Verili b ir  A/B ke- 
sirin in  en sade terim li ifadesini bulm ak (dolaylı olarak ya da açık şekilde, diyelim ki ök lit 
algoritm ası olarak bilinen işlem i kullanarak  verilm iş benzer gerekçelendirm eyi daha karm a
şık olarak içerir; bkz. Hardy ve W right, 1945, s. 134 metinde; Davenport, 1952, s. 26; Little- 
wood, 1949, bölüm  4; ve Penrose, 1989, bölüm  2.



m ış o ld u k la rı tek  tü rd ek i sa y ıla rın , ta m sa y ıla r  ve rasyone l sa y ıla rın  s ın ı r 
l a n  d ış ın a  ilerlem eye zorlad ı. K endilerin i yönlenm iş b u ld u k la n  tü rd ek i 
say ı, b iz im  ş u  an  "gerçel say ı” dediğ im iz b ir  sayıydı: b u g ü n  (her ne k ad a r 
an tik  Y unan la r iç in  bu  ta rz  b ir  g ö ste rim  m üm kün  o lm ad ıysa  da) b itim siz  
b ir  ondalık  ile rlem esi b iç im inde ifad e  e ttiğ im iz  b ir  sayı. G erçekte 2 esasen  
(şim di yazdığ ım ız gibi)

V2= 1,41421356237309504880168872....

o la rak  n ite len en  gerçel b ir  karekök  say ıya sa h ip tir . Bu tü r  "gerçel" sa y ıla 
r ın  fizik i kon u m ların ı son rak i bö lüm de d ah a  y ak ın d an  ele alacağız.

M erakım ız gereği, 2 'n in  karekökünün  v a r  o lm ay ışına  ilişk in  y u k arıd ak i 
k an ıtın  gerçel sa y ıla rd a  (ya d a  ayn ı şeye denk  gelecek şek ild e  gerçel say ı 
o ran la rın d a) n iç in  b a şa rıs ız lığ a  u ğ rad ığ ın ı so rab ilir iz . A rgüm an boyunca 
"tam sayı" yerine  "gerçel sayı" k o y arsak  ne olur? Tem el fa rk  p o z itif  gerçel- 
le rin  (ya da h a t ta  kesirlerin ) kesin  o la rak  aza lan  h erh an g i b ir  se ris in in  b ir  
sona  gelm ek zo ru n d a  o lu şu n u n  doğru  o lm am asıd ır  ve a rg ü m an  o n o k tad a  
ç ü rü r .3 (Örneğin so n lan m ay an  1, -, - , ..., se ris in i ele alm .) "Tek" ve

"çift" gerçel say ın ın  bu  b ağ lam d a  ne o lduğuna ilişk in  end işe len ileb ilir. 
G erçekte a rg ü m an  şu  a şam a d a  h iç b ir  zo rluk la  k a rş ıla şm az  çünkü h e rh a n 
gi gerçel b ir  a iç in  h e r  zam an  a  = 2c  den lem ini sağ lay an  gerçel b ir  c m ev
c u t o lduğ u n d an , d iğe r b ir  dey işle  gerçel sa y ıla rd a  2'y le bö lünm e h e r  za 
m an  m üm kün  o lduğundan , tü m  gerçel sa y ıla r  "çift" say ılm ak  d u ru m u n d a 
dır.

3.2 Gerçel sayı sistem i

G eom etrin in  (Öklit) f ik irle ri uygun  b iç im de geliştirilecekse  Y u n an la rın  
rasy o n e l sa y ıla rın  fa rk ın a  v a rm ay a  zo rlan m ış o lm ala rı yetm ez. B ugün ler
de, b e lir li b ir  geom etrik  n icelik  y a ln ızca  rasyone l sa y ıla r  b iç im inde b a s i t 
çe ö lçü lem ediğ inde, gereksiz yere kayg ılanm ıyoruz. B unun sebeb i b ir  "ger
çel sayı" k av ram ın ın  b ize çok ta n ıd ık  o lm asıd ır. H er ne k a d a r  h esap  m ak i
nelerim iz , s a y ıla n  yaln ızca  s ın ırlı b ir  say ı b asam ağ ı b iç im inde g ö ste riy o r 
o lsa  da b u n u  ko lay lık la , h esap  m ak in es in in  s ın ırlı b ir  nesne o lu şu  gerçeği 
neden iy le  b ize d a y a tıla n  b ir  yak laşık lık  tah m in i o la rak  kabu l ederiz. îd e a l

3 “Gerçel rasyoneller" (diğer b ir  deyişle gerçel bölümleri) her şeye rağm en yine de gerçel sayı
lar olduklarından yukarıdaki kan ıtta  gerçel say ılan  kullanm anın b ir şekilde kuşkulu olduğu 
itiraz ı elbette yükseltilebilir. Bununla b irlik te  bu  az önce söylenmiş olanı geçersiz kılmaz. 
B aşlangıçtaki argüm anda a  ve h 'n in  kendilerinin rasyoneller olarak değil tam say ılar olarak 
a lın d ık lan  da belirtileb ilir çünkü a v e b  yalnızca rasyonelse argüm an, sonucun kendisi hâlâ 
doğru bile olsa, “azalan diziler" kısm ında b aşansız lığa  uğrardı.



m atem atik se l (Platonik) say ın ın , o n d a lık  ile rlem en in  kes in lik le  sü res iz  b i
ç im de devam  etm esin i gerek tireb ileceğ in i k abu le  h az ırlık lıy ız . E lb e tte  bu  
çoğu k esrin  ondalık  g ö ste rim le rin d e  de geçerlid ir, ö rneğin;

ı
3

29

12

9

7

237

148

= 0,333333333 . . . ,

= 2,416666666 ... ,

= 1,285714285714285, 

= 1,60135135135 ... .

Bir k es ir  iç in  ondalık  ile rlem e h e r  zam an , b a sa m a k la r ın  s ın ırs ız  d iz is in in  
b e lir li b ir  n o k ta d an  so n ra  sü resizce  y ine lenen  b ir  son lu  d iz iden  o lu ştu ğ u  
şekilde , s o n u ç  o larak p er iyo d ik tir . Y ukarıdak i ö rnek lerde y ine lenen  d iz i
le r  s ıra s ıy la  3, 6, 285714 ve 135 'tir.

O ndalık  ilerlem e a n tik  Y u n an la r iç in  m üm kün  değ ild i fa k a t o n la r  k a r 
m aşık  s a y ıla n  kabu llenm eye ilişk in  kendi y o lla rın a  sa h ip tile r . G erçekte 
ben im sed ik leri, s a y ıla rı b u g ü n  kend isine  sürek li kesirler  denen  şey b iç i
m inde b ir  gösterim  sis tem iy d i. B u rad a  b u n u n  tü m  a y n n tı la r ın ı  irde lem e
ye gerek yok fak a t b az ı öze t y o ru m la r  uygun  o lacak tır. B ir sü rek li k es ir ,4 
a, b, c, d , ...'n ın  p o z itif  ta m sa y ıla r  o lduğu  son lu  y a  da so n su z  b ir  a + (b + 
(c + ( d  + •••) M1)'1 ifad esid ir;

1
a + ■

b +

l'den büyük herhangi bir rasyonel sayı böyle bir ifadeyi so n la n d ır ıc ı ola
rak yazılabilir (anlam bulanıklığından kaçınmak üzere normalde son tam
sayının l'den büyük olmasına gerek duyarız), örn. 52/9=5+(l+(3+(2)1)"1)'1:

52 1
5 +

9 1 + - 1
3 + i

ve l 'd e n  küçük b ir  p o z itif  rasy o n e l say ı iç in  yaln ızca  ifadedek i ilk  ta m s a 
y ıyı s ıf ır  o la rak  a lın z . R asyonel o lm ayan  gerçel b ir  say ıy ı ifade  etm ek için

4 Ü stünkörü b ir  bakışla a + (b + (c + (d + —I 1) 1)'1 gibi ifadeler görece tu h a f görünebilir. Oysa 
on lar antik  Yunan düşünüşü  bağlam ında (Yunanlar bu belirli gösterim i kullanm adıkları 
halde) oldukça doğaldırlar. Öklit algoritm ası işlem ine not 3.2'de b ir kesrin  en sade terim  b i
çim ini bulm a bağlam ında değinildi, ö k lit algoritm ası (çözüldüğünde) bu tü r  b ir sürekli ke
s ir  ifadesine kesin şekilde yol açar. Y unanlar bu aynı işlem i iki geom etrik uzunluğun oran ı
n a  uygularlardı. En genel durum da sonuç burada  ele alm an tü rde  b ir  sonsuz  sürekli kesir 
olurdu.



sü rek li k e s ir  ifad e s in i b a s itç e 1311 so n su za  dek devam  e ttir ir iz . Bazı ö rnek
le r  ş u n la rd ır :5

V2 = 1 + (2 + (2 + (2 + (2 + - m - 1)-1,

7 -  V3 = 5 + (3 + (1 + (2 + (1 + (2 + (1 + (2 + - ) 1) 1) 1) *) 1)'1)'1, 

n  = 3 + (7 + (15 + (1 + (292 + (1 + (1 + (1 +(2 + •■•) 1)‘1) 1)'1) 1) 1) 1) 1.

Bu so n su z  ö rn ek le rin  ilk  ik is in d e  gö rü len  doğal say ı d iz ile ri, d iğ e r b ir  d e
y iş le  ilk  d u ru m d a  1, 2, 2, 2, 2, ... ve ik inc i d u ru m d a  5, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 2, ..., 
n ih a i o la ra k  periyod ik  o lm a öze lliğ in d ed ir (ilk d u ru m d a  sü res iz  b iç im de 
te k ra r  eden  2 ve ik inci d u ru m d a  sü res iz  b iç im de te k ra r  eden 1, 2 .)13-21 Y uka
r ıd a  b e lir tild iğ i üzere, ta n ıd ık  ond alık  göste rim de, (sonlu  y a  da) sonuç o la 
rak  p eriyod ik  ifade lere  sa h ip  o la n la rın  rasyonel s a y ıla r  o lduğunu  a n ım sa 
yın. D iğer ta ra f ta n  şu halde , rasy o n e l sa y ıla rın  h e r  zam an  son lu  b ir  t a 
n ım lam ay a sa h ip  o lu şu n u  Y unan  "sü rek li kesir" g ö s te rim in in  gücü  o la rak  
d ikka te  a lab iliriz . Bu b ağ lam d a  so ru lm a s ı gereken  doğal b ir  so ru  şudu r: 
h an g i sa y ıla r  s o n u ç  o larak p e r iy o d ik  b ir  sü rek li k es ir  göste rim ine  s a h ip 
tir?  B ild iğ im iz k ad a rıy la  ilk  o la rak  b ü y ü k  18. yüzyıl m a tem atik ç is i Jo se p h  
G. L agrange ta ra f ın d a n  k a n ıtla n an , g ö s te rim le ri sü rek li k es irle r  b iç im inde  
o lan  ve ik in c i d ereced en  irrasyoneller*  o la rak  a d la n d ır ıla n  sa y ıla rın , so 
n u ç  o la rak  p eriyod ik  o ld u k la rın a  ilişk in  teo rem  d ikkate  çekicidir.

ik in c i dereceden  b ir  irra sy o n e l n e d ir  ve onun  Y unan  geom etrisindek i 
önem i ned ir?  O, a  ve b 'n in  k e s ir  o lduğu  ve b 'n in  b ir  tam  k are  olm adığı,

(@ [3.1] Bu genişlem eleri olası tam lık derecesine dek elde etmek üzere CV” ve “x_I" tu şla rın a  sa 
h ip olduğunuzu varsayıyorum ) hesap m akinenizi kullanın. n  = 3,141592653589793... olarak 
kabul edebilirsiniz. İpucu: Her sayının tam sayı kısm ını no t edip çıkarın ve kalanın  tersin i 
oluşturun.

5 Sürekli kesirlerle ilgili (kanıtlarla birlikte) daha fazla bilgi için D avenport’un (1952) 4. bö
lüm de verilm iş za rif  açıklam asına bakın. Bazı bakım lardan gerçel sayıların  sürekli kesir 
gösterim inin  ondalık ilerleme biçim indeki norm al olandan, m odem  m atem atiğin 
§§2.24,25'te ta rtış ılm ış olan hiperbolik  geom etri de dahil olmak üzere çok farklı a lan larında 
uygulam alar bularak , daha derin  ve ilginç olduğu belirtilebilir. Öte ta ra ftan  sürekli kesirler 
p ra tik  hesap lam alar için o kadar da uygun değildir; geleneksel ondalık gösterim in kullanıl
m ası çok daha kolaydır.

JjŞŞ [3.2] Bu iki sürekli kesir ifadesin in  sonuçta periyodik olduğunu varsayarak  tem sil ettikleri 
say ıların  sol ta ra ftak i nicelikler olmak zorunda o lduklarını gösterin. İpucu: Bu niceliğin 
sağlam ak zorunda olduğu ikinci dereceden b ir  denklem  bulun ve no t 3.6’ya başvurun.

6 İkinci dereceden irrasyoneller, A  sıfırdan  farklı olm ak üzere ve çözümleri, gerçel say ıla r ale

m inde kalm ak için B2'n in  4AC”den büyük olm ası gereken — + ve

B  İ S  B \ 2 C— — -  J ( —)  - -  ifadeleriyle elde edilen genel b ir Ay2 + Bx + C = 0 ikinci derece denklem in 

çözüm ünde ortaya çıktıkları için böyle adland ırılır. A, B ve C tam sayı ya da rasyonel sayıy
sa  ve denklem in rasyonel b ir  çözümü yoksa, aslında  çözüm ler ikinci dereceden irrasyonel
dir.



a + J b

b iç im inde y az ılab ilen  b ir  say ıd ır . Böylesi sa y ıla r  Ö klit geom etrisinde 
ö n em lid irle r çünkü  o n la r  cetvel perge l çizim lerinde* en do laysız  şe kilde 
k a rş ıla ş ı la n  irra sy o n e l sa y ıla rd ır . (§3.1' de b iz i ilk  kez V2 p ro b lem in i ele 
a lm aya yöneltm iş P isag o r teo rem in i ve d o ğ ru d an  y u k arıd ak i b iç im dek i d i
ğer sa y ıla ra  yönelten  d iğ e r b a s it  Ö klitçi u zu n lu k la rın  ç iz im lerin i a n ım sa 
yın.)

ik in c i dereceden  irra sy o n e lle r in  b e lir li ö rnek leri, a  = 0 ve ft'n in  (kare- 
olm ayan) doğal b ir  say ı (ya d a  l 'd e n  büyük  b ir  rasyonel) o lduğu  koşu llar- 
dak ile rd ir:

V2, V3, V5, Vö, a/7 , Vs , VTö , VTT........

Bu tü r  b ir  sa y ın ın  sü rek li k e s ir  göste rim i özel o la rak  ça rp ıc ıd ır. Onu s ü 
rek li k es ir  o la rak  ta n ım la y an  doğal sa y ıla r  d iz is i tu h a f  b ir  tip ik  özelliğe 
sa h ip tir . Bir A  say ıs ıy la  b a ş la r  ve hem en  B, C, D,..., D, C, B g ib i b ir  "palind- 
rom ik" d iziy le devam  ed e r ve d a h a  so n ra  gelen  2A 'yı ta k ib en  B, C, D,..., D,
C, B, 2A  d iz isiy le  devam  ederek  k en d in i sü resiz  o la ra k  y ine ler. K endisiyle 
ilg ili d iz in in

3, 1, 2, 1, 6, 1, 2, 1, 6, 1, 2, 1, 6, 1, 2, 1, 6, ...

o lduğu  VTT say ıs ı iy i b ir  ö rn ek tir. B u rada A = 3 ve p a lin d ro m ik  B, C, D,...,
D, C, B d iz is i üç te rim li 1, 2, 1 d iz is id ir.

A ntik Y unan la r b u n u n  n e  k ad a rın ı b iliy o rla rd ı?  H er şeye ilişk in  titiz  
k a n ıtla rd a n  yoksun  o lm uş o lm a la rın a  rağm en  b u n la rın  büy ü k  b ir  k ısm ın ı, 
çok o la s ı ki y u k a rıd a  aç ık lad ığ ım  şey lerin  tü m ü n ü  (Lagrange teo rem i de 
d ah il o lm ak üzere) b iliy o rla rd ı. B unun  çoğunu P la to n 'u n  çağ d aşı T heaete- 
to s  k u rm u ş görünüyor. Bu b ilg in in  P la to n 'u n  d iy a lek tiğ in d e7 se rg ilenen  
(yukarıda değ in ilen  p a lin d ro m ik  d iz ile rin  y in e len m esin i de içeren) b i r ta 
k ım  k a n ıtla r ın ın  o lduğu  b ile  görü lüyor.

ik in c i derece ir ra sy o n e lle r i d ah il etm ek, b ize Ö klit geom etrisine  uygun  
sa y ıla ra  g iden  baz ı y o lla r aç sa  d a  gereken h e r  şeyi yapm az. Ö k lit'in  o n u n 

cu (ve en zor) k ita b ın d a  yja + Vb (a ve b p o z itif  ra sy o n e lle r  o lm ak  üzere) b i 
çim indeki sa y ıla r  ele a lın ır . Genel o la rak  b u n la r  ik inc i derece  irrasy o n e l 
değ ild ir, fa k a t y ine de cetvel perge l ç iz im lerinde o rta y a  ç ık a rla r. Böylesi

* ruler-and-com pass constructions: uzunluklar, aç ılar ve diğer geom etrik şek illerin  yalnızca 
idealize edilm iş b ir cetvel ve pergel kullanılarak  çizilm esi işlemi, -~çn.

7 Profesör Stelios N egrepontis beni bu kan ıtın  Theaetetos-the Sophist-the Politikos "üçle- 
m e"sinin üçüncüsü olan the Statesm an (= Politikos) adlı P latonik diyalogda bulunduğuna 
da ir bilgilendirdi. Bkz. N egrepontis, 2000.



geom etrik  ç izim ler iç in  y e te rli n ite liğ e  sa h ip  say ıla r, doğal sa y ıla rın  to p 
lam a, çıkarm a, ça rpm a, bölm e ve karekök  a lm a g ib i b ir  dizi te k ra r  eden  i ş 
lem den  geçm esi yo luyla o lu ş tu ru la b ile n  say ıla rd ır . B unun la b ir lik te  y a l
n ızca  bu  sa y ıla rla  işlem  yapm ak  son  derece k a rm a ş ık la ş ır  ve b u  sa y ıla r  
Ö klitçi geom etrin in  cetvel perge l ç iz im lerinde k u llan ılm ak  iç in  h â lâ  o l
dukça s ın ırlıd ır la r . B ü tünüy le  genel o lan  sonsuz  sü rek li k es ir  ifad e lerin e  
a lan  açm a ce su r ad ım ın ı a tm ak  - b i r  ad ım ın  ne k a d a r  ce su r o lduğu  ko n u 
su n a  esasen  §§16 .3-5 'te  değ in ilecek - çok d ah a  faz la  ta tm in  ed ic id ir. Bu, 
Y u n an la ra  Ö klit geom etrisine  uygun  o lduk la rı a n la ş ıla n  sa y ıla rı aç ık la 
m an ın  b ir  y o lunu  sundu .

Bu sa y ıla r  a s lın d a  m o d em  term ino lo jidek i "gerçel say ıla r"d ır. Bu tü r  
sa y ıla rın  b ü tü n ü y le  ta tm in  ed ici b ir  ta n ım ı 19. yüzy ıla  k a d a r  b u lu n m u ş 
o la rak  kabu l edilm ese de, P la to n 'u n  öğrenc ilerinden  b ir i o lan  a n tik  Y unan 
büyük  m a tem atik ç i ve as tro n o m  E udoksos konuyla ilg ili esas  f ik irle ri d a 
h a  lö  4. yüzy ılda  elde e tm işti. E u d o k so s 'u n  fik irle rin e  ilişk in  b irk aç  şey 
söylem ek yerin d e  olacak.

îlk  o la rak  ö k lit  g eom etris inde  sa y ıla rın  d o ğ ru d an  u z u n lu k la r  yerine  
uzu n lu k  o ra n la n  b iç im inde ifade ed ileb ild iğ in i n o t edelim . Bu şek ilde b e 
lir li  h iç b ir  u zun luk  b irim ine  ("inç" ya da Y unan "dactylos"u  gibi) gerek d u 
yulm adı. D ahası uzun luk  o ran la rıy la , b u  o ra n la rın  b irb ir le r iy le  ne sık lık ta  
ça rp ılab ileceğ in e  ilişk in  (üçten faz la  u zu n lu ğ u n  b irb ir le r iy le  ça rp ılm ası 
d u ru m u n d a  çok boyu tlu  "h iper hac im ler"e  ilişk in  b e lirg in  ih tiy ac ı k a rş ıla 
m am akla  b irlik te) b ir  k ıs ıtla m a  d a  olm az. E udoksos k u ram ın d ak i ilk  ad ım  
b ir  a : b u zu n lu k  o ran ı d iğer b ir  c : d  o ran ın d a n  d a h a  b ü y ü k  o ld uğunda  
b u n a  ilişk in  b ir  k r ite r  tem in  etm ekti. Bu k r ite r  şuydu: a  u zu n lu ğ u n u n , 
kend i kend ine M  kez ek lend iğ inde kend ine  N  kez eklenen b u zu n lu ğ u n u  
aşacağ ı ve ayn ı zam an d a  d 'n in , kend i kend ine N  kez ek lend iğ inde kendine 
M  kez ek lenen  c 'y i a şacağ ı şek ilde iki M  ve N  p o z itif  ta m sa y ıs ı m ev cu t
tu r .13,31 B enzer b ir  k r ite r  a : b 'n in  c : d 'd e n  d a h a  k ü ç ü k  o lduğu  d u ru m u  ifa 
de etm ek iç in  de geçerlid ir. Bu o ra n la rın  eş itliğ i d u ru m u  iç in  k rite rle rin  
ik is i de geçersizd ir. Bu tü r  o ra n la rla  ilg ili incelik li "eşitlik" kav ram ıy la  
E udoksos gerçekte, "gerçel b ir  say ı"ya ilişk in  uzu n lu k  o ran la rı b iç im inde 
so y u tlan m ış b ir  k av ram a sa h ip  o lm uştu . O ay rıca  bu  tü r  gerçel sa y ıla rın  
to p lan m a ve ç a rp ılm a la rı ü ze rin e  k u ra lla r  da su n d u .13 41

B unun la  b ir lik te  b ir  gerçel say ıya  ilişk in  Y unan gö rüşüy le  m o d e m  olan  
a ra s ın d a k i tem el b ir  bak ış aç ıs ı fa rk ı v a rd ı çünkü  Y u n an la r say ı s is tem in i 
b ize fiziki u zaydak i u za k lık  k av ram ı b iç im inde  tem el o la rak  "verilm iş" ka-

[3.3] Bunun neden işe yaradığını görebiliyor musunuz?
[3.4] B unlan  nasıl form üle etm ek gerektiğini görebiliyor musunuz?



b u l ed iy o rla rd ı ve böylece so ru n  b u  "uzaklık" ö lçü lerin in  gerçek te n as ıl 
d av ra n d ık la r ın ı sa p ta m a y a  ça lışm ak tı. "Uzayın" k en d isi de, bu  uzay ın  
iç inde y er a lan  gerçek fizik i n esn e le r P la ton ik  idea l düzeyine kaç ın ılm az 
o la rak  erişem ese le r dah i, P la ton ik  b ir  m u tlak  gö rü n ü m ü n d e o la b ilird i.8 
(B ununla b irlik te  §17.9 ve §§19.6,8 'de E in s te in 'ın  genel gö relilik  k u ra m ı
n ın  ş im d ile rde  u zay  ve m ad d e  üzerine  o lan  b u  b ak ış  aç ıs ın ı n a s ıl tem el b ir  
şek ilde  d eğ iş tird iğ in i gö rü y o r olacağız.)

Ö rneğin  kum a çizilm iş b ir  kare  y a  da m erm erden  y o n tu lm u ş b ir  küp 
g ib i fiziki b ir  nesne, a n tik  Y u n an la r ta ra fın d a n  P la to n ik  ideale  m aku l ya 
d a  bazen  m ükem m el b ir  yak laşık lık  tah m in i o la rak  değerlend irileb iliyo r- 
du. Yine de b u  tü r  b ir  n esn e  b u n a  rağm en  y a ln ızca  b ir  yak laşık lık  tah m in i 
sağ lam az. P la ton ik  b iç im le re  yönelik  b u  tü r  yak laşık lık  ta h m in le rin in  a r 
d ın d a  -b ö y lece  gö rü n m ü ş o la n -  u zay ın  kend isi y a ta r: P la ton ik  b ir  gerçek
liğ in  do laysız  b ir  g e rçek le ş tir iliş i o la rak  d ikka te  a lınab ilecek  o lan  soyu t 
ya d a  k av ram sal b ir  v a ro lu ş . Bu idea l geom etridek i uzak lık  ö lçüsü  sa p ta 
n a c a k  b ir  şeydir; b u  n eden le , bu  idea l gerçel say ı k av ram ın ı, verili o lduğu  
v a rsa y ıla n  ö k litç i b ir  u zay d an  çıkarm aya ça lışm ak  uygun  olur. G erçekte 
E u d o k so s 'u n  yapm ayı b a şa rd ığ ı şey  bud u r.

B unun la  b irlik te  19 ve 20. y ü zy ılla rd a  m atem atik se l say ı kav ram ın ın  
fizik i uzay ın  d o ğ as ın d an  ay rı d u rm as ı gerek tiğ i g ö rü şü  o rta y a  çıktı. M ate
m atik se l o la rak  ö k lit 'in k in d e n  fa rk lı tu ta r lı  g eom etrile rin  v a rlık la r ı g ö s te 
rilm iş  o lduğundan , bu  d u ru m  m atem atik se l "geom etri" k av ra m ın ın  m u tla 
ka fizik i uzay ın  v a rsa y ıla n  d o ğ as ın d an  ç ık arılm ası gerek liliğ inde ıs r a r  e t 
m eyi y ers iz  kıldı. D ahası, tem elde b u lu n a n  b u  v arsa y ılm ış  "P la ton ik  fiziki 
geom etri"n in  ay rın tılı d o ğ asın ı m ükem m el o lm ayan  fizik i n esn e le rin  d av 
ra n ış la r ı  b iç im inde  sap tam ak , o lanaksız  değ ilse de, çok zor o lab ilird i. 
"G eom etrik  uzaklığ ın", ona göre tan ım lan acağ ı sa y ıla r ın  d o ğ asın ı b ilm ek 
için , ö rneğ in , b e lirs iz  derecede küçük  ve de büyük  u za k lık la rın  h e r  b irin d e  
ne o ld u ğ u n u  b ilm ek gerek ir. Bu so ru la r  b u g ü n  b ile  açık  ve n e t çözüm ler
den  y o k su n d u r (ve b u n la ra  so n rak i bö lü m lerd e  yen iden  yöneleceğim ). 
Böylece, say ı doğasın ı d o ğ ru d an  fizik i ö lçü lerle  ilg ili o lm ayan  b ir  b iç im de 
ge liş tirm ek  çok d ah a  u ygundu . Bu nedenle R ich a rd  D edekind ve Georg 
C antor, gerçel sa y ıla rın  "ne o lduğu"na ilişk in  fik irle rin i, geom etriy le  doğ 
ru d a n  ilg ili o lm ayan  k a v ra m la rın  ku llan ım ı a rac ılığ ıy la  g e liş tird ile r.

D edekind 'ın  gerçel say ı ta n ım ı rasy o n e l sa y ıla rın  so n su z  küm eleri b iç i
m indeydi. T em elde rasy o n e l sa y ıla rın , hem  p o z itif  hem  n e g a tif  (ve sıfır), 
bü yük lük le rine  göre d ü zen len d ik le rin i d ü şü n ü rü z . Bu düzen lem enin , O'ın

! Uzayın doğası üzerine antik  Yunan düşünüşünün  b ir açıklam ası için bkz. Sorabji, 1983, 
1988.



o rta d a , n e g a tif  rasy o n e lle rin  so la , p o z itif  rasy o n e lle rin  sağa doğ ru  b e lir 
siz  o la rak  ile r le r  d u ru m d a  göste rile rek , so ld an  sağ a  doğru  m eydana  g e ld i
ğ in i h ay a l edeb iliriz . (Bu yaln ızca  z ih in d e  ca n la n d ırm a  am ac ın a  yönelik 
tir ; a s lın d a  D edekind 'ın  işlem i b ü tü n ü y le  soyu ttu r.) D edekind b u  g ö rü n tü 
yü  tem iz b iç im de ikiye bö len  ve so ld a  k a la n la rın  tü m ü n ü n  sağ d a  k a la n la r 
d an  küçük  o lduğu  b ir  "kesik" h ay a l eder. K esiğin "bıçak ağzı" gerçek b ir  
rasy o n e l say ıya  "isabet" etm eyip  a ra d a  b ir  yere denk geld iğ inde b u n u n  ir
rasyonel b ir  gerçel sayı tan ım la d ığ ın ı söyleriz. D aha doğru  b ir  ifadey le  bu 
d u rum , so ld a  k a lan la rın  gerçek h iç b ir  en  büyük  üyesi ve sağ d a  k a lan la rın  
gerçek h iç b ir  en küçük üyesi o lm ad ığ ın d a  m eydana gelir. Bu tü r  kesik ler 
b iç im inde  ta n ım la n a n  "irrasyonelle r" s is tem i, za te n  elim izde o lan  ra sy o 
nel sa y ıla r  s is tem in e  ek lend iğ inde gerçel sa y ıla rın  tü m  a iles i elde ed ilir.

D edekind 'ın  işlem i b a s it  ta n ım la m a la r  yo luyla doğ rudan , gerçel sa y ı
la r  iç in  to p lam a , ç ıkarm a, ça rp m a ve bö lm e k u ra lla r ın a  g ö tü rü r. D ahası, 
ile ri g id ip  d ah a  önce gördüğüm üz so n su z  sü rek li k es ir

1 +  (2 +  (2 +  (2 +  (2 +  ---) ') ' ) ' )  1

ya d a  sonsuz  top lam

1 1 1 1
1 ~ 3  +  5 - 7 +  9 - ’"

tü rü n d ek i şey lere gerçel say ı a n la m la n  a tfed ileb ilm esi arac ılığ ıy la , lim iti 
ta n ım la m a y a  o lanak  sağ lar. A slında ilk i bize V2 say ıs ın ı, İk incisi de ^n-'yi 

verir. L im it a lab ilm e yeteneği pek çok m a tem atik se l kav ram  iç in  tem eld ir  
ve gerçel sa y ıla ra  kendi özel gücünü  k a z a n d ıra n  şey  de b u d u r .9 (Okuyucu 
"lim it a lm a işlem lerine" d u y u lan  ih tiy ac ın , a la n la n n  §2 .3 'te b e lir tild iğ i 
üzere, genel o la rak  ta n ım la n m a sı iç in  b ir  gerek lilik  o lduğunu  an ım sa y ab i
lir.)

3.3 F iziki dünyadaki gerçel sayılar

B u rad a  geçerken  değinilecek d erin  b ir  konu  m evcu ttu r. M atem atik sel 
f ik irle rin  ge lişim inde, fiziki d ü n y an ın  d a v ra n ış la n n ı k u su rsu zc a  y a n s ıta n  
m a tem atik se l y a p ıla r ı bu lm ak  iç in  h e r  zam an  önem li b ir  b aş lan g ıç  itic i 
kuvveti v a r  o lm u ş tu r. B unun la  b ir lik te  fizik i d ü n y an ın  ken d isin i, açık ve 
n e t m a tem atik se l k a v ra m la n n  fizik i d ü n y ad a n  uygun  şek ilde do laysızca  
ç ık an la b ile ce ğ i kesin  b ir  titiz lik le  incelem ek no rm ald e  o la sı değ ild ir. Bu
n u n  y erin e  gelişm e, m a tem atik se l k a v ra m la n n , b ü tü n ü y le  öznen in  kend isi

9 Bkz. Hardy, 1914; Convvay, 1976; Burkill, 1962.



iç in d en  k ay n ak lan ır  gö rünen , k en d ile rin e  a i t  b ir  "m om entum a" sa h ip  olm a 
eğ ilim inde o lm ala rı n eden iy le  gerçek leşir. M atem atik se l f ik ir le r  g e liş ir  ve 
çe ş itli tü rd e  p ro b lem lerin  o lu ş tu ğ u  gö rü lü r. B u n ların  b a z ıla r ı (b ir k aren in  
köşegen u zu n lu ğ u n u  b u lm a  p rob lem inde  o lduğu  gibi), p ro b lem in  fo rm üle 
ed iliş i e sn a s ın d a  k u llan ılm ış  k a v ra m la r  b iç im indek i o rijina l m a tem atik se l 
k av ra m la rın  esaslı b ir  g en işlem esine yol açab ilir . B öylesi g en iş lem ele r b i 
ze d ay a tılıy o r g ib i g ö rü leb ilir  ya d a  uygunluk , tu ta r lı l ık  ya da m a tem atik 
sel za ra fe t k o n u la n  g ib i g ö rünen  y o lla rla  o lu şab ilir. Böylece m a tem atiğ in  
gelişim i b a ş la n g ıç ta  u la şm a k  iç in  k u ru lm u ş o lduğu  am aç tan , d iğe r b ir  d e 
y işle  b a s it  o la rak  fizik i d a v ra n ış ı y a n s ıtm a  am ac ın d an  u zak la şm ış g ö rü 
n eb ilir . B una rağm en m a tem atik se l tu ta r lılık  ve za ra fe te  yönelik  b u  itk i 
biz i, fizik i dünyay ı ilk in  ele a ld ık la rım ızd an  çok d a h a  d e rin  ve geniş k a p 
sam lı o la rak  y an s ıttığ ın ı an lad ığ ım ız  m atem atik se l y ap ı ve k av ram lara  
u la ş tır ır .  Bu, D oğanın k en d is in in  de san k i in sa n ın  m atem atik se l d ü şü n ü 
şü n ü  y ö n lend iren  ayn ı tü rd e  tu ta r lıl ık  ve za ra fe t k rite rle ri ta ra f ın d a n  y ö n 
le n d ir iliy o r  o lm asın a  benzer.

Gerçel say ı s is tem in in  kend isi b u n u n  b ir  ö rneğ id ir. D olaysız o larak  
D oğadan elde edeceğim iz, büy ü k  ölçeklere gelişigüzel şe k ild e  g en iş le tile 
cek fizik i b ir  "uzaklık" k av ra m ın ın  v a rlığ ın a  ilişk in  h iç b ir  k a n ıta  sa h ip  d e 
ğiliz; b e lirs iz  o la rak  küçük  sev iyede uygu lanab ilecek  b u  tü r  b ir  k av ram a 
ilişk in  k an ıtım ız  d a  y e te rs iz d ir. A slında "uzaydaki n o k ta la rın " , gerçel say ı 
u zak lık la rın ı tam  b ir  k es in lik  iç inde k u lla n an  b ir  geom etriy le  uyum  iç inde 
gerçek ten  v a r  o ld u k la rın a  ilişk in  h iç b ir  k a n ıt m evcu t değ ild ir. Ö klit za m a
n ın d a , bu  tü r  Ö klitçi "uzak lık ların" d ışa rıy a , d iyelim  ki 1012 m 'n in 10 ö te s i
ne ya d a  içeriye 10'5 m  k a d a r  küçüklüğe g en iş le tilm esi ta r t ışm a s ın ı b ile  
destek leyecek  çok k ıs ıtlı k a n ıt  m evcu ttu . M atem atik se l o la ra k  gerçel say ı 
s is tem in in  tu ta r lılığ ı ve z a ra fe ti ta ra f ın d a n  y ö n len d iriliy o r o lm am ıza ra ğ 
m en güncellenm iş gen iş k ap sam lı ve b a ş a r ılı fizik i k u ram la rım ız ın  tü m ü  
h â lâ  b u  esk i "gerçel sayı" k av ra m ın a  y ap ış ık tır. B unu Ö klit zam an ın d a  
k u lla n ıla n  k a n ıtla  y ap ıy o r o lu şu m u zu n  küçük  b ir  gerekçelend irm esi v a r

10 Bir “milyon milyon" için "1012" bilim sel gösterim i no tlar 1.2 ve 2.4'te açıklandığı üzere üsler- 
den yararlan ır. Bu k itap ta  "milyon" ve özellikle "milyar" gibi sözlü terim leri kullanm aktan, 
çok daha açık bilim sel gösterim i tercih  ederek kaçınacağım. "Milyar" sözcüğü, daha eski 
(daha m antıklı) Birleşik Krallık kullanım ında diğer Avrupa d illerinin çoğuyla uyum  içinde 
10,2'ye karşılık  gelirken Amerikan kullanım ında, şu an genel olarak Birleşik K rallık 'ta da be
nim senen, 109'un  karşılığı olduğundan özel olarak kafa karıştırıc ıd ır. 10-6 gibi ("milyonda 
bir"e karşılık  gelen) negatif üsle r de b u rada  norm al bilim sel gösterim le uyum içinde ku lla
n ılm aktadır.

10 1012 m uzaklığı dünya güneş aralığ ın ın  yaklaşık 7 katıd ır. Her ne k ad ar ö k lit zam anında b i
linm em iş ve görece daha  küçük olarak tahm in edilm iş olsa da bu uzaklık, kabaca Jü p ite r 
gezegenine olan uzaklıktır.



m ış g ib i gözükse de, gerçel say ı s is tem in e  o lan  bağ lılığ ım ız  ö d ü lle n d ir ilir  
g ö rünm ek ted ir. Kozm olojiyle ilg ili g e liş tird iğ im iz  b a ş a r ılı m o d e m  k u ra m 
la rım ız  b ize  ş im d i gerçel say ı u zak lık la rı m enzilim izi, p a rçac ık  fiziğ i k u 
ram larım ız ın  kes in liğ i bu  m enzili içe doğru  10~17 ya da d a h a  azm a g en iş 
letm eye iz in  verirken , 1026 m  ya da d a h a  fa z la s ın a  gen işle tm eye iz in  verir. 
(Bir değ işim  m ey d an a  geleb ileceğin in  c idd i şek ilde  id d ia  ed ilm iş o lduğu  
tek  ölçek, b u n d a n  b ile  18 büyük lük  b asam a ğ ı küçük düzey, d iğe r b ir  d e 
y işle  b az ı ile rik i ta r tışm a la r ım ız ı kuvvetlice  belirleyecek  k u an tu m  kü tle - 
çekim in "Planck ölçeği" denilen  10' 35 m e tre  düzeyid ir; bkz. §§31.1, 6 -12, 14 
ve §32.7.) Gerçel say ı s is tem in in  geçerlilik  m enzilin in , Ö klit zam an ın d a  
uygun  gö rünen , küçüğünden  büyü ğ ü n e  to p la m d a  yak laşık  1017'd en  k u ra m 
la rım ız ın  bu g ü n k ü  do laysız  sonucu  o larak , 1026 g ib i b ir  ç a rp a n  do lay ısıy la  
m uazzam  b ir  büyüm eyi ifade eden 1043'e k a d a r  gen işlem iş o lm ası, m a te 
m a tik se l id e a lle ş tirm e le ri ku llanm am ıza ilişk in  d ikkat çekici b ir  gerekçe
lend irm e o la rak  değerlend irileb ilir.

Gerçel say ı s is tem in in  fiziki geçerliliğ ine  ilişk in  b u n d an  epeyce faz la s ı 
da m ev cu ttu r, ilk  o la rak  a la n la rın  ve h ac im le rin  de gerçel say ı ö lçü lerin in  
k u su rsu zc a  uygun  o lduğu  n ice lik le r o ld u ğ u n u  göz önüne alm alıy ız . H acim  
ö lçüsü  b ir  uzak lık  ö lç ü sü n ü n  k ü p ü d ü r  (ve a la n  b ir  u zu n lu ğ u n  karesid ir). 
Bu neden le  hac im  söz k onusu  o ld u ğ u n d a y u k arıd ak i ilg ili m enzilin  kübü- 
nü  ele a lab iliriz . Ö klit zam an ın d a  b u  b ize  (1017)3 = 1051 d o lay ın d a  b ir  m en 
zil verird i; b u g ü n ü n  k u ram ları iç in se  en az ın d a n  (1043)3 = İO129. D ahası h a 
lih a z ırd a k i b a ş a r ılı  k u ram larım ız  u y arın c a  gerçel say ı ta n ım la m a la r ın a  
gereksin im  d u y an  b aşk ac a  fiziki ö lçü ler de m ev cu ttu r. B un ların  en kayda 
değeri zam an d ır. G örelilik  k u ram ı u y a rın c a  b u n u n , bize (17. bö lüm dek i i r 
delem elerim izin  k o n u su  olacak) u z a y z a m a n ı  su n m a sı iç in  uzaya  ek lenm e
si gerekir. U zayzam an hac im leri d ö r t b o y u tlu d u r  ve zam an a  a it m enzilin  
de ele a ld ık la rım ız la , en az ın d a n  10172 g ib i b ir  to p lam  vererek  b ir le ş tir ilm e  
gerek liliğ i d ikkate  a lın ab ilir . İlerik i irdelem elerim izde  (bkz. §27.13 ve 
§28.7), b az ı d u ru m la rd a  (diyelim  ki ta m sa y ıla r  yerine) gerçel sa y ıla rın  k u l
lan ım ın ın  zo ru n lu lu ğ u  gerçek ten  açık  o lm asa  da, b u n d an  b ile  çok d ah a  
büyük  b az ı gerçel sa y ıla rın  önüm üze geleceğini göreceğiz.

F iziki k u ram  iç in  d ah a  önem lisi, A rşim et'le  b aş lay ıp  G alilei ve New- 
to n 'd a n  geçerek M axw ell, E in ste in , S chröd inger, D irac ve d iğerlerine  d e 
ğin, gerçel say ı s is tem in in  k ritik  b ir  ro lü , k a lk ü lü sü n  s ta n d a r t  fo rm üle 
ed iliş in d e  gerekli iske le ti su n m ası o lm u ş tu r  (bkz. 6. bölüm ). B aşarılı d in a 
m ik k u ra m la rın  tü m ü  kendi fo rm ü lasy o n la rı iç in  k a lk ü lü sü n  k a v ra m la rı
n a  gereksin im  duydu. Şu an  kalk ü lü se  yönelik  geleneksel yak laşım , k en d i
si o lab ilm ek iç in  gerçe lle rin  so n su z  k ü ç ü k  d o ğ as ın a  gereksin im  duyar. 
Söylenen o d u r ki ölçeğin  küçük  u cu n d a , k u ra l o la rak  y a ra rla n ıla n  şey, ger-



çel sa y ıla rın  b ü tü n  b ir  m enzilid ir. K alkü lüsün  fik irle ri, h ız , m om entum  ve 
en e ıji g ib i d iğe r fizik i k av ra m la rın  a l tın d a  y a ta r. Bu neden le  gerçel say ı 
s is tem i, tü m  b u  n icelik leri aç ık lam am ız iç in  de b a ş a r ılı  fizik i k u ra m la r ı
m ıza tem el b ir  b iç im de d ah il o lur. B urada , d a h a  önce §2.3 ve §3 .2 'de a la n 
la r la  b a ğ la n tıs ı iç inde değ in ild iğ i üzere, gerçel say ı s is tem in in  küçük  ö l
çekli y a p ıs ın ın  sonsuz  küçük  lim itin e  b aşv u ru lm ak ta d ır .

Yine de h â lâ , gerçel say ı s is tem in in , fizik i gerçek liğ in  kend i en  d erin  
düzey inde aç ık lan m ası iç in  gerçek ten  "doğru" olup o lm ad ığ ın ı so rab ilir iz . 
20 . yüzy ılın  b a ş la r ın d a  k u an tu m  m ekan iksel f ik irle r  su n u lm ay a  b a ş la n d ı
ğ ında , belk i de fizik i d ü n y an ın  en küçük  ö lçeğindeki ay rık  ya da tanec ik li 
b ir  d o ğ as ın a  tan ık lık  etm eye b a ş lıy o r  o lduğum uz h is s i m e v c u ttu .11 Enerji 
g ö rü n ü şe  göre yaln ızca  ay rık  y ığ ın la r  -y a  da "ku an ta"- iç inde v a r  o la b ilir 
di ve "hareket" ve "spin"in  fizik i n icelik leri yaln ızca  tem el b ir  b ir im in  k a t
la rı iç inde m eydana gelir g ö rü n ü y o rd u  (klasik h a re ke t k av ram ı iç in  bkz. 
§§20.1,5 ve onun  k u an tu m  k arş ılığ ı iç in  b kz .§26.6; sp in  iç in  bkz. §§22.8- 
12). Bu neden le  değişik  fiz ikçile r dü n y an ın , en küçük seviyede ay rık  iş lem 
le rin  tü m  h arek e tle re  hü k m ettiğ i, a l te rn a t if  b ir  resm in i o lu ş tu rm a  g ir iş i
m in d e  b u lu n d u la r .

B unun la b irlik te , k u an tu m  m ekan iğ in i şu  an  an lad ığ ım ız  üzere, b u  k u 
ram  b ize  uzay, zam an  ya d a  enerjiye ilişk in , kendi en küçük sev iyelerinde 
(bkz. b ö lü m ler 21 ve 22, özel o la ra k  §22.13 'ün  son  cüm lesi), ay rık  y a  da t a 
necik li b ir  doğa o lduğu g ö rü şü n ü  d ay a tm az  (ya da h a t ta  yönlendirm ez). 
Yine de bize, a s lın d a , k u an tu m  m ekan iğ in in  b u n u  kend i s ta n d a r t  fo rm ü- 
la sy o n u n d a  kesin lik le  im a e tm em esi gerçeğ ine k a rş ın , tem elde Doğaya 
ilişk in  böy lesi b a ş a t  b ir  ay rık lık  o lab ileceğ i fik ri kald ı. Ö rneğin  büyük  f i
zikçi E rw in  S chröd inger h e rh a n g i tem el b ir  u zam sa l ay rık lığa  yönelik  b ir  
değ işik liğ in  gerçek ten  gerek li o lab ileceğ in i id d ia  ed en le rin  ilk iy d i:12

M atem atikç ile re  g ü n üm üzde  o ldukça ta n ıd ık  gelen  b ir  sü rek li m e n 
z il  fik ri, b iz im  ta ra fım ız d a n  u la ş ıla b ilir  o lana  ilişk in  çok a ş ırı , de
v asa  b ir  k es tir im d ir.

Bu id d iay ı D oğanın  ayrık lığ ıy la  ilg ili eski b ir  Y unan  d ü şü n ü şü y le  ilin ti- 
lend ird i. Y ayım lanm ış son  sö z lerin d e  E in ste in  d a  ay rık  o la rak  tem ellenen  
("cebirsel") b ir  ku ram ın  geleceğin  fiziğ i iç in  izlenecek yol o lab ileceğ in i ile 
r i s ü rd ü :13

G erçekliğin n iç in  sü rek li b ir  a lan  g ib i gösterilem eyeceğ ine ilişk in  
iy i gerekçeler su n u la b ilir . ... K uan tum  o lgusu  ... gerçek liğ in  aç ık la n 

11 örn ., bkz. Russell, 1927, bölüm  4.
12 Schrödinger, 1952, s. 30-31.
13 Bkz. Stachel, 1993.



m a sı iç in  s a f  ceb irse l b ir  k u ram  b u lm a  g iriş im in e  yol açm alıd ır. F a 
k a t k im se bu  tü r  b ir  k u ram ın  tem elin in  n a s ıl elde ed ileceğ in i b ilm i
y o r .14

D iğerle ri15 de b u  tü r  f ik ir le r  p eş in d e  k o ştu la r, bkz. §33.1. 1950 'lerin  so 
n u n d a  ben  de, sp in ın  k u an tu m  m ekan iksel ay rık  do ğ asın ın  fiziğe yönelik  
tü m le ş ik  (diğer b ir  dey işle  gerçel say ı tem ellilik  y erin e  ayrık) b ir  yak laşım  
iç in  tem el y ap ı ta ş ı o la ra k  a lın d ığ ı, "sp in  ağ ları" k u ram ı o la rak  a d la n d ır 
d ığ ım  b ir  düzen  ileri sü re rek  b u  ta rz  b ir  şey denedim . (Bu düzen  §32.6 'da 
k ısaca  açık lanacak.) Bu b e lir li d o ğ ru ltu  üzerindek i d ü şü n cele rim  k ap sam lı 
b ir  k u ram a dönüşm ed iyse  de (fakat so n rad a n , b ir  dereceye k a d a r  "burgaç 
kuram ı" iç in d e  şekli d eğ iş tir ilm iş  h a le  geldi, bkz. §33.2) sp in  a ğ la n  ku ram ı 
ş im d i b a şk a la r ı ta ra fın d a n  k u a n tu m  k ü tleç ek im in  tem el so ru n u n a  hücum  
etm ek ü zere  b a ş a t  p ro g lam la rd an  b ir in in  içine a k ta n ld ı .16 32. B ölüm 'de b u  
ç e ş itli f ik irle rle  ilg ili k ısa  aç ık la m a la r  vereceğim . Yine de denenm iş ve 
te s t  ed ilm iş fizik i k u ram ın  b u g ü n  destek led iğ i g ib i, geçm iş 24 yüzyıl b o 
y u n ca  o lduğu  üzere, gerçel sa y ıla r  fizik i dünyaya ilişk in  an lay ış ım ız ın  h â 
lâ  tem el b ir  b ile şen in i o lu ş tu rm a k ta d ır.

3.4 Doğal sayılar fiz ik i dünyaya gereksin im  duyar mı?

D edek ind 'm  gerçel sa y ıla ra  ilişk in  y u k a n d a , §3.2 'deki y ak laş ım ın d a  
rasyonel sa y ıla rın  h a lih a z ırd a  "an laşılm ış" o lduğu  ön v a rsa y ım ın d a  b u 
lundum . A slında ta m sa y ıla rd a n  rasy o n e lle re  geçiş zo r b ir  ad ım  değild ir; 
ra sy o n e lle r  ta m sa y ıla n n  y a ln ızca  o r a n la n d ır  (b k z . önsöz). Öyleyse tam sa - 
y ı la n n  k en d ile rin d en  ne haber?  B u n lar fiziki f ik irle rd e  m i tem ellen ir?  F i
ziğe yönelik  önceki ik i p a ra g ra f ta  d illen d irilm iş  a y n k  y ak laşım lar, n eg a tif  
s a y ıla n n  ta m sa y ıla ra  d ah il ed ilm esi yo luyla, kesin lik le  doğa l sa y ı (diğer 
b ir  dey işle  "saym a sayısı") kav ram ım ıza  ve onun  g en iş le tilm esin e  dayan ır. 
N eg a tif sa y ıla r  Y unan la r ta ra f ın d a n  gerçek "sayılar" o la rak  d ikka te  a l ın 
m a d ıla r, öyleyse gelin  irdelem elerim ize  ilk in  doğal sa y ıla rın  fizik i konum - 
la n n ı  so rg u lay a rak  devam  edelim .

Doğal sa y ıla r  şu  a n d a  0, 1 ,2 , 3, 4, vb ile gösterd iğ im iz  n ice lik le rd ir , d i
ğ er b ir  dey işle  n eg a tif  o lm ayan  ta m sa y ıla rd ır . (Her ne k a d a r  a n tik  Y unan
la r  "sıfır"ı gerçek  b ir  say ı o la rak  ta n ım a d ıla rs a  da m o d em  işlem  bu  lis teye 
m atem atik se l b ak ış  aç ıs ın a  uygun  o la rak  s ıf ın  eklem eyi g erek tirir. Bu ta -

M Einstein, 1955, s. 166.
Is O m ., bkz. Snyder, 1947; Schild, 1949; Ahm avaara, 1965.
16 Ashtekar, 1986; A shtekar ve Lewandowski, 2004; Smolin, 1998, 2001; Rovelli, 1998, 2003.



m m a, H in d is tan 'ın , 7. Y üzyılda B rah m ag u p ta  ve 9. Ve 12. Y üzy ıllarda s ı 
ra s ıy la  M ahav ira  ve B h ask ara  ad lı H indu  m a tem atik ç ile rin i beklem ek zo
ru n d ay d ı. Doğal sa y ıla rın  ro lü  b e lir li ve aç ık tır. O n lar a s lın d a , geom etri 
ya d a  fiziğ in  y a sa la rın ın  ne o lab ileceğ iy le ilg ili tem el b ir  ro le sa h ip  en b a 
s i t  "saym a sa y ıla n d ır" . Doğal sa y ıla r, en b e lirg in le ri to p la m a  (örn. 37 + 79 
= 116) ve ça rp m a  (37 x 79 = 2923) o lan  ve doğal say ı ç iftle rin e  yen i doğal 
sa y ıla r  o lu ş tu rm ak  üzere  b irle şm e  o lanağ ı su n a n  b e lir li ta n ıd ık  işlem lere 
ta b id ir . Bu iş lem ler d ü n y an ın  geom etrik  d o ğ as ın d an  bağ ım sızd ır.

B unun la  b irlik te  doğal sa y ıla n n , fiziki d ü n y an ın  gerçek  d o ğasından  
b ağ ım sız  b ir  an lam ı ya d a  a s lın d a  varlığ ı o lup  o lm adığ ı so ru su n u  g ü n d e
m e getireb iliriz . Doğal sa y ıla r  kavram ım ız belk i de evren im izde, zam anda  
v a r  o lan , m aku l şek ilde  iyi ta n ım lı a y n k  n esn e le rin  v arlığ ın a  bağ lıd ır. N e
ticed e  doğal sa y ıla r  ilk  o la rak , şey leri saym ak  istem em iz sonucu  gündem e 
gelir. Öte ta ra f ta n  bu , ev rende "sayılm aya" uygun , a y ır t  ed ileb ilen  kalıcı 
"şeylerin" gerçek ten  v a ro lu şu n a  bağ lı gö rünü r. D iğer ta ra f ta n  evrenim izi, 
nesn e  s a y ıla n n ın  sü rek li değ işm e eğilim ine sa h ip  o lduğu  b ir  y e r o la rak  
d üşünm ey i deneyin . Böyle b ir  evrende doğal sa y ıla r  gerçek ten  "doğal" 
k av ra m la r  o lu r m uydu? D ahası belk i de ev ren  gerçek ten  yaln ızca , öyle o l
m a sı d u ru m u n d a  "doğal" sa y ıla r ın  k en d ile rin in  de b ir  n o k tad a  b ir  sona 
gelebileceği, son lu  sa y ıd a  "şey" içeriyor. H a tta  kafam ızda , y a ln ızca  şe k il
siz  ve n ite lik s iz  b ir  m ad d ed en  o lu şm uş, tam  d a  sa y ısa l ölçüm  k av ram ın ın  
özünde uygun  görü lm eyebileceğ i b ir  evren  b ile  c a n la n d ıra b ilir iz . "Doğal 
sayı" kav ram ı b u  tü r  ev ren le rin  aç ık lan m asıy la  b ir  b iç im de ilg ili m idir?

D urum , böyle b ir  ev ren in  sak in le rin in , m atem atik se l b ir  "doğal sayı" 
k av ram ım ıza  ra s tla m a y ı zo r b u lu y o r o lm a la n  o lsa  b ile  b u  tü r  tem el kav 
ra m la r  iç in  önem li b ir  ro l v a r  o lm ad ığ ın ı h ay a l etm ek y ine de g ü çtü r. Saf 
m a tem a tik te  doğal s a y ıla n n  sunu lab ileceğ i çeş itli b iç im le r m e v cu ttu r  ve 
n ih a y e tin d e  b u n la r  fizik i ev ren in  gerçek do ğ as ın a  b ağ lı görünm ez. T em el
de, oyuna dah il ed ilm esi gereken  kavram , fizik i ev ren in  b e lir li y ap ıs ıy la  
h e rh an g i zo run lu  b ir  b iç im de ilg ili görünm eyen  b ir  so y u tlam a o la rak  "kü- 
m e"dir. A slında b u  so ru y la  ilg ili b e lirli b ir ta k ım  in ce lik ler m evcu ttu r; bu  
konuya d ah a  so n ra  (§16.5'te) döneceğim . An itib a riy le  b u  tü r  incelik leri 
görm ezden  gelm ek uygun  olacak.

Doğal sayılann yalnızca soyut küme kavramı kullanılarak sunulabildi- 
ği (Cantor tarafından öngörülen ve seçkin matematikçi John von Ne- 
umann tarafından geliştirilen) bir yolu ele alalım. Bu "sıra sayılan" olarak 
adlandmlan sayılan tanımlamaya olanak sağlar. İçlerindeki en basit kü
me "sıfır kümesi" ya da "boş küme" olarak adlandm lır ve hiçbir eleman 
içermeme gerçeği ile karakterize edilir. Boş küme genellikle 0  sembolüyle 
gösterilir ve kıvrımlı parantezin bir kümeyi, ele alman belirli kümenin pa



ran te z  iç indek i n icelik lere kend i e lem an la rı o la rak  sa h ip  o lduğu  b ir  küm e
yi betim lem ek  iç in  ku llan ıld ığ ı şu  ta n ım ı y azab iliriz

0 =1 ).

Bu d u ru m d a  p a ra n tez  iç inde h iç b ir  şey y o k tu r  ve bu  neden le  ta n ım la n m ış  
küm e a s lın d a  boş küm edir. 0  sem b o lü n ü  0 doğal say ıs ıy la  b ağ d a ştıra lım . 
Şim di d ah a  d a  ile rley eb ilir ve tek  elem an ı 0  o lan  b ir  küm e, d iğe r b ir  d e 
y işle  (0) küm esin i tan ım la y ab ilir iz . Bu küm en in ,(0), boş küm eyle, 0 ,  aynı 
küm e o lm ad ığ ın ı an lam ak  önem lid ir. 0  kendi b a ş ın a  h iç b ir  şeye sa h ip  d e
ğilken {0 } küm esi b ir  e lem ana sa h ip tir ; (0 ). {0 } sem bo lünü  1 doğal sa y ıs ıy 
la  b ağ d a ş tıra lım . Sonraki ad ım d a ik i e lem anı az önce ra s tlad ığ ım ız  ik i k ü 
m e, 0  ve {0 } olan, 2 doğal say ıs ıy la  b ağ d a ştıra ca ğ ım ız  yen i {0 , {0 }} küm e
sin i ta n ım la rız . D aha so n ra  3 'ü  şu  a n a  k ad a r ras tlad ığ ım ız  üç işlem  to p la 
m ıyla, şöyle ki {0, {0}, {0,{0}}) küm esiy le  ve 4 'ü , e lem an la rı y ine d ah a  önce 
ra s tlad ığ ım ız  küm eler o lan  {0 , (0 }, (0 ,{0 )), |0 ,{0 ),{0 ,{0 )})} küm esiy le b a ğ 
d a ş tır ır  ve böyle devam  ederiz. Bu doğal sa y ıla rı b ir  ta n ım la m a  k onusu  
o la rak  genelde d ü şü n ü ş  şeklim iz o lm ay ab ilir  fa k a t m atem atik ç ile rin  ko 
nuya  g ireb ild iğ i y o lla rd an  b ir id ir . (Bunu Ö nsözdeki ta r t ışm a y la  k ıy a s la 
yın.) D ahası bu  b ize en az ın d an , doğal sa y ıla r  g ib i şey le rin 17 y a ln ızca  so 
y u t "küm e" kav ram ı k u lla n ıla ra k  gerçek  an lam d a  h iç lik ten  ç ık arsan ab ile - 
ceğini gösteriyor. S ırasıy la  sıfır , b ir , iki, üç, vb, elem an  içeren  so y u t (Pla
tonik) m atem atik se l k av ram ların , küm elerin , h e r  b ir  doğal say ı iç in  b ir  
küm e o lacak  şe k ild e , ev ren in  gerçek  fiziki d o ğ as ın d an  o ldukça bağ ım sız  
o lan  so n su z  b ir  d iz isin i elde ed iyoruz. Şekil 1.3’te  gözüm üzün önüne, P la 
ton ik  m a tem atik se l k av ra m la r  iç in , bu  d u ru m d a  doğal sa y ıla r ın  kend ile ri 
iç in  b ir  tü r  bağ ım sız  "varoluş" getird ik . Yine de b u  "varoluş" g ö rü n ü şte , f i
ziki ev ren in  d o ğ asın a  ilişk in  a y r ın tıla ra  h e rh a n g i b ir  gönderm e o lm aksı
zın  yaln ızca  haya l gücüm üzün  işlem esi ta ra f ın d a n  an ım sa n ab ilm iş  ve ke
sin lik le  e r iş ileb ilir  o lm u ş tu r. D ahası D edekind 'ın  yap ısı, b ize gerçel sa y ı
la rın  tü m  sis tem in i "o luştu rm aya" o lanak  vere rek 18 bu  tü r  "sa f  zih insel" 
iş lem in  n a s ıl d ah a  ile ri ta ş ın ab ileceğ in i, d ü n y an ın  gerçek fizik i d o ğ asın a  
h â lâ  h e rh a n g i b ir  gönderm e o lm aksız ın  g ö ste rir. Yine de y u k a rıd a  b e l ir t i l
diği üzere "gerçel say ıla r"  a s lın d a  d ü n y an ın  gerçek yap ısıy la , "ilk gizem "in 
gizem li d o ğ asın ı resm eden  Şekil 1 .3 'te çizilm iş o lduğu  üzere, do laysız  b ir  
ilişk iye  sa h ip m iş  g ib i gö rünü r.

17 Burada sonlu halde sunulan  "sayma sayısı" kavram ı, en küçükleri tüm  sonlu saym a say ıla rı
n ın  düzenli bü tünü  olan C antor'un "to"sı olm ak üzere sonsuz  saym a say ılarına da genişler.

18 Bununla b irlik te bu "oluşturm a" kavram ı çok da kesin anlam da anlaşılm am alıdır. §16.6'da 
herhangi b ir  sayısal işlem le u laşılam ayan bazı gerçel sayıların  (aslında çoğunun) m evcut ol
duğunu görüyor olacağız.



3.5 F iziki dünyadaki ayrık  sayılar

H afif b iç im de önden  g ittiğ im i san ıyorum . D edek ind 'ın  y ap ıs ın ın , doğ
ru d a n  doğal sa y ıla rd a n  değil rasyonel say ı k ü m elerinden  y a ra rla n d ığ ın ı 
an ım say ab iliriz . Y ukarıda  b e lir tild iğ i üzere  doğal say ı k av ram ım  b ir  kez 
elde ed ince rasy o n e l b ir  say ıy la  neyi k as te ttiğ im iz i "tan ım lam ak" güç d e
ğild ir. ö te  ta ra f ta n  a ra  b ir  ad ım  o larak  b ir  doğal say ı ya da b ir  doğal sa y ı
n ın  n e g a tifi o lan  b ir  ta m sa y ı  k av ram ın ı ta n ım la m a k  (sıfır k en d isin in  n e 
g a tif i o lm ak üzere) uygun  olur. Resm i an lam d a  "n e g a tif 'in  ta n ım ın ı v e r
m en in  h erh an g i b ir  zo rluğu  yoktur: k ab aca  söylem ek gerek irse, (sıfır d ı
şında) h e r  b ir  doğal say ıya  şek linde y az ılan  b ir  "sem bol" iliş tir iy o ru z  
ve top lam a, ç ıkarm a, ça rp m a ve bö lm en in  (0 ile  bö lm e hariç) tü m  a r itm e 
tik  k u ra lla r ın ı tu ta r l ı  şek ilde tan ım lıyo ruz . B unun la  b ir lik te  bu  durum , 
n eg a tif  b ir  say ın ın  "fiziki an lam ı" so ru su n u  gündem e getirm ez, ö rn e ğ in  
b ir  y erde  eksi üç ad e t inek b u lu n d u ğ u n u  söy lem enin  ne an lam ı o lab ilir?

S anırım , doğal sa y ıla r ın  k en d ile rin d en  fa rk lı o la rak , fizik i n esnelere  
a it n e g a tif  b ir  say ı k av ra m ın a  yönelik  belli h e rh a n g i b ir  fizik i içeriğ in  o l
m ad ığ ı aç ık tır. N eg a tif  ta m sa y ıla r  ö rneğ in  b an k a  h e sa p la rı ve d iğer fin an - 
sa l iş lem lerle  ilg ili kesin lik le  son  derece değerli b ir  düzenley ici ro le s a h ip 
tir . Peki f iz ik i  dü n y ay la  d o ğ ru d an  ilişk ile ri m evcu t m udur?  "D oğrudan 
ilişk i" dediğ im de, ilg ili ö lçü lerin , b ir  yöndeki b ir  uzak lık  ö lçü ldüğünde p o 
z itif  say ılırk en  te rs  yönde ölçü len  aynı uzak lığ ın  n e g a tif  say ılm ası ö rn e
ğ indeki gibi (ya da zam an  iç in  de ben zer şek ilde , geçm işe doğru  g en iş le ti
len  za m a n la rın  n e g a tif  say ılm a sı gibi), n eg a tif  ta m sa y ıla r  o la rak  g ö rü n d ü 
ğü k o şu lla rı kas te tm iy o ru m . B unun yerine , ele a lm an  n iceliğ in  yönle (ya 
da zam anla) ilg ili h e rh a n g i b ir  g ö rünüm ü  o lm am ası an lam ın d a  ska ler  n i
ce lik ler o lan  sa y ıla r ı kas ted iyo rum . Bu k o şu lla rd a , bu , do ğ ru d an  fizik i 
ilişk iye sah ip  hem  p o z itif  hem  de n eg a tif  ta m sa y ı s is tem i d u ru m u  g ib i gö
rü n ü r.

T am say ı s is tem in in  a s lın d a  do ğ ru d an  fizik i ilişk iye  sa h ip  g ö rü n ü r o lu 
şu n u n  geçen yüz y ılla rd a  açık h a le  gelişi d ik k a t çekici b ir  gerçek tir. B ir f i
ziki n iceliğ in , m ik ta r ı ta m sa y ıla r la  uygun  şek ilde b e lir len m iş gö rünen  ilk 
ö rneği e lek tr ik  yü fcüdür.19 B ilind iğ i k ad a rıy la  h e rh a n g i ayrık  b ir  y a lıtık  
c ism in  e lek trik  yükü  n iceliğ i a s lın d a  b e lir li b ir  değerin  in te g ra l k a tla r ı b i
çim inde, pozitif, n e g a tif  y a  da s ıf ır  o la rak , d iğe r b ir  dey işle  p ro to n  ü ze rin 
deki (ya d a  p ro to n d ak in in  n eg a tif i o lan  elek tron  üzerindeki) yük  o la rak  b e 

19 1874'te temel elektrik yükünü ilk kez (kabaca) kestirm iş olan İrlandalI fizikçi George Johns- 
tone Stoney 1891'de bu tem el birim  için "elektron" deyimini buldu. Amerikalı fizikçi Robert 
Andrews Millikan 1959'da elektrik yüklü cisim ler üzerindeki yükün, iyi tanım lı b ir değerin 
(elektron yükü) tam sayı k a tla n  olarak geldiğini kesin olarak gösteren ünlü "yağ dam lası" de
neyini tasarladı.



l ir le n ir .20 Ş im dilerde p ro to n la rın , "kuark lar" ad ı v e rilen  d ah a  k üçük  (ve ek
o la rak  "gluonlar" denen  yüksüz) p a rç a c ık la rd a n  o lu şm ak  an lam ın d a , b ile-

2 2 1ş ik  y ap ılı n e sn e le r  o ld u k la rın a  in a n ılır . H er b ir  p ro to n d a  s ıra s ıy la  -, - , -  -  

e lek trik  yükü  değerlerine  sa h ip  üç k u a rk  b u lu n u r. Bu yük  b ile şen le ri to p 
la n d ığ ın d a  p ro to n  iç in  b ü tü n d e  1 değerin i verir. K uark la r tem el p a rç ac ık 
la rs a  tem el yük  b ir im i d ah a  önce elim izde g ö rü n en in  ü ç te  b ir id ir . Yine de 
e lek trik  y ü k ü n ü n  ta m sa y ıla r  b iç im inde  ö lçü lüyor o lm ası h â lâ  g eçerlid ir  
fa k a t ş im d i b u  b ir  p ro to n  y ü k ü n ü n  ü ç te  b ir i o lan  ta m sa y ı ç a rp an ıd ır . (Ku
a rk la r  ve g lu o n la n n  m o d em  p arçac ık  fiziğ indek i ro lle ri §§25 .3 -7 'de ta r t ı 
şılacak.)

E lek trik  yükü  top la m sa l k u a n tu m  sa y ı  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey in  y a l
n ızca  b ir  ö rneğ id ir. K uantum  s a y ıla n  D oğanın  p a rç a c ık la n n ı n ite lem e iş 
levi gören  n icelik lerd ir. B u rad a  b ir  tü r  gerçel say ı o la rak  ele a lacağ ım  
böy lesi b ir  k u an tu m  sa y ıs ı on u n  değerin i ancak  b ile ş ik  b ir  v a rlık  iç in  tü 
re tm ek  üzere  onu  o lu ş tu ra n  p a rç a c ık la rd a n  h e r  b ir in in  değerin i, e lb e tte  
y u k a n d a  b e lir tilm iş  p ro to n  ve on u n  k u a rk  b ile şen leri d u ru m u n d a  o lduğu  
g ib i işa re tle r i  de h esab a  k a ta ra k  b a s itç e  to p la rsa k  "top lam sal" o lur. Ş u 
ank i fizik  b ilg im iz in  d u ru m u n a  göre b ilin en  tü m  to p la m sa l k u an tu m  sayı- 
la n n 21 n ice lik le ri a s lın d a  genel o la rak  gerçel sa y ıla rla  ya d a  n e g a tif  değer
le rin  de gerçek o la rak  m eydana geleceği şek ilde  doğal sa y ıla rla  değil ta m 
say ı s is tem le ri b iç im inde  b e lirlen ir.

G erçekte 20. yüzyıl f iz iğ ine  göre, fizik i k a v ra m la n n  n eg a tif  b ir  sa y ıs ın 
d an  b a h se tm en in  an lam lı o ld u ğ u  b e lir li b ir  gö rüş m ev cu ttu r. Büyük fiz ik 
çi P au l D irac 1929-1931 y ılla n  a ra s ın d a , (son radan  an la ş ıld ığ ı üzere) h e r  
b ir  tü r  p a rç ac ığ a  k a rş ılık  gelen, to p la m sa l k u an tu m  say ıs ı değerin in  o riji
n a l p a rç ac ığ ın  sah ip  o lduğu  değerin  ta m  o la rak  n eg a tifin e  e ş it o lduğu  b ir  
ka rş ı-p a rça c ık  b u lu n d u ğ u n u  b e lir te n  k a rş ı-p a rç a c ık la r  k u ram ın ı ile ri 
sü rd ü ; bkz. §§24.2, 8 . Bu neden le  ta m sa y ıla r  s is tem i (negatifler de d ah il 
olarak) a s lın d a  fizik i evren le açık  b ir  ilişk iye , ta m s a y ıla n n  m atem atik , t i 
c a re t ve pek  çok d iğer in sa n  ey lem inde büyük  değer b u ld u ğ u  pek  çok y ü z 
y ıla  k a rş ın  y a ln ızca  20. yüzy ılda  açık  h a le  gelen  b ir  ilişk iye sa h ip  gö rünür.

B unun la  b irlik te  b u  k ritik  n o k ta d a  önem li b ir  n ite lem e y ap ılm a lıd ır . 
K a rş ı-p ro to n u n  b ir  an lam d a  n e g a tif  b ir  p ro to n  o lduğu  doğru  ise  de o g e r

20 R. A. Lyttleton ve H. Bondi 1959'da p roton ve elektron yüklerindeki 10,8'de b ir  düzeyindeki 
hafif b ir  farklılığın evrenin genişlem esinde hesaba katılabileceğini ileri sü rdü ler (bunun 
için bkz. §§27.11, 13 ve bölüm28.) Bkz. Lyttleton ve Bondi, 1959. Yazık ki b ir  sü re  sonra bu 
kuram a da ir b ir  tü r  uyuşm azlık olduğu çeşitli deneylerle kanıtlandı. Yine de bu  fik ir y a ra tı
cı düşünm enin mükemmel b ir  örneğini sundu.

21 Burada "toplam sal" kuantum  sayıların ı, fizikçilerin §5.5'te geleceğimiz "çarpım sal" dedikle
rinden ayırıyorum .



çekte "eksi b ir , (-1), p ro to n "  değ ild ir. B unun neden i iş a re ti  te rs in e  çevirm e 
iş lem in in  yaln ızca  to p la m sa l  k u an tu m  sa y ıla rıy la  ilg ili o lm asıd ır, oysa ki 
m o d e m  fizik  k u ram ın d a  k ü tle  k av ram ı to p la m sa l değ ild ir. Bu konu  b iraz  
d a h a  a y rın tılı o la rak  §18.7 'de aç ık lanacak . "Eksi b ir  p ro ton"un , k ü tle s i s ı
ra d a n  b ir  p ro to n u n  k ü tle  değ erin in  n eg a tifi o lan  b ir  k a rş ı-p ro to n  o lm ası 
gerek ir. Ö te ta ra f ta n  gerçek  b ir  fizik i p a rçac ığ ın  k ü tle s in in  n e g a tif  o lm a sı
n a  iz in  verilm ez. B ir k a rş ı-p ro to n  s ıra d a n  b ir  p ro to n la  aynı, p o z itif  b ir  
kü tleye sa h ip tir . D aha ile ride , k u an tu m  a lan  k u ram ın d ak i g ö rü ş le r  u y a 
rın c a  k ü tle n in  (ya d a  d a h a  doğ ru  o la ra k  enerji) n e g a tif  o lab ileceğ i, "sanal" 
p a rç a c ık la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey lerin  v a r  o ld u ğ u n u  göreceğiz. "Eksi b ir  
p ro to n " a s lın d a  sa n a l b ir  k a rş ı-p ro to n  o lur. B unun la  b ir lik te  sa n a l b ir  
p arçac ık , b ir  "gerçek parçac ık" g ib i bağ ım sız  b ir  v a rlığ a  sa h ip  değ ild ir.

Şim di rasyone l sa y ıla r  h ak k m d ak i ilg ili so ruyu  so ra lım . Bu say ı s is te 
m i fiziki evren le h e rh a n g i do laysız  b ir  ilişk i b u ld u  m u? B ilind iğ i k ad a rıy la  
d u ru m u n  b u  o lm adığ ı g ö rü lü r, en  az ın d an  geleneksel k u ram  söz konusu  
o lduğunda . R asyonel sa y ıla r  a ile s in in  y ard ım cı o lduğu  b az ı fizik i tu h a f 
lık la r22 m e v cu ttu r  fa k a t b u n la rın  rasy o n e l sa y ıla r  iç in  h e rh a n g i tem el b ir  
fizik i ro l aç ığa ç ık ard ığ ın ı id d ia  etm ek zo r o lur. Öte ta ra f ta n  rasy o n e lle 
r in , tem el k u an tu m  m ekan iksel o la s ılık la rd a  (her b ir i  y a ln ızca  s ın ırlı sa y ı
da  o lasılık  içeren , m u h tem e len  a lte rn a tif le r  a ra s ın d a  b ir  seçim i tem sil 
eden  rasy o n e l b ir  olasılık) b e lir li  b ir  ro lü  v a r  o lab ilir . Bu ta rz  b ir  şey sp in  
a ğ la n  k u ram ın d a , §32 .6 'da k ısa ca  aç ık lanacağ ı üzere  b ir  ro l oynar. Ş im di
lik  bu  f ik irle rin  uygun  k o n u m la n  b e lirs izd ir.

K abul ed ilen  k u ram  u y a n n c a , ev ren in  iş ley iş in d e  tem el b ir  ro l o y n ad ı
ğı gö rü len  fark lı tü rd e  sa y ıla r  y ine de m ev cu ttu r. B u n la n n  en önem li ve 
ça rp ıc ı o lan ı, g ö rü n ü ş te  g izem li o lan  ve genellik le  "i" h a rf iy le  gö ste rilen  
V = î n ice liğ in in  o rta y a  konup  gerçel sayı s is tem in e  ek lendiğ i ka rm a ş ık  sa 
yılard ır. îlk  o la rak  16. yüzy ılda  ra s tla n m ış  ve y ü zy ılla rca  k u şkuy la  ele 
a lın m ış o lan  k arm a şık  s a y ıla n n  m a tem atik se l fay d ası, m a tem atik  cam i
as ın ı, b u  sa y ıla r  m a tem atik se l d ü şü n ü şü m ü zü n  vazgeçilm ez, h a t ta  s ih irli 
b ir  b ile şen i h a lin e  gelene dek ad ım  ad ım  hep d a h a  yüksek  b ir  derecede d e 
r in d en  etk iled i. H a tta  şu  an d a  b u n la n n  y a ln ızca  m a tem a tik  iç in  tem el ol- 
m a d ık la n n ı b iliyoruz: b u  tu h a f  sa y ıla r  a y n c a  fizik i ev ren in  en küçük  d ü 
zey lerindek i işlem lere  ilişk in  o la ğ an ü stü  ve tem el b ir  ro l oynar. Bu, m erak  
etm eye ilişk in  b ir  s e b e p tir  ve h a t ta ,  m a tem atik se l f ik irle rle  fizik i ev ren in  
d ah a  d erin  iş lem leri a ra s ın d a k i yak ın sam ay a  ilişk in , b u  bö lüm  boyunca 
ele ald ığ ım ız  gerçel say ı s is tem in d en  d a h a  ça rp ıc ı b ir  ö rn ek tir. Şim di de 
bu  d ik k a t çekici sa y ıla ra  gelelim .

22 örneğ in  "kesirli kuantum  Hail e tk is in d e  rasyonel say ılan n  k ilit b ir  rol oynadığı görülür, 
bkz., örn. Fröhlich ve Pedrini, 2000.



SİHİRLİ KARMAŞIK SAYILAR

4.1 S ih irli " i "  sayısı

-1  'in  b ir  karekökü  o lab ilm esi n a s ıl m üm kün  olur? P ozitif b ir  say ın ın  k a re 
s i h e r  zam an  p o z itif tir  ve n e g a tif  b ir  say ın ın  k a re si de y ine p o z itif tir  (ve 
O'ın k a re s i yine O 'dır, b u  ned en le  b u ra d a  b ize pek de y a ra r lı  değildir). Ka
re s i gerçek ten  n eg a tif  o lan  b ir  say ı bu lab ilm em iz  o lanaksız  gö rünü r. Yine 
de bu , d a h a  önce 2 'n in  rasy o n e l sa y ıla r  s is tem i iç inde b ir  karekökü  o lm a
d ığ ın ı doğru lad ığ ım ız  tü rd e  b ir  d u ru m d u r. O d u ru m u  kend i say ı s is te m i
m izi rasy o n e lle rd en  d a h a  büy ü k  b ir  s is tem e gen iş le te rek  çözdük  ve gerçel- 
le r  s is tem i üzerin d e  an laş tık . Belki ayn ı n u m a ra  yen iden  işler.

A slında işleyecek. G erçekte yapm am ız gereken  rasy o n e lle rd en  gerçelle- 
re  geç işte  y ap tığ ım ızd an  çok d a h a  kolay  ve d a h a  az zo rlay ıc ı b ir  şey d ir. 
(R aphael Bom belli bu  işlem i, G erolam o C ard an o 'n u n  k arm a şık  sa y ıla rla  
1545 ta r ih li  A rs  M a p n a 's ın d a k i özgün k a rş ıla şm a s ın ı tak ib en  1572'de 
L'A lgebra  ad lı ç a lışm as ın d a  o rta y a  koym uştur.) Tüm  yapm am ız gereken, 
k a re s i - l 'e  e ş it, "i" den ilen  b a s it  b ir  n icelik  ile ri sü rm ek  ve onu, gerçel s a 
y ıla r la  o lan  b irle şim le rin d e

a  + ib

b iç im inde ifad e ler o lu ş tu rm a s ın a  o lanak  verecek  şek ilde gerçelle r s is te m i
ne ek lem lem ektir. H erhang i b u  tü r  b ir  b irle şim e  ka rm a ş ık  sa y ı d en ir. K ar
m aşık  sa y ıla rın  n a s ıl to p la n d ığ ın ı görm ek kolaydır: önceki b iç im le  (oriji
n a l ifadem izdek i a  ve b 'n in  y e rle rin i a lan  a+c ve b+d gerçel say ıla rıy la) 
ayn ı şekilde:

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d).

Peki y a  çarpm a? Bu d a  n eredeyse  ayn ı k o lay lık tad ır. Gelin a + ib ile c  + 
id 'n in  ça rp ım ın ı bu la lım . Ö ncelikle bu  k a tsay ıla r ı, ifadey i gen işle tm ek  
üzere  ceb irin  tem el k u ra lla r ın ı k u lla n a rak  ç a rp a r ız :1

1 Bu ku ra lla r için bkz. a lıştırm a [4.2)



(a + i b)(c + id) = a c  + i bc + a ıd  + ıb id  

= a c  + i (bc + ad) + i 2bd.

Öte ta ra f ta n  i2 = -1  o ld u ğ u n d an  ifadey i y ine o rijina l a  + ib ifadem izle aynı 
b iç im de fak a t a c  -  bd , a 'n m  ve bc + a d ,  ft'n in  y e rin i a lacak  şek ilde  te k ra r  
yazab iliriz :

(a + ib)(c + id) = (ac -  bd) + i(bc + ad).

İki karm aşık  say ıy ı b irb ir in d e n  ç ıkarm ak  d a  y e terin ce  k o lay d ır fak a t ya 
bölm e işlem i? Tem el a r itm e tik te  s ıf ır  o lm ayan  h e rh a n g i b ir  gerçel say ıy la 
bölm e yapm a o lanağ ım ız  o lduğunu  an ım say ın . Gelin şim d i a + ib k a rm a 
şık  say ıs ın ı c + id  k a rm a şık  sa y ıs ın a  bölm eye ça lışa lım . İk inci k a rm aşık  
say ıy ı, c ve d gerçel sa y ıla rın ın  ik is in in  de ayn ı an d a  s ıf ır  o lam ayacağ ı a n 
lam ın a  gelm ek üzere  s ıf ırd a n  fa rk lı seçm ek zo runday ız . Bu neden le  c2 + 
d 2> 0 ve böylece c2 + d 2*  0. Bu d u ru m d a  c2 + d 2 ile bö lm e yapab iliriz .

a + ib ac + bd bc — ad
c + id c2 + d 2 + l c2 + d 2

ifad e s in in  doğ ru lu ğ u n u  k on tro l etm ek (ifadenin  h e r  ik i ta ra fın ı c + id  ifa 
desiy le  çarparak ) do laysız  b ir  a l ış tırm a d ır .1411 Bu d a  d a h a  önceki genel b i
ç im ded ir ve do lay ıs ıy la  y ine b ir  karm aşık  say ıd ır.

K arm aşık  sa y ıla rla  oynam aya a lış tığ ım ızd a  a + ıb 'y i  şey lerin  b ir  çifti, 
d iğe r b ir  deyişle a ve  b den ilen  iki gerçel say ı o la rak  düşü n m ek ten  vazge
çip onu kend inde b ir  b ü tü n  g ib i d ü şü n ü rü z  ve k a rm a şık  say ın ın  tü m ü n ü  
gösterm ek  üzere tek  b ir  harf , diyelim  ki z ,  k u llan ab iriz ; z  = a + ib. C ebirin  
tü m  n o rm al k u ra lla r ın ın  k a rm aşık  sa y ıla rd a  da geçerli o lduğu  konto l ed i
le b ilir .14-21 Gerçekte tü m  b u n la r, gerçel sa y ıla rla  ilg ili h e r  şeyi kon tro l e t
m ekten  çok d ah a  ko layd ır. (Bu k o n tro l iç in , d a h a  önce kendim izi ceb irin  
k u ra lla r ın ın  k es irle r  iç in  geçerli o ldu ğ u n a  ikna e ttiğ im iz i d ü şü n ü rü z  ve 
d ah a  so n ra  k u ra lla r ın  gerçel sa y ıla r  iç in  de iş led iğ in i gösterm ek  üzere De- 
d ek in d 'ın  "kesikler"ini k u llanm am ız gerekir.) Bu b ak ış  aç ıs ın d an  k es irle rin  
gerçelle re doğru  çok d ah a  k a rış ık  o lan  gen işle tm e işlem i an tik  Y unan za 
m an ı so n ra s ı so rg u lan m ak sızm  genel o la rak  k ab u l ed ilm işken , karm aşık  
sa y ıla ra  uzunca  b ir  sü re  şüphey le  b ak ılm ası epey o lağ an d ış ı görünür.

Bu şüphe , büy ü k  o lasılık la  k a rm aşık  say ıla rın , in sa n la r ın  kend ilerine  
h e rh an g i açık b ir  şek ilde  fizik i d ü n y ad an  yo la ç ık ıla rak  su n u lm u ş o lm a

fâş [4.1] Bunu yapın.
[4.2] İlgili kuralların  w  + z  = z  + w , w  + {u + z) = {w + u) + z, w z  = zw ,
w{uz) = (wu)z, w(u + z) = w u  + w z, w  + 0 = w , w l  = w  olduğunu kontrol edin.



m ası neden iy le  m eydana çıktı. G erçel sa y ıla rın  d u ru m u n d a , uzak lık , z a 
m an  ve d iğ e r fiziki n ice lik le r b u  tü r  sa y ıla rın  gerek liliğ in i ş a r t  k o şa r  gö 
rü n m ü ştü ; oysa k a rm aşık  sa y ıla r  yaln ızca , d ah a  önce b ild ik le rin d en  d ah a  
geniş b ir  k ap sam a  sah ip  sa y ıla r  a rzu  eden  m a tem atik ç ile rin  h ay a l gü ç le ri
n in  son u cu  o larak  keşfed ilm iş b ir im le r  şek linde gö rü n m ü ştü . B unun la 
b ir lik te  §3 .3 'ten , m a tem atik se l gerçel sa y ıla rın  fizik i u zun luk  ya d a  zam an  
k av ra m la rıy la  o lan  b a ğ la n tıs ın ın  d a h a  önce o lduğunu  d ü şü n d ü ğ ü m ü z  k a 
d a r  açık  o lm ad ığ ın ı an ım sam alıy ız . B ir D edekind kes iğ in in  u fak  a y r ın tıla 
r ın ı do laysız  o la rak  görem eyiz ya da gelişigüzel şek ild e  büy ü k  ya da k ü 
çük zam an  ya da u zu n lu k la rın  doğ ad a  gerçek ten  v a r  o ld u k la rı açık değ il
d ir. "Gerçel say ıla r" o la rak  a d lan d ır ıla n ın , k a rm aşık  sa y ıla r  k a d a r  m a te 
m a tik ç ile rin  h aya l gü ç lerin in  ü rü n ü  o lduğu  id d ia  ed ileb ilir . B una rağm en  
k arm a şık  sa y ıla rın  doğayla, gerçe lle r k ad a r, belki de d ah a  faz la , gerçek ten  
d ik k a t çekici b ir  b ir liğ i o lduğunu  bulm alıy ız . Bu sank i D oğanın  k en d is i
n in , k a rm aşık  sa y ıla r  s is tem in in  k ap sam  ve tu ta r lılığ ın d a n  etk ilenm em iz 
k a d a r  e tk ilenm iş ve kendi d ü n y as ın ın  en u fak  düzey indek i k u su rsu z  iş 
lem leri bu  sa y ıla ra  em ane t e tm iş  o lm ası g ib id ir. B unun n a s ıl iş led iğ in i 
b ö lü m ler 2 1-23 'te  görüyor olacağız.

D ahası k a rm aşık  sa y ıla rın  y a ln ızca  k ap sam ı ve tu ta r lılığ ın a  vu rgu  
yapm ak  b u  s is tem e haksız lık  o lur. B ana göre yaln ızca  "sih ir" o la rak  bah- 
sed ileb ilecek  b ir  şe y  d ah a  söz k o n u su d u r. Bu bö lü m ü n  geri k a lan ın d a  ve 
so n rak i iki bö lüm de okuyucuya b u  s ih re  a i t  kend ine özgü b ir  şeyi a k ta r 
m aya çabalayacağ ım . D aha so n ra  b ö lüm ler 7 -9 'd a  bu  k arm a şık  say ı s ih r i
n in  baz ı en ça rp ıc ı ve bek lenm edik  b e lir tile rin e  yen iden  ta n ık lık  edeceğiz.

K arm aşık  sa y ıla rın  b u lu n m a s ı ü ze rin d en  geçen d ö rt yüzy ılda  yavaş y a 
vaş  pek  çok s ih irli n ite lik  açığa çık tı. Oysa bu , m a tem atik  iç inde b u lu n d u 
ğu fa rk  ed ilm iş b ir  s ih ird ir  ve a s lın d a  yaln ızca  gerçelle rin  ku llan ım ı yo 
luy la  erişilem eyecek  b ir  y a ra r  ve m a tem atik se l b ir  kav ray ış  sağ la r. F iziki 
d ü n y an ın  o n u n la  ilg ilenm esin i beklem eye ilişk in  h e rh an g i b ir  sebep  yok
tu. Bu sa y ıla rın  C ardano ve B om belli'n in  ça lışm a la rı yo luy la  o rtay a  ko 
y u lm a la rın d a n  350 yıl k a d a r  so n ra  karm aşık  sa y ıla rın  s ih r in in  fa rk  ed il
m esi y a ln ızca  o n la rın  m a tem atik se l ro lle ri yo luy la o lanak lı oldu. K arm a
şık  sa y ıla ra  ilişk in  k u şk u la rın ı d illen d iren  herkes iç in , 20. yüzy ılın  son  üç 
çeyreğ indeki fiziğe göre d ü n y an ın  d av ra n ış la rın ı, onun  en küçük  ö lçeğ in
de yöneten  y a s a la r ın  esasen  k arm a şık  say ı s is tem i ta ra f ın d a n  y ö n e tild iğ i
n i öğrenm ek büyük  b ir  sü rp riz  oldu.

Bu k o n u la r  k ita b ın  so n rak i b az ı k ıs ım la rın ın  (özellikle b ö lü m ler 21 - 
23'ün) odağı olacak. Ş im dilik  k a rm a şık  sa y ıla rın  fizik i s ih irle r in i d ah a  
so n ray a  b ıra k a ra k  o n la rın  b az ı m a tem atik se l s ih irle r in e  yoğun laşalım . 
Tüm  yap tığ ım ızın , a r itm e tiğ in  n o rm al y a sa la rın ın  k o ru n m ası id d ia s ıy la



b irlik te  - l ' i n  b ir  karekökü  o lduğunu  id d ia  etm ek o ld u ğ u n u  ve bu  id d ia la 
rın  tu ta r l ı  şek ilde k a rş ılan d ığ ın ı doğ ru lad ığ ım ız ı an ım say ın . Bu o ldukça 
ad il b ir  şek ilde y ap ılm ış  b ir  şey g ib i gö rünür. F ak a t ş im d i s ih ir  şerefine!

4.2 D enklem leri karmaşık sayılarla çözmek

Devam  eden k ısım da, öncekinden  b ir  m ik ta r  d a h a  faz la  m atem atik se l 
göste rim  o rtay a  koym ayı gerek li görüyorum . B unun iç in  özür d ilerim . Bu
n u n la  b irlik te  b e lirli m ik ta r  göste rim  k u llan m ak sız ın  önem li m a tem atik 
se l fik irle ri ak ta rm ak  pek de o lanak lı değil. Bu şey lerd en  ra h a ts ız  pek  çok 
okur o lacağ ın ın  fark ınday ım . Bu tü r  o k u rla ra  önerim  esasen  yaln ızca  söz
cük leri okuyup denk lem leri an lam ay a  ça lışm ak ta  çok faz la  zahm ete  g ir 
m em elerid ir. En az ın d a n  çeşitli denk lem lerin  ü ze rin d en  a tlay ıp  devam  
edin. A slında b u  k ita b a , özellikle ilerik i baz ı bö lüm lere  d ağ ıtılm ış  o ldukça 
cidd i b ir  say ıda  m a tem atik se l ifade m evcu t o lacak tır. T ahm inim ce, b ü tü n  
ifad e le rin  ay rın tılı o la rak  gerçek ten  ne an lam a  geld iğ in i an lam ak  iç in  k ü 
çük b ir  g iriş im de b ile  b u lu n sa n ız  k av ray ış ın  b e lirli gö rü n ü m le ri n ih a y e 
tin d e  o rtay a  ç ıkm aya b a ş lay a ca k tır . Böyle um uyorum  çünkü  k arm aşık  s a 
y ıla r ın  s ih ri özelde k ıym et verm eye değer b ir  m ucized ir. M atem atiksel 
g ö ste rim le rin  ü s te s in d e n  geleb iliyo rsan ız  öy lesi çok d a h a  iyi.

Ö ncelikle d iğer sa y ıla rın  karekök leri olup o lm adığ ın ı so rab ilir iz . - 2'ye 
ne d e rs in iz  örneğin? Kolay. W 2  k a rm aşık  sa y ıs ın ın  k a re s i kesin lik le  -2 'd ir ,  
ayn ı şek ilde -iV2 sa y ıs ın ın  da. D ahası h e rh a n g i p o z itif  b ir  a gerçel say ısı 
iç in  iV a'n ın  karesi, - iV a 'n ın  k a re s in d e  o lduğu  g ib i - a 'y a  e ş ittir . B unda 
gerçek  b ir  s ih ir  yok. Peki y a  (a  ve b 'n in  gerçel olduğu) genel a + ib k a rm a
şık  sayısı?

k arm a şık  sa y ıs ın ın  (ve n eg a tif in in  de) k a re s in in  a + ib  o lduğunu  b u lu 
r u z .1431 Böylece y a ln ızca  tek  b ir  n iceliğe (diğer b ir  dey işle  -1) b ir  karekök 
ek lem iş o lm am ıza rağ m en  so n u ç ta  o lu şan  sis tem d ek i h e r  say ın ın  o to m a
tik  o la rak  b ir  kareköke sa h ip  o lduğunu  b u lm u ş oluruzI Bu, rasy o n e lle rd en  
gerçelle re geç işte  o la n d an  epeyce fa rk lıd ır . O d u ru m d a , rasy o n e lle r s is te 
m ine y erle ş tir ilm iş  V2 n iceliğ i tek  b a ş ın a  b iz i hem en  hem en h iç b ir  yere 
g ö tü rm em işti.

E lbe tte  bu  d a h a  baş lan g ıç . Küp kökler, b eş in c i derece kökler, 999. d e 
rece kökler, n. derece kökler, ya da h a t ta  i. derece kök ler üzerine  so ru la r

d© [4.3] Bunu kontrol edin.



so rab ilir iz . M ucizevi o la rak , h an g i k a rm aşık  kökü seçersek  seçelim  ve onu 
h an g i k a rm aşık  say ıya u y g u la rsak  uygu layalım  (0 hariç), b u  p rob lem in  
h e r  zam an  b ir  k a rm aşık  say ılı çözüm ü m ev cu ttu r. (Aslında, n o rm ald e  
p rob lem in , yak ında  göreceğim iz üzere çok say ıd a  fa rk lı çözüm ü m ev cu t
tu r. Y ukarıda  karekök ler iç in  iki çözüm  elde e ttiğ im izi, z  k a rm a şık  sa y ıs ı
n ın  karekökünün  n eg a tif in in  y ine ayn ı z 'n in  b ir  karekökü  o lduğunu , b e 
lir ttik . D aha yüksek  dereceli köklerde d ah a  faz la  çözüm  m evcu ttu r; bkz. 
§5.4.)

Yine de h â lâ  k a rm aşık  say ı s ih rin in  yüzeyin i kazıyoruz. Az önce ile ri 
sü rd ü ğ ü m  şeyi yapm ak  (karm aşık  say ıya a it b ir  lo g a ritm a  kav ram ın ı, b i
ra z d a n  bö lüm  5 'te  göreceğim iz üzere, b ir  kez elde ettiğ im izde) gerçek ten  
o ldukça b a s itt i r . Gerçekte

1 - z  + z4 = 0

ya da
tc + iz  -  V417 z3 + z999 = 0

g ibi po linom  denk lem lerin in  k a rm a şık  say ı çözüm lerine sa h ip  o lm a zo
ru n lu lu ğ u n u  id d ia  eden "ceb irin  tem el kuram ı" o la rak  a d la n d ır ıla n  k u ram  
b ir  m ik ta r  d ah a  d ik k a t çek ic id ir. D aha açık o larak , a0 ,a1, a2, a3, ..., a „ 'n in  
an s ıf ırd a n  fark lı olm ak üzere  verili karm aşık  sa y ıla r  o lduğu

a0 + at z  + a2z 2 +  a3z 3 +  ••• -I- anz n = 0

b iç im indek i h e rh an g i b ir  denk lem in  b ir  çözüm ü h e r  zam an  m evcu t o la 
c a k tır .2 (B urada n , seçm eye özen göste rd iğ im iz  isted iğ im iz  k a d a r  büyük  
h erh an g i b ir  p o z itif  tam sa y ı o lab ilir.) K arş ıla ş tırm ak  iç in  gerçek te b e lir li 
b ir

1 +  z 2 =  0

denklem ine b as itç e  b ir  çözüm  bu lm ay ı o rtay a  koyduğum u an ım sa y a b ili
riz. Geri k a la n ın  tü m ü n ü  özgürce  elde ederiz!

D aha faz la  ile rlem eden  önce, C a rd an o 'n u n  1539 d o la y la rın d a  k arm aşık  
sa y ıla rla  ilk  k a rş ıla ş tığ ı ve o n la rd a  v a r  o lan  s ih irli özellik lerin  b aşk a  b ir  
g ö rünüm üne a i t  b ir  ip u cu  y ak a lad ığ ın d a  ilg ilenm iş o lduğu  p rob lem den

2 Bu z 'nin tek değişken olduğu herhangi b ir  karm aşık polinom un doğrusal çarpan larına ayrıl
m asın ın  dolaysız b ir sonucudur,14 61

oo + a\z + 02z2 +... + anzn = an{z'bi){z'bz)... (z'bn) 
ve norm alde "cebirin temel kuram ı" olarak adlandırılan  şey bu  ifadedir.

M  14.6] D ipnot 2'ye bağlı alıştırm a. Bunu gösterin. İpucu : Bu polinom, z - b  ifadesi verili denk
lemi çözdüğü herhangi b ir  zam an, z -  b'ye "bölünürse" geride kalan h içb ir a r tan  olm adığını 
gösterin.



b ah se tm ey e  değer. Bu p ro b lem  gerçek te , (gerçel) k ü b ik  b ir  denklem in  (di
ğer b ir  dey işle  y u k arıd ak i rı = 3) genel çözüm ü iç in  b ir  ifade bu lm aktı. 
C ardano  genel küb ik  denk lem in  b a s it  b ir  dönüşüm le

x 3 =  3 px  +  2 q

b iç im ine in d irg en eb ild iğ in i b u ldu . B uradak i p ve q gerçel say ı o lm a lıd ır  ve 
denklem de z y erin e  x 'in  k u llan ım ın a  şu  an d a  k arm a şık  say ı çözüm leri ye
r in e  gerçel say ı çözüm leriy le  ilg ilend iğ im iz i b e lirtm ek  iç in  yen iden  dön
düm . C ard an o 'n u n  tü m  çözüm ü 1539'da N iccolö F o n ta n a 'd a n  ("Tartaglia") 
öğrenm iş o lduğu  d ah a  önceki b ir  k ısm i çözüm den, h e r  ne k a d a r  b u  kısm i 
çözüm  (h a tta  tü m  çözüm  bile) d a h a  önce (1526 'dan önce) Scipione del Fer- 
ro  ta ra f ın d a n  b u lu n m u ş o lsa  da, g e liş tirilm iş  gö rü n m ek tey d i.3 C ardano  
(del Ferro) çözüm ü,

w = (q2 - p * ) l

olm ak üzere, e sasen  (m odem  g öste rim le  y az ılm ış haliyle) şuydu:

ı ı
x  =  (q +  w) 3 + (q — w) 3

Şim di b u  denklem ,

q2> p 3

ise  gerçel sa y ıla r  s is tem i iç inde h iç b ir  tem el so ru n a  yol açm az. Bu d u ru m 
da denklem in  y a ln ızca  b ir  gerçel çözüm ü, x ,  m e v c u ttu r  ve a s lın d a  b u  y u 
k a r ıd a  verild iğ i üzere  C ardano(del Ferro) çözüm ü ta ra f ın d a n  doğ ru  o la rak  
o rtay a  konur. B unun la  b ir lik te  in d irg e n e m e z  d u r u m  o la rak  ad lan d ırıld ığ ı 
şekilde,

<72 < P 3

ise  böylece, ş im d i ü ç  ad e t gerçel çözüm  o lm asın a  rağm en  denklem  n e g a t i f  
q2 — p 3 sa y ıs ın ın  karekökünü  iç e rir  ve k a rm a şık  sa y ıla rı dah il e tm eksizin  
çözülem ez. A slında B om belli'n in  (1572 ta r ih li  L ’A lgebra 's ın m  2. b ö lü m ü n 
de) d ah a  so n ra  g ö ste rd iğ i üzere kendim izi k a rm a şık  s a y ıla n  k ab u l etm eye 
ikna  edersek  b u  d u ru m d a  üç gerçel çözüm ün tü m ü  de denklem  ta ra fın d a n

3 Hikayeye göre T artaglia, Cardano'ya kısm i çözüm ünü yalnızca Cardano'nun gizlilik yemini 
etm esi koşuluyla açıklam ıştı. Bu yüzden Cardano çok daha genel olan çözüm ünü bu  yemini 
bozm aksızın yayım layam adı. Bununla birlikte, daha sonra 1543'te Bologna'ya yaptığı b ir 
yolculukta Cardano del Ferro 'nun ölüm ünden sonra ortaya çıkan tezlerini inceledi ve kendi
ni del Ferro 'nun m evcut önceliğine ikna etti. Bunun onu, tüm  bu sonuç lan  1545'te Ars Mag- 
n a 'd a  (Tartaglia ve del F erro 'nun ikisine de teşekkür ederek) yayım lam ak üzere serbest b ı
raktığını düşündü. T artaglia aynı fikirde olmadı ve çekişme çok acı sonuçlar doğurdu. Bkz. 
Wykes, 1985.



doğru  şek ilde ifade e d ilir .4 (Bu an lam lı g e lir  çünkü ifad e  b ize, ik i karm aşık  
sa y ın ın  b irb ir le r iy le  to p la n m a la r ı sayesinde , i 'li te rim  içe ren  k ıs ım la rın  
to p la m a d a  sadeleşip  geriye gerçel say ılı b ir  y a n ıt b ıra k m a s ın a  o lanak  s u 
n a r .)5 B unun la  ilg ili g izem li o lan  şey, p rob lem  h e r  ne k a d a r  k a rm a şık  sa y ı
la r la  h iç b ir  ilişk is i yokm uş g ib i gözükse de, -d en k lem  gerçel k a tsa y ıla ra  
sa h ip  ve tü m  çözüm leri (bu "indirgenem ez" durum da) gerçel olm ak ü z e re -  
denk lem in  bize s ı r f  gerçel say ılı çözüm lerle dönm eye o lanak  vereb ilm esi 
iç in  k a rm aşık  sa y ıla r  d ü n y as ın ın  g ö rü n ü şte  y ab an c ı bö lgesi b o yunca  y o l
cu luk  etm em iz gerekm esid ir. K endim izi düz ve d a r  "gerçel" yo lla  s ın ırla - 
sayd ık  elim iz boş dönerd ik . (İronik b iç im de, o rijina l denk lem in  ka rm a ş ık  
çözüm leri yaln ızca , denk lem in  b u  k arm aşık  yo lcu luğu  içerm esin in  m u tla 
ka gerekm ediğ i d u ru m la rd a  m eydana  gelebilir.)

4.3 Üslü serin in  yakınsaması

Bu d ik k a t çekici gerçeklere k a rş ın  k a rm aşık  say ı s ih ri iç inde  h â lâ  faz la  
yol alm adık . Gelecek çok d a h a  fa z la s ı m evcut! Ö rneğin  k a rm a şık  sa y ıla rın  
değersiz  o lduğu  b ir  a lan  ü slü  seri o la rak  a d la n d ır ıla n  şey in  d a v ra n ış ın a  
ilişk in  b i r  an lay ış su n a r. Ü slü b ir  se ri

b iç im inde  so n su z  b ir  to p lam d ır. Bu top lam  sonsuz  say ıd a  te rim  iç e rd iğ in 
den  d u ru m  se rin in , onun  te rim le rin i to p lam ay a  ne k a d a r  devam  edersek  
edelim  b e lir li b ir  son lu  değere u la şm a m ası dem ek o lan, ıra k sa m a sı o la b i
lir. B ir ö rnek  o la rak  (a0 l , a x 0 ,a2 = 1 ,a3 - 0 ,a4 l , a 5 =  0,a6 =  1, ... o la 
rak  aldığım )

se ris in i ele alın . x  = 1 o la rak  a lırsak , d ah a  so n ra  te rim le ri a r t  a rd a  to p la 
yarak

elde ederiz  ve se rin in  b e lir li b ir  son lu  değere u la şm a s ın ın  h iç b ir  o lanağ ı 
o lm ad ığ ın ı, böylece ıra k sa k  o lduğunu  görürüz . H a tta  x  = 2 'yi den ed iğ i
m izde h e r  b ir  te rim  d a h a  büy ü k  h a le  geld iğ inden  iş le r  d a h a  d a  k arış ır; te 
rim le ri a r t  a rd a  to p lad ığ ım ızd a

4 Daha fazla bilgi için bkz. van der VVaerden, 1985.
5 Bunun sebebi, b irb irin in  karm aşık eşleniği olan iki sayıyı topluyor olm am ızdır ve bu  tü r  b ir

toplam  daim a gerçel b ir  sayıdır. Bkz. §10.1.

a 0 +  at x  + a2x 2 +  a3x 3 +  •••

1 + x 2 + x* + x 6 + x B + -

1, 1 + 1 = 2 , 
1 + 1 + 1 + 1 = 4,

1 + 1 + 1 = 3,

1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5 ,  vb



1, 1 + 4  = 5, 1 + 4  + 16 = 21, 1 + 4  + 16 + 64 = 85, vb 

açıkça ırak sa y an  b ir  se ri elde ederiz. D iğer ta ra f ta n  x  — ^  koyarsak  

1, l + -  =  - , l + - + -  =  - , l + 1 +  -  =  - , l + -  +  -  +  -  =  - , v b
4 4  4 16 16 4 16 16 4 16 64 64

elde ederiz  ve bu  sa y ıla rın  s ın ırla y ıc ı -  değerine sü rek li d ah a  yak ın  hale  

geld iğ i b ir  sonuç o rta y a  çıkar, böylece b u  defa  se ri yak ın sak t ır .

S erin in  x  =  1 ve x  =  2 değerleri iç in  kaç ın ılm az o la ra k  ırak say ıp  * =  ~ 

değeri iç in se  -  değerin i verecek  şek ild e  y ak ın sam asın ın  a l tın d a  y a ta n  n e 

d en i değerlend irm ek , b ir  an lam d a , çok da zo r değ ild ir. B unun  iç in  tü m  se 
r in in  to p lam ın ın  y a n ıtın ı aç ıkça y azab ilir iz  ve böylece

1 +  x 2 + x* +  x 6 + x B + ■■■ =  (1 — x 2) -1

b u lu ru z .1441 x  = 1 değerin i yerine  koyduğum uzda bu  y an ıtı, "sonsuz"6 a n la 
m ına gelen (1 — l 2) = O-1 o la rak  b u lu ru z  ve b u  b ize se rin in , jr'in  o değeri iç in  
ned en  ırak sam ak  zo ru n d a  o ldu ğ u n a  ilişk in  b ir  an lay ış  sağ la r. x  = -  değe

rin i yerine  koyduğum uzda y a n ıt ( l  — =  j  o lu r  ve se ri y u k a rıd a  b e lir 

tild iğ i g ib i gerçek ten  b u  b e lir li değere y ak ın sa r.
T üm  b u n la r  o ldukça m aku l görünüyor. Peki y a  x  =  2 o lduğunda? Bu 

h a ld e  açık  denklem le elde ed ilen  b ir  "yanıt", h e r  ne k a d a r  bu  değeri se ri
n in  te rim le rin i b a s itç e  to p la y a rak  elde edem iyor gö rü n sek  de, m evcu ttu r; 
(1 — 4 )_1 =  — ̂ . Bu y a n ıtı elde edem eyiz çünkü  — -  n ega tifken  b iz yaln ızca  

p o z itif  te rim le ri b irb ir le r iy le  top luyoruz . S erin in  ıra k sa m a s ın ın  nedeni, 
x  =  2 o ld u ğ u n d a  h e r  b ir  te rim in  a s lın d a  x  = 1 o lduğu  d u ru m d a  kend isine  
k a rş ılık  gelen te rim d en  d ah a  büyük  o lm ası ve böylece x  =  2' n in  ıraksak lı- 
ğ ın ın  x  =  l ' i n  ırak sa k lığ ın ı iz lem esid ir. x  = 2 o ld u ğ u n d a  d u ru m  "yanıt"ın  
gerçek ten  sonsuz o lm ası değil fak a t b u  y a n ıta  d o ğ ru d an  se riy i to p lam a g i
rişim iy le  u la şam am am ızd ır. Şekil 4 .1 'de se rin in  a r t  a rd a  gelen te rim le ri
n in  k ısm i b ir  to p la m ın ı (1 — x 2) -1 "yanıt"ıy la b ir lik te  çizdim  ve b u ra d a  
jr 'in  -1  ve +1 değ erle ri a ra s ın d a  k a lm as ın ın  k es in  o la rak 7 sa ğ lan m ası ş a r 
tıy la , k ısm i to p la m la rı g ö s te ren  eğ rile rin  a s lın d a  b u  y an ıtla , (1 — x 2) -1 , 
bek lediğim iz üzere  y ak ın sad ığ ın ı gö reb iliriz . B unun la  b irlik te  b u  ara lık  
d ış ın d a  se ri b a s it  o la ra k  ıra k s a r  ve a s lın d a  h e rh a n g i b ir  son lu  değere de 
u laşm az.

A0 [4.4] Bu ifadenin nasıl kontrol edileceğini görebiliyor musunuz?
‘ Not 2 .4 'ten 0 ‘'in  £ , d iğer b ir deyişle "bir bölü sıfır", an lam ına gelmesi gerektiğini an ım sa

yın. Bu, kural dışı " 0 1 = °° "işlem inin "sonucu”nu  ifade etmek için uygun b ir “stenodur".
7 "Kesin olarak", b itiş  değerlerinin aralığa dahil olm am ası anlam ına gelir.



Ş ek il 4.1 S erin in  (1 -  x 2)~l iç in  s ıra s ıy la  1,1 + x 2, l  + x 1 + x * , l + x 2 + x * + x 6 o lan  k ıs 
m i to p la n ıla n , |x | <  1 iç in  (1 -  x 2) -1 'e  y a k ın sa y a n  ve |* | >  1 iç in  ıra k sa y a n  şek ilde  g ö s te 
rerek  ç iz ilir.

Küçük b ir  a ra sö z  o la rak  d a h a  so n ra  b iz im  iç in  önem li o lacak  b e lir li b ir  
konuya b u ra d a  değinm ek y a ra rlı o lacak. Şu so ruyu  so ralım : y u k arıd ak i 
ifadede  x  =  2 koyarak  elde e ttiğ im iz  denklem ,

1 + 22 + 24 + 26 + 28 + -  =  (1 -  2 2) -1 = 3

gerçek ten  b ir  an lam  ifade ed e r mi? Büyük 18. yüzyıl m a tem atik ç is i Leon- 
h a rd  E u le r sık  sık  b u  tü r  denk lem leri n o t ed erd i ve se rile r in  "yak ınsam ası" 
ve b en zeri k o n u la rla  ilg ili o ilk  z a m a n la rd a  h iç b ir  şey in  uygun  şek ilde a n 
la ş ılm am ış o lm ası gerekçesiy le m a zu r görü leb ilecekken , b u  tü r  sa çm a lık 
la ra  sa d ık  kald ığ ı iç in  o n u n la  k ib a rc a  a lay  etm ek m oda h a lin e  geldi. A slın 
da se rile r le  ilg ili h a s sa s  m a tem atik se l işlem , A ugustin  C auchy ve d iğ e rle 
r in in  ça lışm a la rın a , 18. yüzy ıl so n la rı ve 19. yüzyıl b a ş la r ın a  k a d a r  o rtay a  
çıkm adı. D ahası, b u  h a s sa s  işlem  u y arın c a  y u k arıd ak i denklem  resm en  
"anlam sız" o la rak  s ın ıfla n d ır ılır . Y ine de, E u le r 'in  b u  doğaya sa h ip  açık 
sa çm alık la rı n o t ederken  ne y ap tığ ın ı gerçek ten  b ild iğ i ve k en d ile rin e  gö
re, y u k a rıd a k i denklem in "doğru" say ılm a sın ı g erek tiren  a n la m la r ın  m ev
cu t o lduğu  değ erlen d irm esin i y ap m an ın  önem li o lduğunu  düşünüyorum .

M atem atik te , b ir is in e  a i t  denk lem lerin  ifade e ttiğ i k es in  ve ta m  an lam  
a s lın d a  m u tlak  derecede açık  o lm ak zo ru n d ad ır. B unun la  b ir lik te  so n u ç ta  
d ah a  d e rin  k av ra y ış la ra  yol açab ilecek  "sahne a rk a s ın d a  geçen o lay lara" 
d u y ars ız  o lm am ak d a  e ş it derecede önem lid ir. K esin o la rak  m a n tık lı g ö rü 
nen , ö rneğ in  p o z itif  1 + 4 + 16 + 64 + 256 + ••• te rim le rin in  to p lam ın ın  

o lm asın ın  m üm kün  o lm am ası gerçeğ i g ib i şey lere çok k a tı şek ilde bağ lı 
kalm ak  nedeniy le , b u  tü r  d e rin  k av ra y ış la ra  a i t  g ö rü şü  y itirm ek  ko laydır.



Y erinde b ir  ö rnek o la ra k  x 2 + 1 =  0 denklem ine a i t  gerçel b ir  çözüm  bu lm a 
m a n tık lı saçm alığ ın ı an ım say alım . Çözüm m evcu t değ ild ir; y ine de b u  şe 
k ilde b ıra k ırsa k  k arm a şık  sa y ıla rın  o rtay a  ko n m asıy la  sağ lan an  derin  
k a v ra y ış la rın  tü m ü n ü  ısk a la rız . B enzer b ir  u y a rı x 2 =  2 iç in  rasyone l b ir  
çözüm  b u lm a  saçm alığ ı iç in  de geçerlid ir. G erçekte y u k arıd ak i sonsuz  se
riy e  a i t  — j  y an ıtın a  m a tem atik se l b ir  an lam  verm ek tam am en  o lan ak lıd ır  

fa k a t b ize neye iz in  verilip  neye verilm ed iğ in i söy leyen  k u ra lla r la  ilgili 
d ik k a tli o lunm ak zo ru n d ad ır. Am acım  b u  tü r  k o n u la rı b u ra d a  ay rın tılı 
o la rak  ta r t ışm a k  değ il8 fa k a t b u  doğaya sa h ip  ıra k sa k  se rile re  m o d e m  f i
zik te , özellikle k u an tu m  a lan  k u ram ı a lan ın d a  sıkça  ra s tla n ıld ığ ın a  işa re t 
ed ileb ilir  (özellikle bkz.  §§26.7, 9 ve §§31.2, 13). Bu şek ilde  elde ed ilen  "ya- 
m tla r"m  gerçekten  an lam lı ve d a h a s ı gerçek ten  doğ ru  o lup  o lm ad ık la rına  
k a ra r  verm ek o ldukça h a s s a s  b ir  konudur. A slında b az en  bu  tü r  ırak sak  
ifad e le r  ü ze rin d e  oynam a y a p a rak  son  derece eksiksiz  y a n ıtla r  elde ed ilir  
ve b u n la r  a ra  s ıra  gerçek  fizik i deneyle k ıy a s la n a rak  ça rp ıc ı b iç im de doğ
ru la n ır la r . D iğer ta ra f ta n  çoğu kez bu  k a d a r  şa n s lı o lunm az. Bu h a s sa s  
k o n u la r  gün ü m ü zü n  fizik  k u ra m la rın d a  önem li ro lle re  s a h ip tir  ve k en d ile 
r in i değerlend irm e g iriş im lerim iz le  o ldukça ilg ilid ir. B u rad a  acil önem i 
o lan  konum uz, b u  tü r  açık  b iç im de an lam sız  ifad e le re  d ay a n d ır ıla b ile n  
"an lam "ın  sık lık la , zo ru n lu  b ir  şek ilde k a rm a şık  sa y ıla rın  özellik lerine 
b ağ lı o lu şudu r.

Şim di se rile r in  y ak ın sam ası k o n u su n a  geri dönelim  ve k arm aşık  sa y ı
la r ın  resm e n a s ıl g ird iğ in i görm eyi deneyelim . B unun  iç in  (1 — x 2) _1'den  
y a ln ızca  b ir  p a rç a  fa rk lı b ir  (1  +  at2) -1  fonksiyonunu  d ikka te  a la lım  ve ona 
a it h a s sa s  b ir  ü s lü  say ı g en işlem esi olup o lm adığ ım  görm eye ça lışa lım . Şu 
an  ta m  y ak ın sam a d a h a  o lanak lı g ö rü nüyor çünkü  (1 +  x 2) -1 ifad esi g er
çel sa y ıla rın  tü m  a ra lığ ı b o yunca  p ü rü zsü z  ve so n lu  kalıyor. A slında 
(1 +  x 2) -1 iç in  d ah a  sad e  gö rü n ü m lü  ve d a h a  önce elim izde o la n d an  y a l
n ızca  b ir  pa rça , b irb ir in i tak ip  eden te rim le rin  y a ln ızca  işa re tle rin d e  o lan  
b ir  fa rk a  sah ip  b ir  ü s lü  se ri m e v cu ttu r;14 51

1 -  x 2 + x 4 - x 6 + x 8 -----=  ( 1 +  X 2) - 1.

Şekil 4 .2 'de  seriye a i t  k ısm i to p lam la rı, tıp k ı önceki g ib i, a r t  a rd a  gelen 
b eş  te rim e k ad a r, ( l + x 2) -1 y an ıtıy la  b ir lik te  çizdim . Ş aşırtıc ı gö rünen  
şey  k ısm i to p la m la rın  y a n ıta  h â lâ  y a ln ızca  kesin lik le  -1  ve +1 değerleri 
a ra s ın d a k i a ra lık ta  y ak ın sam as ıd ır . Y anıt so n su za  h iç  g itm ese b ile  bu  
a ra lığ ın  d ış ın d a  b ir  ıra k sa m a  elde eder gö rü n ü rü z . B unu açık  o la rak  d ah a

8 Daha fazla bilgi için örn. bkz. Hardy, 1940.
®  [4.5] Bu iki seri a rasındak i b as it ilişki için temel b ir  neden görebiliyor m usunuz?



Ş e k il  4 .2  K ısm i to p la m la r  
1,1 -  x 2, l  — x z + x* v e l  -  X 1 + 
x* — X6 b e n ze r  şe k ild e  ç iz ild i ve  

fo n k s iy o n u n  x  =  + 1  'de k u su rsu zc a  
iy i ta n ım la n m ış  o lm a sı gerçeğ ine  
rağm en  y in e  |jc| <  1 iken  
y a k ın sa m a  ve  |jc| >  1 ik e n  ıra k sa m a  
m evc u ttu r .

önce ku lland ığ ım ız  üç değeri, x — \ ,  x =  2 ve * =  ^ k u lla n a rak  te s t  ed eb ili

riz  ve önceki g ib i y ak ın sam an ın  y a ln ızca , y a n ıtın  tü m  se rin in  to p lam ı için
4 1-  s ın ırla y ıc ı değeriy le  b ir lik te  doğ ru  o la rak  o rtay a  ç ık tığ ı,x =  -  d u ru m u n d a  

m eydana  geld iğ in i bu lu ruz:

x  = 1: 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, vb,
x  = 2: 1 ,-3 ,  1 3 ,-5 1 ,2 0 5 ,-8 1 9 , vb,

X  j 3 13 51 205 819 ^
2 ' 4 ' 16 ’ 64 ’ 2 56 ’ 1024 ’ '

îlk  d u ru m d ak i "ıraksaklığ ın", gerçek ten  so n su za  ıra k sa m a m a la rın a  ra ğ 
m en h iç d u ru lm ay an  k ısm i to p la m la rın  b a s it  b ir  h a ta s ı o lduğunu  n o t ed e
lim .

Bu neden le  tek  b a ş ın a  gerçel sa y ıla r  söz k onusu  o ld u ğ u n d a  se riy i g e r
çek ten  to p lam ak la  se rin in  so n su z lu k tak i to p lam ın ı göste rm esi gereken 
"yanıt"a do laysız  geçiş a ra s ın d a  kafa  k a rış tır ıc ı b ir  uyuşm azlık  m ev cu t
tu r . Önceki d u ru m d a  s ık ın tın ın  o rtay a  çık tığ ı y erle rde  k ısm i to p lam la r, 
so n su z  to p lam ın  farzed ilen  y an ıtı, (1 -t- x 2) -1 , bu  y erle rde  h iç de fa rk  ed i
le b ilir  h e rh a n g i b ir  özellik g öste rm em esine  rağm en  "uçuşa geç”er  (ya da 
d a h a  çök çılg ın  g ib i aşağ ı ve y u k arı sa llan ır). G izem in çözüm ü, ilg im izi 
gerçel değerlerle  s ın ırla m a k  yerine  k arm aşık  değerle ri ince le rsek  b u lu n a 
cak tır.

4.4 Caspar VVessel'in karmaşık düzlemi

B u rad a  ne o lduğunu  görm ek iç in  k a rm a şık  sa y ıla rın  Ö klit d ü z lem in d e
ki s ta n d a r t  g e o m e tr ik  g ö ste rim in i ku llan m ak  önem li o lacak tır . C aspar 
VVessel 1797'de, Je a n  R obert A rgand 1806'da, Jo h n  VVarren 1828'de, ve de 
C ari F rie d rich  G auss 1831'd en  önce, h e r  b ir i b ağ ım sız  o larak , karm aşık  
sa y ıla rd a  to p la m a ve ça rp m a iş lem leriy le  ilg ili aç ık  geom etrik  y o ru m la rd a



b u lu n d u k la rı k a r m a ş ık  d ü z le m  fik rin i ele a ld ıla r  (bkz. Şekil 4.3). Şe kil 
4 .3 'te  x  ek sen in in  y a tay  o la ra k  sağa , y  ek sen in in  düşey  o la ra k  y u karıya  
g ittiğ i b ir  şek ilde s ta n d a r t  K artezyen eksen leri ku lland ım .

z  = x  + ıy

k arm aşık  say ıs ı düzlem de (x, y) K artezyen k o o rd in a tlı b ir  n o k ta  o larak  
göste rild i.

Şim di k a rm aşık  z  = x  + i y  s a y ıs ın d a  y  = 0 o lan  özel b ir  d u ru m  o larak  
gerçel b ir  x  say ıs ın ı düşüne lim . Bu d u ru m d a  d iyag ram ım ızdak i x  ek sen i
n in  gerçel say ı  d o ğ ru su n u  (diğer b ir  dey işle  düz b ir  çizgi b o yunca  d o ğ ru 
sa l o la rak  düzen lenm iş gerçel sa y ıla r  b ü tü n ü n ü ) tem sil e ttiğ in i d ü şü n ü 
rüz. Böylece k arm aşık  düzlem  bize, gerçel sa y ıla r  s is tem in in  k a rm aşık  s a 
yı s is tem i b ü tü n ü  h a lin e  gelm ek iç in  d ışa  doğru  n a s ıl gen işled iğ ine  ilişk in  
d o ğ ru d an  resim li b ir  g ö ste rim  su n a r. Bu gerçel say ı d o ğ ru su  sık lık la  k a r 
m aşık  düzlem deki "gerçel eksen" o la rak  a d lan d ır ılır . B una bağ lı o la rak  y  
eksen i "san al eksen" o la rak  a d la n d ır ılır  ve i 'n in  b ü tü n  gerçel ç a rp a n la rın 
d an  o lu şu r.

Şim di gelin  ü slü  se rile r  b iç im inde  gösterm eye ça lış tığ ım ız  iki fo n k si
y onum uza geri dönelim . B un ları x  gerçel değ işken in in  fonksiyon ları, 
(1 — ar2) _1ve (1 +  x 2)_1, o la rak  a ld ık  fa k a t şim d i b u n la rı k a rm a şık  b ir  z d e
ğ işken ine de uyacak  şe k ild e  gen işle teceğiz . B unu y ap m ak ta  h e rh a n g i b ir  
so ru n  y o k tu r  ve gen işlem iş fon k siy o n la rı s ıra s ıy la  b a s itç e  (1 — z 2) -1 , 
(1 +  z 2) -1 o la rak  y azarız , ilk  gerçel fonksiyon, (1 — x 2) -1 , d u ru m u n d a  
"ıraksam a" s ık ın tıs ın ın  ne red e  b a ş la d ığ ın ı a y ır t edeb ild ik  çünkü  fo n k si
yon iki yerde , x  =  — 1 ve x  =  +l£efciZdir (sonsuz h a le  gelm e anlam ında); f a 
k a t (1 +  x 2) -1 'de bu  iki yerde  a s lın d a  gerçek h iç b ir  tek illik  görm edik. Bu
n u n la  b ir lik te  k a rm aşık  z  d eğ işken i söz konusu  o lunca b u  iki fonksiyonun

Ş e k ü  4 .3  z  = x  + i y  'n in  k a rm a ş ık  
d ü zle m i. (x, y ) K artezyen  ko o rd i
n a tlarında , y a ta y  o larak sa ğ a  u za 
n a n  x  ek sen i g e rç e l eksen , d ü şe y  
olarak  y u k a r ı u za n a n  y  e k sen i s a 
n a l  eksend ir.

Sanal eksen

J k

3i

- l+ 2 i 2i
y

1+2İ z =x+iy

I
-1 + i i 1+i 2+i ! 3+i 

1 I 1
-1 0 1 2 X 3 Gerçel e

- 1 - i - i 1-i 2 -i 3-i



b irb ir le r iy le  çok d a h a  faz la  e ş it h a ld e  o ld u k la rın ı gö rü rüz . (1 - z z) _1'n in , 
o rijine, gerçel eksen üzerin d e  b irim  uzak lık ta  o lan  iki yerde , z =  ± l 'd e  te 
k illik le re  sa h ip  o lduğunu  n o t ettik ; fa k a t şim d i (1 -  z 2) -1 'n in  de o rijine  s a 
n a l eksen  üzerin d e  b irim  u zak lık ta  o lan  ik i yerde , (1 +  z 2 =  0 o ld u ğ u n 
dan) z =  ±i,  tek illik lere  sa h ip  o ld u ğ u n u  görürüz.

Peki am a b u  k arm aşık  tek illik le rin , ilg ili ü s lü  se rile r in  ırak sa m a  y ad a  
yak ın sam a so ru n u y la  ne ilg is i var? Bu so ru n u n  ça rp ıc ı b ir  y an ıtı m ev cu t
tu r . Şu an d a  ü s lü  se rile rim iz i gerçel değ işken  x 'te n  d ah a  çok k arm a şık  d e
ğişken  z 'n in  fonksiyon la rı o la ra k  d ü şü n ü y o ru z  ve se rile rin , z 'n in  karm aşık  
düzlem de b u lu n d u ğ u  yere göre y ak ın sad ığ ı y a  d a  ırak sa d ığ ı konum ları 
so rg u lay ab iliriz . H erhang i b ir  ü s lü  se ri

a0 + a t z +  a 2z 2 +  a 3z 3 +  —

için  d ik k a t çekici genel y a n ıt,9 k a rm aşık  düzlem de ya k ın sa k l ık  çem beri  
d en ilen  0 m erkezli b ir  çem berin , k a rm a şık  say ı z kesin lik le  çem ber d ış ın 
d a  y e r a lıy o rsa  seri, z 'n in  o değeri iç in  ırak sa rk en , kesin lik le  çem ber iç in 
de y er a ld ığ ın d a  z 'n in  o değeri iç in  se rin in  y ak ın sam ası özelliğ ine sah ip  
b ir  çem berin  m evcu t o lu şu d u r. (Serinin z gerek te çem ber üzerindeyken  y a 
k ın say ıp  y ak ın sam am ası b ir  şek ilde , h e r  ne k a d a r  §§9.6, 7 'de  geleceğim iz 
k o n u la rla  ilin tili o lsa  da, b u ra d a  ilg ilenm eyeceğim iz h a s sa s  b ir  konudur.) 
Bu ifadeye se rile rin , yak ın sak lık  çem beri s ıf ır  y a rıç ap a  d a ra ltıld ığ ın d a  
z 'n in  s ıf ır  o lm ayan  tü m  değerle ri iç in  ırak sa d ığ ı ve çem ber so n su z  y a r ıç a 
p a  g en iş le tild iğ in d e  tü m  z 'le r  iç in  y ak ın sad ığ ı iki s ın ırla y ıc ı d u ru m u  dah il 
ed iyorum . V erili belli b ir  fonksiyon  iç in  yak ın sak lık  çem b erin in  as lın d a  
nerede  o ld u ğ u n u  bu lm ak  üzere  fonksiyonun  tek illik le rin in  k a rm a şık  d ü z 
lem in  n e re s in d e  k o n u m lan d ık la rın ı görm eye ça lış ırız  ve m erkezi o rijinde, 
z =  0, olup iç bö lgesinde h iç b ir  tek illik  b a rın d ırm a y a n  en  b ü yük  çem beri 
(diğer b ir  dey işle  o rijine en  yak ın  tek illik  boyunca) çizeriz.

Az önce ilg ilendiğ im iz özel (1 — z 2) -1 ve (1 + z 2) -1 d u ru m la rın d a k i te 
k illik le r, (k a rş ıt b iç im de g ö rü n en  b az ı p o lin o m lar k ay b o ld u ğ u n d a  o rtay a  
çıkan) k u tu p la r  d en ilen  b a s it  b ir  tü rd e d ir. B u rad a  bu  k u tu p la r ın  tü m ü  
o rijine  b irim  u zak lık ta  b u lu n u r  ve h e r  iki d u ru m d a  da yak ın sak lık  çem be
r in in  o rijin  e tra fın d ak i b irim  çem ber o lduğunu  görürüz . Ç em berin  gerçel 
eksen le b u lu ş tu ğ u  y erle r h e r  iki d u ru m d a  da ayn ıd ır; z =  ± l 'l e  g ö ste rilen  
iki n o k ta  {bkz. Şekil 4.4). Bu, ik i fonksiyonun  ayn ı a lan d a  ned en  y ak ın sa 
y ıp  ırak sa d ığ ın ı aç ık lar; b a s itç e  gerçel değ işken lerin  fo n k siy o n la rı o lm a
la rın d a n  k ay n ak lan an  öze llik lerin in  o rtay a  koym adığ ı b ir  gerçek. Böylece 
k a rm aşık  sa y ıla r  bize, ü s lü  se rile rin , o n la rın  gerçel değ işken li y a p ıla r ın ın

9 Örn. bkz. Priestly, 2003, s.71 -"yakınsaklık  yançapı"yla ilgili o larak - ve Needham, 2002, s. 
67, 264.



Ş e k i l  4.4 K arm aşık  d ü z 
le m d e  (1 -  z2) - ‘ ve  
(1 +  z 2) -1 fo n k s iy o n la r ı, il
k i iç in  k u tu p la n  z =  +1  'de 
ve  İk in c isi iç in se  z =  ± i '  de  
o la n  ve  ik is i  de  orijine ayn ı 
(birim i u za k lık ta k i ayn ı 
y a k ın s a k lık  çem b erin e  sa 
h ip tir.

b a s it  o la rak  d ikkate a lın m a sıy la  e r iş ileb ilir  o lm ayan  d a v ra n ış la rıy la  ilg ili 
d erin  k av ra y ış la r  sağ lar.

4.5 Mandelbrot kümesininin oluşturulması

Bu bö lüm ü b itirm ek  üzere  gelin  y ak ın sak lık /ırak sak lık  k o n u su n u n  b a ş 
ka b ir  tü rü n e  göz a ta lım . Bu, M andelbro t  k ü m e s i  o la ra k  b ilinen , §1.3 'te 
b ah sed ilen  ve Şekil 1 .2 'de g ö ste rilen  o la ğ an ü stü  y ap ın ın  o lu şu m u n u n  te 
m elinde y a ta r . A slında bu , küm enin  o la ğ an ü stü  k a rış ık lığ ı d ikkate  a l ın ır 
sa , y a ln ızca  VVessel'in k a rm a şık  düzlem in in  şa ş ır tıc ı  b iç im de b a s it  b ir  
yo lla  ta n ım la n ab ilen  b ir  a l t  küm esid ir. T üm  yapm am ız gereken, c 'n in  se 
çilm iş karm aşık  b ir  say ı o lduğu , y ine lenen  y e r  d eğ iş tirm e  işlem lerin i,

z *—> z 2 +  c,

incelem ek tir, c' yi k a rm a şık  düzlem de b ir  nok ta  o la rak  d ü şü n ü r  ve z =  0 
ile b aş la r ız . D aha so n ra  b u  dönü şü m ü  yine ler iz  (diğer b ir  dey işle  d u rm a 
d an  te k ra r  te k ra r  uygularız) ve z n o k ta s ın ın  düzlem de n a s ıl d av ran d ığ ın a  
bakarız . Sonsuza doğru  u zak la şıy o rsa , c n o k ta s ı beyaz renk le  g ö ste rilm e
lid ir. H içb ir şek ilde so n su z a  doğru  u za k la şm ad a n  h e rh a n g i s ın ırlı b ir  b ö l
gede gez in iyorsa  b u  d u ru m d a  c s iy ah  renk le  g ö ste rilm elid ir . S iyah bölge 
b ize M andelb ro t kü m esin i verir.

Bu işlem i b iraz  d a h a  ay rın tılı aç ık layalım . Y inelem e ne şek ilde devam  
eder? ilk  o la rak  c’yi sa b itle riz . Sonra b ir  z n o k ta s ı a l ır  ve z 'n in  z 2 + c o la 
cağı şek ilde dönü şü m ü  uygu larız . Sonra b u n u  yen iden  u y g u la r, böylece



z 2 +  c 'dek i "z" yerine, z 2 +  c koyarız  ve (z2 +  c)2 +  c elde ederiz. D aha so n 
ra  z 2 +  c 'dek i "z" yerine  (z2 +  c )2 +  c koyarız  ve böylece ifadem iz 
((z2 +  c)2 +  c )2 +  c h a lin e  gelir. Y ine z 2 +  c 'dek i "z" yerine , ((z2 +  c)2 +  
c)2 +  c koyarak  (((z2 +  c)2 +  c )2 +  c )2 + c elde eder ve b u  şek ilde devam  
ederiz.

Ş im di z =  0 ifadesiy le  b aş lay ıp  y inelem eyi bu  şek ilde y ap tığ ım ızd a  ne 
o lacağ ına bakalım . (Y ukarıdaki ifad e lerd e  b as itç e  z =  0 koyabiliriz.) Bu 
d u ru m d a

0, c, c2 +  c, (c2 +  c)2 +  c, ((c2 +  c)2 +  c)2 +  c, ...

d iz is in i elde ederiz. Bu bize k a rm a şık  düzlem deki n o k ta la r ın  b ir  a rd ıllığ ı
n ı verir. (Bu tü r  şey lerle b ir  b ilg isay a rd a , bağ ım sız  h e r  b ir  k a rm aşık  c s a 
y ısı seçim i için , yukarıdak i ceb irse l ifad e leri k u llanm ak  yerin e  s ır f  say ısa l 
o la rak  ça lış ılab ilir . H esap lam ay la  ilg ili o la rak  h e r  d e fas ın d a  a ritm e tik  y e 
n ilem eyi yapm ak  çok d ah a  "ucuzdur".) Bu d u ru m d a  verili h e rh an g i b ir  c 
değeri iç in  iki şeyden  b ir i söz k o n u su  o lab ilir: (i) d iz in in  n o k ta la r ın ın  so 
nuç o larak , d iz in in  s ın ırs ız  o lu şu  an lam ın a  gelm ek üzere, o rijinden  g ittik 
çe d ah a  büyük  a ra lık la rla  u zak la şm as ı, ya da (ii) h e r  b ir  no k tan ın , d iz in in  
sınırlı o lu şu  an lam ın a  gelm ek üzere, karm aşık  düzlem de o rijinden  sa b it 
b ir  u zak lık ta  (diğer b ir  dey işle orijin  m erkezli b ir  çem ber içinde) b u lu n m a 
sı. Şekil 1 .2a'da, siyah  bö lgen in  tü m ü  M an d elb ro t küm esin in  kend isi o l
m ak üzere, s iy ah  bö lge ler c 'ye a it s ın ırlı b ir  dizi veren  konum larken  (ii), 
beyaz bö lge ler c'ye a it s ın ırs ız  d u ru m d ak i k o n u m la rd ır  (i).

M an d e lb ro t küm esindek i karm aşık lık , y inelem eli d iz in in  s ın ırlı k a la 
b ilm esin in  çok çeşitli ve sık lık la  büy ü k  o ran d a  k arış ık  y o lla rın ın  v a r  o lu 
şu  gerçeğ inden  kaynak lan ır. D üzlem  e tra fın d a  çeşitli k a rm a k arış ık  b iç im 
le rde  se rp iş tir ile n  döngü le rin  ve çeşitli tü rd e  "neredeyse" d ö ngü le rin  ay 
r ın tıl ı  k o m b in asy o n la rı m evcu t o la b ilir  fak a t bu  küm enin  o la ğ an ü s tü  k a 
rış ık lığ ın ın  n as ıl m eydana geld iğ iy le ilg ili h erh an g i b ir  a y rın tıy ı ve k a r 
m aşık  ana liz le  sayı k u ram ın ın  nereye d ah il o lduğunu  an lam ay a  ça lışm ak  
biz i büyük  o ran d a  a lan  d ış ın a  ç ıkarır. îlg ili okuyucu d ah a  faz la  b ilg i ve 
resim  iç in  Peitgen  ve R eich ter, 1986 ile Peitgen  ve Saupe, 1988'e b a ş v u ra 
b ilir  (ayrıca bkz. D ouady ve H u b b ard , 1985).



LOGARİTMALARIN, ÜSLERİN VE 
KÖKLERİN GEOMETRİSİ

5.1 Karmaşık cebirin geometrisi

Önceki bö lüm ün  so n u n d a  ta r t ış ı la n  k a rm aşık  say ı s ih rin e  ilişk in  g ö rü 
n ü m le r  pek  çok incelik  içerir, o h a ld e  b iraz  geri çekilelim  ve s ih rin  baz ı 
d a h a  tem el fak a t y ine de e ş it derecede es ra ren g iz  ve önem li p a rç a la rın a  
göz a ta lım , tik  o la rak  §4.1 'de ras tlad ığ ım ız  to p lam a ve ça rp m a k u ra lla r ı
n ın  karm aşık  düzlem de geom etrik  o larak  n a s ıl g ö ste rild iğ in e  bakalım . 
B un ları s ıra s ıy la  Şekil 5.1a ve b 'd e  çizild iğ i üzere p ara le lk en a r  y a sa s ı ve 
benzer  üçgen  y a sa s ı b iç im inde  göste reb iliriz , öze llik le , w  ve z genel k a r 
m aşık  sa y ıla rı iç in  w + z ve w z 'y i göste ren  n o k ta la r  s ıra s ıy la  şu  id d ia la r 
la  belirlen ir:

0 , w, w + z, z  b ir  para le lkenar ın  köşeleridir

ve

köşeleri 0, 1, w ve 0, z, wz o lan  üçgenler  benzerdir .

Ş ek il 5.1 K arm aşık  say ı ce b ir in in  tem el y a sa la rın ın  g eom etrik  aç ık lam ası, (a) T o p lam an ın  
p a ra le lk e n a r  y asası: 0 , w , w  + z , z  n o k ta la n  b ir  p a ra le lk e n a r ın  k ö şe le rin i verir, (b) Ç a rp 
m a n ın  b e n z e r üçgen  y a sa s ı: k ö şe le ri 0, 1, w  ve 0, z , w z  o lan  ü çg en le r  b en zerd ir.



(B urada düzenlenm e ve uyum un n o rm al eğ ilim leri ben im sen iyor. B unun la  
dem ek is ted iğ im  şu  ki; p a ra le lk e n a r  e tra f ın d a  döngüse l o la rak  ile rleriz  ve 
böylece w’d an  w +  z 'ye  k a d a r  o lan  doğru  p a rç a s ı O 'dan z 'ye k a d a r  o lan  
doğru  p a rç a s ın a  p a ra le ld ir , vb, d ah a s ı ik i üçgen  a ra s ın d ak i benzerlik  il iş 
k is inde  içerilm iş  h e rh an g i b ir  "yansım a"ya gerek yok tu r. A yrıca üçgen  ya 
da p a ra le lk e n a rla rın  çe şitli b iç im lerde  bozu lduğu  özel d u ru m la r  m ev cu t
tu r.)1511 İlg ilenen  okuyucu bu  k u ra lla r ı tr ig o n o m etri ve do laysız h e s a p la 
m ayla  s ın a y a b ilir .15-21 B unun la b ir lik te  b u  şeylere, ay rın tılı h esap la m an ın  
önüne geçen ve d ah a  d erin  k av ra y ış la ra  o lanak  sağ layan  b aşk a  tü r lü  b ir  
bak ış d a  m evcu ttu r.

Gelin to p la m a ve çarpm ayı, tü m  k arm aşık  düzlem i ken d isin e  gönderen  
değ işik  g ö n d er im ler  (ya da "dönüşüm ler") b iç im inde ele alalım . V erili h e r 
h an g i b ir  k a rm aşık  w  say ısı, rasg e le  b ir  z  k a rm aşık  sa y ıs ın a  u y g u la n d ı
ğ ın d a  s ıra s ıy la  w 'yu z 'ye ekleyecek ve w ’n u n  z ile ça rp ım ın ı a lacak  iş lem 
le r  o la rak  b ir  "top lam a gönderim i"n i ve b ir  "çarpm a gönderim i"n i ta n ım 
lar;

z 1—> w -t- z ve z  ı—> wz.

T oplam a gönderim in in , k a rm aşık  düzlem i b o y u t ya da b iç im inde herh an g i 
b ir  döndü rm e ya da değ işim  o lm aksız ın  (d ö n ü ş ü m le  ilg ili b ir  ö rnek  iç in  
bkz. §2.1), 0 o rijin in i w n o k ta s ın ın  y erin e  a la rak  b as itç e  k ay d ırd ığ ın ı g ö r
m ek kolaydır; bkz. Şekil 5.2a. P ara le lk en a r y a sa s ı tem elde b u n u n  b ir  yen i
den  ifad e len d irilm es id ir . Peki ya ça rp m a g ö nderim inden  ne haber?  Bu o r i
jin i sa b it  b ırak ıp  b iç im le ri k o ruyan  ve l ' i  w n o k ta s ın a  gönderen  b ir  d ö n ü 
şüm  sağ la r. Genel d u ru m d a  (yansım asız) b ir  döndürm eyle düzen li b ir  ge-

Ş ek ıl 5.2 (a) "+w" to p la m a  g önderim i O'ı vı^ya g ö n d ererek  k a rm a şık  düzlem in  b ir  d ö n ü şü 
m üne o lan ak  sa ğ la r, (b) “xw "  ç a rp m a gönd erim i l ' i  w 'y a  g ö n dererek  k a rm a ş ık  düzlem in  
b ir  d ö n d ü rü lm e si ve g en iş lem esine  (ya d a  d a ra lm asın a ) o lan ak  sa ğ la r.

-© [5.11 Çeşitli olasılıkları inceleyin. 
[5.2] Bunu yapın.



Ş e k il  5 .3  K arm aşık  d ü z le m d e  "i ile  çarp m a " belirli iş lem i 
"dik açı kad a r d ö n d ü rm e " g e o m e tr ik  d ö n ü şü m ü  olarak g er
ç ek leş tir ilir . "G izem li" i 2 -  - 1  iş le m i g ö rü n ü r  kılın ır.

n işlem ey i (ya da dara lm ay ı) b ir le ş tir ir ; bkz. Şekil 5 .2b.15-31 B enzer üçgen  y a 
sa s ı b u n u  etk in  b iç im de g ö ste rir. Bu gönderim  b iz im  iç in  §8.2’de özel b ir  
önem e sa h ip  olacak.

B elirli w = i d u ru m u n d a , ça rp m a göderim i b a s it  o la rak  b ir  d ik  açı ^ n )  

k a d a r  sa ğ d an  (saa t y ö n ü n ü n  te rsine) b ir  d ö ndürm ed ir. B unu ik i kez uy g u 
la rsa k  orijinde b a s it  b ir  y an s ım a  o lan  n  k a d a r  b ir  dön d ü rm e elde ederiz; 
d iğer b ir  dey işle  b u  h e r  b ir  k a rm a şık  z say ıs ın ı kend i n eg a tif in e  gönderen  
b ir  ça rp m a gönderim id ir. Bu b ize "gizemli" i2 =  —1 denk lem in in  g rafik le  
g ö ste rilen  b ir  g e rçek le ş tir iliş in i su n a r  (Şekil 5.3). "i'y le ça rpm a" işlem i ge
om etrik  dönüşüm  o la rak  "b ir d ik  açı k a d a r  döndürm e" b iç im inde  gerçekle
şir. Bu şek ild e  bak ılınca , b u  iş lem in  "karesi"n in  (diğer b ir  dey işle  ik i kez 
yapm a), "negatifin i alm a" işlem indek i aynı etk iy i verm e gerek liliğ i o k a d a r  
da gizem li görünm ez. E lb e tte  bu , karm aşık  ceb irin  bu  k a d a r  iyi iş lem esine  
ilişk in  neden le  ilg ili s ih ir  ve gizem i o r ta d a n  kald ırm az . Ya d a  b ize b u  s a 
y ıla r ın  açık fiziki ro lle rin d e n  bahse tm ez . Ö rneğin  şu  so ru  so ru lab ilir : niye 
yaln ızca  b ir  düzlem de d ö n d ü rü lsü n , üç b o y u tta n  ne h ab e r?  Bu so ru la rın  
çeşitli gö rü n ü m lerin e  özellik le §§11.2, 3, §18.5, §§21.6, 9, §§22.2, 3, 8-10, 
§33.2, ve §34.8’de yöneleceğim .

D üzlem de yer a la n  b ir  k a rm a şık  sayıyı aç ık larken  düzlem deki b ir  nok
ta  iç in  s ta n d a r t  K artezyen  k o o rd in a tla rı, (x, y), k u llan d ık  fak a t a l te rn a tif  
o la rak  k u tu p sa l k o o rd in a tla r ı, [r, 6\, k u lla n ab ilird ik . B u rad a  p o z itif  gerçel 
r  sa y ıs ı, orijine o lan  u zak lığ ı  ve 6 aç ıs ıy sa  o rijinden  z  n o k ta s ın a  çizilen  
çizgiyle gerçel eksen  a ra s ın d a  o lu şa n  ve s a a t  yönüne te rs  yönde ölçülen  
açıy ı  b e lir tir ; bkz. Şekil 5.4a. Bazen

r  =  |z|

şek linde  y az ılan  r  n ice liğ i k a rm a şık  z  sa y ıs ın ın  m o d ü lü  ve 8 ise  onun  a r
g ü m a n ı  (ya da bazen  k u an tu m  k u ram ın d a  fa z ı )  o la rak  a d la n d ır ılır , z  =  0

^  [5.3] Bunu ayrıntılı hesaplam a ve trigonom etri olm aksızın gösterm eye çalışın. İpucu: Bu 
karm aşık düzlem in "doğrusal" yapısın ın  korunduğunu gösteren, w (zx + z 2) ”  wzı + w z2, ve 
b ir  dik açı boyunca döndürm enin, diğer b ir  deyişle dik açıların  korunduğunu gösteren, 
ıv(iz) = i(wz) "dağılma yasası"nın  b ir sonucudur.



Ş ek il 5.4 (a) K artezyen  (x, y ) 'den  k u tu p sa l [r, tfl'ya geçerken  elim izde, m odül, r  =  |z |, o r iji
ne  o lan  u zak lık  ve a rg ü m an , 0, o rijin d en  z  n o k ta s ın a  çiz ilen  çizg iy le  gerçe l eksen  a r a s ın 
d a  o lu şa n  ve s a a t  yönüne te rs  yönde ö lçü len  açı o lm ak üzere  z  =  x  + iy  =  r e te ifad es i 
m ev cu ttu r , (b) —jt  < 8  < jr 'd e  ıs r a r  e tm ezsek , f fy a  2 n "in  h e r  tü r lü  tam sa y ı k a tın ı ek leye
rek  z 'n in  o rijin  e tra f ın d a  pek çok kez d o la n m a s ın a  o lan ak  sa ğ lay ab iliriz .

d u ru m u n d a  0'yı d e r t e tm em iz gerekm ez fa k a t r ’yi h â lâ  o rijine o lan  u za k 
lık, b u  d u ru m d a  b a s it  o la rak  r  =  0 veren  uzaklık , o la rak  tan ım lay ab ilir iz .

K esinlik iç in  0 'n ın  b e lir li b ir  a ra lık ta , ö rneğ in  (s ta n d a r t b ir  düzen  olan) 
—n < 9  < n  a ra lığ ın d a  yer a lm as ın d a  ıs ra rc ı o lab iliriz . A lte rn a tif  o la rak  
a rg ü m an ı yaln ızca , kend isine  h e rh a n g i b ir  şeyi etk ilem eksizin  27r'nin ta m 
say ı k a tla r ın ı eklem em ize iz in  verilen  b e lirs iz lik te  b ir  şey o la rak  d ü şü n e 
b iliriz . Bu, açıy ı ö lçerken b ize o rijin  e tra f ın d a  h e r  iki yönde de d iled iğ im iz 
çok luk ta  do lanm aya izin  verm e m e se le s id ir  (bkz. Şekil 5.4b). (Bu ik inci b a 
kış aç ıs ı gerçek te  d ah a  d erin  o la n ıd ır  ve b ira z d a n  b iz im  iç in  b az ı a n la m la 
r ı o lacak tır.) Şekil 5 .5 'ten  ve tem el trig o n o m etrid en , 9 =  tan_1(y A )  çok d e
ğerli ta n -1 fo n k siyonunun  b e lirli b ir  değerin i ifade etm ek üzere,

x  =  rcos 9 ve y  =  r  sin G

ve te rs in d e n

r  =  J x 2 + y 2 ve 9 =  tan-1 -

o ld u ğ u n u  görm ekteyiz. (Tüm trig o n o m e tri b ilg is in i u n u tm u ş  okuyucu lar 
için; ilk  iki denklem  y aln ızca  b ir  aç ıya  a it s in ü s ve k o sin ü s ta n ım la rın ın  
d ik  aç ılı b ir  üçgen y ard ım ıy la  yen iden  ifad e  ed iliş id ir: r  h ip o te n ü s  olm ak 
üzere  "b ir aç ın ın  k o sin ü sü  kom şu  k en a rın ın  h ip o te n ü se  bölüm ü" ve "b ir 
aç ın ın  s in ü sü  k a rş ı k en a rın  h ip o te n ü se  bö lüm üdür"; so n rak i ik is i P isago r 
teo rem in i ifad e  ed e r ve te rs  b iç im de "b ir aç ın ın  ta n ja n tı k a rş ın ın  kom şuya 
bö lüm üdür."  ta n -1'in  bö lüm  şek linde te rs  değil ta n ja n tın  ters f o n k s iy o n u  
o lduğu  b e lirtilm e lid ir; böylece y u k arıd ak i 0 = tan-1 (y /x )  denklem i 
tan 9 = y / x  y erine  ku llan ılır. Son o la ra k  ta n -1'de, 6'ya 27r'nin h e r  tü r lü  tam -



Ş e k i l  5 .5  K arm aşık  b ir  sa y ın ın  K artezyen  
ve  k u tu p sa l b iç im leri a ra s ın d a k i b a ğ ın tı:  
x  = rco s 0 ve  y  = r s in  0  ve  te r s in d e n  
r  = J x 2 + y 2 ve 0  -  ta n ~ '(y /x ) .

say ı k a tı ek lenebild iğ i h a ld e  denk lem in  h â lâ  geçerli o lu şu n d a  be lirsiz lik  
m evcu ttu r.)45

5.2 Karmaşık logaritma fikri

Şu h a ld e  iki k a rm a şık  sa y ın ın  ça rp ım ın a  ilişk in  "benzer üçgen yasası" , 
Şekil 5.1 'd e  g ö ste rild iğ i ha liy le , iki k a rm aşık  say ıy ı ça rp tığ ım ızd a  on la rın  
a rg ü m a n la rın ı to p lay ıp  m o d ü lle rin i çarpm am ız gerçeği b iç im inde yen iden  
ifad e  ed ileb ilir .1541 B u rad a  a rg ü m a n la ra  ilişk in  y a sa  söz k o nusu  olduğu  
o ran d a  ça r p m a y ı  to p la m a y a  d ö n ü ş t ü r d ü ğ ü m ü z  ça rp ıc ı gerçeğ in i n o t 
edin. Bu gerçek k ay d ırm a k u ra lıy la  g öste rild iğ i üzere  (Şekil 5.6) logari tm a  
k u llan ım ın ın  tem elid ir  (iki sa y ın ın  ça rp ım la rın ın  lo g a ritm as ı on la rın  loga
r itm a la r ı  to p lam ın a  e ş ittir : log ab =  log a +  log i)  ve b u  özellik  ilk  za m a n la r 
h esap la m a u y g u la m a la rın d a  tem el b ir  önem e sa h ip  o lm u ş tu .46 Ç arpm a iş 
lem im izi yapm ak  iç in  ş im d i e lek tron ik  h esap  m ak ine leri ku llan ıyoruz. Bu, 
b ir  k ay d ırm a k u ra lı ya da log cetvelleri k u lla n m a k tan  çok d ah a  h ız lı ve 
k esin  o lm asına  rağ m en  güzel ve son  derece önem li lo g a ritm a lı iş lem lerin  
do laysız deneyim in i ed inm ezsek  kav ray ış ım ıza  ilişk in  belirley ic i derecede 
önem li b ir  şeyi kaybederiz . L o g aritm ala rın , k a rm a şık  sa y ıla rla  ilişk i iç in 
de oynayacağ ı d erin  b ir  ro le  sa h ip  o lduğunu  göreceğiz. A slında karm aşık  
b ir  sa y ın ın  arg ü m an ı, be lirli, aç ık  b ir  an lam da , gerçek ten  b ir  lo g a ritm a
d ır . B unun n as ıl m eydana  ge ld iğ in i an lam ay a  ça lışacağız .

45 Ayrıca trigonom etrik fonksiyonlar cotfl = cosfl/sinfl =  (tan 9) sec 0 = (cos 0) 1, ve 
cosec S =  (sinö)-1 da trigonom etrik  fonksiyonların  "hiperbolik" biçim leri, sinht = ~(e‘ -  

e~‘), cosh t = i  (e ' + e~‘), tanh t  = sinh t/cosh t, vb gibi no t edilmeli. Bu işlem lerin  terslerin in , 
§5.1'deki "tan“’ (y /x)" gibi cot-1, sinh-1 , vb tarafından  gösterildiğini de no t edin.

i®  [5.41 Bunu aynn tılan d ın n .
46 L ogaritm alar 1614'te John  N eper (Napier) tarafından  ortaya kondu ve 1624'te Henry Briggs 

ta rafından  uygulam alı hale getirildi.



Ş ek il 5.6 Kaydırma kuralı sayıları logaritm alı b ir ölçek üzerinde gösterir ve böylece çarp
m anın, uzaklıkların, log6(pxqr) =  log,, p + lo g 6 q denklemi uyarınca toplanm ası yoluyla  
ifade ed ilm esin i sağlar. (2 ile  çarpm a gösterilm ektedir.)

A yrıca §4.2 'deki, k a rm aşık  sa y ıla rın  köklerin i a lm an ın  tem el o larak  
k arm a şık  lo g a ritm a la rı an lam a  m eselesi o lduğu  sav ın ı an ım say ın . K arm a
şık  lo g a ritm a la r  ve tr ig o n o m etri a ra s ın d a  çarp ıc ı b az ı ilişk ile r o lduğunu  
keşfedeceğiz. Tüm  b u n la rın  n a s ıl b ir  a ra y a  geld ik le rin i görm eye ça lışa lım .

ilk  o la rak  s ıra d a n  lo g a ritm a la r  hakk ın d ak i b ir  şey i an ım sayalım . Loga
ritm a , "b ir say ıy ı b ir  ü sse  yükseltm e" ya da üs a lm a  iş lem in in  te rs id ir . 
"Bir ü sse  yükseltm e" işlem i to p lam ay ı ça rp m ay a d ö n ü ş tü ren  b ir  iş lem d ir. 
B unun neden i ned ir?  H erhang i b ir  (sıfır olm ayan) b say ıs ın ı alın . O halde, 
m  ve n  p o z itif  ta m sa y ıla r  o ld u ğ u n d a , h e r  iki ta ra f ın  d a  b sa y ıs ın ın  m  + rı 
k a tın ı tem sil e ttiğ i açık o lduğ u n d an , h ep s in in  b ir  a ra d a  ça rp ılm a sın ı ifade 
eden  '

b m+n _  b m x b n

denklem in i n o t edin . Y apm am ız gereken, m  ve n 'n in  p o z itif  ta m sa y ıla r  o l
m ası zo ru n lu lu ğ u  o lm ayacak  fa k a t h e rh a n g i b ir  k a rm a şık  say ı o lab ileceği 
şek ilde b ir  genellem e yapm a yolu  b u lm ak tır . Bu am açla , k a rm a şık  z say ıs ı 
iç in  “z  ü ssü n e  yü k se ltilen  £>"nin doğ ru  ta n ım ın ı b u lm am ız  gerek iyor ve y u 
k arıd ak i ayn ı denklem in , bw+z = bw x  bz , ı v v e z  ü s le ri k a rm a şık  say ı o ld u 
ğ u n d a  d a  geçerli o lm asın ı is tiyo ruz .

A slında bu  am aç la  yap ılacak  işlem  b ir  dereceye k ad a r, P isag o r 'd an  
b aş lay a ra k , E u d o k so s 'u n  ça lışm ası yo luy la  B rah m ag u p ta  ü ze rin d en  C ar
dano  ve B om belli zam an ın a  (ve so n rasın a) k a d a r  yap ıld ığ ı g ib i p o z itif  
ta m sa y ıla rd a n  ad ım  ad ım  k arm a şık  sa y ıla ra , §4.1'd e  g ö ste rild iğ i şekilde 
u la şm a y a  yol açan  tü m  b ir  genellem e ta r ih in i y an s ıtır . Önce, b aş lan g ıç  
o la rak  “bz" k avram ı, z p o z itif  b ir  ta m sa y ı o lduğunda , b a s it  şek ild e  z  ad e t 
fc'nin hep  b ir lik te  ça rp ılm ası, b x  b x  — x b, o la rak  an la ş ılır ; özelde, b1 -  b. 
S onra z 'n in  s ıf ır  o lm asına , bw+z = bw x  bz e ş itliğ in in  sa ğ lan m ası için , 
b ° 'm  l 'e  e ş it,b° =  l,o la c a k  şe k ilde ta n ım la n m a  gerek sin im in in  fa rk ın d a  
o la rak  iz in  v eririz . D aha so n ra  z 'y i n e g a tif  k ab u l ed e r ve z =  — 1 d u ru m u  
iç in , ayn ı sebep  nedeniy le , fc_1'in  b 'n in  te rs i  (diğer b ir  dey işle  l/b)  ve b ir  n
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doğal say ıs ı iç in  i>_n'in , b -1 'in  n 'in c i ü s sü  o lm ası gerek tiğ in i an larız . D aha 
so n ray sa  z 'n in  b ir  k es ir  o lduğu  d u ru m la rı, n  p o z itif  b ir  ta m sa y ı olm ak 
üzere  z =  l / n  d u ru m u n d an  b a ş la y a ra k  genellem eye ça lış ırız . bwx b z =  
bw+z>ye ilişk in  y ine lenen  uygu lam a biz i (bz)n =  b zn so n u c u n a  u laşm ay a  
sevk eder; böylece z yerine , z =  l / n  koyarak  b l ^n'in , b 'n in  ra'inci dereceden  
kökü o lduğu  gerçeğini elde ederiz.

B unu, b sa y ıs ın ın  p o z itif  a lın m ış o lm asın ı sa ğ lay a ra k  gerçel sa y ıla r  
alem i iç inde y ap ab iliriz . Bu d u ru m d a  ö 1/n'yi, b 'nin  n 'in c i dereceden  b ir i 
cik  p o z itif  kökü o la rak  a lab ilir iz  ve bz'yi h e rh a n g i b ir  z =  m /n  rasyonel 
sa y ıs ı iç in  eşsiz  o larak , fı'n in  n 'in c i dereceden  kökünün  m 'inc i dereceden  
ü s sü  şek linde  ve b u ra d a n  devam la h e rh a n g i b ir  gerçel z  sa y ıs ı iç in  de aynı 
şek ilde  ta n ım la y a rak  devam  edeb iliriz . B unun la  b ir lik te  b n e g a tif  kabu l 
ed ilirse  z =  ~ 'de, 4b,  i 'n in  devreye g irm esin i gerek tireceğ inden  ve k a rm a 

şık  sa y ıla ra  g iden kaygan  b ir  y o k u şta  o lduğum uzdan  k arş ım ıza  b ir  p ü rü z  
çıkar. O yokuşun  d ib in d e  b ü y ü lü  k a rm aşık  dünyam ızı b u lu ru z , öyleyse 
can lan a lım  ve tü m  yokuşu  inelim .

bp'ye a it, tü m  k arm a şık  sa y ıla r  p, q ve b (b =£ 0 o lm ak üzere) iç in  geçerli 
o lacak

b P+q =  b p x b q

şek linde b ir  ta n ım a  gereksin im  duyarız . Böylece b taban lı  logari tm ayı  
f ( z )  = bz şek linde ta n ım la n m ış  fonksiyonun  te rs i  o la rak  tan ım lam ay ı 
um abiliriz ;

w  =  b z o ld u ğ u n d a  z =  logft vv'dur.

Bu du ru m d a,

log biPK-v) = İ0gt> V + logb <?
eş itliğ in i beklem eliy iz ki b u  lo g a ritm a  kav ram ı ça rp m ay ı gerçek ten  to p la 
m aya  d ö n ü ştü rsü n .

5.3 Çoklu değerlilik, doğal logaritmalar

T em elde doğru  o lm asın a  rağm en  b u n u  y ap m ak la  ilg ili (b irazdan  n as ıl 
b a ş a  ç ık ılacağ ın ı göreceğim iz) b e lli tekn ik  güçlük ler m ev cu ttu r. îlk  s ıra d a  
fcz 'n in  "çok değerli" o lu şu  gelir. Bu, genel o la rak  bz'n in  an lam ın a  ilişk in  
çok fa rk lı y a n ıtla r  o lm ası dem ektir. A yrıca logj, vv'de de ek b ir  çok değerli
lik  m evcu ttu r. bz'n in  çok değerliliğ in i d ah a  önce z 'n in  k es irli değerlerinde

ı - igördük. Ö rneğin z =  -  ise , b u  d u ru m d a  *bz", t 2 =  t x t  =  =  £>2 2 =  b1 =



b ilin tis in e  gereksin im  d u y u ld u ğ u n d an , "karesi b o lan  b ir  t  n iceliği" a n la 
m ın a  gelm ek d u ru m u n d ad ır. B ir t  say ıs ı b u  özelliği sa ğ la rsa  ayn ı şek ilde 
- t 'd e  ((—t ) x ( —t) =  t 2 =  b o lduğundan) sağ lay acak tır , b =£ 0 ifad e s in i v a r 
sayd ığ ım ızda  b 1̂ 2 iç in  (norm alde ±yfb şek linde yazılan) iki ay rı y an ıta  s a 
h ip  o lu ruz. D aha genel b ir  ifadeyle, rı p o z itif  b ir  ta m sa y ı o ld u ğ u n d a , 1, 2,
3, 4, 5.........b 1/n iç in  rı a d e t ay rı y an ıtım ız  o lur. A slında n 'n in  (sıfırdan
farklı) rasy o n e l b ir  say ı o lduğu  h e r  d u ru m d a  s ın ırlı sa y ıd a  y a n ıta  sah ip  
o luruz, n 'n in  irra sy o n e l o lduğu  d u ru m la rd a y sa  k ısa  sü re  so n ra  göreceğ i
m iz üzere  s ın ırs ız  sa y ıd a  y an ıtım ız  o lur.

Bu b e lirs iz liğ in  ü s te s in d e n  n a s ıl gelineb ileceğ in i görm eye ça lışa lım . 
Y ukarıda , doğal logari tm a  ta b a m  o la rak  b ah sed ilip  "e" tem el sa y ıs ı o la 
rak  ad lan d ır ılm ış  özel b ir  b seçim i y ap a rak  başlayacağ ız . Bu, b e lirs iz lik  
so ru n u m u zu  o rta d a n  k a ld ıraca k tır , e 'ye a i t  b ir  ta n ım  o la rak  elim izde ü n 
lem  işa re tle r in in  fak tö riy e lle ri te m sil e ttiğ i, d iğe r b ir  dey işle

n! =  Ix 2 x 3 x 4 x  —xn 

o lm ak üzere  1! =  1, 2! =  2, 3! =  6, vb  o lan  şu  ifad e  b u lu n u r:

e =  1 + T , + T , + T, + T, + -  = 2,7182818285 ...1! 2! 3! 3!

/ ( z )  =  e z ile ta n ım la n an  fonksiyon , üste l  fonksiyon  o la rak  a d la n d ır ıl ır  ve 
bazen  "exp" şek linde yaz ılır; z 'ye u y g u lan d ığ ın d a  "z ü ssü n e  y ü k se ltilen  e" 
o larak , b u  "üs" y u k arıd a  e iç in  ifad e  ed ilen  se rid e  y ap ılan  b a s it  değ işik lik 
le ta n ım la n m ış

z z 2 z 3 z4
6 = 1 + ÎT+ 2! + 3 ! + 4! +  ‘"

o larak , d ü şü n ü le b ilir. A slında bu  önem li ü s lü  se ri z 'n in  tü m  değerle ri iç in  
y a k ın sa r  (böylece sonsuz  b ir  yak ın sak lık  çem berine  sa h ip tir , bkz.  §4.4). 
Sonsuz to p la m  b = e o ld u ğ u n d a  “bz" deki b e lirs iz lik le  ilg ili özel b ir  seçe
nek su n a r. Ö rneğin  z =  -  o lduğu  d u ru m d a  se ri b ize  —Ve y erin e  b e lir li p o z i

t i f  +Ve n iceliğ in i verir. A slında z  =  j 'n in , k a re s i e o lan  b ir  e 1?2 n iceliğ in i 

v eriyo r o lu şu , b u  se ri ile ta n ım la n m ış  ha liy le ,15-51 e z'n in  gerçek te  h e r  za-

(
i\ 2 ı ı ı ı 

ez I =  e-ıe* = e* 2 =  e 1 =  e o lacak  şekilde, gerekli

“to p la m a d an  çarpm aya" özelliğ ine sa h ip  o lm ası gerçeğ in in  sonu cu d u r.

e a+ eae

$ 8  [5.5] Bunu dolaysız olarak seriden kontrol edin. İpucu: Tam sayı üslerle ilgili “binom  teore
mi" (a + fc)"'deki apbq ifadesinin katsayısınınn!/p! <j! olduğunu iddia eder.



Bize b e lirs iz  o lm ayan  b ir  lo g a ritm a  su n m ası iç in  gelin , e z 'n in , ü s te l 
fonksiyonun  tersi b iç im in d e  ifad e  ed ilen  şu  ta n ım ı k u llan m ay a çalışalım :

w = e z ise  z =  log w.

Bu doğal  lo g a ritm a  o la rak  a d la n d ır ılır  (ve fonksiyonu  b ir  ta b a n  sem 
bo lü  k u llan m ak sızm  b a s it  o la rak  "log" şek linde yazacağım ).47 Y ukarıdak i 
to p la m a d an  ça rp m ay a özelliğ i sonucu , b ir  "ça rp m ad an  top lam aya" k u ra lı 
um arız:

log ab = log a +  log b.

e z'n in  b u  tü r  b ir  te rs in in  m u tlak a  v a r  o lacağ ı ç ıkarım ı d o ğ ru d an  doğruya 
g ö rü n ü r  değild ir. B unun la  b ir lik te  a s lın d a  so n u ç ta , O 'dan fa rk lı h erh an g i 
b ir  w k a rm aşık  sa y ıs ı iç in , so n u ç ta  log w =  z ta n ım ı y apab ileceğ im iz  b ir  
z 'n in , w = ez o lacak  şe k ild e , h e r  zam an  m evcu t o ld u ğ u n u  görü rüz . B una 
rağm en  b u ra d a  b ir  b ity en iğ i m evcut: b ird en  faz la  y a n ıt  söz konu su d u r.

Bu y a n ıtla r ı n a s ıl  ifad e  ederiz? [r, 0\, vv'nun k u tu p sa l gösterim iyse , bu  
d u ru m d a  ona a i t  z lo g a ritm as ın ı s ıra d a n  K artezyen  b iç im de (z =  x  +  iy), 
log r  p o z itif  gerçel b ir  say ın ın  s ıra d a n  doğal lo g a ritm as ı, gerçel ü s te l sa y ı
n ın  te rs i , o lm ak üzere

z =  lo g r +  İ6,

b iç im in d e  y azab ilir iz . N eden? Bu tü r  gerçel b ir  lo g a ritm a  fonksiyonunun  
v a r  o lduğu  Şekil 5 .7 'de sezg isel o la rak  aç ık tır. Şekil 5 .7 a 'd a  r  =  e* 'in  g ra fi
ğ in i görm ekteyiz. T ers fonksiyon  x  = lo g r 'n in  g rafiğ in i, Şekil 5 .7b 'de o ld u 
ğu gibi, elde etm ek iç in  y a ln ızca  eksen le ri çev iririz . z =  logıv 'nun gerçel 
k ısm ın ın  yaln ızca  s ıra d a n  b ir  gerçel lo g a ritm a  o lu şu  pek  de ş a ş ır t ıc ı  d e
ğ ild ir. B ir şek ilde d a h a  d ik k a t çekici o lan  şey , 48z 'n in  s a n a l k ısm ın ın  k a r 
m aşık  w  sa y ıs ın ın  a rg ü m a n ı o lan  0 aç ıs ı o lu şu d u r. Bu gerçek  b ir  k a rm aşık  
sa y ın ın  a rg ü m a n ın ın  a s lın d a  y a ln ızca  b ir  lo g a ritm a  b iç im i o ldu ğ u n a  iliş 
k in  yorum um u d ah a  b e lirg in  k ıla r.

K arm aşık  b ir  sa y ın ın  a rg ü m a n ın ın  ta n ım ıy la  ilg ili b ir  an lam  b u la n ık lı
ğ ı o lduğunu  an ım say ın , 0 'ya 27r'nin h e r  tü r lü  ta m sa y ı k a tın ı ek leyebiliriz 
ve b u  d u ru m d a  sonuç  hep  ayn ı o lu r  (Şekil 5 .4b 'y i an ım sayın). B una göre, 
w = e z b a ğ ın tıs ın d a , v erili h e rh an g i b ir  w  seçim ine k a rş ılık  pek  çok fark lı 
z  çözüm ü m evcu t o lur. Bu tü r  b ir  z a ld ığ ım ızda  o la sı b a şk a  b ir  çözüm  de, 
n  seçm eyi d iled iğ im iz h e rh a n g i b ir  tam sa y ı o lm ak üzere, z + 2rri« 'd ir. Bu 
neden le  w  lo g a ritm as ı, 27ri'nin h e rh a n g i b ir  ta m sa y ı k a tın ın  eklenm esine

47 Doğal logaritm a ayn ca  sıklıkla "İn" şeklinde de yazılır.
48 Buraya kadar o luştu ru lm uş o landan “iO”nın, z  =  logr + iû ifadesindeki i0 'nm  gerçel b ir  katı 

olm am ası gerektiği sonucunu çıkaram ayız. Bu, m atem atiksel hesap gerektirir.



Ş ek il 5.7 P o z itif  gerçe l b i r  r  sa y ıs ın ın  lo g a r itm a s ın ı e lde  etm ek  için  (a) r  = e x g ra fiğ in i 
d ik k a te  a lın , r 'n in  tü m  p o z itif  d eğ erle rin e  u la ş ılır , böylece re sm i çev ire rek  (b) p o z itif  r 
d eğ erle ri iç in  te r s  x  =  log r  fo n k siy o n u n u n  g ra fiğ in i e lde ederiz .

bağ lı o la rak , b u la n ık tır . B unu, ilg ili lo g a ritm a  seç im lerin in  uygun  şekilde 
y ap ıld ığ ın d a n  em in o la rak  log ab = log a +  log b tü rü n d ek i ifad e le rle  b irlik te  
ak lım ızda tu tm a k  zorundayız.

K arm aşık  lo g a ritm an ın  bu  özelliği gelinen  a şam a d a  y a ln ızca  tu h a f  b ir  
s ık ın tı kaynağ ı o la rak  gö rü n ü r. B unun la  b irlik te  b u  durum , §7 .2 'de gö re
ceğim iz üzere, k a rm aşık  sa y ıla rla  ilg ili b az ı en güçlü , k u lla n ış lı ve s ih irli 
ö ze llik lerin  m u tlak  o la rak  m erkezinde y er a lır. K arm aşık  an a liz  k ritik  b ir  
b iç im de b u n a  b ağ lıd ır . Ş im dilik  y a ln ızca  an lam  b u lan ık lığ ın ın  doğasın ı 
değerlend irm ey i deneyelim .

log ıv 'daki b u  b u lan ık lığ ı an lam a n ın  b ir  b aşk a  yolu

e2”  =  1

şek lindeki ça rp ıc ı denklem e d ik k a t e tm ek tir. B u rad an  h arek e tle  y a z ıla b i
lecek e z+2m =  e z =  w, vb, ifadesi, z +  2rri'nin de w 'n u n , z  k a d a r  gerçek b ir  
lo g a ritm as ı o lduğunu  g ö s te r ir  (böylece b u n u  d iled iğ im iz k a d a r  te k ra r  ede
biliriz). Y ukarıda  ki e ş itlik  (beş tem el sayıyı, 0, 1, i, n  ve e, o ldukça gizem li 
b ir  ifad ed e  b ir le ş tiren )15 61 ü n lü  Euler denk lem iy le ,

eni + l  = 0,

y ak ın d an  ilin tilid ir.
Bu öze llik leri en iyi, z =  lo g r +  iö ifad es in in  ü s te l fonksiyonunu ,

w  =  e z =  e l08r+is =  e loere ie =  r e w

[5.6] Buradan hareketle z  + n i 'n in  —ıv'nun b ir  logaritm ası olduğunu gösterin.
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/  Ş e k i l  5 .8  K arm aşık  sa y ıla r ın  b ir im  m o d ü lü n d e n  
'  o lu şa n  b ir im  çem ber. C o tes -E u ler d en k lem i b u 

n u  gerçel 8 iç in  e le =  cos 0 +  i s in  Oolarak o rtaya  
koyar.

ifad e s in i elde etm ek üzere  a ld ığ ım ızda  an lay ab ilir iz . Bu, h e rh a n g i b ir  k a r
m aşık  w sa y ıs ın ın , d a h a  önce [r, 0] şek linde g ö ste rm iş  o lduğum , k u tu p sa l 
b iç im in in  d a h a  b e lirg in  o la rak

w  =  r e iö

şek linde y az ılab ileceğ in i g ö ste rir. Bu biç im de, ik i k a rm a şık  say ıy ı ç a rp tı
ğ ım ızda m o d ü lle rin in  ç a rp ım la rın ı ve a rg ü m a n la rın ın  to p la m la rın ı a ld ığ ı
m ız (r e l8s e û  =  r s e l(e+<̂ \  böylece, 0 + f i d e n  2n  ç ık a rm an ın  h iç b ir  değ iş ik li
ğe yol açm ayacağ ın ı ak ılda  tu ta ra k , 0 ve <p to p la n ırk en  r  ve s çarp ılır), Şe
kil 5 .1b 'dek i benzer üçgen  y a sa s ıy la  ü s tü  k ap a lı o la rak  ifad e  ed ild iğ i gibi, 
aç ık tır. B undan  böyle [r, 0] g ö ste rim in i ku llanm ay ı b ırak ıp  on u n  yerine  
y u k a rıd a  g ö ste rilen  ifadey i ku llanacağ ım , r  =  1 ve 0 =  n  o ld u ğ u n d a  -1  e l
de etm em ize ve Şekil 5 .4a 'dak i geom etriy i k u lla n a rak  yen iden  y u k arıd ak i 
ü n lü  E u le r denklem ine, em +  1 =  0, u laştığ ım ıza ; r  =  1 ve 0 =  2tt o lu rsa  +1 
elde edip  ve e2m =  1 so n u c u n a  u la ş tığ ım ıza  d ik k a t edin.

r  =  1 ifad e s in in  geçerli o lduğu  çem ber k a rm aşık  düzlem de birim  ç e m 
ber  o la rak  a d la n d ır ılır  (bkz. Şekil 5.8). Y ukarıdak i ifadeye göre bu , gerçel 0 
iç in  w = e lB ile  ta n ım la n ır . Bu ifadeyi, d ah a  önce verilen*  =  r  cos 0 ve 
y  = r  sin 0 ifad e leriy le  k a rş ıla ş tırd ığ ım ız d a , şu  an d a  w = x  + iy  n iceliğ ine 
e ş it o lan  gerçel ve s a n a l k ıs ım la r  iç in , a s lın d a  tr ig o n o m e trin in  tem elle rin i 
k a rm a şık  ü s te l fo n k siy o n la rın  çok daha  b a s it  özellik leriy le  k ap say a n  v e
rim li "(Cotes-) E u le r denklem i"nü49

e 1® =  cosö +  is in 0 ,

elde ederiz.
Tem el d u ru m la rd a  b u n u n  n a s ıl  iş led iğ in i görelim . Ö zellikle, b a s it  

ea+b _  eagb ifa(i esi gerçel ve sa n a l k ıs ım la r b iç im inde aç ıld ığ ın d a  hem en.

49 Cotes (1714), eşdeğer log(cos ö +  i sin 0) = İ0 denklemine sahipti. Euler’in ew = cos 9 + i sin 6 ifadesi
30 yıl sonra ortaya çıkmış görünüyor. Bkz., Euler, 1748.



çok d a h a  k a n ş ık  g ö rünüm lü  (bazı o k u y u cu lara  iç k a ra rtıc ı şek ild e  ta n ıd ık  
geleceğine şü p h e  olm ayan)

cos(a +  b) =  cos a cos b — sin a sin b 
sin(a +  b) =  sin a cos b 4- cos a sin b

ifad e le rin i v e rir .15-71

Aynı şek ilde  ö rneğ in  e 3ie = (e 1®)3 ifad e s i aç ıld ığ ın d a  b u n u  h ız lıca

cos 30 =  cos3 0 — 3cos 0 sin2 0, 

sin 30 =  3 sin 0 cos2 0 — sin3 0

ifad e le ri ta k ip  eder.50,15-81 A slında b ir  b iç im de bu  tü r  k a rış ık  denk lem lerin  
do laysız  b iç im de b a s it  k a rm a şık  say ılı ifad e le rd en  tü rem esiy le  ilg ili b ir  
b ü y ü  m evcu ttu r.

5.4 Karm aşık üsler

Gelin ş im d i wz'y i (ya d a  d a h a  önce yaz ıld ığ ı haliy le  £>z'yi) tan ım lam a 
so ru n u n a  dönelim . B unun g ib i b ir  şeyi, (ezlog*v =  (e logvl') z ve e]ogw = w  i f a 
d e le rin in  geçerli o lacak ların ı beklediğim izden)

W Z  _  g Z İo g v v

y az arak  b a şa ra b ilir iz . Şunu da b e lirtm eliy iz  ki, log ıv 'daki b u lan ık lık  n e d e 
n iy le o lası b aşk a  b ir  y a n ıt elde etm ek iç in  logıv 'ya 2ni 'n in  h e rh a n g i b ir  
ta m sa y ı k a tın ı ek leyebiliriz . Bu, seçili h e rh an g i b e lirli b ir  ıvz'y i e z2m'yle  
d iled iğ im iz s ık lık ta  ça rp ıp  bö leb ileceğ im iz ve sonuç o la rak  y ine  o lası b ir  
"ıvz" y an ıtı a lacağ ım ız an lam ın a  gelir. B unun, genel d u ru m d a  vereceği 
n ok ta  d iz ilim in i k a rm aşık  düzlem de görm ek eğ lencelid ir. Bu d u rum , Şekil 
5 .9 'da  göste riliyo r. N o k ta la r iki e ş it  aç ılı sp ira lin  kesişim  n o k ta la r ın d a  
bu lu n u y o r. (Eşit açılı ya d a  lo g a r i tm ik  b ir  sp ira l, düzlem deki b ir  n o k ta d an  
y an s ıy an  ve düz çizgilerle s a b it  b ir  açı o lu ş tu ra n  b ir  eğrid ir.)15 91

D ikkatli o lm azsak  bu  an lam  b u lan ık lığ ı b iz i h e r  tü rd e  so ru n la  k a rş ı 
k a rş ıy a  b ıra k a b ilir .15101 Bu so ru n la rd a n  k aç ınm an ın  en iyi yo lu ,w z g ö s te r i

t©  [5.7] Bunu sınayın.

50 Burada ku llanışlı (fakat b ir  şekilde m antıksız) (cosÖ)3 için cos3 6, vb, gösterim ini kullanıyo
rum . Sıklıkla arccosö biçim inde de gösterilen c o s '1 0 'daki (daha mantıklı) gösterim e ilişkin 
tu tarsız lığa  dikkat edilmeli, sin nd + i cos n6 «  (sin 6 + i cos Q)n denklem i bazen "De Moivre te 
oremi" olarak da bilinir. Roger Cotes'un (bkz. not 5.5) çağdaşı Abraham  De Moivre, 
e ıe = sin 0 + i cos 6 ifadesini onunla b irlik te keşfeden kişi olarak da bilinir.

JÇ? (5.8) Bunu yapın.
[5.9] Kaç adet yol olduğunu gösterin. Ayrıca tüm  özel koşu llan  bulun.

[5.10] Şu “paradoksu” çözün: e = e1+2m, böylece e — (e 1+2nt) 1+2ırı = e ı+*rcf-*ır2 e ı-4n2



m in in , yaln ızca  özel b ir  log w seçim i bel ir t i ld iğ inde  k u lla n ılm ası k u ra lın ın  
b en im sen m esi o la rak  gö rünüyor, (özel ez d u ru m u n d ak i se ssiz  u z laşı h e r 
zam an  b e lir li log e =  1 seç im in i y ap m ak tad ır . Böylece ez s ta n d a r t  g ö s te ri
m i d ah a  genel w z gö ste rim iy le  uyum ludur.) Bu seçim  log w iç in  b ir  kez b e 
lirlen d iğ in d e  wz, z 'n in  tü m  değerleri iç in  an lam  b u lan ık lığ ı o lm ayacak  b i 
ç im de tan ım lan ır .

Bu no k tad a , d a h a  önce b u  bö lüm de değ in ilen  ("logi^'yle g ö ste rilen  
fonksiyon) “b ta b a n lı logaritm a"y ı tan ım lay acak sak  log fa'ye ilişk in  de b ir  
belirlem eye gerek d uyduğum uz b e lir tilm e lid ir  çünkü  z  =  log6 vv'yu ta n ım 
lam ak  iç in  b e lirs iz  o lm ayan  b ir  w  =  bz 'ye gerek  duyarız . Böyle o lsa  bile , 
logh M/elbette, 27ri/log b 'n in  h e r  tü r  tam say ı k a tın ı logb ıv'ye ekleyebileceği
m iz şek ilde  çok değerli o la ca k tır .15111

G eçm işte baz ı m a tem a tik ç ile r in  büyük  o ran d a  ilg is in i çekm iş b ir  m e
rak  k onusu  i1 n iceliğ id ir. Bu "elde edileb ilecek  o ran d a  sanal"  o la rak  g ö rü 
leb ilird i. B una rağm en  gerçek  y an ıtı, log i =  şek lindek i ifadey i ta n ım la 

y a ra k 15121

ji =  g ilo g i =  g i^ ri =  e -rr/2  =  0 ,2 0 7 8 7 9 5 7 6  .. .

o la rak  bu lu ru z . A yrıca log i'n in  b aşk ac a  ta n ım la m a la rıy la  b e lirlen en  pek 
çok fa rk lı y an ıt d a  m ev cu ttu r. B un lar yuk arıd ak i n iceliğ i, n  h erh an g i b ir  
ta m sa y ı olm ak üzere, e 2,m'y le  ç a rp a ra k  (ya d a  eşdeğer o la rak  yuk arıd ak i 
n iceliğ i, n  p o z itif  y a  d a  n e g a tif  b ir  tam sa y ı o lm ak üzere, 4 n  + 1 b iç im in d e
ki b ir  ü sse  yükse lte rek)15131 elde ed ilir. i‘'n in  t ü m  d eğ e rle rin in  a s lın d a  g e r
çel say ı o lm ası ça rp ıc ıd ır.

Ş e k i l  5 .9  w I ’rıin  (=  ez,otw) fa r k lı  değer
leri. h n 'n i n  h e r  tü r  ta m sa y ı ka tı, w ’ 'yi 
e ’2' 1 ile  çarp ıp  b ö leceğ im iz  şe k ild e  
lo g z 'y e  ek leneb ilir . Genel d u ru m d a  
b u n la r  ka rm a şık  d ü z le m d e k i (her b ir i  
o rijin d en  geçen  d ü z  ç izg iler le  sa b it  b ir  
açı o lu ştu ran) ik i e ş it  açılı sp ira lin  k e 
s iş in d e n  o larak g ö ste rilir .

:'Q [5.11] Bunu gösterin.
®  [5.12] Bu niçin olanaklı b ir  tanım lam adır.
®  [5.13] Bunun niçin geçerli olduğunu gösterin.



Gelin ıv2 g ö ste rim in in  z =  ^ iç in  n a s ıl iş led iğ in i görelim , ik i ±Vw n ic e 

liğ in i b ir  an lam d a  "iv1/ 2" o la rak  göste reb ilm ey i um uyoruz. A slında bu  iki 
n iceliğ i b a s i t  şekilde, ilk  o la rak  log w  iç in  b ir  değer ta n ım la y a ra k  ve ik inci 
değeri de ilk  değere 2ni ekleyip ta n ım la y a ra k  elde ederiz. Bu w ^ 2'deki b ir  
iş a re t  değ işik liğ iy le so n u ç lan ır  (Euler denk lem in in  en[ -  - 1  o lm ası n ed e 
niyle). B enzer şek ilde , logvv'nin a r t  a rd a  gelen  fa rk lı değerleri tan ım la n ıp , 
rı, 3, 4, 5, ... o lduğunda  z n = w iç in  rı say ıdak i tü m  çözüm leri ıv1/ ” n iceliğ i 
o la rak  ü re te b ilir iz .15141 D aha genel o la rak , z, §4.2’de im a ed ilm iş s ıf ır  o lm a
y an  h erh an g i b ir  karm aşık  say ı o lm ak üzere, s ıf ır  o lm ayan  k arm a şık  b ir  w  
sa y ıs ın ın  z 'in c i dereceden  kökleri so ru su n a  döneb iliriz . Bu tü r  z 'in c i d e re 
ceden  b ir  kökü w 1/,z b iç im inde ifade edeb iliriz  ve genelde b u n a  ilişk in , 
log w iç in  y ap ılan  seçim in  ta n ım la n m a s ın a  bağ lı o la rak  sonsuz  say ıd a  a l
te rn a tif  değer elde ederiz, log w 1̂ z'ye ilişk in  doğru  tan ım la n m ış , d iğe r b ir  
dey işle  (log w )/z 'y le  verilen  b ir  seçim le a s lın d a  (w 1/z) z =  w ifad e s in i elde 
ederiz. D aha genel o la rak , b ir  kez log »v'ye ilişk in  (sağ ta ra f  için) b ir  ta n ım 
lam a y ap tığ ım ızda , logw “ 'y ı (sol ta r a f  için) alogw  o la rak  ta n ım la m a  zo
ru n lu lu ğ u n d a  o lduğum uz

(w a)b = w ab
ifad e s in i b e lir tir iz .15151

z =  n p o z itif  b ir  tam sa y ı o ld u ğ u n d a  iş le r  d ah a  b a s i t t i r  ve n  ad e t kök 
elde ederiz. Bu koşu lda , w =  1 o ld u ğ u n d a  özel b ir  ilg i d u ru m u  o luşu r. Böy- 
lece log 1'in  a r t  a rd a  gelen  o la sı baz ı değerlerin i, d iğe r b ir  dey işle  0, 2ni, 
47Tİ, 67ri, ... d eğerle rin i b e lir te rek , l ' ^ 'n i n  o lası değerleri iç in  1 =  e°, e 2ni^n, 
e 4m/n, gem/ri' gjjjg e(j e r iz B un ları e = e 2ni^n o lm ak üzere  1, e, e 2, e3, ... 
o la rak  yazab iliriz . K arm aşık  düzlem  b ağ lam ın d a , b irim  çem ber e tra fın d a

Ş e k i l  5 .10  B ir im  çem b e r e tra fın d a  e ş it  
o larak  y er le şm iş  b ir in  n 'in c i d ereceden  
kökleri, e 2"rl/n( r  = 1, 2, ..., nj, d ü ze n li b ir  
n -k e n a r lın ın  kö şe lerin i verir. B u ra d a  n  = 
S 'tir.

I©  15.14] A ynntıland ırarak  açıklayın. 
S  15.15] Bunu gösterin.



e ş it o la rak  yerleşm iş , birin  n ' in c i  dereceden  kökleri  o la rak  a d la n d ır ıla n  n 
n o k ta  elde ederiz. Bu n o k ta la r  düzen li b ir  n -k e n a rlm m  kö şe lerin i o lu ş tu 
r u r  (b k z . Şekil 5.10). (log l iç in  y a p ıla n  - 2 m ,  —4m (—6m, vb, seçim lerin in  
yaln ızca , ayn ı n 'in c i derece kökleri te rs  b iç im de verd iğ ine  d ik k a t edin.)

V erili b ir  n  iç in  b ir in  n 'in c i derece kökleri son lu  ça rp ım sa l  grup ,  ya da 
d ah a  b e lirli b ir  b iç im de d ö n g ü  g ru b u  1n (bkz. §13.1) o la ra k  a d lan d ır ıla n  
b ir  şeyi o lu ş tu rd u ğ u n u  gözlem lem ek ilg i çek ic id ir. H erh an g i ik is in i b irb i-  
r iy le  ça rp ıp  b ir  d iğe rin i elde edebilm e özelliği g ö ste ren  n  say ıd a  niceliğe 
sah ib iz . A yrıca b ir in i d iğe rine  bö lü p  b ir  ü ç ü n c ü sü n ü  de elde edebiliriz . 
B ir ö rnek  o la rak  n =  3 d u ru m u n u  d ikkate a lalım . Şu h a ld e  o) = e 2 m ol
m ak üzere 1, &> ve co2 şek linde  üç elem an elde ederiz (böylece ûj3 =  1 ve 
&T1 =  &>2'dir). Bu sa y ıla r  iç in  a şağ ıd ak i b a s it  ça rp m a ve bö lm e ta b lo su n a  
sah ib iz :

X 1 co co2 -f- 1 co a ?

1 1 (0 Û)2 1 1 co2 co

(O C0 (O2 1 co co 1 ü ?

(O2 0 ? 1 co co2 co2 co 1

Bu b e lir li sa y ıla r  k a rm a şık  düzlem de eşk en a r b ir  üçgen in  köşe leri ola-
2

rak  g ö ste rilir , co ile ça rp m a  iş lem i üçgeni s a a t  yö n ü n ü n  te rs in e  - n  k ad a r 

(diğer b ir  dey işle  120°), <u2 ile  ça rp m a işlem iyse  s a a t yönünde k ad a r  

d ö n d ü rü r; bölm e iç in  dönm e te rs  yönde gerçek leşir  {bkz. Şekil 5.11).

Ş ek il 5.11 B irin  1, <o, a>2 k ü p  k ö k le rin in  eşk en a r üçgeni, ta ile  ç a rp m a  s a a t  yönü  te r s i 
ne,*)2 ile  ça rp m a y sa  s a a t  y ö n ü n d e  120° d ö n d ü rü r.



5.5 Modern parçacık fiziğiyle bazı ilişkiler

Bu tü rd e  say ıla r, çarp ım sa l  b ir  k u a n t u m  say ıs ın ın  o lası k o şu lla rın ı 
sağ lay a rak  m o d em  p arçac ık  fiziğiyle ilin tilid ir . §3.5 'de p a rçac ık  f iz iğ in d e
ki to p la m sa l (skaler) k u an tu m  sa y ıla rın ın , b ilin d iğ i kadarıy la , ta m sa y ıla r  
ta ra fın d a n  değişm ez şek ilde ku an tize  o ld u k la rı gerçeğ in i yorum lad ım . 
Ç arp ım sa l k u an tu m  sa y ıla rın ın  d a  b ir  m ik ta r  ö rneği m e v cu ttu r  ve b u n la r  
b ir in  ra'inci dereceden  kökleri b iç im inde  k u an tize  gö rünü r. Geleneksel 
p arçac ık  fiz iğ indek i b u  tü r  n ice lik le rin  yaln ızca  b irkaç ö rneğ in i b iliyo rum  
ve b u n la rın  çoğunda du ru m  pek ilg i çekici o lm ayan  n = 2 ö rneğ id ir, n = 3 
iç in  açık b ir  d u ru m  ve n =  4 iç in se  o lası b ir  d u ru m  söz konu su d u r. Ne y a 
zık ki çoğu d u ru m d a  k u an tu m  say ıs ı ev rensel değ ild ir, b ir  d iğe r dey işle  o, 
tü m  p a rç ac ık la ra  kalıcı şe k ild e  uygu lanam az. Bu g ib i d u ru m la rd a  k u a n 
tu m  sa y ıs ın a  yaln ızca  b ir  yaklaşık l ık  t a h m in i  o la rak  değineceğim .

D ö n ü ş ü m  ça rp a n ı  o la rak  a d la n d ır ıla n  n icelik  n =  2 d u ru m u n d ak i (yak
la ş ık  olarak) ça rp ım sa l b ir  k u an tu m  sa y ıs ıd ır . (Ayrıca n =  2 iç in  pek çok 
aç ıd an  dö n ü şü m  ça rp an ıy la  benzer, g - d ö n ü ş ü m  çarpan ı  g ibi, b aşk aca  
yak laşık  n ice lik le r de m evcu ttu r. B un ları b u ra d a  ta rtışm ayacağ ım .) B ile
şik  b ir  s is tem e  ilişk in  dönüşüm  ç a rp an ı k av ram ı kend i tem el o lu ş tu ru c u  
p a rç ac ık la rı ta ra f ın d a n  (çarp ım sal olarak) in şa  ed ilir. Bu tü r  o lu ş tu ru c u  
b ir  p a rçac ığ ın  dönüşüm  ça rp an ı ç ift o lab ilir , bu  d u ru m d a  p arçac ığ ın  a y 
nadak i y an s ım a sı (uygun b ir  anlam da) kend isiy le  ayn ıd ır; a l te rn a t if  o la 
rak  p arçac ığ ın  d önüşüm  ça rp an ı tek  o la b ilir  ve bu  d u ru m d a  aynadak i 
yan s ım a sı k en d is in in  k a rş ı-p a rç a c ığ ıd ır  (bfcz.§3.5, §§24.1-3, 8 ve §26.4). 
Ayna y an s ım a s ı ya da k a rş ı-p a rç a c ık  elde e tm e kavram ı "karesi b ir  olan" 
b ir  şey  o lduğu  (diğer b ir  deyişle b u n u  iki kez yapm ak  b iz i baş lad ığ ım ız  
yere götüreceği) iç in  k u an tu m  say ıs ı, gelin  b u n u  e o la rak  ad lan d ıra lım , 
e 2 = 1 özelliğ ine sa h ip  olm ak ve böylece,n  =  2 o lm ak üzere  (diğer b ir  d e
y işle  e = + 1  ya da e = - 1), b ir  "b irin  rı'inci dereceden  kökü" olm ak zo ru n 
dad ır. Bu k av ram  yaln ızca  y ak la ş ık tır  çünkü dö n ü şü m  ç a rp an ı "zayıf e tk i
leşim ler" denen  şeye göre k o ru n an  b ir  n icelik  değ ild ir ve a s lın d a  b u  n e 
denle b e lirli p a rç a c ık la ra  ilişk in  iyi ta n ım la  b ir  dönüşüm  ç a rp an ı o lm ay a
b ilir  (bkz. §§25.3, 4).

D ahası n o rm al ta n ım la m a la rd a  dönüşüm  ça rp an ı kav ram ı yaln ızca  bo
za n la r  o la rak  b ilin en  p a rç ac ık la r  a iles i iç in  geçerlid ir. K alan p a rç ac ık la r  
b aşk a  b ir  aileye a i t t i r  ve f e r m iy o n la r  o la rak  b ilin ir . B ozonlar ve ferm iyon- 
la r  a rş ın d a k i ay rım  çok önem li fa k a t b iraz  k a rış ık  b ir  ay rım d ır  ve b u n a  
d a h a  so n ra  §§23.7, 8 'de  geleceğiz. (Bir o rtay a  koyuş b iç im inde bu , p a rç a 
cığ ın  d u ru m u n u  b ü tü n ü y le  2n  k a d a r  (diğer b ir  deyişle 360° boyunca) s ü 
rek li şek ilde döndü rd ü ğ ü m ü zd e  ne o lduğuy la  ilg ilid ir. Bu tü r  b ir  döndü r-



m e so n ra s ın d a  yaln ızca  b o zo n la r kend i o rijina l d u ru m la rın ı b ü tü n ü y le  ge
r i k azan ır. F erm iyon la r söz k o n u su  o ld uğunda  o rijina lliğ i geri kazanm ak  
iç in  b u  tü r  b ir  döndürm e iki kez y ap ılm a lıd ır . Bkz. §11.3 ve §22.8.) "Bir bo- 
zon ve b ir  ferm iyon  b ir  ferm iyon  o lu ştu ru r"ken , "iki fe rm iyonun  b ir  bozon 
o lu ş tu rm a sı"  ve "iki bozonun  da b ir  bozon o lu ş tu rm ası"n d a  b ir  an lam  
m evcu ttu r. Bu d u ru m d a  ça rp ım sa l k u an tu m  sa y ıs ın ın  ferm iyon /bozon  d o 
ğas ın ı aç ık lam ak iç in  -1  say ıs ın ı b ir  ferm iyona ve +1 sa y ıs ın ı d a  b ir  bozo- 
na  a tay a b ilir iz  ve n = 2 d u ru m u n d a  b aşk a  b ir  ça rp ım sa l k u an tu m  sa y ıs ı
n a  sah ib iz . B ilindiği k ad a rıy la  b u  n icelik  kesin  b ir  ça rp ım sa l k u an tu m  s a 
y ısıd ır.

B ana öyle g ö rü nüyor ki fe rm iy o n la ra  da uygu lanab ilecek  b ir  dönüşüm  
ça rp an ı kavram ı, bu , geleneksel b ir  te rm ino lo ji g ibi gö rünm em esine ra ğ 
m en m evcu ttu r. Bu, n = 4 o lan  b irle ş ik  b ir  ça rp ım sa l k u an tu m  sa y ıs ı v e r 
m ek üzere ferm iyon /bozon  k u an tu m  say ıs ıy la  b irle şm elid ir. B ir ferm iyon 
iç in  d önüşüm  ç a rp an ın ın  değeri +i ya da -  i o lm alıd ır ve b u  d u ru m d a  ona 
a i t  ç ift ayna  y an s ım a sı 27r'lik b ir  dön d ü rm e etk isine  sa h ip  o lur. B ir bozon 
için  d önüşüm  ç a rp an ı değeri önceki g ib i ± 1  olur.

7i =  3 o lduğu d u ru m d a  değind iğ im  ça rp ım sa l k u an tu m  say ıs ın ı kuark-  
lık  o la rak  ad lan d ıracağ ım . (Bu s ta n d a r t  b ir  te rm ino lo ji d eğ ild ir  ve bu  k av 
ram a  b ir  k u an tu m  say ıs ı o la rak  değinm ek hiç de a lış ılm ış  d eğ ild ir  fak a t 
p arçac ık  fiz iğ in in  günüm üzdeki k av ra n ış ın a  ilişk in  önem li b ir  gö rünüm ü  
içerir.) §3.5 'te, h a d ro n la r  (p ro ton lar, n ö tro n la r, 7r-m ezon lar, vb) o la rak  b i
linen  "güçlü şek ilde etk ileşen" p a rç ac ık la rın  k u a r k la rd a n  [bkz. §25.6) 
o lu ş tu k la rın ı k ab u l eden  m o d em  b ak ış  aç ıs ın a  değind im . Bu k u a rk la r  
e lek trik  yük leri iç in  elek tron  yü k ü n ü n  değil fak a t b u  yükün  üçte  b irin in  
tam sa y ı k a tla r ı o lan  değerlere sa h ip tir . B ununla b irlik te  k u a rk la r  ay rı te 
kil p a rç ac ık la r  o la rak  v a r  o la m az la r  ve o n la ra  a it b ile ş ik ler ay rı tek illik le r 
o la rak  yaln ızca , o n la rın  b ileşik  yük leri top lam ı elek tron  yükü b irim in d e  
b ir  tam say ıy a  e ş it o lu rsa  v a r  o lab ilir le r. q, e lek tron  y ü k ü n ü n  n eg a tif i b iç i
m inde ö lçü lm üş elek trik  yükü  değeri o lsun  (böylece e lek tronun  kend isi 
iç in , e lek tron  yükü norm al u z la ş ıd a  n e g a tif  say ılm ak  üzere  q =  - 1  ifa d e s i
ne sahibiz). K uark lar iç in  q = |  ya da q =  -  ^ ; k a rş ı-k u a rk la r  için  q = j  ya 

da q = — ^ 'tü r. Böylece kuark lık  iç in  ça rp ım sa l k u an tu m  say ıs ın ı e~2t,m 

o la rak  a lırsak  onun  1, a> ve u>2 d eğerle rin i a ld ığ ın ı gö rü rüz . B ir ku ark  için 
kuark lık  a> ve  b ir  k a rş ı-k u a rk  iç in  u>2 o lur. B ir p a rçac ık  kendi b a ş ın a  ku- 
ark lığ ı yaln ızca  l 's e  v a r  o lab ilir . §5.4 'le uyum lu  o larak  k uark lığ ın  derecesi 
Z3 döngü  g ru b u n u  o lu ş tu ru r . (§16.1'd e  ek b ir  "0" elem anı ve b ir  top lam a 
kav ram ıy la  bu g ru b u n  F4 son lu  a lan ına  n as ıl g en iş le tileb ild iğ in i gö rece
ğiz.)



Bu bö lüm de ve b ir  öncekinde k arm a şık  sa y ıla rın  s ih rin e  ilişk in  bazı 
m atem atik se l g ö rünüm leri se rg iled im  ve o n la ra  a i t  u y g u lam ala rın  y a ln ız 
ca küçük  b ir  b ö lüm üne değindim . B una rağm en  k arm aşık  say ıla rın , o n la rı 
b ir  m a tem atik  öğrencisiyken  öğrend iğ im de tü m ü  iç inde en s ih irli b u ld u 
ğum  g ö rü n ü m le rin d en  (7. bö lüm de verilen) d ah a  bahse tm ed im . D aha so n 
rak i y ılla rd a  bu  s ih r in  d a h a  d a  ça rp ıc ı g ö rünüm leriy le  k a rş ıla ş tım  ve b u n 
la rd a n  b iri (9. bö lü m ü n  so n u n d a  açık lanan), öğrenciyken  ben i en çok e tk i
leyen b ir in in  tu h a f  b ir  şek ilde tam am lay ıc ısıyd ı. B unun la  b irlik te  b u  şey 
le r ka lk ü lü s ü n  b e lir li tem el k av ra m la rın a  b ağ lıd ır , öyleyse okuyucuya bu 
s ih irle  ilg ili b ir  şey ler ak ta rm ak  iç in  öncelik le tem el k av ra m larla  ilg ili b ir  
şey ler söylem ek gerekecek. B unu y ap m an ın  e lb e tte  ek b ir  neden i de m ev
c u ttu r . K alkülüs, fiziğ in  uygun  şek ilde k av ra n m ası için  kesin  o larak  te 
m eldir.



GERÇEL SAYI ANALİZİ

6.1 Güvenilir bir fonksiyonu oluşturan nedir?

KALKÜLÜS ya da çok d ah a  gelişk in  ad ıy la  m a te m a t ik se l  a n a l iz  iki tem el 
b ileşen d en  o luşur: tü re v  a lm a  ve in tegra l a lm a.  T ürev  alm a hız, ivm e, eğ
ri ve a la n la r ın  eğim  ve eğrilik leri, vb 'y le  ilg ilen ir. B un lar şey lerin  değişim  
o ra n la rıd ır  ve tekil n o k ta la rın  en küçük  k o m şu lu k ların d ak i yap ı ya da 
d av ra n ış  b iç im inde yerel o larak  ta n ım la n a n  n icelik lerd ir. D iğer ta ra f ta n  
in te g ra l a lm ay sa  a lan la r, hacim ler, kü tleçek im  m erkezleri ve bu  genel do 
ğadak i pek çok d iğer şeyle ilg ilen ir. B u n lar şu  ya da bu  b iç im dek i b ü t ü n 
lü k  ö lçüsü  içeren  şey lerd ir  ve yaln ızca  tek il n o k ta la r ın  yerel ya da sonsuz 
küçük  k o m şu lu k la rın d a  o lan  şey ler yo luy la ta n ım lan m az la r. K a lkü lü sü n  
tem el teorem i  o la rak  a d la n d ır ıla n  d ik k a t çekici gerçek bu  b ile şe n le rin  e s a 
sen  h e r  b ir in in  b ir  d iğerin in  tersi o lu şu d u r. M atem atiksel ça lışm an ın  bu  
iki önem li a lan ın ın  b irb irle riy le  b irle şm es in i ve an lay ış ve h esap la m a te k 
n iğ iy le ilg ili y ap ın ın  o lu şu m u n a o lanak  sağ layan  şey büyük  o ran d a  bu  
gerçek tir.

M atem atik sel ana liz in , tem elle rin i î  ö  3. yüzyıl d o lay la rın d a  y aşam ış 
A rşim et'e  u za n an  d ü şü n ce le r y ard ım ıy la  17. yüzy ılda F erm at, Nevvton ve 
L eibn iz 'den  a lan  bu  konusu  "kalkülüs" o la rak  a d la n d ır ılır  çünkü o a s lın 
da, aksi h a ld e  k av ram sa l o la rak  b aş  ed ilm esi zo r o lacak  p ro b lem lerin  s ık 
lıkla, çoğu kez yaln ızca  yoğun m ik ta rd a  derin lik li d ü şü n ü ş  çab as ı o lm a
dan  uygu lanab ilecek  görece b a s it  b irk aç  k u ra lın  iz lenm esi yo luy la  "oto
m a tik  şekilde" çözüleb ild iğ i b ir  tü r  h esap la m a  tekniğ i yap ıs ıd ır . Bu a n a 
lizde y ine de, tü rev  a lm a ve in te g ra l a lm a işlem leri a ra s ın d a , h a n g is in in  
"kolay" h an g is in in  "zor" o lduğuna b ağ lı o la rak  çarp ıc ı b ir  k a rş ıtlık  m ev
c u ttu r . İş lem le ri b ilinen  fo nksiyon la r içeren  açık denklem lere uygu lam ak  
söz k onusu  o lduğunda  "kolay" o lan  tü rev  alm a, "zor" o lan  in te g ra l a lm ad ır  
ve pek çok d u ru m d a  İk incisin i açık b ir  şek ilde gerçek leştirm ek  hiç de o lası 
o lm ayab ilir. D iğer ta ra f ta n  denk lem ler fon k siy o n la r b iç im inde verilm eyip  
say ısa l v erile rin  d iz ilm iş lis te le ri b iç im inde su n u ld u ğ u  d u ru m d a  "kolay"



o lan  in te g ra l alm a, "zor" o lan  tü rev  a lm ad ır  ve İk incisi s ıra d a n  yöntem le 
kelim en in  ta m  an lam ıy la  hiç de o lası değ ild ir. Sayısal tek n ik le r genellikle 
yak laşık lık  tah m in le riy le  ilg ilid ir  fak a t ay rıca  şey le rin  gerçek ku ram dak i 
bu  gö rünüm üyle  yak ın  b ir  benzerlik  m e v cu ttu r  ve bu  k o şu lla rd a  tü re v  a l
m a gerçek leştirilem ezken  gerçek leşeb ilir o lan  y ine in teg ra l a lm ad ır. Bu
n u n  b ir  b ö lü m ü n ü  an lam aya  ça lışa lım . Konu gerçekte b ir  "fonksiyon"la 
esasen  ne ifade ed ild iğ iy le ilg ilid ir.

E u le r'e  ve 17. ve 18. yüzyılın  d iğer m a tem atik ç ile rin e  göre b ir  "fonksi
yon" açık şek ilde x 2 ya da sin*  ya da log(3 — x  + ex) g ibi aç ıkça yaz ılab ilen  
ya da belk i in teg ra l a lm a içeren  b ir  denklem le ta n ım la n an  b ir  şey y a  da 
açık şek ilde verilm iş b ir  ü s lü  se ri g ib i b ir  şey  an lam ın a  gelird i. B u gün ler
de fonksiyonu , ta n ım  k ü m e s i  o la rak  a d la n d ır ıla n  sa y ıla rın  (ya da daha 
genel b irim lerin ) b ir  A  d iz is in in  fonksiyonun  g ö r ü n tü  k ü m e s i  o la rak  a d 
la n d ır ıla n  b a şk a  b ir  B d iz isine  "d ö n ü ştü rü ld ü ğ ü " "dönüşüm ler" b iç im inde 
düşünm ek  te rc ih  ed ilir  (bkz. Şekil 6.1). B u radak i tem el nok ta , fonksiyonun  
B g ö rü n tü  küm esin in  b ir  e lem an ın ı A  ta n ım  küm esin in  h e r  b ir  e lem an ına 
a ta y a b ilir  o lu şu d u r. (Fonksiyonu, so n ra s ın d a  yaln ızca  h an g i say ıya u la ş 
tığ ın a  b ağ lı o la rak  B'ye a it b e lirli b ir  say ı ü re ten , A 'ya a it b ir  say ıy ı "ince
lemek" g ib i düşünün .) Bu tü r  fonksiyon  yaln ızca  b ir  "aram a tab lo su "  o la 
b ilir. F onksiyonun  eylem ini b e lirg in  o la rak  açık b ir  şek ilde ifade eden m a
kul gö rü n ü m lü  b ir  "denklem "in v arlığ ın a  ilişk in  h erh an g i b ir  gereklilik  
yoktur.

Bazı ö rnek le ri ele alalım . Şekil 6 .2 'de b a s it  üç fonksiy o n u n ,1 d iğe r b ir  
deyişle x 2, |x | ve 0 (x )'in  g rafiğ in i çizdim . H er du ru m d a tan ım  ve g ö rü n tü  
küm esi u za y la rı gerçel sayıların ,  genellik le M sem bolüyle gö ste rilen  b ü 
tü n lü ğ ü d ü r. “x 2" ile gösterd iğ im  fonksiyon , incelediği gerçel sa y ın ın  b a s i t 
çe k a re s in i alır. “\x\" ile gö ste rilen  (m u t la k  değer  o la rak  ad lan d ırılan )

Ş e k i l  6.1 T a n ım  k ü m e s in in  (sayılar
da n  ya  d a  b aşka  b ir im lerd en  o lu şa n  
b ir  A d izis i)  g ö r ü n tü  k ü m e s in e  “d ö 
nü ştü rü ld ü ğ ü " , “d ö n ü şü m "  b iç im in d e  
b ir  fo n k s iy o n . A 'n ın  fa rk lı  e lem a n la rı
n ın  f fd e k i  aynı değeri a lab ilm elerin e  
ve  f f n i n  b a zı e lem a n la r ın ın  b o ş ta  ka la
b ilm e ler in e  rağm en  A 'n ın  her b ir  e le
m a n ı B 'deki belirli b ir  e lem ana  atanır.

1 B urada hafif biçimde "notasyonun yanlış kullanım ı"nı benim siyorum , örneğin; x 2 teknik 
olarak fonksiyondan daha çok fonksiyonun değerini gösterir. Fonksiyonun kendisi x 'i x2'ye 
d önüştü rü r ve Alonzo Church'ün lam bda calculus 'ü  uyarınca, 1941, x ■—> x2 ya da Ax[x2)’yle 
gösterilebilir.



Şekil 6.2 (a) |x |, (b) x 2 ve (c) 0 (x) fonksiyon lann ın  grafikleri; tanım  ve görüntü küm esi her 
bir durumda gerçel sayılar sistem idir.

fonksiyon  x  n eg a tif  değilse y ine x  sonucunu  verir  fak a t x  n eg a tifse  - x  so 
n u cu n u  verir; böylece |x| fonksiyonu  h içb ir  zam an n e g a tif  olm az. "0(*)" 
fonksiyonu  x  nega tifken  0 ve i  pozitifken  l 'd ir ;  ay rıca  0 (0) = ^ ta n ım ın ı 

yapm ak  da a lış ıld ık tır . (Bu fonksiyon  H eaviside b a sa m a k  fo n k s iy o n u  o la 
rak  ad lan d ırılır; belk i de, d ü n y an ın  radyo  ile tiş im i iç in  son  derece önem li 
o lan  a tm osferik  "H eaviside ka tm an ı"n ı ilk dile ge tiren  k işi o la rak  d ah a  iyi 
ta n ın a n  O liver H eav iside 'ın  b aşk a  b ir  önem li m atem atik se l e tk is i iç in  bkz. 
§21.1.) B un ların  h e r  b iri sözcüğün  bu  m odern  an lam ın d a  m ükem m el d e re 
cede iyi b ire r  fonk siy o n d u r fa k a t E u le r2 |x| ya da 0 (* )'i sözcüğün  k e n d is i 
ne  göre o lan  an lam ı u y arın ca  b ir  "fonksiyon" o larak  kabu l etm ede güçlük 
çekm işti.

Bu nereden  k ay n ak lan ab ilir?  B ir o lasılık ,|x | ve 0(x) ile ilg ili o lan  s ık ın 
tın ın  şu  g ibi şey lerin  faz las ıy la  m evcu t o lm asın d an  k ay n ak lan d ığ ın ı d ü 
şünm ek tir: “x  fa la n  fila n sa  bu  d u ru m d a  vesa ire  vesairey i ele alın , d iğer 
ta ra f ta n  x  fa lan  f ila n sa  ..." ve fonksiyona a it "hoş b ir  eşitlik" yok tu r. Bu
n u n la  b irlik te  bu  du rum  b ir  p a rç a  m u ğ lak tır  ve b ir  denklem  o la rak  kabul 
ed ilen  jjc|'te gerçek ten  n as ıl b ir  so ru n  o lduğunu  h er d u ru m d a  m erak  ede
b iliriz . D ahası |x |'i  b ir  kez k ab u l e ttiğ im izde 0(x) iç in  (her ne k a d a r  denk
lem in, 0(0) iç in  sağduyuya d ay a n an  doğru  b ir  değer elde ed ip  etm ediğ in i, 
denklem  sonuç o la rak  0 /0  değeri vereceğ inden , m erak  e tsek  de) b ir  eşitlik  
y a z ab ilir iz :1611

2 Bu bölüm de b ir fonksiyon kavram ı söz konusu olduğunda Euler'in inanışın ın  ne olm uş ola
bileceğine sıklıkla değineceğim. Bununla birlikte değindiğim "Euler"in gerçekten kuram sal 
ya da idealize edilm iş b ir birey olduğunu açık olarak ifade etmeliyim. Herhangi belirli b ir 
durum da gerçek Leonhard Euler'in  bakışın ın  ne olduğuyla ilgili dolaysız h içbir bilgiye sa 
hip değilim. Diğer ta ra ftan  kendi "Euler"ime dayandırdığım  görüşler gerçek Euler'in  açıkla
m ış olduğu tü rde görüşlerle çok da ilgisiz görünm em ektedir. Euler hakkında daha fazla b il
gi için bkz. Boyer, 1968; Thiele, 1982; Dunham, 1999. 

t©  [6.1] Bunu (x = O'ı ihmal ederek) gösterin.
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K onuya ilişk in  d ah a s ı |x |'tek i s ık ın tı, ona a it açık ifaden in  "hoş" o lm ay ı
ş ın d a n  ziyade onun  "pürüzsüz" o lm ay ışıd ır. Bunu Şekil 6 .2 a 'n ın  o r ta s ın 
daki "açıda" görm ekteyiz. Bu aç ın ın  varlığ ı |x |'i  x  =  O'da iyi ta n ım lı b ir  
eğ im e  sa h ip  o lm ak tan  alıkoyar. Şim di bu  k av ram la  uz laşm aya  çalışalım .

6.2 Fonksiyonların eğimleri

Y ukarıda değ in ild iğ i üzere tü rev le  ilg ili ka lk ü lü sü n  ilg ilend iğ i şe y le r
den b ir is i esasen  "eğim ler"in b u lu n m a s ıd ır . Şekil 6 .2a 'da  göste rild iğ i ü ze 
re  |x |'in  g rafiğ inde  açıkça görüyoruz ki fonksiyon, tu h a f  aç ım ızın  b u lu n 
duğu o rijinde tek b ir  eğim e sa h ip  değ ild ir. O rijinde v a r  o lan  bu  s ık ın tı n e 
deniyle |x | o rijinde türevlenebilir  d eğ ild ir  ya da aynı an lam a gelm ek üzere 
o rad a  p ü r ü z s ü z  d eğ ild ir deriz. B una k aş ın  x 2 fonksiyonu  Şekil 6 .2b 'de 
g ö ste rild iğ i üzere h e r  yerde m ükem m el şek ilde iyi ta n ım la  tek  eğim e s a 
h ip tir . A slında x 2 h e r  yerde tü rev len eb ilird ir .

Şekil 6 .2c'de g ö ste rilen  0(x) fonksiyonundak i d u rum  |x |'te  o ld u ğ u n d an  
da k ö tüdü r. 9 (x )'in  o rijinde (x =  0) hoş o lm ayan  b ir  "sıçram a" y ap tığ ın a  
d ikkat edin. Bu d u ru m d a  0(x) o rijinde süreks izd ir  deriz. B una k a rş ın  hem  
x 2 hem  de |x| h e r  yerde sürefcZidir.|x |'in o rijindeki tu h a flığ ı sü rek lilik ten  
değil tü rev len eb ilir lik te n  kay n ak lan an  b ir  k u su rd u r. (Süreklilik ve p ü rü z 
süz lük  k u su r la r ı fa rk lı şey ler o lm a la rın a  rağm en  as lın d a  b ira z d a n  görece
ğim iz g ib i k a rş ılık lı o la rak  bağ lı k av ram lard ır.)

S anırım  bu  k u su rla rın  h içb iri E u le r'i m em nun  etm ezdi, b u n la r  |x | ve 
0(X)'in n iç in  "uygun" fonksiyon la r say ılm ad ık la rın a  ilişk in  seb ep le r su n a r  
görünm ekteydi. Ş im diyse Şekil 6 .3 'te  g ö ste rilen  iki fonksiyonu  ele alalım , 
îlk i, x 3, h e rh an g i b ir  kişiye a i t  k r ite rle re  göre kabu l ed ileb ilird ir; fak a t 
İk incisine, x\x\ ifadesiy le  ta n ım la n ab ilen  ve x  n eg a tif  değilken x 2, x  n eg a 
tifken  —x 2 o lan  fonksiyonu  göste ren  şekle ne dem eli? Çıplak gözle b a k ıld ı
ğ ında iki g rafik  de "pürüzsüz" ve b irb ir le r in e  o ldukça b enzer gö rünü r. As
lın d a  ik is i de s ıf ır  den ilen  orijindeki eğim  iç in  m ükem m el derecede iyi b i
re r  değere s a h ip tir  ve sözcüğün  en do laysız an lam ıy la  h e r  yerde "türevle- 
n eb ir"d ir. Yine de x\x\  kesin lik le  E u le r'i ta tm in  edecek tü rd e  "hoş" b ir  
fonksiyon  o larak  görünm ez.

x \x \ ' te  "yanlış" o lan  b ir  şey o rijinde iyi tan ım lı b ir  eğrilik  b u lu n m a m a
s ıd ır  ve eğ rilik  kavram ı kesin lik le  tü rev len eb ilir  kalk ü lü sü n  ilg ilendiğ i b ir  
şeydir. Gerçekte eğrilik , iki kez tü rev  a lm a an lam ına  gelen, "ikinci derece 
tü rev" o la ra k  a d la n d ır ıla n  şeyi içeren  b ir  kav ram dır. A slında x\x\ fonksi
yonu o rijinde iki ke z  türevlenebilir  d eğ ild ir  deriz. îk inc i ve d ah a  yüksek 
dereceden  tü rev lere  §6 .3 'te geleceğiz.



Ş ek il 6.3 (a) x 3ve (b) * |z | 'n in  (diğer b ir  d ey iş le  x  > O iken  x2 ve x  < O iken - x 2) g rafik leri.

B un ları an lam lan d ırm ay a  b aş lam ak  üzere tü rev  a lm a iş lem in in  g e r
çekte ne y ap tığ ın ı görm eye gereksin im  duyacağız. B unun iç in  b ir  eğ im in  
n a s ıl ö lçü ldüğünü  b ilm em iz gerekir. Bu, Şekil 6 .4 'te  göste riliyo r. f ( x )  o la 
rak  ad lan d ıracağ ım  o ldukça tip ik  gö rü n ü m lü  b ir  fonksiyon  çizdim . Şekil 
6 .4a 'dak i eğri, K artezyen b ir  ta n ım la m a d a  a lışılage ld iğ i şekilde, y  koo rd i
n a tın ın  değerin in  yüksekliğ i ve jr'in  değerin in  y a tay  uzaklığ ı ö lç tüğü  
y = / ( * )  b ağ ın tıs ın ı resm eder. E ğrin in  b e lirli b ir  p  n o k ta s ın d a k i eğim ini, 
eğ rin in  ta n ja n t  çizgisi  boyunca ile rled iğ im izde ona p  n o k ta s ın d a  değecek 
şekilde, y  k o o rd in a tın d ak i a r tış ın  x  k o o rd in a tın d ak i a r tış a  bö lünm esi b iç i
m inde gösterd im . ("Tanjant çizg isin in" tekn ik  tan ım ı uygun lim it alm a iş 
lem lerine  b ağ lıd ır  fak a t b u rad a k i am acım  b u  tü r  tekn ik  a y r ın tıla r ı su n 
m ak değil. U m uyorum  ki okuyucu acil am açlarım ız la  ilg ili sezgisel aç ık la 
m a la rım ı y e te rli b u la c a k tır .)3 Eğim in değeri iç in  s ta n d a r t  gösterim  
d y /d x ' t i r  (ve "dy  bö lü  dx  o la rak  te la ffu z  edilir), dy 'yi eğri üze rin d e  y 'n in  
değerindeki çok m in ik  b ir  a r tış  o la rak  ve dx'i  de x  d eğerinde b u n a  k arşılık  
gelen m in ik  a r tış  o la rak  d ü şü n eb ilir iz . (B urada tekn ik  doğru luk , bu  m inik 
a r tış la r ın  h e r  b ir i O'a doğru  az a ld ığ ın d an , "lim ite" g itm em izi gerek tirir.)

Şim di bu  eğim i h e r  b ir  p n o k ta s ın d a , x  k o o rd in a tın ın  o lası fa rk lı se 
çim leri iç in  (x'e karşı) işa re tley en  b aşk a  b ir  eğriyi ele a lab iliriz ; bkz. Şekil 
6.4b. Yine b ir  K artezyen ta n ım ı ku llan ıyo rum  fak a t bu  kez düşey  o larak  
çizilen  y  yerine  d y / d x ' tir . Y atay  uzaklık  h â lâ  x  ile ö lçü lm ekted ir. B urada 
çizilen  fonksiyon  genellik le f ' ( x ) şek linde a d la n d ır ılır  ve d y / d x  = f ' ( x ) 
o la rak  y azab iliriz . d y /d x ' i  y 'n in  x 'e  göre türev i  o la rak  a d lan d ır ılır ız  ve 
f ' { x )  fo nksiyonuna  f { x ) ' i n  tü re v i4 deriz.

3 Ayrıntı için bkz. Burkill, 1962.
4 f  fonksiyonunun türevi kesinlikle / '  fonksiyonudur; x  noktasındaki / '  değerini dolaysızca x  

noktasındaki /  değerinden elde edemeyiz. Bkz. not 6.1.



Ş ekil 6.4 (a) y  =  / ( * ) ,  tt>) u = f'(x) (= dy/dx)  ve (c) ik inci d e rece  tü rev  f"M = d2y/dx2'in 
K artezyen çizim i. ( / '(x ) 'in  x eksen iy le  b u lu ş tu ğ u  yerd e  f(x)'in  y a ta y  eğim e sa h ip  o ld u ğ u 
n a  ve f"(x)'in  x eksen iy le  b u lu ş tu ğ u  yerde  b ir  bük ü lm e n o k ta s ın a  sa h ip  o ld u ğ u n a  d ik k a t 
edin.)



6.3 Yüksek dereceli türevler; C”-pürüzsüz fonksiyonlar

Şim di ik inci tü rev i a ld ığ ım ızda ne o lduğunu  görelim . Bu, Şekil 6 .4b 'de- 
ki eğri iç in , u 'n u n  d y / d x  yerine  k u llan ıld ığ ı u =  f ' ( x ) ' \  göste ren  eğim  fonk
siyonuna  bakm am ız an lam ın a  gelir. Şekil 6 .4c'de d u /d x ' in  x 'e  k a rş ı g rafiğ i 
o lan  b u  ik inci derece eğim fonksiyonunu  d ah a  önce d y / d x ' te  yap tığ ım  ay
n ı yo lla çizdim . Böylece d u /d x  b ize ik inci eğri u  =  / '( x ) 'in  eğim ini su n a r. 
Bu b ize o rijina l fonksiyon  f ( x ) ' i n  ik inc i tü rev i denen  şeyi v e rir  ve b u  ge
nellik le  /"(■*) şek linde yaz ılır. d u /d x  n iceliğ indek i u yerine  d y / d x  ifa d e s i
n i koyduğum uzda y 'n in  x 'e  göre, (b iraz m an tığ a  aykırı şekilde) d 2y / d x 2 
şek linde y az ılan  ("d k a re y  bö lü  dx  kare" şek linde te la ffuz  edilen) ik inci  
dereceden  tü re v in i  elde ederiz.

O rijinal f ( x )  fonksiyonunun  y a tay  b ir  eğim e sah ip  o lduğu  yerle rd e  x  
d eğerle rin in  / '( x ) 'in  x  ekseniyle b u lu ş tu ğ u  yerle rdek i x  değerleriy le  aynı 
o lduğuna d ik k a t ed in  (bu d u ru m d a  b u  x  d eğerleri iç in  d y / d x  yok olur). 
/ ( * ) ' in  (yerel) b ir  m aksim um  ya da m in im um  ed ind iğ i yerler, b ir  fonksiyo 
n u n  (yerel olarak) en büyük ve en küçük  değerlerin i bu lm ak la  ilg ilend iğ i
m izde önem li o lan  ko n u m lard a  m eydana  gelir. Ya ik inci derece tü rev

(a)

6*

(c)

y  =  -2+4S(x)

(0

Ş ek il 6.5 (a), (b), (c) S ıra sıy la  x 3, b ir in c i tü re v i 3 x 2 ve ik inci tü rev i 6 x ’in  g ra fik le ri, (d), (e), 
(f) S ıra sıy la  x \x \, b ir in c i tü rev i 2\X\ ve ik inci tü re v i - 2  +  4 0 ( ı ) 'in  g rafik leri.



/ " ( x ) ’in  x  eksen iy le b u lu ş tu ğ u  y erle rle  ilg ili d u rum  ned ir?  B u n lar /O t) 'in  
eğriliğinin  yok o lduğu  yerle rde m eydana gelir. Genel o la rak , b u  n o k ta la r  
y  =  / ( * )  eğ ris in in  "büküm ler"in in  eğ rin in  b ir  ta ra fın d a n  d iğerine  doğru  
değ iştiğ i b ü k ü lm e  no k ta s ı  ad ı verilen  y e rded ir. (Gerçekte /"O O 'in  esasen  
y  =  /O O 'le  ta n ım la n a n  eğ rin in  eğ riliğ in i "ö lçtüğünü" söylem ek doğru  o l
maz; gerçek eğrilik  genellikle / ' '( x ) 't e n  çok d ah a  k arm aşık  b ir  ifad e 5 yo 
luy la  o rtay a  k o n u r fak a t b u  ifade  f " ( x ) '  iç e rir  ve eğrilik , f " ( x ) ne zam an  
yok o lu rsa  o zam an  yok olur.)

Şim di de y u k arıd a  ele a lınm ış o lan  b en z er gö rünüm lü  iki fo n k siy o n u 
m uz, x 3 ve z M 'i  göz önüne alalım . Şekil 6.5a, b ve c 'de x 3 ve onun  b irin c i 
ve ik inci tü rev lerin i, Şekil 6 .4 'te  f { x )  fonksiyonu  ve Şekil 6.5d, e ,f 'd e  x\x\ 
iç in  y ap tığ ım  şek ilde çizdim . x 3 d u ru m u n d a  b irin c i ya d a  ik inci tü rev le  il
gili h iç b ir  sü rek lilik  ya da p ü rü zsü z lü k  p rob lem in in  o lm ad ığ ın ı gö rü rüz . 
G erçekte b ir in c i tü rev  3 x 2 ve ik inci tü re v  6x 'te n  h içb iri E u le r 'i b ir  an  b ile  
end işe lend irm ezd i. (B irazdan b u  açık  ifad e le ri n a s ıl elde ettiğ im izi gö rece
ğiz.) B unun la  b irlik te  x\x\ d u ru m u n d a , ilk  tü rev  için  Şekil 6 .2a 'dak i "açı"ya 
o ldukça ben zer b ir  şey  ve ik inci tü rev  iç in  Şekil 6.2c'ye çok benzeyen  b ir  
"basam ak  fonksiyonu" d av ra n ış ı b u lu ru z , tik  tü rev  iç in  p ü rü zsü z lü k  ve 
ikinci tü rev  iç inse  sü rek lilik  k u su ru n a  sah ib iz . E uler b u n la rla  ilg ili h iç  de 
end işelenm ezd i. Bu ilk  tü rev  esasen  2\x\ ve ik inci tü rev se  — 2 + 40 (x )'tir . 
(Aşırı ti t iz  okuyucu larım  as lın d a  orijinde tü rev i a lın am ay an  2\x\ fonksiyo 
n u n u n  "türev"in i bu  k a d a r  em in şek ilde yazm am am  gerek tiğ i şikâyetin i 
d ile g e tireb ilirle r . Doğru fak a t b u  yaln ızca  b ir  kaçam ak: b u n u n  b ü tü n lü k 
lü gerekçelend irm esi 9. bö lüm  so n u n d a  su n u lacak  k av ra m la rın  k u lla n ıl
m asıy la  b aşa rıla b ilir .)

Bu tü r  p ü rü zsü z lü k  ya da sü rek lilik  k u su rla r ın ın , pek çok tü rev  h e s a p 
la n a n a  k a d a r  o rtay a  çıkm adığı fo n k siy o n la r o lu ş tu ru lab ileceğ in i kolayca 
h aya l edeb iliriz . A slında, n d iled iğ im iz b ü yük lük te  o lab ilecek  şek ilde  a la 
b ileceğim iz p o z itif  b ir  tam say ı olm ak üzere, ^ ” |x| b iç im indek i fon k siy o n 
la r  h ileyi b a şa rıy a  u la ş tıra c a k tır . Bu tü rd e  b ir  şeyle ilg ili m a tem atik se l 
term ino lo jide , (tanım  küm esin in  h e r  b ir  nok tasında) n kez tü rev len eb ilirse  
f ( x )  fonksiyonu  iç in  C" - p ü r ü z s ü z  d en ir  ve fonksiyonun  n 'in c i tü rev i s ü 
re k lid ir .6 G erçekte x n \x\ fonksiyonu, o rijinde C "-p ü rü zsü zd ü r fa k a t Cn+1-  
p ü rü zsü z  değ ild ir.

E u le r 'i m em nun  etm ek iç in  n ne k a d a r  büy ü k  olm alıd ır?  Öyle g ö rü n ü 
yor ki o, herhang i  b e lir li b ir  n  değerinde d u rm ay a raz ı olm azdı. E u le r 'in

5 İsim lendirm ek g erek irse , f" (x ) /[  1 +  / 2]3/ 2.

6 Gerçekte bu, türevlenebilirliğin teknik tanım lam ası sürekliliği de gerektirdiğinden, n'inciye 
kadar olan ve onu da içeren tüm  türevlerin  sürekli olm ası gerektiği anlam ına gelir.



o n ay lay a rak  o n u rlan d ırd ığ ı tü rd e  b ir  fonksiyonun  tü rev in i d iled iğ im iz k a 
d a r  a lm ak  kesin lik le  o la sı o lm alıd ır. Bu d u rum u  k ap sam a k  iç in  m a tem a
tik ç ile r b ir  fonksiyondan , o fonksiyon  p o z itif  her  tam sa y ı n  iç in  C "-pürüz- 
süzse, C“- p ü r ü z s ü z  o la rak  b a h se ttile r . D iğer b ir  b iç im de aç ık la rsak  b ir  
C“-p ü rü z sü z  fonksiyon  d iled iğ im iz k a d a r  çok tü rev len eb ilir  o lm alıd ır.

T ahm in im ize göre E u le r 'in  fonksiyon  kavram ı C“-p ü rü z sü z lü k  ta lep  
ederd i. En az ın d an  fonk siy o n la rın ın , tan ım  küm esindek i çoğu yerde C“-  
p ü rü zsü z  o lm asın ı bekleyeceğini h ay a l edebiliriz . Şu h a ld e  l / x  fonksiyo 
n u n a  ne dem eli? (Bkz. Şekil 6.6.) Bu o rijinde kesin lik le  C”-p ü rü z sü z  değ il
d ir. M odem  an lam d a  b ir  fonksiyon  için  b ile  o rijinde ta n ım l ı  değ ild ir. Yine 
de b iz im  E ulerim iz l / x ' i  bu  so ru n a  rağm en  kesin lik le  y e te rli b ir  "fonksi
yon" o la rak  kabu l ederd i. H er şeye rağm en  b u n u n la  ilg ili b a s i t  b ir  doğal 
gö rünüm lü  denklem  m evcu ttu r. E u le r'in , fon k siy o n la rın ın  ta n ım  k ü m esin 
deki her  n o k tad a  C”-p ü rü z sü z  o lm asıy la  bu  derece ilg ilenm eyeceği ("ta
n ım  küm esiyle" ilg ili h iç end işelenm ed iğ in i varsayarak ) d ü şü n ü leb ilir. 
Belki de tu h a f  ya da ona ben zer n o k ta la rd a  yan lış  g iden  iş le r  önem  ifade 
etm ez. |x | ve 0(x) için  iş le r  yaln ızca  l / x ' t e  o lduğu  g ib i ayn ı " tu h af n o k ta 
da" y an lış  g itti, ö y le  gö rü n ü y o r ki tü m  çab a la rım ıza  rağm en , u ğ ru n a  m ü 
cadele ettiğ im iz, b ir  fonksiyona ilişk in  "Eulerci" kavram ı h â lâ  y ak a la y a
m adık .

B aşka b ir  ö rneği ele a lalım . Şu k u ra lla r la  ta n ım la n an  h (x ) fonksiyonu
nu  d ikkate  alın:

, . fO x  5  0 iken,
^  l e -1/* x  > 0 iken.

Bu fonksiyonun  g rafiğ i Şe kil 6 .7 'de gösteriliyor. Bu kesin lik le  p ü rü zsü z  
b ir  fonksiyon  g ib i gö rünm ek ted ir. G erçekte o ldukça  p ü rü zsü z d ü r. Gerçel



Ş ekil 6.7 C”-p ü rü z s ü z  o lan  y  = iı(x) fo n k siy o n u n u n  ( x  < 0 iken =  0 ve x  >  0 iken  =  e ‘ 1/x) 
grafiğ i.

sa y ıla rın  tü m  tan ım  küm esi boyunca p ü rü zsü z . (Bunun k an ıtla n m as ı b ir  
ü n iv e rs ite  m a tem atik  d e rsin d e  y ap ılacak  tü rd e  b ir  şeydir. B unu kendim  
de b ir  öğrenciyken  becerd iğ im i h a tır lıy o ru m .1621 Bu şek ilde tan ım lan m ış  
b ir  fonksiyonun  m u tlak  p ü rü zsü z lü ğ ü n e  k a rş ın  E u le r 'in  ondan  yüz çev ir
m esi kesin lik le  h aya l ed ileb ilir. Bu, açık o la rak  E u le r'in  an lad ığ ı a n la m d a 
ki "b ir fonksiyon" değ ild ir. O rijindeki "arızayı" g iderm ek iç in  ne p ü rü z sü z 
lük te  b ir  y a p ış tırm a  işi yap ılm ış o lu rsa  o lsu n  yaln ızca  "b irb irin e  tu t tu ru l
m uş iki fonksiyon"dur. B una k arş ın , E u le r'e  göre sü rek li b ile  olm ayıp  

yaln ızca  p ü rü zsü z  b ırak ıld ığ ı yerde (Şekil 6.6), orijindeki iğ renç b ir  "sivri 
uç" ta ra f ın d a n  iki p a rç ay a  ay rılm ış o lm ası gerçeğine rağm en  ta m  da b ir  
fo n k siy o n d u r. Bizim  E u ler'im ize göre h(x ) gerçek ten  |x | ya da 9 (x )'ten  d a 
h a  iyi değ ild ir. O d u ru m la rd a , çok d ah a  ad i y a p ış tırm a  iş le riy le  de o lsa  (ve 
0(x ) 'te  y a p ış tır ılm ış  p a rç a la r  b irb ir in d e n  ay rı dü şm ü ş g ö rünse  de) açık 
o la rak  "b irb irin e  y ap ış tır ılm ış  iki fonksiyon"a sah ip tik .

6.4 "Eulerci" fonksiyon kavramı?

Ayrı fo n k siy o n la rın  b ir  yam a iş in in  k a rş ıt ı  o la rak  yaln ızca  tek  b ir  
fonksiyona sah ip  o lm akla ilg ili b u  "Eulerci" k av ram la  n a s ıl uğ raşacağ ız?  
h (x ) ö rneğ in in  açıkça göste rd iğ i g ib i C °°-pürüzsüzlük y e te rli değ ild ir. Bu 
konuyu çözüm lem ek iç in  as lın d a  tam am en  iki fark lı gö rünüm lü  yak laşım  
olduğu  görü lm ek ted ir. B u n lard an  b iri k a rm a şık  sa y ıla n  k u lla n ır  ve do lay 
lı ifade leriy le  o ldukça c idd i o lsa  da aç ık lan m ası y an ıltıc ı b iç im de b a s itti r .



F onksiyonum uz /(x ) 'in ,  k a rm aşık  değ işken z 'n in  b ir  / ( z )  fonksiyonuna 
b as itç e  g en iş le tile b ilir  o lm asına  gerek duyarız , öyle ki / ( z ) ,  k a rm aşık  de
ğişken  z'ye göre yaln ızca  bir ke z  tü rev len eb ilir  o lm ası gerekecek an lam da 
p ü rü zsü z  o lsun. (Böylece / ( z ) ,  k a rm a şık  an lam d a  b ir  tü r  C‘-fo n k siy o n u 
dur.) B undan  faz las ın a  gerek duym ayışım ız gerçek s ih rin  o la ğ an ü stü  b ir  
g ö ste rim id ir, / ( z )  karm aşık  z p a ra m e tre s in e  göre b ir  kez tü rev len eb ilirse  
bu  d u ru m d a  d iled iğ im iz k ad a r  çok tü rev leneb ilir!

K arm aşık  ka lkü lü s k o n u su n a  b ir  son rak i bö lüm de yen iden  döneceğim . 
B unun la  b irlik te  "Eulerci fonksiyon  kavram ı" so ru n u n a  ilişk in  yaln ızca  
gerçel say ıla rı k u lla n an  b aşk a  b ir  çözüm  yak laşım ı da m ev cu ttu r ve bu  
§2 .5 'te k arş ıla ş tığ ım ız  ü s lü  se ri kav ram ın ı içerir. (E uler'in  u s ta  o lduğu 
şey lerden  b ir i de ü s lü  se rile rle  uğraşm aktı.) Bu bö lüm de k arm aşık  tü rev- 
len eb ilirlik  konu su n a  dönm eden önce ü s lü  se rile r  so ru n u n u  ele alm ak y a 
ra r lı  o lacak. K arm aşık  tü rev len eb ilir liğ in  yere l o larak  ü s lü  se ri a ç ılım la rı
n ın  geçerliliğ ine eşdeğer o lm ası gerçeği, k a rm aşık  say ı s ih r in in  gerçekten  
m uazzam  p a rç a la r ın d a n  b ir is id ir.

B un ların  tü m ü n e zam an ı ge ld iğ inde döneceğim  fa k a t ş im dilik  gerçel 
say ı fonksiyon la rıy la  ça lışm aya  devam  edelim . H erhang i b ir  f ( x )  fo n k si
y o nunun  gerçek ten  b ir  ü s lü  se ri g ö ste rim in e  sah ip  o lduğunu  düşünün :

f { x )  = a0 + a xx -t- a2x 2 + a3x 3 + a4x 4 ■■■

Şu h a ld e  /(a r) 'ten  ç ıkarılacak , ao ,a1,a2,a3,a4, ... k a tsay ıla r ın ın  ne o lm ası ge
rek tiğ in i bu lacağ ım ız  yön tem ler m evcu ttu r. Bu tü r  b ir  ile rlem en in  v a r  o l
m ası iç in  /(x :) 'in  C“-p ü rü z sü z  o lm ası gerek lid ir (yine de b iraz d an  görece
ğim iz g ib i y e te rli değildir), böylece s ıra s ıy la  / ( x ) 'in  b irinc i, ikinci, üçüncü , 
d ö rdüncü , vb tü rev i o lan  yeni f ' { x ) ,  f" (x ) ,  ..., vb fonksiyon 
la r ın a  sah ip  olacağız. G erçekte bu  fonksiyon ların  yaln ızca  orijindeki 
(x =  0) değerleriy le  ilg ileneceğiz ve / ( x ) 'in  C“-p ü rü z sü z lü ğ ü n e  yaln ızca 
o rad a  gerek duyacağız. f ( x )  böy lesi b ir  ü slü  seri aç ılım ına sah ip se  bu  d u 
ru m d a  (bazen Maclaurirı serisi7 o la rak  da ad lan d ırılan ) sonuç ş u d u r :16-31

ao = /(O), ^  = ’-Li, a2 = — , a3 = — . “ 4 = — .....

(§5.3 'ten, n! = lx 2 x  ...xn b ağ ın tıs ın ı an ım sayın .) Ya d iğer tü r lü sü n e  ne d e
m eli? a 'la r  bu  şek ilde verild iğ inde, to p la m la rın ın  (orijini k ap say an  b ir  
ara lık ta ) gerçekten  f { x ) 'i  vereceği sonucu  ç ıkar mı?

7 Orijin etrafındaki bu üslü seri açılımı geleneksel olarak (biraz tarih i hak teslimiyle) Macla- 
urin  serisi diye bilinir; p noktası etrafındaki daha genel sonuç Brook Taylor'a, 1685-1731, 
dayandırılır, bkz. bölüm ün devamı.



G örünüşte  d ik işsiz  o lan  /ı(x )'im ize geri dönelim . Bu fik ri k u lla n a rak  
b irle şm e n o k ta s ın d a  [x =  0) belk i de b ir  defo b u lab ilir iz . h(x) 'in  gerçek ten  
b ir  ü s lü  se ri aç ılım ın a  sah ip  olup o lm ad ığ ın ı görm eye ça lış ırız . Y u k arıd a 
ki ifadede f ( x )  = h(x)  a la rak  çeşitli a0,a1,a2,a3,a4, ... k a tsa y ıla r ın ı göz ö n ü 
ne a lır  ve se rin in , x 'in  orijin in  hem en  so lu n d a  o lduğu h e r  d u ru m d a  
h(x)  = 0 değeriy le  u y u şm ası gerek tiğ inden  b u  k a tsa y ıla r ın  tü m ü n ü n  yok 
o lduğunu  fa rk  ederiz. A slında e ~ ^ x iç in  de tü m ü n ü n , ik i ta ra f ta  b irb irle -  
riy le eş leşe rek  gelen tü m  tü rev leriy le  b ir lik te  sad e le ştiğ in i b u lu ru z  ki, bu  
du ru m  h (x ) ' in  o rijinde C”-p ü rü z sü z  o lm asın ın  tem eldeki sebeb id ir. Bu
n u n la  b ir lik te  bu  bize ü s lü  serin in , tü m  te rim le r  s ıf ır  o lduğu  iç in  [bkz. 
a lış tırm a  6.1) h iç b ir  b iç im de geçerli o lm ad ığ ın ı ve böylece to p la m la rın ın  
gerçekte e ~ ^ x ’e e ş it o lm adığ ın ı d a  söyler. Bu neden le  x = 0 ek yerin d e  b ir  
defo m e v cu ttu r: h(x ) fonksiyonu  b ir  ü s lü  se ri b iç im inde ifade edilem ez. 
Bu d u ru m d a  h(x), x  =  O'da a n a litik  d eğ ild ir  deriz.

Y ukarıdak i ta r t ışm a d a  as lında , orijin  e t ra f ın d a  b ir  ü s lü  se ri aç ılım ı 
denen  şeye de a t ıf ta  b u lu n m u ştu m . B enzer b ir  ta r t ışm a  fonksiyona ilişk in  
gerçel say ı ta n ım  küm esin in  h e rh an g i b ir  n o k ta s ı iç in  de geçerlid ir. ö y le y 
se b u  d u ru m d a  orijini,  ta n ım  küm esinde p gerçel say ıs ıy la  ta n ım la n a n  b e 
lir li  b a şk a  b ir  nok taya, y u k arıd ak i ü s lü  se ri aç ılım ında x  yerine  x  — p koy
m ak an lam ın a  gelm ek üzere, k a y d ı r m a k  zo runday ız . Böylece artık ,

„  _  f r - \  _ _  /'(P ) „  _  f"(P ) „  _  f"'(.P)
a 0 — a l  — u  I a 2 — 2! '  “ 3 — 3! '

olm ak üzere

/ ( * )  =  «o + a ı(*  -  P) +  a2{x -  p ) 2 + a3(x -  p ) 3 + •••

ifad esin i elde ederiz. B una p e t ra f ın d a  b ir  ü s lü  se ri den ir. f ( x )  fonksiyo 
nu, x  =  p 'y i k ap say a n  b ir  a ra lık ta  bu  tü r  b ir  ü s lü  se ri o la rak  ifade  ed ileb i
lirse  p 'd e  a n a l i t ik t ir  denir. f { x ) ,  ta n ım  k ü m esin in  tüm  n o k ta la rın d a  a n a li
tik se  on a  a n a li t ik  fo n k s iy o n  ya d a  eşdeğer o la rak  C“-p ü rü z sü z  fonksiyon  
deriz. A nalitik  fo n k siy o n la r açık b ir  an lam d a  C“-p ü rü z sü z  fo n k siy o n la r
d an  b ile  d ah a  "pürüzsüz"dür. A yrıca b u n la r , y u k arıd a  verilm iş 0(x), \x\, 
x\x\, x n \x\ ya da h (x ) ö rnek lerindek i b iç im de, ik i "farklı" an a lit ik  fonksiyo 
n u  b irb ir le r in e  y a p ış tıra ra k  k aç ın m an ın  o lası o lm ayacağı tü rd e  b ir  öze lli
ğe sa h ip tir . E u le r a n a litik  fo n k siy o n la rd an  m em nun  o lu rdu . B un lar a s lın 
d a  "dü rüst"  fonksiyon lard ır!

Yine de tü m  bu  ü s lü  se rile r  u ğ raşm a k  iç in  tu h a f  şey lerd ir; h a t ta  y a l
n ızca  z ih inde  bile . Şeylere "karm aşık" b iç im li bak ış çok d ah a  ta sa r ru f lu  
görünüyor. D ahası b u  bize d ah a  d erin lik li b ir  kav ray ış sağ lıyor. Ö rneğin -,



x  =  O'da an a litik  d eğ ild ir fak a t y ine de h â lâ  "b ir fo nksiyon"du r .1641 "Üslü 
se ri felsefesi" b u n u  bize do laysız o la rak  söylem ez. B una rağm en  karm aşık  
say ı b ak ış  aç ıs ın a  göre göreceğim iz üzere  açıkça b ir  fonksiyondur.

6.5 Türev alma kuralları

Bu k o n u la n  ta r t ışm a y a  b a ş la m a d a n  önce tü rev se l k a lk ü lü sü n  b ize g e r
çekten  su n d u ğ u  h a r ik a  k u ra lla rd an , fonksiyon la rın  tü rev le rin i neredeyse 
gerçek ten  h iç dü şü n m ed en  alab ilm em ize , e lb e tte  yaln ızca  a y la r  sü ren  ça 
lışm a la r  so n u cu n d a  o lanak  sağ lay an  k u ra lla rd a n  b iraz  b ah se tm ek  y a ra rlı 
o lacak. Bu k u ra lla r  pek çok fonksiyonun  tü rev in i, özellikle ü s lü  se rile r  b i 
ç im inde g ö ste rild ik le rin d e  do laysız o la rak  n as ıl yazacağım ızı görm em izi 
sağ lar.

B ir a ra  yorum  o la rak  y u k arıd a  x 3'ü n  tü rev in in  3x2 o lduğunu  b e lir t t iğ i
m i an ım say ın . Bu b a s it  fak a t önem li b ir  denklem in özgün b ir  ö rneğid ir: 
xn 'n in  tü rev i

dx

şek linde yazab ild iğ im iz  nxn - 1'd ir. (Bu denklem in neden  geçerli o lduğunu  
b u ra d a  aç ık lam am  d ikkatim izi epeyce d ağ ıtır. G erçekte g öste rilm esi o k a 
d a r  da zor d eğ ild ir ve ilg ilenen  okuyucu gerekli h e r  şeyi ka lkü lü s üzerine 
tem el b ir  d ers  k ita b ın d a  b u la b ilir .8 Aklım a gelm işken, rc'nin tam sa y ı o l
m ası gerekm ez.) Bu denklem i ay rıca  k u llan ış lı

d (xn) =  n x n~1 dx

denklem iyle de ifade  ed eb iliriz .9 Ü slü  se rile r in  tü rev in i alm ak la  ilg ili b i l
m em iz gereken çok faz la  şey yok. Tem el o larak  b aşk aca  iki şey  söz ko n u 
su d u r. îlk  o larak , fonk siy o n la rın  to p la m la rın ın  tü rev i o n la rın  tü rev le ri 
to p la m ın a  e ş ittir:

d [/(x )  +  g(x)] = d f ( x )  +  d g{x).

Bu d ah a  so n ra  fo n k siy o n la rın  son lu  sa y ıd a  b ir  to p lam ın a  g en iş le r .10 îk in-

®  [6.4] e 1 !*2 "tek fonksiyon"unu ele alın. Onun orijinde C“ olduğunu fakat analitik olmadığını
gösterin.

8 Bkz. Edvvards ve Penny, 2002.
9 An itibariyle karşılaştığınız ifadeleri yalnızca biçimsel olarak ele alın ya da hatta sizi daha 

mutlu edecekse zihinsel olarak "önceki haliyle dx'e böTün. Burada kullandığım notasyon 
§§12.3-6'da tartışılacak olan türevsel biçimlerle uyumludur.

10 Bununla birlikte, bu kuralı bir üslü seride gerek duyduğumuz sonsuz sayıda terimin topla
mına uygulamakla ilgili teknik bir aynntı mevcuttur. Bu ayrıntı kesin olarak olarak yakın-



cisi, b ir  sa b itle  b ir  fonksiyonun  ça rp ım ın ın  tü rev i o sa b itle  fonksiyonun  
tü rev in in  ça rp ım ın a  eş ittir:

d{a/(x)} =  a df ( x ) .

Bir "sab it" le  x 'e  göre değişm eyen b ir  say ıy ı kasted iyo rum . Ü slü seridek i 
a 0,a1,a2,a3, ... katsay ı lar ı  sa b ittir . Bu k u ra lla r la  herhangi bir  ü s lü  se rin in  
tü rev in i do laysızca  a la b ilir iz .1651

a 'n ın  sa b itliğ in i ifad e  e tm en in  b aşk a  b ir  yo lu  şudur:

da =  0.

Bunu ak ılda  tu ta ra k , hem en y u k arıd a  verilm iş k u ra lın  "Leibniz y asası"n ın ,

d { /O )0 GO} =  f { x )d g { x )  + g { x ) d f { x ),

gerçek ten  özel b ir  d u ru m u  lg(x) = a o lacak  şekilde) o lduğunu  b u lu ru z  (ve 
h erh an g i b ir  doğal n  say ıs ı için d (xn) /A x  =  n x n~1 ifadesi Leibniz y a s a s ın 
d an  ç ık a r ıla b ilir ).16 61 Y ararlı b aşk a  b ir  k u ra l şudu r:

d{ /(5(*))}  =  f \ g { x ) ) g ' { x ) A x .

Son ik isi ve ilk inden , Leibniz y a sa s ın a  /OOL^OOİ 1 koyarak

( f 0 0 \  _  a W  df ( x ) - f w  dg(x)
\g{xV sW2

so nucunu  ç ık a ra b ilir iz .16,71 Bu k u ra lla r la  d onanm ış b ir  kim se, k u ra lla r ın  
n as ıl iş led iğ iy le  ilg ili gerçek b ir  kavray ış  yo lu n d a  d ah a  fa z la s ın a  gerek 
duym aksız ın  "türev  a lm a uzm anı" h a lin e  gelebilir! Bu iyi b ir  kalk ü lü sü n  
g ü cü d ü r .1681 D ahası yaln ızca  b irk aç  özel fonksiyonun  tü rev le rin e  ilişk in  
b ilg iy le1691 b ir  u zm an d an  d ah a  faz la s ı da o lu n ab ilir . Y alnızca, g irişken  o l
m ayan  okuyucunun  d a  uzm an  tü rev c ile r  k u lü b ü n ü n  "anlık  b ir  üyesi" o la 
b ilm esi iç in  tem el ö rnek le ri su n ay ım :11,16101

saklık çemberi içinde yer alan x değerleri için görmezden gelinebilir; bkz.  §2.5. Bkz.  Priestly, 
2003.

I® [6.5] §5.3'te e x için verilen üslü seriyi kullanarak âex = e x dx eşitliğini gösterin.
[6.6] Bunu kanıtlayın.

>18 [6.71 Bu sonucu türetin.
®  [6.8] y = (1 — x2)4 ve y  = (1 + x ) / ( l  — x ) ifadeleri için dy /dx' \  bulun.
•G1 [6.91 a sabit olmak üzere d(loga x), d(logx a) ve dx* ifadelerini çözün.
11 §5.1'den sin-1, cos-1 ve tan-1'in sırasıyla cos, sin ve tan fonksiyonlarının ters fonksiyonları

olduğunu anımsayın. Böylece sin(sin-1x) = x, vb'dir. Bu ters fonksiyonların "çok değerli 
fonksiyonlar" olduğunu aklımızda tutmalıyız fakat bununla birlikte — ̂  < sin-1* < - ,
0 £  cos-1* £  7r ve -  ~ S  tan-1* £ ^ aralıklarındaki değerleri seçmek olağandır.



dCe*) = e xAx,
dx

d ( l o g x ) *
d ( s i n x )  = c o s x d x ,  

d ( c o s x )  =  —s i n x d x ,  

d ( t a n x )  dx
COS* X  

dx
d ( s i n  l x )  

d ( c o s _1 x ) =

d ( t a n - , ) = I 5 .

B unlar, bö lüm ün  b a ş ın d a  değ in ilen  nok tay ı, açık denk lem ler verild iğ inde 
tü rev  alm a işlem in in  "basit" o lu şu n u  örnekliyor. E lbe tte  b u n u n la , b u  iş 
lem leri uykudayken  b ile  yapab ileceğ in iz i kaste tm iyo rum . "Kolay" diyerek 
an la tm ak  isted iğ im  tü rev  a lm an ın  uyg u lan m ası için  h esap la m ay a  dayalı 
açık b ir  yön tem in  v a r  o lu şu d u r. B ir ifadedek i h e r b ir  b ile şen in  tü rev in in  
n a s ıl a lın acağ ın ı b ilirsek , bu  d u ru m d a  kalkü lüse  a it y u k arıd a  verilm iş 
y ö n tem ler bize ifad en in  b ü tü n ü n ü n  tü rev in i n as ıl a lab ileceğ im izi söyler. 
"Kolay" b u ra d a  gerçek ten , h a lih a z ırd a  b ir  b ilg isay a ra  g irileb ilm iş o lan  a n 
la m ın d ad ır. Öte ta ra f ta n  aksi yönde ile rle rsek  iş le r  o ldukça fa rk lıd ır .

6.6 In tegra l alma

Bu bö lüm ün  b a ş ın d a  b e lir tild iğ i g ib i in tegral a lm a  tü rev  a lm an ın  te r 
s id ir. Bu g ' ( x ) =  f ( x ) o lacak şek ilde  b ir  g{x)  fonksiyonu bu lm ak, d iğer b ir  
dey işle  d y /A x  =  f ( x )  denklem ine b ir  y  =  g{x)  çözüm ü bu lm ak  an lam ın a  
gelir. B unu o rtay a  koym anın  d iğer b ir  yolu  Şekil 6 .4 'te  (ya da Şekil 6.5) 
aşağ ıy a  doğru  h arek e t etm ek yerine  yo lum uzu y u karıya  doğru  açm aya ça 
lış ırız . "K alkülüsün tem el teo rem i"n in  güzelliği o d u r ki, bu  yöntem  bize 
a rd ış ık  h e r  b ir  eğri a ltın d ak i a la n la rı n a s ıl hesap layacağ ım ız ı söyler. Şekil 
6.8 'e b ir  göz a tın . A lttaki u  =  f ( x )  eğ ris in in  ü s ttek i y  = g ( x ) eğ ris in d en  el
de ed ileb ileceğ in i an ım say ın  çünkü  f ( x ) ,  g ( x ) ' in  tü rev i olm ak üzere, bu  
eğ rin in  eğim  g rafiğ in i g ö ste rir. Bu d ah a  önce elim izde o lan ın  ayn ısıd ır. 
Yine de önce a ltta k i eğriyle b aş lay a lım . Ü sttek i eğ rin in  b as itç e  a ltta k i eğ
r in in  a ltın d a  k a lan  a la n la ra  gönderm ede b u lu n d u ğ u n u  keşfederiz . B iraz

»© [6.101 İlki için bkz.  alıştırma [6.5]; İkincisini d(elog*)'ten; üçüncü ve dördüncüyü, karmaşık 
niceliklerin gerçeller gibi davrandığını varsayarak deix'ten; ve geri kalanları da, 
d(sin(sin-1 x)),  vb'yi kullanarak ve cos2 x + sin2 x = 1 ifadesini dikkate alarak daha öncekiler
den türetin.



(b)

Ş ek il 6.8 K alkü lüsün  tem el teorem i: Şekil 6 .4a ve b ’n in , aşağ ıy a  ile rlem ek  y e rin e  y u k arıy a  
doğru  ile rleyerek  y en id en  y o ru m lam şı. Ü sttek i eğri (a), a ltta k i eğ rin in  (b) a ltın d a  k a la n  
a la n la r ı, ik i d ik  x  =  a  ve x  =  b ç izgisi, x  ekseni ve a l tta k i eğriy le  s ın ır la n m ış  a lan , ü s t  eğ 
r in in  b u  iki *  d eğ erin d ek i yüksek lik le rin  fa rk ı ( işa re tle r  h e sa b a  katıla rak ), g (b )  — ,9 (a )  o l
m ak üzere, g öste riyo r.

d ah a  açık o lm ak gerek irse: a ltta k i resim de s ıra s ıy la  x = a ve  x — b ile b e 
lir ti le n  iki dik çizgi a lırsak  bu  d u ru m d a  bu  iki çizgi, x  ekseni ve eğ rin in  
kend isiy le  s ın ır la n a n  a lan  ü s ttek i eğ rin in  bu  ik i x  değerindeki yüksek lik le
r i a ra s ın d ak i fa rk a  eş it o lacak tır. E lbe tte  b u  g ib i k o n u la rd a  "işare tler"le  
ilg ili d ikkatli o lm ak zorundayız. A lttak i eğ rin in  x  eksen in in  a l tın a  ind iğ i 
bö lge lerde a la n la r  h e sa b a  n eg a tif  o la rak  k a tılır . D ahası resim de, a < b 
o la rak  ve ü s tte k i eğ ride  "yükseklik ler a ra s ın d a k i farkı" g(b) — g(a)  b iç i
m inde k ab u l e ttim . İ şa re tle r  a > b d u ru m u n d a  te rs in e  çevrilir.



Ş e k i l  6 .9  Çok k ü ç ü k  b ir  m ik 
tarda  o lacak şe k ild e  b >  a  o la 
rak a lın . A ltta k i re s im d e  k o m 
ş u  ç izg iler  x  =  a  ve x  = b ara

sın d a k i çok  dar b ir  d ilim in  
alanı e sa sen  d ilim in  b — a  

e n iy le  y ü k s e k liğ in in  (x e k se 
n in d e n  eğriye  kadar) ç a rp ım ı
dır. B u y ü k s e k lik  ü s tte k i eğ r i

n in  oradak i eğ im id ir, b u  ne
den le  d ilim in  a lanı, ü s tte k i eğ
r in in  a 'd a n  b ’ye  yü kse ld iğ i n i

celik, d iğer b ir  d ey iş le  
0 (b )  ~  g (a )  o la n b u e ğ im  x d i
lim in  en id ir. Pek çok d a r  d ili
m i to p la ya ra k  a ltta k i eğ r in in  

a ltın d a  ka la n  gen iş b ir  d ilim in  
a la n ın ın  ü s tte k i eğ r in in  y ü k 
se liş in e  k a rş ılık  ge len  n ice lik  

o ld u ğ u n u  b u lu ru z .

g(b)-g(a)

Şekil 6 .9 'da  eğ im ler ve a la n la r  a ra s ın d a  n a s ıl böyle te rs  b ir  ilişk i b u 
lu n d u ğ u n u  sezgisel o la rak  in a n ılır  k ılm aya ça lış tım , i 'n in  a 'd a n  çok k ü 
çük b ir  m ik ta r  d ah a  büyük  o lduğunu  d ü şü n ü rü z . Böylece ele a lınacak  
alan , a ltta k i resim de kom şu iki çizgi x  =  a ve x  = b ta ra fın d a n  s ın ırla n m ış  
çok d a r  d ilim dir. Bu a lan ın  ö lçüsü  esasen  d ilim in  m in ik  eniyle (diğer b ir  
dey işle  b — a) onun  yüksek liğ in in  (x eksen inden  eğriye kadar) ça rp ım ıd ır. 
B unun la b irlik te  d ilim in  yüksekliğ i o n o k tad a  ü s ttek i eğ rin in  eğim ini ö lç
m ek d u ru m u n d ad ır. Bu d u ru m d a  d ilim in  a lan ı, bu  eğim in d ilim in  eniyle 
ça rp ım ın a  e ş ittir . Öte ta ra f ta n  ü s t  eğ rin in  eğim iyle d ilim in  en in in  ç a rp ı
m ı, ü s t  eğ rin in  a 'd a n  b 'ye yükse ld iğ i n icelik  o lan  g(b)  — g(a)  fa rk ın a  e ş i t
tir . Böylece çok d a r  d ilim le r iç in  a lan , a s lın d a  b e lir tile n  b u  fa rk la  ö lçü lür. 
Geniş d ilim le r çok say ıd a  d a r  d ilim den  o lu şu r b iç im de k ab u l ed e r ve to p 
lam  a lan ı ü s ttek i eğ rin in  tü m  a ra lık  boyunca ne k ad a r  yükse ld iğ in i ö lçe
rek  elde ederiz.

B u rad a  o rtay a  koym am  gereken önem li b ir  n o k ta  m evcut. A lttaki eğ ri
den ü s ttek in e  geçerken ü s ttek i eğ rin in  tü m ü n ü n  ne k a d a r  yükseğe y e rle ş
tirileceğ iy le  ilg ili eşsiz  o lm am a d u ru m u  söz konu su d u r. Y alnızca ü s ttek i 
eğride yüksek lik le r a ra s ın d ak i fa rk la r la  ilg iliyiz, bu  d u ru m d a  tü m  eğriyi 
he rh an g i s a b it  b ir  m ik ta rd a  y u k arıy a  ya da aşağ ıya kayd ırm ak  b ir  şey  d e
ğ iştirm eyecek tir. Bu du ru m  "eğim" yo rum u  b ak ım ın d an  da, ü s ttek i eğ rin in  
fa rk lı n o k ta la rın d a k i eğim , eğriyi d a h a  önce yukarıya  ya da aşağ ıy a  kay-



d ırm ışsak  b u  d u ru m d ak in in  ayn ısı o lacağ ı iç in , aç ık tır. Bizim  an a liz im iz 
de bu, g ( x ) 'e b ir  C s a b iti eklediğim iz d u ru m d a  elde edeceğim iz fonksiyo
n u n  tü rev in in  h â lâ  f ( x )  o lduğu  an lam ın a  gelir:

d(flGO +  C) =  dg(x)  +  dC = f ( x ) dx  + 0 =  / ( x )  dx.

Bu tü r  b ir  g  (x) fonksiyonu  ya da eşdeğer b iç im de rasge le  seçilm iş b ir  C 
s a b iti iç in  g (x )  +  C, / ( * ) ' in  b ir  belirsiz in tegralı  o la rak  a d la n d ır ılır  ve b u 
nu J  f ( x )  dx  =  g (x )  +  s a b i t

b iç im inde yazarız . Bu, d[^(x) + sabit] =  f ( x ) d x  b ağ ın tıs ın ı ifade  e tm en in  
yaln ızca  b ir  d iğe r yo ludu r, böylece “f  " iş a re tin i yaln ızca  "d" sem bo lünün  
te rs i  o la rak  d ü şü n ü rü z . x = a ve x  = b a ra s ın d a k i b e lirli a lan ı is te rsek  bu 
d u ru m d a  belirli irıtegral o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyi is tiy o ru z  dem ek tir ve

b

J  f ( x ) d x  =  g ( b ) - g ( a )
a

yazarız . f ( x )  fonksiyonunu  b ild iğ im iz  ve onun  in teg ra li g ( x ) 'i  elde etm ek 
isted iğ im iz  d u ru m d a , elim izde tü rev  a lm ad a  sa h ip  o lduğum uz aç ık lık ta  
k es tirm e k u ra lla r  m evcu t değ ild ir. Pek çoğu s ta n d a r t  ders k ita p la rı ve b il
g isa y a r  p ro g ra m la rın d a  b u lu n a b ile n  çok faz la  n u m a ra  b ilin ir  fak a t b u n la r  
tü m  d u ru m la rla  b a şa  çıkm aya yetm ez. A slında d ah a  önce ku llanageld iğ i- 
m iz açık s ta n d a r t  fon k siy o n la r a ile s in in  s ık lık la  gen işle tilm esi gerektiğ i 
sonucuy la  k a rş ıla ş ır ız  ve bu  yeni fo n k siy o n la r in te g ra l a lm an ın  so n u ç la rı
n ı ak ta rm ak  üzere  "icat edilm eli"dir. A slında b u n u  za ten  y u k a rıd a  v e ril
m iş özel ö rnek le rde  görm üştük . Y alnızca x 'in  ü s lü  k o m b in asy o n la rın d an  
o lu şan  fo n k siy o n la ra  a lışk ın  o lduğum uzu  d ü şü n ü n . Genel b ir  x n ü s lü  ifa 
desi söz k o n u su  o ld uğunda  onun  in te g ra lin i x n+1/( n  + l ) 'i  elde etm ek ü z e 
re  a lab iliriz . (Bu yaln ızca  §6.5 'teki denklem im izi n yerine n + 1 koyarak 
ku llan m ak tır: d (xn+1')/dx =  (n + 1 ) x n, n = — 1 d u ru m u n d a  ne yap ılacağ ıy la  
ilg ili end işe  duyuncaya k a d a r  h e r şey  y o lu n d ad ır. Bu d u ru m d a  beklenen  
x n+1/ ( n  + 1) y a n ıtın ın  p ay d ası s ıf ır  o lu r ve b u  çözüm  çalışm az . Öyleyse 
x -1 'in  in te g ra lin i n as ıl alacağız? Ş ansım ız  v a r  ki §6 .5 'teki lis tem izde  b ek 
leyen d(logx) =  x _1 denk lem in i fa rk  ederiz. Bu d u ru m d a  y an ıt logx + sabit 
olur.

Bu kez şanslıyd ık ! D urum  öyle g e liş ti ki, lo g a ritm a  fonksiyonuy la  d ah a  
önce fa rk lı b ir  sebeple ça lışm ıştık  ve on a  a i t  b az ı özellik leri b iliyorduk . 
B unun la  b ir lik te  fa rk lı d u ru m la rd a  yan ıtım ız ı d ah a  önceden b ild iğ im iz ve 
onun  v as ıta s ıy la  ifade edebileceğim iz h iç b ir  fonksiyon  o lm ad ığ ın ı da gö-



reb iliriz . A slında in te g ra lle r  sık lık la , yeni fo n k siy o n la rın  kend ile ri a ra c ılı
ğıyla tan ım lanacağ ı  uygun  a ra ç la r  su n a r. B elirli in te g ra lin  "zor"luğu bu  
an lam d ad ır.

D iğer ta ra f ta n  açık  ifade lerle  o k a d a r  d a  ilg ili o lm ayıp  verili fo n k si
y o n la rın  tü rev le ri ya d a  in te g ra lle r i o lan  fo n k siy o n la rın  varlığı  so ru la r ıy 
la  ilg iliysek  bu  d u ru m d a  elim iz eskiye o ran la  d ah a  güçlü  dem ektir. Şim di 
k u su rsu zc a  ça lışan  işlem  in teg ra l a lm akken  tü rev  alm ak so ru n la ra  yol 
açar. Bu işlem leri sa y ısa l veriy le  gerçek le ştir irk en  de ayn ı şey  söz k o n u su 
dur. Tem el o larak  tü rev  alm ay la  ilg ili so ru n  onun, k ritik  şek ilde tü rev i a l ı
nacak  fonksiyonun  ince a y r ın tıla r ın a  b ağ lı o lu şu d u r. T ürev i a lınacak  
fonksiyonun  açık b ir  ifad esin e  sa h ip  değ ilsek  bu du ru m  b ir  so ru n  o lu ş tu 
ru r. D iğer ta ra f ta n  in te g ra l a lm aksa  bu  tü r  k o n u la ra  k a rşı, in te g ra li a l ın a 
cak fonksiyonun  b ü tü n lü k lü  geniş doğasıy la  ilg ilenerek  görece d ah a  k o ru 
n ak lıd ır . Gerçekte tan ım  küm esi "kapalı" a < x  ■£ b a ra lığ ı o lan  sü rek li h e r 
hang i b ir  fonksiyonun  (C°-fonksiyon) in teg ra li, sonuç C1 (diğer b ir  deyişle 
C '-p ü rü zsü z) olm ak üzere, a l ın a b ilir .12 B unun  in teg ra li sonuç C2 o lacak  ş e 
k ilde yen iden  a lın ab ilir , son ra  b ir  C3-p ü rü z sü z  fonksiyon  vererek  yen iden  
a lın ır  ve böylece devam  eder. İn teg ra l a lm ak  fonksiyon la rı hep d ah a  p ü 
rü zsü z  h a le  g e tir ir  ve bu  şek ilde sü res iz  o la rak  devam  edeb iliriz . Öte t a 
ra f ta n  tü rev  a lm aksa  iş le ri yaln ızca  d ah a  d a  k ö tü le ş tir ir  ve fonksiyonun  
"türevi alınam az" h a le  geldiği b e lirli b ir  n o k tad a  b ir  sona  u la ş ır .

Yine de ay rıca , bu  k o n u la ra  tü rev  a lm a işlem ine sü res iz  b iç im de d e 
vam  edilecek şe k ilde o lanak  sağ lay an  y ak la ş ım la r  m evcu ttu r. B una z a 
ten , |x |'in  tü rev in i, |x| tü rev len eb ilir  o lm asa  bile , 0(x) so n u cu n u  elde etm ek 
üzere  a lm a o lanağ ın ı sağ lad ığ ım d a değ inm iştim . D aha ile ri g itm eyi d en e 
y eb ilir  ve 0(x)'in  o rijinde sonsuz  b ir  eğim e sah ip  o lm ası gerçeğ ine k a rş ın  
onun  tü rev in i de a lab iliriz . "Yanıt" D irac13 del ta  fo n k s iy o n u  denen  şeydir; 
k u an tu m  m ekaniği m a tem atiğ in d e  d ikkate  değer önem deki b ir  kavram . 
D elta fonksiyonu  as lın d a  hiç de, tan ım  küm esindek ileri g ö rü n tü le re  d ö 
n ü ş tü rm e  an lam ındak i a lış ıld ık  (m odem ) b ir  "fonksiyon" değ ild ir. D elta 
fonksiyonu  iç in  o rijinde h iç b ir  "değer" y o k tu r  (orada yaln ızca  s o n su z  o la 
b ilird i). Yine de de lta  fonksiyonu , m a tem atik se l k av ra m la rın  çe şitli d ah a  
geniş s ın ıfla r ı iç inde, en b ilin en i d a ğ ıl ım lar  o lan, açık b ir  m a tem atik se l 
ta n ım  bu lu r.

B unun için  C - fo n k s iy o n la rı kavram ım ız ı n 'n in  n e g a tif  b ir  tam say ı 
o lab ileceği d u ru m la ra  gen işle tm em iz gerekir. Bu d u ru m d a  0(x) fonksiyo 

12 Tanım  küm esindeki belirgin gereksinim  tık ız  adı verilen şeydir, bkz. §12.6. Aslında gerçel 
doğrusunun sonlu aralık ları bitim  no k ta lan  da dahil olmak üzere tıkızdır.

13 Görünüşe bakılırsa Oliver Heaviside "delta fonksiyonu"nu da D irac'tan çok y ıllar önce o rta 
ya koym uştu.



nu  b ir  C~‘-fo n k s iy o n d u r  ve d e lta  fonksiyonu  C '2'd ir. T ürev  ald ığ ım ız her 
se fe rinde  tü rev len eb ilir lik  s ın ıfın ı b ir  b ir im  aza ltm alıy ız  (diğer b ir  dey işle 
s ın ıf  b ir  b irim  d ah a  n e g a tif  h a le  gelir). Tüm  b u n la rla  E u le r 'in  "yeterli b ir  
fonksiyon" k av ra m ın d an  g ittikçe  d ah a  d a  u zak la şıy o r g ö rü n ü rü z  ve E uler 
bize, y a ra rlı g ö rü n ü şle r i gerçek o lm adığ ı iç in  b u  tü r  şey lerle  işim iz o lm a
m ası gerek tiğ in i söy le r gö rünü r. Yine de zam an ı gelince, k a rm aşık  sa y ıla 
rın  bizi b u  n o k ta d a  b ir  iron iy le h a y re te  d ü şü rd ü k le rin i göreceğiz; s ih ir  
h ü n e rle rin in  en iy ile rin d en  b iriy le  ifad e  ed ilen  b ir  ironiyle! Bu hü n ere  t a 
n ık lık  etm ek için , b u n u n  henüz uygun  şek ilde  açık layabileceğ im  b ir  şey 
o lm am ası nedeniy le , 9. bö lüm ün  so n u n a  k a d a r  beklem em iz gerekecek. 
Okur ilkin, b aşk aca  h a rik a  s ih irli b ile şen le rle  d öşenen  tem el g ereksin im le
rin  h a z ır la n m a s ı iç in  ben im le  b ir lik te  d iş in i s ıkm alıd ır.



KARMAŞIK SAYI ANALİZİ

7.1 Karmaşık pürüzsüzlük; holomorfik fonksiyonlar

T ürev  a lm a kavram ın ı, işlem  k a r m a ş ık f  (z) fonksiyonuna uy g u lan d ığ ın d a  
n as ıl an lam alıy ız? Konuyu bu  k ita p ta  tü m  ay rın tıs ıy la  aç ık lam aya g ir iş 
m em  kesin lik le  uygun  o lm az .1 Bu tü r  a y rın tıla ra , §6.2 'de gerçel b ir  fo n k si
yon iç in  b ile  uygun  şek ilde değ inm edim . Yine de en az ın d a n  içeriğ in  ö ze ti
n i ak ta rm ay a  ça lışab ilirim . Sözü edilen , k a rm aşık  tü rev len eb ilir liğ in  b a 
şa rd ığ ı şeyi g ö ste ren  tem el a rg ü m an ın  o ldukça seri b ir  ta s la ğ ıd ır . D aha 
so n ra  onun  b az ı şa ş ır tıc ı b ile şen leriy le  ilg ili b iraz  d ah a  açık  olacağım .

Tem elde k arm aşık  tü rev  a lm a iç in  fonksiyonun  g ö rü n tü  küm esindek i 
herh an g i b ir  z n o k ta s ın d a  w =  /'(z )k a rm aşık  eğ risine  a i t  b ir  "eğim" k a v ra 
m ı b u lu n m a s ın a  gerek duyarız . (Bu d u ru m d a  hem  f ( z )  fonksiyonu  hem  de 
z değ işken i k a rm aşık  değer a lab ilir.)  Bu "eğim" k av ram ın ın  tu ta r l ı  b ir  a n 
lam  ifade  etm esi iç in  z  değ işken in i z 'n in  karm aşık  düzlem indek i fark lı 
yön le rde hafifçe  h a re k e t e ttird iğ im izde , / ( z ) 'n in  C auchy-R iem ann  denk 
lem leri2 ( /(z ) 'n in  gerçel ve sa n a l k ıs ım la rın ı da içeren  ve gerçel ve sa n a l 
k ıs ım la ra  göre a lınan ; bkz. §10.5) denen  b e lir li b ir  ç ift denklem i sağ lam ası 
gerekir. Bu denk lem ler b izim  için , k a rm a şık  in teg ra l a lm ay la  ilg ili o ldukça 
d ikkate  değer b ir  şey  sa p ta r; ta n ım la n m a s ı gereken yeni b ir  in te g ra l a lm a 
k av ram ın a  o lanak  sağ lay an  ve ad ı k o n tü r  in tegra l a lm a  o lan  b ir  şey. Böy
lece, f ( z ) 'n in  n 'in c i derece tü rev i iç in  bu  k o n tü r  in teg ra l a lm a b iç im inde 
güzel b ir  denklem  o rtay a  konab ilir. B irinci tü reve b ir  kez sa h ip  o ld u ğ u 
m uzda yüksek  dereceli tü m  tü rev le ri özgürce  elde ederiz.

D aha so n ra  bu  denklem i, b ize / ( z )  iç in  ileri sü rü len  ve a s lın d a  / ( z ) 'e  
y ak ın sad ığ ın ı gösterm em iz gereken b ir  T ay lo r se ris in in  k a tsa y ıla r ın ı s u n 
m ası iç in  k u llan ırız . Bunu b aşa rd ığ ım ızd a  / ( z )  için, / ( z ) 'n in  kend isi b o 
yunca ta n ım lı ve tü rev len eb ilir  o lduğu  karm aşık  z-d ü z lem in d ek i h e rh an g i

1 Bu etkileyici konulan  daha geniş geom etrik ayrın tısıy la  İncelemek isteyen okuyuculara şid- 
detli önerim , Needham, 1997.

2 B unlan  §10.5'te, kısm i türev  kavram ı açıklandıktan sonra vereceğim.



b ir  çem ber iç inde geçerli o lan  b ir  T ay lo r se ris i ifadesine  sa h ip  oluruz. 
Böylece, k a rm a şık  p ü rü zsü z  o lan  h erh an g i b ir  k a rm aşık  fonksiyonun  zo
ru n lu  b iç im de an a lit ik  o lduğu  b ü y ü lü  gerçeği açığa çıkar.

Bu ned en le  karm aşık  ana lizde, önceki b ö lüm de ta n ım la n a n  "h(jx)" tü rü  
b e lirli C "-fo n k siy o n ların d ak i "y ap ış tırm a  iş le ri"n in  s ın ırlılık la rın ı fa rk  e t 
m ekte h iç b ir  so ru n  yok tu r. K arm aşık  p ü rü zsü z lü ğ ü n  gücü  E u le r'i k es in lik 
le m em nun  ederd i. (Ne yazık  ki k a rm a şık  p ü rü zsü z lü ğ ü n  b u  h a y re t veric i 
gücü  E u le r 'in  ö lüm ünden  38 yıl so n ra  1821'd e  A ugustin  C auchy ta ra f ın 
dan  ilk kez b u lu n u p  değeri an la ş ıld ığ ın d a  gerçek L eonhard  E u le r iç in  o l
dukça geçti.) K arm aşık  p ü rü zsü z lü ğ ü n  "Eulerci" fonksiyon  kavram ım ız 
iç in  gereken  şeyi, ü s lü  se ri aç ılım la rın ın  v a rlığ ın ın  su n d u ğ u n d a n  çok d ah a  
tu tu m lu  b ir  yo lla  su n d u ğ u n u  görürüz . Öte ta ra f ta n  bu  tü r  fon k siy o n la ra  
k a rm aşık  b ak ış  aç ısıy la  b ak m an ın  b aşk a  b ir  av an ta jı d a h a  b u lu n m a k ta 
d ır. G erçel eğri y  = \ /x ' \a  b irb ir iy le  gerçel x değerleri ü ze rin d en  "analitik  
o larak" b irle şm em iş iki ay rı p a rç a d a n  o lu şm ası gerçeğine rağm en  "tam  b ir  
fonksiyon" g ib i g ö rünen  s ık ın tılı " l /x " im iz i an ım say ın . K arm aşık  bak ış 
aç ıs ın d an  açıkça görm ekteyiz ki l / z  a s lın d a  tek il b ir  fonksiyondur. Fonk
siyonun  k arm a şık  düzlem de “y an lış  g ittiğ i" tek  y e r z =  0, o rijind ir. Bu tek 
nok tay ı k a rm a şık  düzlem den ay ırırsa k  elim izde h â lâ  b ağ lan tılı b ir  bölge 
b u lu n u r. G erçel d o ğ ru su n u n  x  <  0 k ısm ı k a rm aşık  düzlem  boyunca bu 
d o ğ runun  x > 0 k ısm ıy la  b ağ lan tılıd ır . Böylece, gerçel say ı d u ru m u n d a- 
k inden  o ldukça fa rk lı o la rak  l / z  a s lın d a  b ir le ş ik  b ir  k a rm a şık  fon k siy o n 
dur.

Bu a n lam d a  k arm aşık  p ü rü zsü z  (karm aşık  analitik ) o lan  fon k siy o n la ra  
h o lom orfik  den ir. H olom orfik  fo n k siy o n la r son rak i pek çok ta rtışm a m ız d a  
o ldukça önem li b ir  ro l oynayacak. O nların  önem ini 8. bö lüm de konform al 
d ö n ü şü m ler  ve R iem ann a lan la rıy la  ve 9. bö lüm de (titreşim  k u ram ın ın  te 
m elinde y er alan) F o u rie r seris iy le  b a ğ la n tılı  o la rak  göreceğiz. K uantum  
k u ram ın d a  ve k u an tu m  a lan  k u ram ın d a  (§24.3 ve §26 .3 'te  göreceğim iz 
üzere) önem li ro lle ri b u lu n m a k ta d ır. Bu fo n k siy o n la r ay rıca  yeni fiziki k u 
ra m la r ın  gelişim iy le ilg ili baz ı y ak la ş ım la ra  da tem el o lu ş tu ru r  (özellikle 
b u rg aç  k u ram ı, bkz. bö lüm  33 ve sic im  k u ram ın d a  da önem li b ir  ro lle ri 
v a rd ır , bkz. §§31.5,11,12).

7.2 Kontür integral alma

B urası §7.1'd e  iş a re t  ed ilen  m atem atik se l a rg ü m a n la rı tü m  a y r ın tıla 
rıy la  aç ık lam an ın  yeri o lm asa d a  y ine de yuk arıd ak i ta s la ğ ın  üzerinde 
d u rm ak  ay d ın la tıc ı o lacak tır. Ö zelde okuyucuya k o n tü r  in teg ra lle  ilgili,



ken d is in in  §7.1'in  gereksin im lerin i k a rş ılam ak  üzere ku llan ılab ileceğ i b i
çim e ilişk in  b ir  kav ray ış  su n a ca k  o lan  aç ık lam a la r y a ra rlı o lacak tır, t  lk 
o la rak  gerçel b ir  x  değ işkeni iç in  önceki bö lüm de verilm iş b e lirli b ir  in teg- 
ra le  a it no ta sy o n u  an ım say alım  ve onun , g '[ z ) =  f ( z ) olm ak üzere k a rm a 
şık  b ir  z  değ işkenine u ygu land ığ ın ı düşünelim :

Gerçek d u ru m d a  in teg ra l, gerçel d o ğ ru su n d ak i b ir  a n o k ta s ın d a n  y ine ay 
nı doğ rudak i b n o k ta s ın a  k a d a r  a lın ır. Gerçel doğru  ü ze rin d e  a 'd a n  b'ye 
g itm en in  yaln ızca  b ir  yolu b u lu n u r. Şim di bu n u  b ir  k a rm a şık  denklem  
o la rak  d ü şü n ü n . Bu kez b u ra d a  k arm a şık  düzlem  üzerindek i ik i n o k ta  o la 
rak  a ve b m evcu ttu r. Şim di a 'd a n  b'ye yaln ızca  tek b ir  ro ta  yok tu r, b u n u n  
yerine  a ile b'yi b ir le ş tire n  pek çok fark lı yol çizeb iliriz . C auchy-R iem ann  
denk lem lerin in  b ize  söy lediği şu d u r  ki, in te g ra l a lm a işlem im izi bu  tü r  b ir  
yol üzerinde  g erçek le ş tir irsek 3 b u  d u ru m d a , fonksiyonun  tan ım  küm esi 
iç inde sü rek li defo rm asyon  yoluy la ilk inden  elde ed ileb ilecek  h erhang i 
b aşk a  b ir  yol üzerinde  de ayn ı sonucu  alırız . (Bkz. Şekil 7.1. Bu özellik 
§ 12.6'd a  aç ık lan an  "d ışsal k a lk ü lü sü n  tem el teo rem i"n in  b a s it  b ir  ö rneğ i
n in  sonucudur.) Bazı fon k siy o n la r için  tan ım  küm esi iç inde ( l / z  d u ru m u n 
d a  z =  0 o lm ak üzere) b ir  "delik" m ev cu ttu r, bu  neden le  a 'd a n  b'ye g itm e
n in  esasen  fa rk lı b irk aç  yolu o lab ilir . "E sasen  farklı" b u ra d a , y o lla rd an  b i
r in in  fonksiyonun  tan ım  küm esi iç inde  k a la rak  sü rek li b iç im de b ir  d iğ e ri
ne deform e ed ilem em esi gerçeğin i k as ted e r. Böylesi d u ru m la rd a  a 'd a n  
b'ye a lın an  in te g ra lin  değeri değ işik  y o lla r iç in  fa rk lı y a n ıtla r  vereb ilir.

B u rad a  b ir  n o k ta n ın  aç ık lan m ası (ya da d ah a  çok düzeltilm esi) gerek li
d ir. B ir yo lun  sü rek li b iç im de b ir  b a şk a s ın a  deform e ed ilm esin d en  b a h 
se ttiğ im d e m a tem atik ç ile rin  hom olog  d e fo rm asy o n lar ded ik leri şeyi k a s 
ted iyo rum , h o m o to p ik  o lan la rı değil. Hom olog b ir  defo rm asy o n d a  yo lla rın  
baz ı k ıs ım la rın ın , te rs  yönde h a re k e t ed iyor o lm ala rı koşu luy la  b irb ir le r i
ni e lem eleri y asa ld ır. Bu tü r  iz in li b ir  defo rm asyon  örneği iç in  bkz. Şekil 
7.2. Bu şek ilde b irb ir le r in e  defo rm e ed ileb ilen  iki yol iç in  a y n ı  homoloji  
s ın ı f ın a  a i t  d en ir. B una k a rş ın  hom otop ik  d e fo rm asy o n lar b u  tü r  elem eye 
izin  verm ez. Bu tü r  elem enin  y asak  o lduğu , b irb ir le r in e  deform e ed ileb i
len y o lla r aynı h o m o to p i  s ın ı f ın a  a i ttir . H om otopik eğ rile r  h e r  zam an  ho- 
m o lo g tu r fak a t te rs i  zo run lu  değ ild ir. H om otopi ve hom olo jin in  ik is i de

3 Daha açık olmak gerekirse, / 'n in  z = p(t)'y le tanım lanan b ir yol boyunca integrali, p(u) yolun 
a başlangıç noktası ve p(v) yolun b final noktası olmak üzere, J j / ( p ( t ) ) p '( t ) d t  = J  f(z)d z, 
belirli in tegrali biçim inde ifade edilebilir.

a



Ş ek il 7.1 a 'd a n  b ’ye  g id en  fa rk lı y o l
la r . H olom orfik  b i r  /  fo n k siy o n u n u n  
b ir  yol ü ze rin d e  in te g ra lin i a lm ak  / ' i n  
ta n ım  küm esi iç in d e  onu sü rek li d e 
fo rm e etm ek  yo luy la  k e n d is in d e n  elde 
ed ileb ilecek  h e rh a n g i b a şk a  b ir  yol 
ü zerin d ek iy le  ayn ı y a n ıtı verir. Bazı 
fo n k siy o n la r  için  ta n ım  küm esi iç inde  
b e lir li d e fo rm asy o n la ra  engel o lan  b ir  
"delik" m ev cu ttu r , böylece fa rk lı y a 
n ı t la r  e lde  ed ileb ilir.

Ş ek il 7.2 H om olog b ir  d efo rm as- 
y o n d a  y o lla r ın  b az ı k ıs ım la rı, 
te r s  yönde h a re k e t ed iy o r o lm a
la r ı  k o şu lu y la  b irb ir le r in i eler. 
Bu d u ru m  b azen  ay rık  ilm ek le
r in  a r tm a s ın ı sa ğ la r.

sü rek li h a re k e t a ltın d ak i eşdeğerlik  le ilg ilen ir. Bu nedenle o n la r  topoloji 
k o n u su n u n  b ir  bö lü m ü n ü  o lu ş tu ru r . T opolo jin in  fa rk lı gö rü n ü m le rin in  
b aşk a  a la n la rd a  önem li ro lle r oynad ığ ın ı d a h a  so n ra  göreceğiz.

/ ( z )  =  l / z  fonksiyonu  gerçek te y o lla r hom olog o lm ad ığ ın d a  kend isi 
için  fa rk lı y a n ıtla r ın  elde ed ildiği  b ir  fonksiyondur. L ogaritm a hak k ın d a  
za ten  b ild iğ im iz  şey ler nedeniy le  b u n u n  n a s ıl böyle o lm ası gerek tiğ in i gö
reb iliriz . Geçen bö lüm ün  so n la rın a  doğru  log z 'n in  1 /z 'y e  a i t  b e lirs iz  b ir  
in teg ra l o lduğu  b e lir tilm iş ti. (Aslında b u  y a ln ızca  gerçel b ir  x  değ işkeni 
için  o rtay a  kondu  fak a t gerçel y an ıtı elde eden  ayn ı gerekçelend irm e ken 
d isine  k a rş ılık  gelen karm aşık  y a n ıtı da elde edecektir. Bu d iğer açık 
denklem lerim iz için  de geçerli o lan  genel b ir  ku rald ır.) Böylece elim izde

[ b dz
I —  = log b — log a 
Ja z

ifad esi b u lu n u r. B unun la  b irlik te  §5 .3 'ten , karm aşık  b ir  lo g a ritm an ın  
fa rk lı a l te rn a t if  "yan ıtlar"ı o lduğunu  an ım say ın . D ahası sü rek li şek ilde b ir  
y a n ıtta n  b ir  d iğe rin i elde edebiliriz . B unu gösterm ek  iç in  a 'y ı s a b it  tu 
tu p  fc'nin değ işm esine izin  verelim . G erçekte i 'n in  orijin  e tra f ın d a  p o z itif  
(diğer b ir  dey işle  s a a t yönünün  te rsi) an lam d a  (bkz. Şekil 7.3a) sü rek li b i
çim de b ir  kez dönm esine , kendi o rijina l konu m u n u  geri kazanacağ ı şek ilde



Ş ek il 7.3 (a) z _ ,dz'nin a'dan b 'ye alınan integrali l o g b  -  lo g o  sonucunu verir, (b) a 'y ı sa-  
bitleyin  ve ft'nin orijin etrafında, yanıttaki log fc'yi 2ttİ kadar arttırarak saat yönünün ter
sine bir kez dönm esine izin  verin, (c) Daha sonra orijinal rota üzerinden a ’ya geri dönün, 
(d) Yolun bir k ısm ı a'dan elendiğinde, saat yönü tersine kapalı bir f z ~ 1d z  — 2 n i  kontür 
in tegraliyle karşı karşıya kalırız.

o lanak  sağ layacağız. §5 .3 'ten , logb 'n in  san a l k ısm ın ın  b as itç e  ona a i t  ar
g ü m a n  (diğer b ir  dey işle  fc'nin gerçel p o z itif  eksenle o lu ş tu rd u ğ u  p o z itif  
an lam d a  ö lçü lm üş açı; bkz. Şekil 5.4b) o lduğunu  an ım say ın . A rgüm an bu 
h a re k e t e sn as ın d a  tam  o la rak  2n  k a d a r  a r ta r  ve böylece lo g b 'n in  2ni k ad a r  
a r tt ığ ın ı b u lu ru z  (bkz. Şekil 7.3b). Bu nedenle in teg ra lim iz in  değeri, ü ze 
rinde  in te g ra lin  a lınacağ ı yol orijin  e tra fın d a  (pozitif an lam da) b ir  kez d a 
h a  d o lan d ığ ın d a  2/ri k a d a r  a r ta r.

Bu sonucu , v a rlık la r ı k a rm aşık  an a liz in  k a ra k te ris tik  ve güçlü  b ir  gö
rü n ü m ü  o lan  kapalı  kon tür le r  b iç im inde de ifade  edeb iliriz . Gelin b irin c i 
ve ik inci yo lla rım ız  a ra s ın d ak i fa rk ı ele a lalım , d iğer b ir  dey işle  ilk  o larak  
ik inci yolu, d ah a  so n ray sa  b irin c i yolu te rs  yönde h a re k e t e ttire lim  (Şekil
7.3). Bu fark ı hom olog an lam d a  ele alıyoruz, böylece sü rek li b ir  b iç im de 
"geri dönen" ve a r ta  k a lan ı düze lten  p a rç a la r ı eleyebiliriz . Sonuç orijin  e t
ra f ın d a  yaln ızca b ir  kez d o lan an  k ap a lı b ir  yol; ya da fcon tü rdür (bkz. Şe
kil 7.3d), ve ne a 'n ın  ne de ö 'n in  konum uyla  ilg ilenir. Bu, genellik le <)> sem 
bolüyle y az ılan  (kapalı) k o n tü r  in teg ra le  ilişk in  b ir  ö rn ek tir  ve b u ra d a

f dz
J 7 =27ri



ifad esin i b u lu ru z .1711 E lb e tte  bu  sem bolü  k u llan ırk en  h an g i gerçek kon tü - 
rü n , ya da h an g i k o n tü r  hom oloji s ın ıfın ın  k u llan ıld ığ ı k o n u su n d a  d ikka tli 
o lm alıyız. K on türüm üz iki kez d o lan say d ı (pozitif anlam da), böylece 47ri 
y an ıtın ı elde ederdik . O rijin e tra fın d a  te rs  yönde (diğer b ir  dey işle  s a a t 
yönü) b ir  kez d o lan say d ı b u  d u ru m d a  y a n ıt — 2ni o lu rdu .

Bu tü r  k ap a lı b ir  k o n tü r  say esin d e  an lam sız  o lm ayan  b ir  y a n ıt alm a 
özelliğ in in  k ritik  b ir  b iç im de k arm aşık  lo g a ritm an ın  çok değerliliğ ine, y a l
n ızca  b ir  lo g a ritm an ın  tan ım ın d a k i k u lla n ışs ız lık  g ib i görü leb ilecek  b ir  
özelliğe b ağ lı o lm ası ilg in ç tir. B unun  y a ln ızca  ilg inç b ir  şey  o lm adığ ın ı b i
raz d an  göreceğiz. G erçekte karm aşık  an a liz in  gücü  k ritik  o la rak  ona b ağ lı
d ır. Takip eden  iki p a ra g ra fta  b u  tü r  b ir  şey in  b az ı ü s tü  k ap a lı a n la tım la 
rın ı özetleyeceğim . U m arım  m atem atiğe  ilg isi o lm ayan  okuyucu lar, t a r t ı ş 
m ad an  değerli b ir  şey ler elde edeb ilirle r. B unun, m atem atik se l ta r t ışm a  
do ğ as ın d a  hem  gerçek hem  de ş a ş ır tıc ı b ir  şey le r ak ta rd ığ ın a  inan ıyorum .

7.3 Karmaşık pürüzsüzlükten üslü seriler

Y ukarıda g ö ste rilen  ifad e  holom orfik  b ir  fonksiyonun  o rijindeki değe
rin i, orijin i çevreleyen b ir  k o n tü r  e tra fın d ak i b ir  in teg ra l b iç im inde ifade 
eden  ü n lü  C auchy  d e n k le m in in  (sab it / ( z )  =  2ni fonksiyonu  için) özel b ir  
d u ru m u d u r :4

B urada / ( z ) ,  o rijinde ho lo m o rfik tir  ve k o n tü r  orijin i çevreleyen h erh an g i 
b ir  ilm ektir; ya da o rijin in  o r ta d a n  k a ld ır ılm ış  haliy le , fonksiyonun  tan ım  
küm esindek i h e rh an g i b ir  ilm eğin  hom ologu o lab ilir. Bu neden le  fonksiyo 
n u n  orijindefci d u ru m u n u n  b ü tü n ü y le , onun  o rijin i çevreleyen  b ir  n o k ta la r  
küm esinde ne d u ru m d a  o lduğu  ta ra f ın d a n  b e lir len m esi gerçeğiyle k a rş ı 
ka rş ıy a  geliriz. (C auchy 'n in  denklem i tem el o larak , küçük ilm eklerin  lim i
tin d e  a lınm ış yuk arıd ak i j>z~1Az = 2m  ifadesiy le  b irlik te  C auchy-R i- 
em ann  denk lem lerin in  b ir  sonucudur; fa k a t b u ra d a  tüm  a y r ın tıla r ın ı ele 
alm am  uygun  olmaz.)

C auchy denk lem inde l / z  ku llan m ak  yerine  n  p o z itif  b ir  tam sa y ı olm ak 
üzere 1 / z n+1 k u llan ırsak , C auchy denk lem in in  "yüksek dereceden" b ir  v e r
siyonunu , / ( z ) 'n in  o rijindeki n 'in c i derece tü rev i, f (n\ z ) ,  o lduğu  a n la ş ılan

(S5 17.1] 7i, - l 'd e n  farklı b ir  tam sayı olduğunda niçin <#>zn dz =  0 olmak zorundadır, açıklayın.
4 Cauchy denklem idenklem inin doğru olm ası gerekliliğine ilişkin b ir "sebep”, /(z ) 'n in  aslında 

f(Ö )sabit değeri olarak ele alınabilm esid ir ve böylece durum  §7.2’de çalışılm ış olana ind ir
genir.



ifad e s in i elde ederiz. (n!'i §5 .3 'ten  anım sayın .) / ( z ) 'e  ilişk in  ü s lü  se riy i in 
celeyerek b u  denklem in  "doğru  y a n ıt o lm ası gerek"tiğ in i gö reb iliriz17 21 f a 
k a t bu  du rum , ü s lü  se ri aç ılım ın ın  ya d a  h a t ta  / ' n in  n 'in c i derece tü re v i
n in  v a r  o ld u ğ u n u  h â lâ  b ilm em em iz nedeniy le , bu  gerçeği k u llan ıp  k u lla n 
m am a so ru su n u  hak  ediyor. Ş u  a şa m a d a  tü m  b ild iğ im iz / ( z ) 'n in ,  b ird en  
faz la  kez tü rev len eb ilir  o lduğunu  b ilm eksiz in , karm aşık  p ü rü zsü z  o ld u ğ u 
dur. B unun la  b ir lik te  bu  denklem i b a s it  o la rak , orijindeki n 'in c i derece tü 
rev in  ta n ım ım  su n a n  şey o la rak  ku llanm ak tay ız . Bu "tanım "! d ah a  so n ra

ü slü  se ris in d ek i (bkz. §6.4) k a tsa y ıla ra  ilişk in  an = f ^ n\ 0 ) / n \  M aclau rin  
denklem ine d ah il edeb iliriz  ve b ir  p a rç a  u ğ raş la  as lın d a  b u  se rin in  to p la 
m ın ın  orijin i k ap say an  b ir  bö lgede /( z ) 'y e  e ş it o lduğunu  k an ıtlay ab iliriz . 
B unun sonucu  o la rak  fonksiyon  orijinde, denklem  ta ra fın d a n  o rtay a  k o n 
duğu  üzere, gerçek b ir  n 'in c i derece  tü rev e  s a h ip tir .17 31 Bu, o rijin i çevrele
yen b ir  bölgedeki karm aşık  p ü rü zsü z lü ğ ü n , a s lın d a  fonksiyonun  orijinde 
gerçek ten  (karm aşık) a n a litik  o lduğunu  (diğer b ir  dey işle  holom orfik) im a 
ed iş in i g ö ste ren  a rg ü m an ın  e sas  özünü  içerir.

E lb e tte  tü m  b u n la rd a  o rijin le  ilg ili özel h iç b ir  şey m evcu t değild ir. 
K arm aşık  düzlem deki h e rh an g i b aşk a  b ir  p n o k ta s ın a  ilişk in  ü s lü  se rile r  
h ak k ın d a  da ayn ı derecede k o n u şa b ilir  ve §6 .4 'te yap tığ ım ız  g ib i T aylor 
se ris in i k u llan ab ilir iz . B unun iç in  orijin i b as itçe , C auchy denklem i "kay
m ış o rijin” b iç im inde

olm ak üzere ve ay rıca  n 'in c i derece tü rev  ifad e s in i şim di k o n tü rü n  k a rm a 
şık  düzlem deki p n o k ta sın ı çevreled iğ i b iç im de

olm ak üzere, p n o k ta sıy la  y e r d eğ iş tir ir iz . Böylece k a rm aşık  p ü rüzsüz lük , 
ta n ım  küm esin in  her bir  n o k ta s ın d a  an a litik lik  (holom orfiklik) an lam ın a  
gelir.

!© [7.2] Bunu, /(z)'ye  ilişkin Maclaurin serisini integralde basit şekilde yerine koyarak göste-

•S [7.3] Bunların tûmûnû en azından biçimsel ifadeler düzeyinde gösterin; titiz gerekçelendir
meler hakkında endişelenmeyin.

a0 + r + a2x 2 + a3x 3 +  a4x + •••

rin.



K arm aşık  p ü rü zsü z lü k  yerel o la rak  an a litik lik  an lam ın a  geld iğ inden , 
okuyucudan  b a s it  o la rak  sonuca güvenm esin i ta lep  etm ek yerine  a rg ü m a 
n ın  tem elle rin i o r tay a  serm eyi te rc ih  e ttim  çünkü  bu, m a tem atik ç ile rin  so 
n u ç la rım  s ık lık la  elde edeb ild ik leri b iç im e ilişk in  m uh teşem  b ir  ö rnek tir. 
Ne öncül ( f ( z )  k a rm a şık  p ü rüzsüzdür) n e  de sonuç ( /(z )  an a litik tir) , kon- 
tü r  in te g ra l k av ram ın a  ya da b ir  k a rm aşık  lo g a ritm an ın  çok değerliliğ i 
kav ram ın a  ilişk in  b ir  ipucu  içerir. Yine de b u  içerik ler, y an ıtı b u lm an ın  
doğru  yo luna  ilişk in  a s ıl ip u ç la rın ı sağ la r. H erhang i b ir  "dolaysız" a rg ü 
m an ın  (ne o lu rsa  o lsun), b u n u  n as ıl b a ş a ra b ild iğ in i görm ek zo rdu r. A nah
ta r  m a tem atik se l oyuncu luk tu r. K arm aşık  lo g a ritm an ın  özellik lerin i ç a lış 
m ak iç in  ak lım ız ı çelen şey, onun  kendi d o ğ as ın a  a i t  caz ibesid ir. Bu k en 
d ine özgü ilg ilen iş gö rü n ü şe  göre, lo g a ritm an ın  d iğer a lan la rd a k i h e r  tü r 
lü  u y g u la m as ın d an  bağ ım sızd ır. A ynısı, h a t ta  d ah a  da büyük  b ir  o ran d a  
k o n tü r  in te g ra l a lm a iç in  de söy leneb ilir. Topolojik se rb es tliğ in  m ükem 
m el h a s sa s lık ta k i açık ifade lerle  b ir le ş tiğ i b a s it  a lg ıla y ış ta  o la ğ an ü s tü  b ir  
za ra fe t m e v c u ttu r .17 41 B unun la b irlik te  bu  yaln ızca  za ra fe t değ ild ir: k o n tü r  
in teg ra l ay rıca , d ah a  faz la  karm aşık  say ı s ih ri içeren  pek çok fark lı a lan d a  
o ldukça güçlü  ve k u lla n ış lı b ir  m a tem atik se l tekn ik  su n a r. Özelde, b e lirli 
in teg ra lle ri h esap la m an ın  şa ş ır tıc ı y o lla rın a  ve çeşitli sonsuz  se rile rin  
açık o la rak  to p la n m a s ın a  öncülük ed e r .17 51 ■17 61 M atem atiğ in  d iğer a la n la 
rın d a  o lduğu  g ib i ay rıca  fizik  ve m ü h en d is lik te  de pek  çok fark lı u y g u la 
m aya sa h ip tir . E u le r b u n d an  tüm üyle m e st olurdu!

7.4 Analitik sürdürme

Şu anda , b ir  bölge boyunca karm aşık  p ü rü zsü z lü ğ ü n  o bö lgen in  h e r 
h an g i b ir  n o k ta s ın d a k i b ir  ü s lü  se ri aç ılım ın ın  v a rlığ ın a  eşdeğer o lduğuna

■® [7 4] f{ z )  fonksiyonu kapalı b ir r  kontürü üzerindeki her yerde ve aynca  / ' n in  deliklere sa- 
hip olduğu noktaların  sonlu b ir kümesi hariç r  içinde holom orfiktir. z = a 'd a  n düzenindeki 
b ir ku tbun , h (z)a 'da  düzenli olmak üzere / (z ) 'n in  /ı(z)/(z — a)n biçim inde olduğu yerde 
o luştuğunu §4.4'ten anım sayın, a  kutbundaki kalan  /ı(n-1)(a )/(n  — 1)! olmak üzere, 
$rf{z )d z  = 27rix{bu kutuplardaki kalanların  toplamı} olduğunu gösterin.

3© [7.5] x~* sinxdx = ^ olduğunu z~1e,z ifadesinin integralini, gerçel eksenin {R > e > 0 ol

m ak üzere) —R 'den -e 'y e  ve e'den /?'ye kadar olan iki kısm ından ve üst y an  düzlemdeki, s ı
rasıyla € ve R yarıçap larına sahip iki bağlayıcı y an  çem ber yayından oluşan  kapalı b ir r  
kontürü etrafında alarak  ve daha sonra € -* 0 ve R -» oo olm asına izin vererek gösterin.

®  [7.6] 1 + + ^  + = — olduğunu f ( z )  = z~2 cotzrz ifadesin in  integralini büyük b ir kon

tü r  etrafında, merkezi orijin ve kenar uzunluğu 2N + 1 olan b ir kare diyelim, alarak  ve son 
rasında  N -* oo olm asına izin vererek gösterin. İpucu : Alıştırm a [7.5]'i, /(z ) 'n in  kutupların ı 
ve ona a it kalanları bularak  kullanın, /(z ) 'n in  T etrafındaki integralininneden N -* oo o ldu
ğunda O lim it değerine yaklaştığını göstermeye çalışın.



ilişk in  d ikka t çekici sonuca sah ib iz . B unun la b irlik te  b ir  "bölge"nin bu  
b ağ lam d a  ne an lam a geld iğ in i b iraz  d ah a  açık hale  getirm eliy im . Teknik 
o la rak  m a tem atik ç ile rin  açık  bölge ded ik leri şeyi kasted iyo rum . B unu, b ir  
a n o k ta s ı bö lgen in  iç indeyse bu  d u ru m d a  iç k ısm ı da bu  bölgede içerilen  a 
m erkezli b ir  çem berin  m evcu t o ld u ğ u n u  söyleyerek  ifade edeb iliriz . Bu 
du ru m  pek a n la ş ılır  o lm ayab ilir; öyleyse b irkaç örnek vereyim . Tekil b ir  
nok ta  ne açık  b ir  b ö lged ir ne de s ıra d a n  b ir  eğri. B unun la b ir lik te  k a rm a 
şık  düzlem de, o rijine uzak lık ları kesin  o la rak  b ird en  az n o k ta la r ın  küm esi 
o lan  b irim  çem berin  iç k ısm ı  b ir  aç ık  a lan d ır. Bu, çem ber çevresine  ne k a 
d a r  yak ın  o lu rsa  o lsun  kesin  o la rak  çem berin  iç inde o lan  h erh an g i b ir  
no k tan ın , iç k ısm ı h â lâ  kesin lik le  b irim  çem ber iç inde yer a lan  çok d ah a  
küçük  b ir  çem ber ta ra fın d a n  çev releneb ilm esinden  k ay n ak lan ır  [bkz. Şekil
7.4). Öte ta ra f ta n  orijine uzak lık ları ya b ird en  d ah a  küçük ya  d a  b ire  eşit 
n o k ta la rd a n  o lu şan  kapalı  d isk ,  a r tık  çem berin  çevresin in  d ah il o lm ası ve 
çevre üzerindek i b ir  no k tan ın , m erkezi o n o k ta  üzerinde  olup iç k ısm ı b ö l
ge iç inde k a lan  b ir  çem berin  varlığ ı özelliğ ine sah ip  o lm am ası nedeniy le 
açık b ir  bölge değild ir.

Şekil 7.4 |* | < 1 açık birim diski. Çem
ber çevresine ne kadar yakın olursa ol
sun kesin olarak içerde olan herhangi 
bir nokta iç kısmı hâlâ kesinlikle birim  
çember içinde yer alan çok daha küçük 
bir çember tarafından çevrelenir. Diğer 
taraftan bu durum kapalı |x| S  1 diski 
söz konusuyken sınır üzerindeki nokta
lar için işlemez.

Gelin şim di, D açık b ir  bölge olm ak üzere holom orfik  b ir  / ( z )  fonksiyo 
n u n u n  t a n ım  k ü m e s i5 D'y i ele alalım . D 'nin h e r  b ir  n o k ta s ın d a  / ( z )  fonk 
siyonu  k arm aşık  p ü rü zsü z  o lm alıd ır. Böylece y u k arıs ıy la  uyum lu  o larak  
D 'de h erh an g i b ir  p n o k ta s ı seçtiğ im iz d u ru m d a , p 'y i içeren  uygun  b ir  b ö l
ge iç inde / ( z ) 'y i  tem sil eden p 'ye ilişk in  yak ın sak  b ir  ü s lü  seriye  sah ip  
o luruz. Bu "uygun bölge" ne k a d a r  büy ü k tü r?  Bu, b e lirli b ir  p söz konusu  
o lduğunda ü s lü  se rin in  tüm  D için  geçerli o lm ayacağı d u ru m a eğilim  gös

5 "Tanım kümesi" teriminin iki ayn anlamı olması, konunun terminolojisine ilişkin sinir bo
zucu şeylerden biridir. Burada kastedilmemiş olanı, "karmaşık düzlemde bileşik açık böl
ged ir. Burada daha önceden olduğu gibi (bkz.  §6.1) açık ya da bileşik olması zorunlu olma
yan f  fonksiyonunun tanımlandığı, karmaşık düzlem içindeki bölgeyi kastediyorum.



te recek tir. §4 .4 'te  aç ık lan an  y a k ın sa k l ık  çem b er im  an ım say ın . Bu, m erkezi 
p o lan  ve kesin lik le  çem ber iç inde  k a lan  n o k ta la r  iç in  ü s lü  se rin in  y ak ın 
say acağ ı fa k a t kesin  o larak  çem ber d ış ın d a  k a lan  z n o k ta la rı iç in  böyle o l
m ayacak  tü rd e  b ir  çem berd ir, / ( z ) 'n in  b ir  q n o k ta s ın d a  b ir  tekilliğe, d iğer 
b ir  dey işle  / ( z ) 'n in  k arm aşık  p ü rü zsü z  ka lırken  gen işle tilem eyeceği b ir  
nok taya  sa h ip  o lduğunu  düşü n ü n , (ö rn eğ in  q = 0 o r ijin i,/(z )  =  l / z  fo n k si
y o n u n u n  b ir  tek illiğ id ir; bkz. §7.1. T ekillik  bazen  fonksiyondak i b ir  "tekil 
nokta" o la rak  d a  a d lan d ır ılır . D üzen li  b ir  n o k ta  yaln ızca, fonksiyonun  te 
kil o lm ayıp  bu neden le  ho lom orfik  o lduğu  b ir  yerdir.) Böylece yak ın sak lık  
çem beri iç k ısm ın d a  q 'yu  içerecek k a d a r  büyük  olam az. Bu d u ru m d a , ge
nellik le  h iç b ir  çem ber D'yi örtem ezken , D 'n in  tü m ü n ü  b irlik te  ö rten  (ge
n elde so n su z  sayıda) yak ın sak lık  çem b erle rin d en  o lu şm uş b ir  yam a işine 
sah ib iz . f ( z )  =  l / z  d u rum u  konuyu  ö rnek lem ek ted ir (bkz. Şekil 7.5). T anım  
küm esi D b u ra d a , o rijin i ç ıkarılm ış h a ld ek i k a rm aşık  düzlem dir. D iç inde 
b ir  p n o k ta s ı seçersek  yak ın sak lık  çem berin in in , m erkezi p o lan  ve o rijin 
den geçen çem ber o lduğunu  b u lu ru z .17-71 Tüm  D bö lgesin i ö rtm ek  iç in  bu 
tü r  so n su z  say ıd a  çem bere gerek duyarız .

Bu biz i önem li an a li t ik  s ü r d ü r m e  k o n u su n a  yöneltir. B ir D ta n ım  k ü 
m esinde holom orfik  b ir  / ( z )  fon k siy o n u n a  sa h ip  o lduğum uzu  ve şu  so ru 
yu ele a ld ığ ım ızı dü şü n ü n : D'yi, / ( z ) 'n in  de ho lom orfik  o la rak  D 'n e  g en iş
leyeceği b iç im de d ah a  büyük  b ir  D t bö lgesine  g en iş le teb ilir  m iyiz? ö rn e 
ğ in  / ( z )  bize kendi belirli yak ın sak lık  çem beri d ah ilin d e  yak ınsak  b ir  ü slü  
se ri b iç im inde  verilm iş o la b ilir  ve / ( z ) 'y i  o çem ber d ış ın a  gen işle tm ek  is 
teyeb iliriz . Bu çoğu kez o lanak lıd ır. §4 .4 'te , yak ınsak lık  çem beri b irim  
çem ber o lan , y ine de yaln ızca  +i ve —in o k ta la rı ç ıkarılm ış haliy le  tü m  k

Şekil 7.5 f {z)  = l / z  için D tanım  
kümesi orijini çıkarılmış haldeki
karmaşık düzlemdir. D'de herhan
gi bir p'ye ilişkin yakınsaklık 
çemberinin merkezi p'dedir ve 
çember orijinden geçer. D'nin tü
münü örtmek için bu tür çember
lerden oluşan bir yama işine ge
rek duyarız.



k arm aşık  düzlem  üzerinde ho lom orfik  o lan  (1 +  z 2) -1 fo nksiyonuna  doğal 
b ir  gen işlem eye sa h ip  1 — z 2 + z* — z e + se ris in i ele a lm ıştık . Böylece bu  
d u ru m d a  fonksiyon  as lın d a  an a lit ik  o la rak  ilk  b a ş ta  ü ze rin d e  verili o ld u 
ğu ta n ım  küm esin in  çok ö tesine  gen iş le tileb ilir .

B u rad a  fonksiyon  iç in  açık b ir  denklem  yazab ild ik  fak a t bu  d iğer d u 
ru m la rd a  bu  k a d a r  kolay  o lm ayab ilir. Buna rağm en  k end isi u y arın ca , a n a 
litik  sü rd ü rm en in  sık lık la  u y g u lan ab ild iğ i genel b ir  yön tem  m evcu ttu r. 
H olom orfik  / ( z )  fonksiyonu  iç in  yerel o la rak  geçerli o lan  b ir  ü s lü  se ri ifa 
d es in in  b ilin d iğ i küçük  b ir  bö lgeden  b aş lam ay ı düşü n eb iliriz . D aha sonra , 
fonksiyonda, fa rk lı n o k ta la rd a  tem ellenen  ü s lü  se rile r in  y inelenen  k u lla 
n ım ıy la  ile rleyerek  devam  edip  b ir  yol boyunca d o la şab ilir iz . B unun için  
yol üzerindek i b ir  nok ta  d iz is in i k u llan ırız  ve s ıra s ıy la  bu  n o k ta la r ın  h er 
b iri iç in  a r t  a rd a  gelecek şek ilde b ir  dizi ü s lü  se ri ifad esi a lırız . Bu, a r t  a r 
da gelen  yak ınsak lık  çem b erle rin in  iç bö lge lerin in  ç a k ış tır ılm a sı sa ğ la n a 
b ilirse  ça lışa c a k tır  (bkz. Şekil 7.6). Bu işlem  u y g u land ığ ında  sonuç tak i 
fonksiyon  eşsiz  b ir  şek ilde , fonksiyonun  ilk bölgedeki ve iz lenen  yol üze
rin d ek i değerleriy le  belirlen ir.

Şekil 7.6 Holomorfik bir fonksi
yon bir nokta dizisiyle ilgili bir 
dizi üslü seri ifadesi kullanarak 
analitik olarak sürdürülebilir. Bu, 
art arda gelen yakınsaklık çem
berlerinin çakışıklığını varsaya
rak bağlantılı yol üzerinde eşsiz 
biçimde ilerler.

Bu nedenle ho lom orfik  fo n k siy o n la rla  ilg ili an a litik  sü rd ü rm e  sü re c in 
de g ö ste rild iğ i üzere d ikkate  değer b ir  "katılık" m evcu ttu r. Öte ta ra f ta n  
gerçel C "-fonksiyon ları d u ru m u n d a  fonksiyonun  ne y ap m ası gerek tiğ iy le 
ilgili o la rak  (§6.3'ün, tü m  n e g a tif  x  d eğerleri iç in  s ıf ır  o ld u k tan  so n ra  b ir 
d en b ire  o rta d a n  kaybo lan  p ü rü zsü z  b iç im de y am alan m ış h(x ) fonksiyo 
n u n d ak i gibi) "fik ir değ iş tirilm esi"  o lanaklıyd ı. H olom orfik fonk siy o n la rd a  
bu d u ru m  söz konusu  olam az. F onksiyon  b ir  kez kendi o rijina l bö lgesinde 
sab itlen d iğ in d e  ve yol da sa b itle n d iğ in d e  fonksiyonun  n a s ıl g en iş le tilece
ğiyle ilg ili h iç b ir  seçenek söz k o nusu  değ ild ir. A slında aynı du rum  gerçel 
değ işkenli b ir  gerçel a n a litik  fonksiyon  iç in  de doğ rudu r. O nlar ay rıca  
ben zer b ir  "katılığa" da s a h ip tir  fa k a t şim di yo lla ilg ili de pek faz la  seçe



nek yoktur. Y alnızca gerçel doğ ru su  ü zerindek i yön lerden  b ir i y a  da d iğer 
o lab ilir. K arm aşık  fo n k siy o n la rd a  an a litik  sü rd ü rm e, iki b o y u tlu  düzlem 
deki yola ilişk in  b u  se rb e s tlik  neden iy le  d a h a  ilg inç o lab ilir .

Ö rneklem ek üzere  eski d ostum uz logz 'y i ele alın . O rijinde b ir  tek illiğe 
sah ip  o lduğ u n d an , onun  e tra fın d a  kesin lik le  h iç b ir  ü s lü  se ri aç ılım ı yok
tu r . B unun la  b ir lik te  is te rse k  onu p = 1 n o k ta s ı e tra fın d a

logz =  ( z -  1) - i ( z -  l ) 2 +  İ ( z -  l ) 3 - İ ( z -  l )4 +
2 3 4

se ris in i17 81 elde etm ek üzere  gen işle teb iliriz . Y akınsaklık  çem beri m erkezi 
z  — 1 n o k ta s ın d a  o lan  b irim  y arıç ap a  sa h ip  çem berd ir. O rijini s a a t  yö n ü 
n ü n  te rs in e  d o lan an  b ir  yol üzerin d e  b ir  an a litik  sü rd ü rm e g erç ek le ş tird i
ğ im izi düşüne lim . Seçtiğim iz ta k tird e  a r t  a rd a  gelen 1, w, w2 ve yen iden  1 
n o k ta la n  e tra fın d a , böylece orijin i b ir  kez çevreleyip  b aş lan g ıç  n o k ta s ın a  
dönerek a lın an  ü s lü  se riy i k u lla n ab ilir iz  (bkz. Şekil 7.7). B u rada b irin , b i
rim  çem ber e tra f ın a  düzen li şek ilde y e rle ş tir ilm iş  üç küp kökünü, 1 , 
a) =  e2n'/3 ve üi2 = e4m^3, §5.4 'te ta rt ış ıld ığ ı g ib i ku llandım ; orijin  e tra f ın 
daki ro ta  eşk en a r b ir  üçgen o la rak  d eğ erlen d irileb ilir. A lte rn a tif  o la rak  
b ir  p a rç a  d ah a  az tu tu m lu  olan  1 , i, — 1 , - i  ve 1 n o k ta la r ın ı k u lla n a b ilir 
dim . H er ik i d u ru m d a  d a  fonksiyonun  k en d isin e  ilişk in  açık  y an ıtı, logz'yi 
za ten  b ild iğ im izden  ü s lü  seriy i çözm eye gerek yok. Sorun e lbe tte , fo n k si
yon ile rlerken  onu, tek  b iç im de izleyerek o rijin  e tra fın d a  b ir  kez d ö n d ü ğ ü 
m üzde b aş lad ığ ım ız  değerden  fark lı b ir  değere gen işle ttiğ im iz i bu lm am ız- 
d ır. H er n a s ıls a  biz do lan ırk en  fonksiyona 2m  ek lenir. O rijin e tra f ın d a  te rs

Şekil 7.7 z  = l'd en  başlayıp 
f ( z ) = logz'yi orijini saat yönüne 
ters olarak dolanan bir yol üze
rinde (art arda gelen noktalar, 1, 
«o, <ı)2 ve 1; o> = e2"^1 etrafında ge
nişleterek) analitik olarak izle- 
yin.Zni'nin f 'e  eklendiğini görü
rüz.



yönde ilerlem eyi seçseydik , bu  d u ru m d a  b aş lad ığ ım ız  fo nksiyondan  2m  
ç ık arıld ığ ın ı bu lm am ız gerek ird i. Bu neden le  a n a litik  sü rd ü rm en in  e şs iz li
ği o ldukça eşsiz  b ir  ş e y  o la b ilir  ve kesin lik le  seçilen  yola b ağ lı o lab ilir, 
logz 'den  d ah a  k arış ık  "çok değerli" fon k siy o n la r iç in  fonksiyona yaln ızca  
b ir  sa b it  (2ttİ gibi) eklem ekten çok d a h a  ay rın tılı b ir  şeyle k a rş ıla şa b ilir iz .

Bir yorum  olarak , an a litik  sü rd ü rm e kav ram ın ın , on la rı b az ı aç ık lam a
la rım d a  işe k oşm an ın  y a ra rlı o lduğunu  düşünm em  gerçeğine rağm en, özel 
o la rak  ü s lü  se rile re  gönderm e yapm a gerekliliğ i o lm ad ığ ına iş a re t  etm eye 
değer. Ö rneğin, say ı k u ram ın d a  m uazzam  önem e sah ip , Dirichlet serisi  
o la rak  a d la n d ır ıla n  b aşk a  b ir  se ri s ın ıfı m evcu ttu r. B un ların  en önem lisi

Ç(z) =  l~z + 2~z + 3-z + 4 -z + 5~z + ■■■

sonsuz  to p lam ıy la  ta n ım la n a n 6 ve z 'n in  gerçel kısm ı l 'd e n  büyük  o ld u 
ğunda  Ç(z) ile gö ste rilen  holom orfik  fonksiyona y ak ın say an  (Euler-) Ri-  
em anrı  ze ta  fo n k s iy o n u d u r .7 Bu fonksiyonun  an a litik  sü rd ü rm e s i onu, 
z =  1 n o k ta s ı ç ıkarılm ış haldek i k a rm a şık  düzlem in  tü m ü n d e  eşsiz  (ve "tek 
değerli") o la rak  tan ım la r. Belki de b u g ü n  çözülm em iş m atem atik se l p ro b 
lem lerin  en önem lisi bu  an a litik  o la rak  gen işle tilm iş ze ta  fo n k siyonunun  
s ı/ir ia n y la , d iğer b ir  deyişle Ç(z) =  0 çözüm leriy le ilg ilenen  R ie m a n n  h i
po tez id ir .  Ç(z)'nin, z =  —2, —4, —6, ... iç in  s ıf ır  o lduğunu  gösterm ek  o lduk
ça ko laydır; b u n la r  gerçel s ıf ır la rd ır . R iem ann h ipo tez i k a lan  tü m  s ıf ır la 
rın  Re(z) =  ~ doğ ru su  üzerinde y er a ld ığ ın ı, d iğer b ir  deyişle Ç(z)'nin, y a l

n ızca  z 'n in  gerçel k ısm ı ^'ye e ş it o lu rsa  (z n eg a tif  ç ift b ir  tam sa y ı o lm ad ık 

ça) s ıf ır  o lacağ ın ı ile ri sü rer. Güncel tü m  say ısa l delille r bu  h ipo tezi d es
tek lem ekte fak a t ona ilişk in  asıl gerçek b ilinm em ekted ir. Ona a it, a sa l s a 
y ıla r  k u ram ın a  ilişk in  tem el a n la tım la r  b u lu n m a k ta d ır .8

6 Bu seriyle sıradan  b ir seri, örneğin ( -z )  + ( - z ) 2 + (—z)3 + ■■■ = - z ( l  + z ) '1, arasındaki tuhaf 
"baş aşağı" ilişkiye dikkat edin.

7 Zeta fonksiyonu ilk olarak Euler tarafından  ele alındı fakat fonksiyonun karm aşık düzleme 
genişletilm esini içeren temel çalışm ası nedeniyle norm al olarak R iem ann'a atfedildi.

“ Ç fonksiyonu ve Riemann hipotezi üzerine daha fazla bilgi için bkz., Apostol, 1976; Priest- 
ley, 2003.Popüler açıklam alar için bkz., Derbyshire, 2003; du Sautoy, 2003; Sabbagh, 2002; 
Devlin, 1988, 2002.



RIEMANN YÜZEYLERİ VE KARMAŞIK DÖNÜŞÜMLER

8.1 Riemann yüzeyi fikri

L ogaritm a fonksiyonunun , ya da h e rh a n g i d iğer b ir  "çok değerli fo n k si
y o n u n  bu  a n a litik  sü rd ü rm es in in  ne o lduğuy la  ilg ili R ie m a n n  yüzey ler i  
den ilen  şey ler b iç im inde b ir  kav ray ış  b iç im i m evcu ttu r. R iem an n 'm  fikri, 
bu  tü r  fon k siy o n la rı karm aşık  düzlem in  b a s itç e  b ir  a lt küm esi o lm ayan  
fak a t çok y ap rak lı b ir  bölge şek lindeki b ir  ta n ım  küm esi üzerin d e  ta n ım 
lanm ış o la rak  düşünm ek ti, logz d u ru m u n d a  b u n u  k arm aşık  düzlem e doğ
ru  b ir  tü r  düşey  o la rak  d ü z leş tirilm iş  sp ira l ram p a  şek linde resm e d eb ili
riz. Şekil 8 .1 'de b u n u  gösterm eye ça lış tım . L ogaritm a fonksiyonu  k a rm a 
şık  düzlem in  bu  çok yap rak lı sa rm a l versiy o n u  üzerinde tek  d eğ e rlid ir  
çünkü  orijin  e tra fın d a  do land ığ ım ız  ve lo g a ritm ay a  2n\ ek lenm esi gereken 
h e r  seferde kendim izi ta n ım  küm esin in  b ir  b a şk a  y ap rağ ı ü zerin d e  b u lu 
ruz. A rtık lo g a ritm an ın  fa rk lı değerle ri a ra s ın d a  h iç çelişk i y o k tu r  çünkü 
tan ım  küm esi, b ir  R iem ann yüzeyi ö rneği o lan , bu  d ah a  da gen işle tilm iş 
sa rm a l uzayd ır; k a rm aşık  düzlem in  k en d is in d en  ince b iç im de ay rı b ir  
uzay.

Ş e k il  8.1 log z  iç in  d ü şe y  o larak d ü z le ş tir il
m iş  sp ira l b ir  ram pa  şe k lin d e  re sm ed ilen  
R ie m a n n  yü zey i.



Bu fik ri su n a n  B e m h a rd t R iem ann en ün lü  m a tem atik ç ile rd en  b iriy d i 
ve k ısa  y aşam ın d a , 1826-66, b u  gezegendeki m a tem atik se l d ü şü n ü şü n  g i
d işa tın ı tem elden  d eğ iş tiren  çok m ik ta rd a  m atem atik se l f ik ir  ile ri sü rd ü . 
Bu k ita p ta  onun, E in s te in 'ın  genel gö relilik  k u ram ın ı tem elleyen  k a tk ıs ın a  
ben zer baz ı d iğer k a tk ıla rıy la  (ve R iem an n 'ın  fark lı tü rd ek i k a tk ıla rın ın  en 
önem lile rinden  b ir in e  7. bö lüm  so n u n d a  değinildi) d ah a  so n ra  k a rş ı la ş a 
cağız. R iem ann, so n ra d a n  b ir  "R iem ann yüzeyi" o la rak  a d la n d ır ıla n  k av 
ram ı su n m a d an  önce m atem atik ç ile r , en b a s it  örneği lo g a ritm a  olan "çok 
değerli fo n k s iy o n la rd a  n as ıl u ğ raş ılacağ ıy la  ilg ili an laşm azlık  iç in d ey d i
ler. D aha özenli olm ak ad ın a  pek çoğu bu  fonksiyon ları, ben im  k iş ise l o la 
rak  yak ış ık sız  b u ld u ğ u m  b ir  yo lla  ele a lm a gereği h is se tti le r . (Bu a ra d a  
b u , R iem ann 'ın  konu hakk ında  ç ığ ır açan  tezi ü ze rin d en  n eredeyse  yüz yıl 
geçm esine rağm en  h â lâ , ü n iv e rs ited e  b a n a  on la rı n as ıl ele alm am  g ere k ti
ğiyle ilgili öğ retilen  yolun aynısıydı.) öze lde , logaritm a fon k siy o n u n u n  t a 
n ım  küm esi o rijinden  çıkıp so n su za  g iden  b ir  doğru  ta ra fın d a n  gelişigüzel 
b ir  b iç im de "kes"ilir. Kendi d ü şü n ü şü m e  göre bu  görkem li b ir  m a tem a tik 
sel y ap ın ın  ö lüm cül b ir  b iç im de sak a tlan m asıy d ı. R iem ann b ize şey leri 
fa rk lı b iç im de düşünm em iz gerek tiğ in i öğretti. H olom orfik  fonksiyon la r 
sa b it  b ir  tan ım  küm esinden  b e lir li b ir  g ö rü n tü  küm esi uzay ına d ö n ü ş tü 
ren  ş im d in in  a lış ılm ış  b ir  "fonksiyon" kavram ıy la  s ık ın tılı b ir  şek ilde b ir  
a ra d a  b u lu n u r. G ördüğüm üz üzere  holom orfik  b ir  fonksiyon  a n a litik  s ü r 
dürm ey le  "kendine a it b ir  b ilince  sa h ip " tir  ve kendine a i t  tan ım  küm esin in  
ne o lm ası gerek tiğ ine , b iz im  ona b a ş la n g ıç ta  ay ırm ış o lab ileceğ im iz k a r 
m aşık  düzlem  bö lgesine a ld ırm ak sız ın  kend isi k a ra r  verir. Biz fonksiyo 
n u n  ta n ım  küm esin in , fonksiyon la  ilişk ili R iem ann yüzeyi ta ra fın d a n  te m 
sil ed ilm esi gerek tiğ in i h esab a  ka ta rk en , tan ım  küm esi za m a n ın d an  önce 
verilm ez; o, b ize tan ım  küm esin in  a s lın d a  h an g i R iem ann yüzeyi o ld u ğ u 
nu söyleyen fonksiyonun  açık b iç im in in  kend isid ir.

Kısa sü re  iç inde çeşitli tü rd ek i d iğe r R iem ann yüzeyleriy le  k a rş ıla ş ıy o r 
olacağız. Bu güzel kavram  m atem atik se l fiziğe yeni b ir  tem el b u lm a m o
d e m  g iriş im le rin in  b az ıla rın d a , en d ikka t çekici o la rak  sicim  k u ram ın d a  
(§§31.5,13) fak a t ay rıca  bu rg aç  k u ram ın d a  da (§§33.2,10) önem li b ir  ro l oy
nar. G erçekte, logz iç in  o lan  R iem ann  yüzeyi b u  tü r  yüzey lerin  en b a s it le 
r in d en  b irid ir . Bu b ize depoda b iz im  iç in  ne o lduğuy la  ilg ili yaln ızca  b ir  
ipucu  veriyor. z “ fonksiyonu  ken d is in e  a it R iem ann yüzeyi bak ım ın d an  
logz 'den  b iraz  d ah a  ilg in ç tir  fa k a t yaln ızca  karm aşık  a say ıs ı rasyone l b ir  
say ı o lduğunda , a irrasy o n e l o ld u ğ u n d a  z a 'ya a it R iem ann yüzeyi logz'ye 
a it o lan la  tıp a tıp  aynı yüzeye s a h ip tir  fak a t en b a s it  te rim li ifadesi 
a = m / n  o lan  rasyone l b ir  a iç in  sa rm a l y ap a n  y a p ra k la r  n tu ru n  a rd ın d a n



y en iden  b ir  a ra y a  to p la n ır .1811 Tüm  bu  ö rnek le rde orijin  z =  0, b ir  d a l la n 
m a  no k ta s ı  o la rak  ad lan d ır ılır. Y ap rak lar son lu  say ıdak i b ir  n  tu ru n  a r 
d ın d a n  (m ve n o rtak  b ir  ç a rp an a  sa h ip  o lm am ak üzere z m^n d u ru m u n d ak i 
gibi) b ir  a ra y a  to p la n ırsa  d a llan m a n o k ta s ı son lu  d ü z e n e  s a h ip tir  ya da n  
d ü z e n in d e d ir  deriz. H erhang i b ir  sa y ıd a  tu r  a rd ın d a n  (logz d u ru m u n d a  
olduğu  gibi) b ir  a ray a  gelm ed ik lerinde d a llan m a n o k ta sı s o n su z  d ü z e n e  
s a h ip tir  deriz.

(1 — z 3) 1/2 benzeri ifad e ler b ize d ü şü n ce  iç in  d ah a  faz la  b es in  su n a r. 
F onksiyon b u ra d a  z = l ,  z = « v e z  =  co2'de (w =  e2n^ 3 o lm ak üzere, bkz. 
§5.4, §7.4), üç d a llan m a n o k ta s ın a  sa h ip tir , böylece 1 — z 3 =  0 o lu r ve 
"sonsuzda" b aşk a  b ir  "da llanm a nok tası"  m evcu ttu r. B ir tam  tu r  d o la n d ı
ğ ım ızda h e r  b ir  tek il d a llan m a n o k ta s ın ın  yak ın  k o m şu lu k la rın d a  k a la rak

Ş ek il 8.2 (a) (1 — z 3) 1/2 iç in  iki y a p ra k ta n , 1, o» ve aız'd e  (ve ay rıca  oo) 2 dü zen in d ek i d a l
lan m a n o k ta la r ıy la  R iem ann  yüzeyi o lu ş tu ru lm a s ı, (b) (1 -  z 3) 1/2 iç in  R iem ann  yüzey in in  
topo lo jik  o la ra k  b ir  to ru s  o ldu ğ u n u  görm ek için  (a)'nm  düzlem lerin i (o’d an  <o2’ye ve l 'd e n  
co’a dek kes ilm iş , eş ok la r b iç im in d e  ta n ım lı y a r ık la ra  sa h ip  iki R iem ann  k ü resi o la rak  
d ü şü n ü n . B u n la r  b ir  to ru s  verm ek  üzere  uygun  şek ilde  y ap ış tır ılm ış  topo lo jik  s i l in d ir le r 
d ir. (c) B ir R iem an n  yüzey i o lu ş tu rm ak  için  k o o rd in a t uzay ın ın  y am ala rım , b u ra d a  k a r 
m aşık  düz lem in  açık  p a rç a la r ı , b irb ir in e  y a p ış tıra b ilir iz . Y am alar a ra s ın d a  (açık küme) 
ç ak ışm a la r  o lm a lıd ır  (ve b ir le ş tir ild iğ in d e , y u k a rıd ak i son  ö rnek tek i g ib i, "H au sd o rff  d a l
lan m as ı o lm ayan" h iç b ir  d a llan m a  o lm am alıd ır; bkz. Şekil 12.5b, §12.2).



(ve "sonsuz" için  bu  yaln ızca  çok büyük  b ir  çem ber e tra f ın d a  h arek e t e t
m ek an lam ın a  gelir) fonksiyonun  o n la r  e tra fın d a  iş a re t d eğ iş tird iğ in i b u 
lu ru z  ve yen iden  d o lan ıld ığ ın d a  fonksiyon  o rijina l değerine geri döner. 
Böylece d a llan m a n o k ta la r ın ın  tü m ü n ü n  2 düzenine sa h ip  o lduğunu  g ö rü 
rüz. B irb irine  Şekil 8 .2a 'da  gösterm eye ça lış tığ ım  b iç im de y am alan m ış iki 
y ap ra k lı R iem ann yüzeyine sah ib iz . Şekil 8 .2b 'de b ir ta k ım  topolo jik  bü- 
kü lm ele r k u lla n a rak  R iem ann yüzey in in  gerçekte topolo jik  o la rak  b ir  si- 
m itin  (ya da b ir  ta t l ı  A m erikan poğaçasının)* yüzeyi o lan  fa k a t d a llan m a 
n o k ta la r ın ın  kend ilerine  k a rş ılık  d ö rt m inik  deliğe sa h ip  b ir  to rus  to p o lo 
jis in d e  o lduğunu  gösterm e g iriş im in d e  bu lundum . A slında delik le r açık 
o la rak  (dört tek il noktayla) d o ld u ru la b ilir  ve son u ç tak i R iem ann yüzeyi 
böylece tam  b ir  to ru s  topo lo jisine  sa h ip  o lu r .1821

R iem an n 'm  yüzeyleri, çeşitli b iç im le rde  eğilm iş o la rak  d ü şü n ü leb ilen  
b ir  uzam  olan  fak a t yerel o larak  (diğer b ir  deyişle n o k ta la r ın ın  tü m ü n ü n  
ye terince  küçük b ir  kom şuluğunda) b ir  p a rç a  o lağan  Ö klitçi uzaya ben ze
yen genel b ir  marıifo ld  k av ram ın ın  ilk  ö rnek lerin i sundu . M an ifo ld larla  
d ah a  cidd i şek ilde 10 ve 12. bö lü m lerd e  k a rş ıla ş ıy o r o lacağız. M anifold  
kavram ı m odern  fiziğ in  pek çok fa rk lı a lan ın d a  o ldukça önem lid ir. En ç a r
p ıc ı o lan ı, E in s te in 'ın  genel gö reliliğ in in  tem el b ir  k ısm ın ı o lu ş tu rm a sıd ır . 
M an ifo ld lar b ir  m ik ta r  fa rk lı yam an ın , §6 .3 'ün  so n u n d ak i h(x)  fonksiyo 
n u n d ak i d u ru m u n  aksine  b irb ir le r in e  d ik iş iz ine gerçek ten  ra s tla n m a y a 
cak b iç im de y ap ış tır ılm ış  hali o la rak  d ü şü n ü leb ilir. Yam a iş lem in in  izsiz 
doğası, b ir  yam ay la  d iğeri a ra s ın d a  h e r  zam an  uygun  b ir  (açık küme) ç a 
k ışm a o lduğundan  em in olm ak yo luy la  b a ş a r ılır  (bkz. 8 .2c ve ay rıca  § 12.2, 
Şekil 12.5).

R iem ann yüzeyleri d u ru m u n d a  m anifo ld , karm aşık  düzlem in  tü m  y ü 
zeyi o lu ş tu ra n  fa rk lı "yap rak lar" ına  k a rşılık  gelen çeşitli y am a la rın ın  b ir 
b ir le rin e  y ap ış tır lm a sıy la  o lu şu r. S onunda yukarıdak i gibi, son lu  dü zen 
deki d a llan m a n o k ta la rın d a n  gelen b az ı tek il nok ta  k ay ıp la rı b iç im inde 
b ir  kaç "delik"le k a rş ıla şa b ilir iz  fak a t bu  kay ıp  n o k ta la rın  y erle ri y u k a rı
daki g ib i h e r  zam an  açık o la rak  d o ld u ru lab ilir . B unun la b irlik te  d iğer t a 
r a f ta n  sonsuz  düzendeki d a llan m a n o k ta la rı iç in  iş le r  d ah a  k arış ık  o la b i
lir  ve bu  tü r  genel b ir  b a s i t  sa p ta m a  yapılam az.

B ir ö rnek o larak  logaritm a fo n k siyonunun  "sp ira l ram pa" R iem ann y ü 
zeyini ele alalım . Bunu kağ ıt m odeli b iç im inde b ir  a ra y a  to p la m a n ın  b ir  
yolu; (a) karm aşık  düzlem in  n e g a tif  o lm ayan  gerçel sa y ıla r  ç ıkarılm ış h a 
liyle (b) karm aşık  düzlem in  p o z itif  o lm ayan  gerçel sa y ıla r  ç ıkarılm ış  ha li-

d o n u t-çn .
** [8.2] Şimdi (1 — z4) 1̂ 2 ifadesini deneyin.



n in  k o p y a la n  o lan  ve b irb ir in i iz leyen y am a la rın ı a r t  a rd a  a lm ak tır. H er 
b ir  (a)-yam asm m  ü s t  y a rıs ı d iğer (b )-yam asım n  ü s t  y a rıs ıy la  y a p ış tır ı l ır  
ve h e r  b ir  (b )-yam asınm  a lt y a r ıs ı d iğe r (a)-yam asım n a l t  y a rıs ıy la  y a p ış 
tır ılır; bkz.  Şekil 8.3. O rijinde ve ay rıca  sonsuzda, so n su z  düzen inde b ir  
d a llan m a n o k ta s ı m evcu ttu r; fa k a t tu h a f  b iç im de sp ira l ram p a n ın  b ü tü n ü  
tam  o la rak  tek il b ir  kayıp  nok taya sah ip  b ir  küreye d en k tir  ve b u  n ok tan ın  
yeri s ıra d a n  b ir  kü re  verm ek üzere  açık o la rak  d o ld u ru la b ilir .1831

8.2 Konformal dönüşümler

B ir m a n ifo ld u  b ir  a ray a  to p la rk en , b ir  y am ad an  d iğerine  geçerken  h a n 
gi yerel y ap ın ın  k o ru n m ası gerek tiğ in i göz önünde b u lu n d u rm a k  d u ru 
m unday ız . N orm alde gerçek m an ifo ld la rla  u ğ ra ş ılır  ve fa rk lı y a m a la r  (sa
b it  b ir  boyu ttak i) Ö klitçi uzay ın  çeşitli (açık) çak ışm a bö lge leri boyunca 
b irb ir le r in e  y a p ış tır ılm ış  p a rç a la rıd ır . B ir y am ad an  diğerine, e ş le ş tir ilm e 
si gereken  yerel y ap ı no rm alde  y a ln ızca  b ir  sü rek lilik  ya da p ü rü zsü z lü k  
k o n u su d u r. Bu konu §10.2 'de ta rtış ıla c a k . B unun la b irlik te  R iem ann y ü 
zeyleri d u ru m u n d a  k a r m a ş ık  p ü rü zsü z lü k le  ilg ilen iriz  ve §7.1'den , b u n u n  
C auchy-R iem anr ı  denk lem lerin i içeren  o ldukça k arış ık  b ir  konu  o lduğunu  
an ım sarız . H er ne k ad a r  şim diye dek açıkça görm em iş o lsak  da (onlara 
§ 10.5 'te  geleceğiz) b u  denklem lerde kod lanm ış y ap ın ın  geom etrik  an lam ı
n ı k av ram ay a  ça lışm ak  uygun  olacak. G eniş b ir  uygu lam a a la n ın a  sah ip  
m a tem atik se l k av ram lara  u la şm ay ı sağ lay an , d ikkat çekici za ra fe t, esn ek 
lik ve güce sah ip  b ir  y ap ıd ır  bu.

* * * 
: * v î  * ■

X X *
* y * **

(a) (b)

Ş e k il  8.3  log z 'y e  i l iş k in  R ie m a n n  
yü zey in i, (a) ka rm a şık  d ü z le m in  n e 
g a t i f  o lm a ya n  gerçel sa y ıla r  
çıka rılm ış  h a liy le  (b) ka rm a şık  d ü z 
le m in  p o z i t i f  o lm a ya n  gerçel sa y ıla r  
çıka rılm ış  h a lin in  b irb ir in i iz ley en  
ya m a la r ım  art a rda  a larak o lu ş tu 
rab iliriz. H er b ir  (a l-ya m a sın ın  ü s t  
ya rısı d iğer (b )-ya m a sın ın  ü s t 
y a n s ıy la  y a p ış t ın l ır  ve  h er b ir  (b)- 
ya m a s ın ın  a lt  ya r ıs ı d iğer (al- 
ya m a s ın ın  a lt  y a r ıs ıy la  y a p ış tın lır .

S  [8.3] Bunun nasıl m eydana geldiğini görebiliyor m usunuz? ipucu: w (= logz) değişkenine ait 
Riemann küresini düşünün; bkz. §8.3.



Ş e k il  8.4 K onform al b ir  dö 
n ü şü m d e  k ü ç ü k  (sonsuz k ü 
çük) çem b erler  g en iş le tileb i-  
lir  y a  da  d a ra ltıla b ilir  fa k a t  
e lip s le r  o lu ş tu ra ca k  b iç im 
de  b o zu lam az.

K avram  k o n fo rm a l  geom etrid ir .  K abaca söy lersek  konform al geom etride 
b oy u tla  değil, sonsuz küçük ölçekteki şekil an lam ın a  gelm ek üzere, şekille 
ilg ilen iriz . D üzlem in (açık) b ir  bö lg esin d en  d iğerine y ap ılan  konfo rm al dö
n ü şü m d e  son lu  b o y u ttak i şek ille r  genellik le b o zu lu r fak a t so n su z  k ü ç ü k  
şek ille r ko runu r. B unun düzlem e çizilm iş küçük (sonsuz küçük) çem berle
re  uygu land ığ ın ı d ü şüneb iliriz . K onform al b ir  d önüşüm de bu  çem berler 
g en iş le tile b ilir  ya da d a ra ltı la b ilir  fak a t küçük e lip s le r o lu ş tu ra ca k  b iç im 
de bozulam az. Bkz. Şekil 8.4.

K onform al b ir  d ö n ü şü m ü n  neye benzeyebileceğ ine ilişk in  b ir  kav ray ış 
elde etm ek için  M. C. E sch e r 'in , §2 .4 'te aç ık land ığ ı üzere (B eltram i'n in  Po- 
in ca re  diski), h iperbo lik  düzlem in  ö k litç i düzlem deki konfo rm al b ir  g ö s te 
r im in i su n a n  Şekil 2.11 'de verilm iş resm ine bakın . H iperbo lik  düzlem  o l
dukça s im etrik tir. Özelde, E sch er resm in in  m erkez bö lgesindek i şek illeri, 
s ın ırlay ıc ı çem berin  hem en iç inde y er a lıp  kend ilerine  k a rş ılık  gelen şek il
lerle  d eğ iş tiren  dön ü şü m ler m evcu ttu r. Bu tü r  b ir  dönüşüm ü , sın ırlay ıc ı 
çem berin  iç bö lgesin i kend isiy le  d eğ iş tiren  Ö klitçi düzlem in  konform al b ir  
h a re k e ti o la rak  su n ab ilir iz . A çık tır ki böylesi b ir  dönüşüm  genellikle, tekil 
şek ille rin  b o y u tla r ın ı (o rtad ak ile r k en a ra  yak ın  o la n la rd a n  çok d ah a  b ü 
yük o lduk la rından ) korum az fa k a t şek ille r k abaca  ko ru n u r. Şeklin b u  ko
ru n m ası, incelenen  h e r  b ir  şek lin  ay r ın tıs ı küçü ldükçe d a h a  da y an lışs ız  
b ir  h a le  ge lir ve böylece a s lın d a  s o n su z  k ü ç ü k  şek ille r tüm üy le  değ işm e
m iş o la rak  kalır. O kuyucu belki de h afifçe  değ işik  b ir  n ite lem eyi d ah a  y a 
ra r lı bu lacak tır: eğ rile r a ra s ın d a k i açılar  konform al dön ü şü m lerce  d eğ iş
tirilm ez . Bu, b ir  dönü şü m ü n  konform al doğasın ı n ite leyen  şeydir.

K onform al özelliğ in  b ir  / ( z )  fonksiyonunun  karm aşık  pü rü zsü z lü ğ ü y le  
(holom orfiklik) ne ilg isi b u lu n u r?  K arm aşık  p ü rü zsü z lü ğ e  ilişk in  geom et
rik  b ağ lam d an  sezg isel b ir  f ik ir  elde etm eye ça lışacağ ız . B ir /  fonk siy o n u 
n a  ilişk in  "dönüşüm " bak ış aç ıs ın a  dönelim  ve w = f ( z )  b ağ ın tıs ın ı z  k a r
m aşık  düzlem indeki b e lirli b ir  bö lgen in  ( /  fo n k siyonunun  ta n ım  küm e
si),w k arm aşık  düzlem ine (görün tü  küm esi) b ir  d önüşüm üne o lanak  sa ğ la 
dığ ın ı düşünelim ; bkz. Şekil 8.5. Şu so ruyu  so rarız : h an g i yerel geom etrik
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Ş e k il  8.5  w =  f ( z )  d ö n ü 
şü m ü ,z  ka rm a şık  d ü z le 
m in d e  açık  bö lgeli b ir  
ta n ım  k ü m e s in e  ve  ıv ka r
m a ş ık  d ü zle m in d e  açık  
bölgeli b ir  g ö rü n tü  k ü m e 
s in e  sa h ip tir , f 'n i n  holo- 
m o rfik liğ i b u  ko n fo rm a l ve 
y a n s ım a s ız  o lu şa  d en k tir .

özellik  b u  d ö n ü şü m ü  holom orfik  o la rak  n ite le r?  Ç arpıcı b ir  y a n ıt söz ko
n u su d u r. / 'n i n  ho lom orfik liğ i a s lın d a  k o n fo rm a l  ve y a n s ım a s ız  o lm a 
(yansım asız, ya da y ö n e l im -k o ru n m a lı ,  dö n ü şü m d e k o ru n an  küçük  şe k il
le rin  y an s ıtılm ad ığ ı, d iğer b ir  dey işle  "çevrir 'm ed iğ i an lam ın a  gelm ek ü ze
re, bkz.  § 12.6'n ın  sonu) gönderim ine denk tir.

w =  f ( z ) dönüşüm üm üzdek i "pürüzsüzlük" kavram ı, d ö n üşüm ün  so n 
suz küçük  lim itte  n a s ıl d av ran d ığ ıy la  ilg ilid ir, tik  o larak  gerçel du ru m u  
d ü şü n ü n  ve gelin  y - f  (x) g rafiğ i Ş ek il 6 .4 'te  gösterilen , §6 .2 'n in  gerçel 
f ( x )  fonksiyonunu  yen iden  inceleyelim , f  fo n k siyonunun  g rafiğ i h erh an g i 
b ir  n o k ta d a  iyi tan ım lı b ir  ta n ja n ta  sa h ip se , fonksiyon  o n o k tad a  p ü r ü z 
süzdür .  T an jan tı, eğriye o n o k tad a  g ittikçe  derecesi a r ta n  b ir  büyü tm e u y 
gu land ığ ın ı d ü şü n e re k  resm edeb iliriz . B üyü tm enin  derecesi a r tt ır ı ld ığ ın 
da, eğri p ü rü zsü z  o lduğu  sürece o n o k ta d an  geçen düz b ir  çizgiye g ittikçe , 
sonsuz  b ü y ü tm e  lim itinde  ta n ja n t çizgisiy le özdeş hale gelecek şek ilde d a 
h a  faz la  benzer. K arm aşık  p ü rü zsü z lü ğ e  ilişk in  du rum  b en z erd ir  fak a t 
şim di bu  fik ri z d üzlem inden  w düzlem ine dönüşüm e uygulayalım . Bu dö
n ü şü m ü n  so n su z  küçük  doğasım  incelem ek için, h erhang i b ir  düzlem deki 
b ir  z n o k ta s ın ın  yak ın  kom şu luğunu  d iğer b ir  düzlem deki vv'nun yakın  
kom şu luğuna  dö n ü ştü rm ey i resm etm eye ça lışa lım . N oktan ın  yak ın  kom 
şu lu ğ u n u  incelem ek iç in  z 'n in  yak ın  k o m şu luğunu  ve ona k arşılık  gelen w 
k o m şu luğunu  ayn ı devasa  ka tsay ıy la  büyü tm ey i d ü şü n ü rü z . G en işletilm iş 
z k om şu luğunun  gen iş le tilm iş  ıv k o m şu luğuna  dönüşüm ü  lim itte , d üz le
m in  b a s it  b iç im de d o ğ ru sa l b ir  d ö n ü şü m ü  o la ca k tır  fak a t holom orfik  o l
m ası gerek irse  tem elde b u n u n  §5.1 'de ça lış ılm ış  d ö nüşüm lerden  b iri o l
m ası gerek ir. B unu en genel d u ru m d a  (bir m ik ta r  değerlendirm eyle), z 'n in  
kom şu lu ğ u n d an  ıv 'nun  kom şu luğuna  gerçek leşen  dönüşüm ün, b ir  d ö n d ü r
m eyle düzen li b ir  gen işlem eyi (ya da daralm ayı) b as itç e  b ir le ş tird iğ i ç ık a
rım ı izler; bkz.  Şekil 5.2b. Bu dem ek o luyo r ki, küçük şek ille r (ya da açılar) 
yan s ım a  o lm aksız ın , d ö n ü şü m ü n  a s lın d a  konfo rm al ve y an s ım asız  o ld u 
ğunu  g ö ste re rek  ko runur.



Gelin b irk aç  b a s it  örneğe göz a ta lım . D aha önce §5.1 'de  ele a lınd ığ ı 
üzere (bkz. Şekil 5.2), s a b it b ir  b 'n in  z 'ye  ek lenm esi ya da z 'n in  s a b it  b ir  a 
ile ça rp ılm a sı yo luy la  sa ğ lan a n  d ö nüşüm lere  ilişk in  çok özel d u ru m la r, 
a ç ık tır  ki h o lom orfik tir (z + b ve az  şü p h e  gö türm ez b iç im de tü rev leneb i- 
lird ir) ve ay rıca  a ç ık tır  ki kon fo rm ald ir. B un lar

w = az + b

b ile şik  (tü rdeş o lm ayan  doğrusal) dönü şü m ü n e ilişk in  genel d u ru m u n  özel 
ö rnek le rid ir. Bu tü r  d ö n ü şü m ler düzlem in  düzenli gen işlem elerle  (ya da 
dara lm alar) b irle şm iş  Ö klitçi h a re k e tle r in i (yansım a olm aksızın) sağ lar. 
G erçekte b u n la r, k a rm aşık  z düzlem in in  b ü tü n ü n ü n , k a rm a şık  w düzlem i
n in  b ü tü n ü n e  o lan  b iric ik  (yansım asız) konform al d ö n ü şü m lerd ir . D ahası 
b u n la r, gerçek çem berlerin , yaln ızca  sonsuz  küçük çem berle rin  değil, g er
çek çem berlere ve gerçek çizg ilerin  gerçek çizgilere d ö n ü ş tü rü lm e s i g ib i 
çok özgün b ir  özelliğe sa h ip tir .

D iğer b ir  b a s i t  ho lom orfik  fonksiyon  orijin i ç ıkarılm ış ha ldek i k a rm a 
şık  düzlem i orijin i ç ıkarılm ış h a ld ek i k a rm aşık  düzlem e d ö n ü ş tü ren

w =  z -1

ters  fonksiyondur. Bu dönüşüm  ay rıca  çarp ıc ı b iç im de, gerçek çem berleri 
gerçek çem berlere d ö n ü ş tü rü r18 41 (düz çizg ileri çem berle rin  özel b ir  d u ru 
m u, so n su z  y arıçap lı çem berle r o la rak  düşünürüz). Gerçel eksendeki b ir  
y an s ım ay la  b irlik te  b u  dönüşüm , te r syü z  e tm e  d en ilen  şeydir. B unu az 
önce ele a lın an  tü rd e ş  o lm ayan  d o ğ ru sa l d önüşüm lerle  b irle ş tird iğ im izd e , 
ç i f te -d o ğ ru sa l  ya d a  M öbius  d ö n ü şü m ü  o la rak  a d la n d ır ıla n  d ah a  genel

az + b
w — --------T

cz + d

d ö n ü şü m ü n ü  elde ed e riz .1851 Y ukarıda  söy lenm iş o lan d an  şu ç ık ar ki, bu  
dö n ü şü m ler ay rıca  çem berleri çem berlere  (düz çizg iler y ine özel çem berler 
o la rak  değerlend irilm ek  üzere) d ö n ü ştü rm e lid ir . M öbius d ö n ü şü m ü  a s lın 
da —d / c  n o k ta s ı ç ıkarılm ış h a ld ek i karm aşık  düzlem in  b ü tü n ü n ü , a /c  ç ı
k a rılm ış  ha ldek i k a rm aşık  düzlem e d ö n ü ş tü rü r . Bu h iç de önem siz o lm a
yan  d ö n ü şü m ü  verm ek üzere g erçek le ştir ilen  işlem  iç in  ad + bc ifad esin e  
sa h ip  olm alıy ız (böylece pay, p ay d a n ın  sa b it  b ir  k a tı olmaz).

z düzlem inden  ç ık arılan  n o k ta n ın  "w =  oo" ifad e s in i veren  değer 
(z =  —d/c)  ve b u n a  uygun  o la rak  w düzlem inden  ç ık a rılan  n o k tan ın  "z =

f S  [8.4] Bunu gösterin.
m  [8.5] z >-» Az + B, z w z -1, z ı-» Cz + D dönüşüm ler dizisinin aslında ç ifte-doğrusal b ir  dönüşü

me yol açtığını doğrulayın.



oo" ifad e s i ta ra f ın d a n  elde ed ilen  değer (w = a / c ) o lduğuna  d ik k a t edin. 
A slında, b ir  "oo" n iceliğ in i hem  ta n ım  hem  de g ö rü n tü  küm esine d ah il e t 
sek, tü m  d ö n ü ştü rm e  işlem i d a h a  ev rense l b ir  an lam a k av u şu rd u . Bu, tü 
m ü iç indeki en b a s it  (tıkız) R iem ann yüzeyi h ak k ın d a  d ü şü n m en in  b ir  b i
çim idir: az so n ra  göreceğim iz R ie m a n n  küresi.

8.3 Riemann küresi

K arm aşık  düzlem e b a s it  o la rak  fa z la d a n  b ir  "oo" den ilen  nok tay ı ek le
mek, is ten ilen  izsiz y ap ın ın  oo k o m şu lu ğ u n d a  başk a  h e r  yerde o lduğu  gibi 
geçerli o lu şu n u  tüm üy le  a n la ş ılır  kılm az. Bu konuya yöneleb ilm en in  yolu 
küreyi, b ir is i z düzlem i ve d iğeri w düzlem i o lan  iki "koord ina t y am a
s ın d a n  o lu ş tu ru lm u ş  gibi değerlend irm ek tir. K ürenin iki n o k ta s ı d ış ın d a 
ki tü m  n o k ta la r ın a  (yukarıdak i M öbius d ö n ü şü m ü  ta ra f ın d a n  ilin tile n d ir i-  
lerek) hem  b ir  z k o o rd in a tı hem  de b ir  w ko o rd in a tı a ta n m ış tır . B ir nok ta  
y a ln ızca  z k o o rd in a tın a  (w "sonsuz" olm ak üzere) ve d iğer b ir  no k tay sa  
yaln ızca  w k o o rd in a tın a  (z "sonsuz" olm ak üzere) sa h ip tir . G erekli konfor- 
m al yap ıy ı tan ım lam ak  üzere y a  z 'y i ya vv'yıı ya da h e r  ik is in i b ird en  k u l
lan ırız  ve h e r  ik is in i ku lland ığ ım ızda , y a ln ızca  b ir in i ku lland ığ ım ız  du- 
rum dak iy le  ayn ı konfo rm al yap ıy ı elde ederiz  çünkü iki k o o rd in a t a r a s ın 
daki ilişk i ho lom orfik tir.

A slında b u n u n  iç in  z ve w a ra s ın d a , genel M öbius d ö n ü şü m ü n d e o ld u 
ğu g ib i k a rış ık  b ir  dönüşüm e gerek duym ayız. Bu durum , z =  0 ve w =  0 
olm ak üzere,

Ş ek il 8.6 R iem ann  k ü resin i, k a rm aşık  z  ve iv dü z lem lerin d en , iv =  l / z  ve z  =  l / w  yo luy la  
yam am a. (B urada z  ızg ara  çizg ileri w d ü z lem in d e  de göste rilir.) Ç ak ışm a bö lgeleri 
ya ln ızca , h e r  b ir i  te rs  yam a h a lin d e  "oo” değ erin i v eren  z  =  0 ve ıv =  0 o rijin le r in i d ış la r .



ifade leriy le  ta n ım la n a n  özellikle b a s it  M öbius d ö n ü şü m ü n ü n  h e r  b irin in , 
te rs  yam a h a lin d e  oo değerin i verd iğ in i düşünm eye yeter. Şekil 8 .6 'd a  bu  
d ö n üşüm ün , z 'n in  gerçel ve sa n a l k o o rd in a t çizg ilerin i n a s ıl d ö n ü ş tü rd ü 
ğü n ü  gösterd im .

Tüm  b u n la r  R iem ann k ü res in i o ldukça soyu t b ir  b iç im de tan ım lıyor. 
Şekil 8 .7a 'da  gö ste rilen  geom etriy i işe  k o şa rak  R iem ann k ü res in in  b ir  "kü
re" o la rak  ad lan d ır ılm asın ın  n ed en in i d ah a  açık b iç im de göreb iliriz , z 
düzlem in in  b u  geom etridek i k ü ren in  ekva tora l  d ü z le m in i  tem sil e ttiğ in i 
kabu l ettim . K ürenin  n o k ta la rı güney k u tb u n d a n  stereogra fik  i z d ü ş ü m  de
n ilen  şeyle düzlem in  n o k ta la rın a  d ö n ü ş tü rü lü r . Bu yaln ızca , (içerisinde 
h e r  şeyin  m eydana geld iğ in i düşündüğüm üz) ö k litç i 3 -u za y d a  güney k u t
b u n d an  düzlem deki z  n o k ta s ın a  doğru  düz b ir  çizgi çizd iğ im  an lam ın a  ge
lir. Bu çizg in in  küreyle b u lu ş tu ğ u  y er yine, kü re  üzerinde, k a rm aşık  z s a 
y ısıy la  g ö ste rilen  n ok tad ır. K ürede ay rıca  ek o larak , güney  k u tb u n u n  ken 
d is i o lup z = oo ile gö ste rilen  b ir  n o k ta  d ah a  m evcu ttu r, vv'nun b u  resm e 
n a s ıl d ah il o lduğunu  görm ek iç in  ona a it karm aşık  düzlem i b a ş  aşağ ı ek
lenm iş o la rak  d ü şü n ü rü z  (w = 1, i, - 1, - i  s ıra s ıy la  z = 1, —i,—1, i ile e ş le şe 
rek) ve a r tık  s te reog rafik  o la rak  kuzey k u tb u n d a n  izd ü şü m  a lırız  (Şekil 
8 .7b ).18-61 S tereografik  izd ü şü m ü n  önem li ve güzel öze llik lerinden  b ir i küre

z R iem ann küresi = w = 1 R iem ann küresi Gerçel çember .

(baş. aşağı)

(a) (b) (c)

Ş ekil 8.7 (a) E kv a to ru  z (yatay) k a rm a şık  d üzlem indek i çem berle  ç ak ışan  b ir im  k ü re  o la 
ra k  R iem an n  k ü resi. K üren in  izd ü şü m ü  (stereog rafik  olarak), z  =  oo ifa d e sin i veren  kendi 
güney  k u tb u n d a n  z  düzlem ine  düz ç izg ile r bo y u n ca  a lın ır, (b) E k v a to ra l düzlem in  w  d ü z 
lem i şe k lin d e  b a ş  aşağ ı fa k a t ayn ı gerçel eksene sa h ip  h a ld e  g ö ste rilen  y en iden  yorum u. 
S tereog rafik  izd ü şü m  a r tık  w  =  l / z  o lm ak  üzere  kuzey  k u tb u n d a n  (w =  oo) a lın ır , (c) G er
çel eksen  b u  R iem ann  k ü res i ü zerindek i, b ir im  çem bere  benzeyen  fa k a t  y a ta y  o la rak  de
ğil d ikey o la rak  çiz ilm iş b ü y ü k  b ir  çem b erd ir.

«© [8.6J Bu iki stereografik izdüşüm ün ıv — z 1 ifadesiyle ilişkili olduğunu kontrol edin.



üzerindek i çem berleri düzlem  ü ze rin d ek i çem berlere (ya da düz çizgilere) 
d ö n ü ş tü rm e s id ir .1 Bu neden le  ç ifte -d o ğ ru sa l (Möbius) d ö n ü şü m leri R i
em ann  k ü resi üzerindek i çem berlere çem ber gönderir. Bu d ik k a t çekici 
gerçek §18 .5 'te  geleceğim iz görelilik  k u ram ı iç in  önem lid ir (sp inör ve b u r 
gaç k u ram la rıy la  d erin  ilişk iye sa h ip tir ; bkz.  §22.8, §24.7, §§33.2, 4).

R iem ann kü resi bak ış aç ıs ın d an  gerçel eksen in  e sa se n  b irim  çem ber
den fark lı o lm ayan  fa k a t y a tay  çizilm ek yerin e  dikey o la rak  çizilen  "yal
n ızca  b a şk a  b ir  çem ber" o lduğunu  fa rk  ederiz  (Şekil 8.7c). Biri d iğ e rin d en  
b ir  döndürm e so n u cu n d a  elde ed ilir. D öndürm e kesin lik le  kon fo rm ald ir, 
böylece k ü ren in  kendi kend ine ho lom orfik  b ir  gönderim iy le  verilir. A slın 
da R iem ann k ü res in in  b ü tü n ü n ü  kend ine  a lan  (yansım alı olm ayan) h e r 
konform al gönderim  ç ifte -d o ğ ru sa l (diğer b ir  deyişle M öbius) b ir  d ö n ü 
şüm le g erçek le ştir ilir. İlg ilendiğ im iz özel döndürm e,

z - 1  - t + i
t  =  -----  , Z =  -------

ız+ı t +1

ç ifte -d o ğ ru sa l uygun luk  ifad e leriy le18 71 ta n ım la n a n  z  ve t k a rm aşık  p a r a 
m e tre le rin e  ilişk in  R iem ann k ü re le ri a ra s ın d a k i b ir  ilişk iy le  açık şek ilde 
g ö ste rileb ilir . Bu uygun luğu , t  düzlem in in , kend i gerçel ekseni ta ra fın d a n  
s ın ırla n m ış  ü s t  y a r ıs ın ın  z 'n in  kend i b irim  çem beri ta ra fın d a n  s ın ır la n 
m ış b ir im  d isk ine  d ö n ü ş tü rü ld ü ğ ü n ü  özel o la rak  işa re tled iğ im  Şe kil 
8 .8 'de, t ve z k a rm aşık  düzlem leri b iç im inde  çizdim . Bu özel dön ü şü m  b i
zim  iç in  so n rak i bö lüm de önem li olacak.

Ş ek il 8.8 t  ve  z  k a rm aşık  d ü zlem leri b iç im in d ek i u y g u n lu k  ifad e le ri, t  =  (z -  l ) / ( i z  +  i), 
z  =  ( - t  + i) / ( t  + i) , t d üzlem in in , kend i gerçe l eksen i ta ra f ın d a n  s ın ır la n m ış  ü s t  y a n s ın ın  
z 'n in  ken d i b ir im  çem beri ta ra f ın d a n  s ın ır la n m ış  b ir im  d isk in e  dönü şü m ü .



R iem ann kü resi tık ız,  ya da "kapa lı" R iem ann yüzey lerin in  en b a s i t i 
d ir .2 "Tıkız" kavram ı iç in  §12.6 'ya bak ın . A ksine lo g a ritm a  fonksiyonunun  
"sp ira l ram pa" R iem ann yüzeyi aç ık lad ığ ım  üzere t ık ız  değildir. (1 — 
z 3) 1/ 2 'ye ilişk in  R iem ann  yüzeyi d u ru m u n d a  onu tık ız  h a le  getirm ek  için  
d a llan m a n o k ta la r ın d a n  k ay n ak lan an  d ö rt deliği do ldu rm am ız gerek ir (ve 
b u n u  yap m azsak  o tık ız değildir) fa k a t b u  "tık ız laştırm a" y ap ılm a sı gere
ken s ıra d a n  işlem dir. D aha önce b e lir tild iğ i üzere bu  "delik  do ldurm a" 
son lu  düzende b ir  d a llan m a n o k ta s ıy la  h e r  zam an  o la sıd ır . §8 .1'in  so n u n 
da gördüğüm üz üzere, lo g a ritm a  iç in  orijindeki ve so n su zd ak i d a llan m a 
n o k ta la r ın ın  h e r ik is in i b irden , R iem ann k ü resin i tık ız la ş tırm a  b iç im inde 
elde etm ek için , gerçek ten  tek  b ir  n o k tay la  d o ld u rab ilir iz . A slında, (sicim 
ku ram ı dahil) pek çok a lan d a  önem li o lan  tık ız R iem ann yüzey lerin in  (Ri
em ann  ta ra fın d a n  o lu ştu ru lm u ş) b ü tü n lü k lü  b ir  s ın ıfla n d ırm as ı m ev cu t
tu r . Şim di b u  s ın ıflan d ırm ay ı k ısaca  özetleyeceğim .

8.4 Tıkız bir Riemann yüzeyinin cinsi

tik  aşam a, yüzey leri topo lo jile rine  göre, d iğer b ir  dey işle  şey lerin  s ü 
rek li d ö n ü şü m ler ta ra fın d a n  k o ru n an  gö rü n ü m lerin e  göre s ın ıfla n d ırm a k 
tır . 2bo y u tlu  y ö n le n d irileb ilir  (bkz. § 12 .6'n ın  sonu) tık ız  yüzey lerin  to p o lo 
jik  s ın ıfla n d ır ılm a s ı gerçek ten  o ldukça b a s itt i r .  Y üzeyin cinsi  den ilen  tekil 
b ir  doğal say ıy la  tan ım lan ır. K abaca söy lersek  tüm  yapm am ız gereken y ü 
zeyde b u lu n a n  "kulplar"ı saym ak tır. Küre ö rneğ inde cins O 'dır, oysa ki to 
ru s  iç in  l 'd ir .  S ıradan  b ir  çay f in ca n ın ın  yüzeyi de 1 c in sin e  (bir kulp!) s a 
h ip tir , bu  neden le  b ir  to ru s la  topolo jik  o larak  ayn ıd ır. N orm al b ir  tuz lu  
k rak e rin  yüzeyi 3 c in sine  sa h ip tir . Ç eşitli ö rnek le r iç in  bkz. Şekil 8.9.

C insin  kend isi R iem ann yüzeyin i, 0 cinsi d ış ın d a  ayarlam az. Ayrıca 
m odü l o la rak  b ilin en  b e lir li k a rm a şık  p a ra m e tre le ri de b ilm em iz gerekir.

2 "Kapalı" sözcüğünün yüzeyler ya da daha genel olarak 12. bölüm de ele alınacak olan m ani
fo ld lar bağlam ındaki kullanım ında, term inolojik karışıklığa yol açan b ir kapsam  m evcuttur. 
Bu tü r  b ir  m anifold için "kapalı"nın anlam ı sırf, §7.4'te tartışılm ış "açık" kavram ının tümle- 
yicisi olan topolojik anlam daki "kapalı" olm aktan ziyade "sınır olm aksızın tıkız"dır. (Topolo
jik  olarak b ir kapalı küme kendine a it tüm  lim it noktalarını b arınd ıran  küm edir. Kapalı b ir 
küm enin tüm leyerıi açık b ir küm edir ve tersi de geçerlidir. Topolojik b ir çevresel uzay V 
içindeki b ir  S  küm esinin "tümleyeni" V 'nin S  içinde olm ayan üyelerinden o luşan kümedir.) 
Ek b ir karışıklık yukandaki "sınır" terim inin  bu  k itap ta  tartışm adığım  "sınırlı manifold" 
kavram ıyla ilgili olm asından kaynaklanır. 12. bölüm de değinlen olağan m anifo ld lar (diğer 
b ir deyişle sınırlı m anifoldlar) için (topolojik olanın aksine) "kapalı" m anifold kavram ı "tı
kızca eşdeğerdir. Karışıklığı önlemek için bu k itap ta  "kapalı" yerine norm al olarak yalnızca 
"tıkız" terim ini kullanacağım . îstisn a la r, topolojik olarak b ir S1 çem ber olan gerçel b ir  1-ma- 
nifold için "kapalı eğri" ve uzam sal olarak tıkız olan, diğer b ir deyişle tıkız b ir  uzaysal hi- 
per yüzey içeren b ir  evren modeli için "kapalı evren" kullanım larıdır; bkz. §27.11.



? = 0:

g  =
Ş e k il  8.9 B ir  R ie m a n n  y ü 
ze y in in  c in s i ona  a it 
“ku lp la r"m  sa y ıs ıd ır . K ü
re n in  c in s i O'dır, to ru su n  
ya  d a  ça y  fin c a n ın ın k i  1. 
N orm al b ir  tu z lu  krakerin  
y ü ze y i 3  c in s in e  sa h ip tir .

g  = 3:

Bu konuyu  to ru s  (cins 1) örneğiy le örnekleyeyim . Cins l 'e  sa h ip  b ir  R i
em ann  yüzeyi o lu ş tu rm a n ın  ko lay  b ir  yo lu  karm aşık  düzlem in  b ir  p a ra le l
k en a rla  s ın ırla n d ır ılm ış , d iyelim  ki köşe leri (döngüsel o la rak  açıklanm ış) 
0, 1, 1 + p, p o lan  b ir  bö lgesin i a lm ak tır. Şekil 8 .10 'a bak ın . Şu h a ld e  y a l
n ızca  p a ra le lk e n a rın  karşılık lı k en a r la r ın ın  b irb ir le r in e  y ap ış tır ıld ığ ın ı, 
d iğer b ir  dey işle O 'dan l 'e  k a d a r  o lan  k en a rın  p 'den  1 + p 'ye  k a d a r  o lana 
ve O 'dan p 'ye k a d a r  o lan  k en a rın  l 'd e n  1 +  p 'ye k ad a r o lana  y ap ış tır ıld ığ ı-  
n ı düşünm eliy iz . (İstersek  d ik iş y erle rin i ö rtm ek  için  h e r  zam an  fa rk lı y a 
m a la r  b u lab iliriz .) S onuçtaki R iem ann  yüzeyi as lın d a  topolo jik  o la rak  b ir  
to ru s tu r . O h a ld e  fa rk lı p değerle ri iç in  sonuç tak i yüzey lerin  genellik le 
b irb ir le r in e  eşdeğer o lm adık lar ı  o rtay a  çıkar; dem ek o luyor ki, b ir in i ö te
kine ho lom orfik  b ir  d ö n ü ştü rm e  yo luy la  d ö n ü ştü rm ek  o lası değ ild ir. (Bu
n u n la  b ir lik te  ö rneğ in  p 'n in , 1 +  p 'y le, —p 'y le ya da 1/p 'y le 1881 y e rin in  d e 
ğ iş tir ilm e si sonucu  o rtay a  ç ıkan  tü rd e  b az ı ayrık  eşdeğerlik  1er  de m ev
cu ttu r . Aynı topolo jidek i R iem ann yüzey le rin in  tü m ü n ü n  eşd eğ er o la m a
yacağı, Şekil 8 .11'de  gö ste rilen  iki ö rneği ele alm ak yoluy la sezg ise l o la rak  
akla y a tk ın  h a le  g e tirileb ilir. B ir d u ru m d a  çok küçük b ir  p değeri seçtim  
ve o ldukça s ısk a  g ö rünüm lü  b ir  to ru s  elde ettik; d iğer d u ru m d ay sa  i'ye 
yak ın  b ir  p seçtim  ve sonuç ş işm an  ve güzel b ir  to ru s  oldu. Sezgisel o la rak  
ik isi a ra s ın d a  konfo rm al eşdeğerlik  o lam ay ışı o ldukça açık g ö rü nüyor ve 
gerçek ten  de yoktur.

®  [8.8] Bu yer değiştirm elerin holomorfik olarak eşdeğer uzaylar verdiğini gösterin, p 'n in , bu 
eşdeğerlik lerin  Riemann yüzeyinin ilave ayrık sim etrilerine yol açan tüm  özel değerlerini 
bulun.



Ş ek il 8.10 Cins l 'e  sa h ip  b ir  R iem ann  yüzey i o lu ş tu rm ak  
için  k a rm a şık  düzlem in  b ir  p a ra le lk e n a r la  s ın ır la n d ırılm ış , 
k a rş ılık lı k e n a r la r la  tan ım lı, köşe leri (döngüsel olarak) 0, 1, 
1 + p , p  o lan  b ir  b ö lg esin i a lın , p  n ice liğ i R iem ann  yüzeyi 
iç in  b ir  m o d ü l sa ğ la r.

Ş ek il 8.11 E şd eğ er o lm ay an  to- 
ru s topo lo jili ik i R iem ann  yü ze
yi-

Cins 1 d u ru m u n d a  yaln ızca  bu  tek  karm aşık  p m odü lü  m e v cu ttu r  fak a t 
c ins 2 iç in  üç ad e t o lduğunu  görürüz . Cins 2'ye sa h ip  b ir  R iem ann yüzeyi
ni, c ins 1 için  ku lland ığ ım ız  p a ra le lk e n a r  b iç im inde b ir  şekli b ir  a ray a  ge
tire re k  o lu ş tu rm ak  için, şekli h ip erb o lik  düzlem in  b ir  p a rç a s ın d a n  o lu ş tu 
rab iliriz ; bkz.  Şekil 8.12. A ynısı h erh an g i yüksek b ir  cins iç in  de geçerlid ir. 
Cins g 'ye ilişk in  k a rm aşık  m odüle a it m  say ıs ı, g  > 2  o lm ak üzere 
m  = 3g — 3 'tü r.

M odül sa y ıs ın a  ilişk in  3g - 3  denk lem in in  g c in s in in  tü m  değerleri 
iç in , g = 2 ,3 ,  4, 5 ,..., geçerli o lup  g  =  0 ya da 1 iç in  işlem em esi b ira z  tu h a f  
o la rak  d eğerlend irileb ilir. A slında b u n u n  için, R iem ann yüzey in in  fark lı 
sü rek li (holomorfik) öz d ö n ü şü m le r in i  belirlem esi gereken k arm aşık  p a ra 
m e tre le re  a i t  s  say ıs ıy la  ilişk is i o lan  b ir  "sebep" m evcu ttu r, g > 2  iç in  böy- 
lesi h iç b ir  öz d önüşüm  m evcu t değ ild ir, bu  d u ru m d a  s =  O'dır. B ununla 
b ir lik te  g = 1 iç in  Şekil 8 .10 'dak i p a ra le lk e n a ra  a it k a rm aşık  düzlem  dü z
lem de h erh an g i b ir  yönde ö te len eb ilir  (döndürm e o lm aksız ın  sab itçe  h a re 
k e t e ttirileb ilir). Bu yer d eğ iş tirm en in  m ik tarı tek il b ir  k a rm aşık  a p a ra 
m etresiy le , ö telem e z  z  + a ta ra f ın d a n  gerçek leştirilm iş olm ak üzere b e 
lir ti leb ilir , bu  d u ru m d a  g = 1 o ld u ğ u n d a  5 =  l 'd ir .  Küre ö rneğ inde (cins 0), 
öz d ö n ü şü m ler y u k arıd a  aç ık lanm ış ç ifte -d o ğ ru sa l dönüşüm ler, d iğer b ir  
dey işle  z  ı-> (az +  b ) / (c z  +  d ) ta ra fın d a n  gerçek leştirilir. B u rad a  se rb es tlik  
ü ç3 b ağ ım sız  o ran la , a ■■ b c d, v erilir. Böylece g = 0 d u ru m u n d a  s — 3 e l
de ederiz. B undan  dolayı tü m  d u ru m la rd a  karm aşık  m odül say ıs ıy la  b ir

3 Dönüşüm, a, b, c, d 'n in  her b irin i sıfır olm ayan aynı karm aşık sayıyla çarparsak  (yeniden öl- 
çeklendirirsek) etkisiz olur fakat herhangi b irinde tekil olarak değişiklik yaparsak  değişir. 
Bu toplam  yeniden ölçeklendirme serbestliğ i dönüşüm de içerilmiş bağım sız param etrelerin  
sayısını dörtten  üçe, b ir  azaltır.



Ş e k il  8.12 H iperb o lik  d ü z le m in  b ir  c ins
2  R ie m a n n  y ü zey i ve rm e k  üzere  b e lir 
lem elere  sa h ip  se k izg e n  b ir  bö lgesi.

Ş e k il  8 .13  H er  
g  =  0 m e tr ik  g eo 
m e tr is i korıform al 
olarak s ta n d a rt  
(“yuvarlak") b ir im  
kü rey le  ö zd e ştir .

öz dönü şü m ü  belirtm ek  için  gereken k arm a şık  p a ra m e tre  say ıs ı a ra s ın d a 
ki m  — s  fa rk ı

m  — s = 3g — 3

ifad esin i sağ la r. (Bu eşitlik , bu  k ita b ın  u fk u n u n  ö tesindek i b az ı d ah a  d e 
rin  k o n u la rla  ilg ilid ir .)4

Bir R iem ann yüzey in in  g ö rü n ü rd ek i "şekli"ni, ona a i t  yap ıy ı d eğ işm e
yen b ir  R iem ann  yüzeyi o la rak  k o ru rken  değ iştirm ek  için , konform al (ho
lom orfik) d ö n ü şü m ler  a iles i iç inde  h a t ır ı  sa y ılır  b ir  derecede se rb e s tlik  
b u lu n d u ğ u  aç ık tır. K üresel topoloji d u ru m u n d a  örneğin , fa rk lı pek çok 
m etrik  geom etri (Şekil 8 .13 'te göste rild iğ i üzere) o lasıd ır; y ine de b u n la rın  
tü m ü  s ta n d a r t  ("yuvarlak") b irim  kürey le  konform al o la rak  özdeştir. 
(§14.7'de "m etrik" kav ram ıy la  ilg ili d ah a  açık  olacağım .) D ahası, d a h a  y ü k 
sek cins iç in , yüzey "biçim "inde v a r  o lan  g ö rü n ü şte  çok m ik ta rd ak i s e r 
b es tliğ in  tüm ü , y u k arıd ak i denklem lerle  verilm iş s ın ırlı k a rm aşık  m odül 
sa y ıs ın a  in d irg en eb ilir. B unun la b irlik te  yüzey in  şek linde hâ lâ , bu  konfor-

4 Bu, zirvesi çok genel ve güçlü Atiyah-Singer teorem i, 1963, olan uzun b ir öykünün başlang ı
cı olarak düşünülebilir.



m al se rb e s tliğ in  k u lla n ılm ası yo luy la  elenem eyecek, d iğe r b ir  dey işle  m o
d ü lle rin  kend ileriy le  ta n ım la n m ış  b ir  p a rç a  k ap sam lı b ilg i m evcu ttu r. Bu 
tü r  se rb e s tliğ in  ku llan ım ı say esin d e  ta m  o larak  ne k a d a r ın ın  gerçek leşe
b ileceği o ldukça ince b ir  konudur.

8.5 Riemann dönüşüm kuramı

B ununla b irlik te  ho lom orfik  dö n ü şü m lerd e  içerilm iş d ikkate  değer se r
b es tliğ in  b ir  k av ran ış ı, R iem ann d önüşüm  kuram ı o la ra k  b ilinen  ün lü  so 
n u ç la  elde ed ileb ilir . Bu, k a rm aşık  düzlem de kend isiy le  kesişm eyen  kapalı 
b ir  ilm ekle s ın ırla n d ır ılm ış  k ap a lı b ir  bölgeye sah ip  o lduğum uz d u ru m d a  
(bkz. n o t 8 .1), b u  bölgeyi k ap a lı b irim  diske eşleyen ho lom orfik  b ir  dö n ü 
şü m ü n  v a r  o lduğunu  ile ri sü re r  (bkz. Şekil 8.14). (İlm eğin "uysallığı" ü ze ri
ne h a f if  baz ı k ıs ıtla m a la r  m e v cu ttu r  fa k a t bu  du ru m  ilm eğin  köşe lere  ya 
da tü rev in in  a lınam ayacağ ı tü rd e  b aşk ac a  kö tü  yerle re  sah ip  o lm asın ı. Şe
kil 8 .14 'tek i özel ö rnek te  g ö ste rild iğ i üzere  önlemez.) B undan  d ah a  d a  ileri 
g id ilip  o ldukça rasge le  b iç im de ilm ek ü zerin d e  üç ay rık  a, b, c n o k ta s ı se 
ç ileb ilir  ve b u n la rın , b irim  çem ber ü ze rin d e  b e lir tilm iş  üç a', b', Hc' n o k ta 
s ın a  gönderim  sonucu  (diyelim  ki a' = 1 , b' = w, c ' =  w2) elde ed ild ik le rin 
de, tek  k ıs ıtla m a  a, b, c n o k ta la rın ın  ilm ek e tra fın d ak i döngüsel d ü zen i
n in , a', b', c' n o k ta la rın ın  b irim  çem ber üzerindek i düzen iy le  uyum  g ö s te r
m esi olm ak üzere, ıs r a r  ed ileb ilir. G önderim i eşsiz  b ir  şek ilde  b e lirtm en in  
d iğer b ir  yolu ilm ek ü zerin d e  yaln ızca  tek  b ir  a n o k ta s ı ve içe ris in d e  ek b ir  
j  n o k ta s ı seçm ek ve so n ra  a 'n ın  b irim  çem ber üzerindek i b e lir li b ir  a ' nok
ta s ın a  (a' =  1 diyelim ) ve y 'n inse  b irim  çem ber içe ris in d e  b e lirli b ir  j '  nok
ta s ın a  (/' =  0 diyelim ) d ö n ü ş tü rü ld ü ğ ü n d e  ıs ra r  etm ek tir.

Ş ek il 8.14 R iem ann  d ö n ü şü m  k u ram ı b a s i t  b ir  k a rm aşık  d üzlem de k ap a lı ilm ekle 
s ın ır la n d ır ılm ış  h e rh a n g i aç ık  b ir  bö lg en in  h o lom orfik  o la rak  b ir im  çem b erin  iç b ö lg esi
ne, s ın ır  d a  uygun  şek ild e  d ö n ü ştü rü lm e k  ü zere , d ö n ü ştü rü leb ileceğ in i ile ri sü re r .



Ş ek il 8.15 Z houkow ski d ö n ü şü m ü  ıv =  j  ( z  +  ^J, z  =  —l 'd e n  geçen b i r  çem berin  d ış ın ı b ir  
k a n a t p ro filin in  y a ta y  k es itin e , İk incisi iç in  h a v a  ak ış ı m odelin i h e sa p la m a y a  o lan ak  v e 
recek  şek ilde  çev irir.

Şim di, R iem ann  dönüşüm  k u ram ın ı k a rm a şık  düzlem  yerine  R ie m a n n  
küresi  ü ze rin d e  uygu lad ığ ım ızı düşüne lim . R iem ann k ü res i b ak ış  aç ıs ın a  
göre k ap a lı b ir  ilm eğin  "iç"i, "d ış"ıy la ayn ı d ay an ak  n o k ta s ın a  s a h ip tir  
(kürenin  hem en  ö b ü r ta ra fın d a n  bakın), böylece teo rem  ilm eğ in  iç ine o ld u 
ğu k a d a r  d ış ın a  d a  e ş it derecede u y g u lan ab ilir. B unun sonucu  o larak , R i
em ann  d ö n ü şü m  ku ram ın ın , k a rm aşık  düzlem deki b ir  ilm eğin  d ış ın ın  b i
rim  çem berin  d ış ın a  d ö n ü ştü rü leb ileceğ in i ile ri sü ren  "te rs çevrilm iş" b ir  
b içim i m e v c u ttu r  ve eşsiz lik  a r tık  ilm ek üzerin d e  b e lir tile n  b ir  a n o k ta s ı
n ın  b ir im  çem ber üzerinde  b e lir tilm iş  b ir  a' n o k ta s ın a  (yukarıdak i p a ra fın  
so n u n d a  su n u la n  aç ık lam adak i j  ve j '  ro lle rin i a r tık  oo ü s tlen m iş  b u lu n 
m ak üzere) d ö n ü ştü rü lm e si b a s it  g ereksin im i ta ra f ın d a n  sa ğ la n ır .5

Bu tü r  a rz u  ed ilen  gö n d erim ler açık b iç im de g erç ek le ş tir ile b ilir  ve böy- 
lesi gö n d erim lerin  a rz u la n m a s ın a  ilişk in  b ir  sebep  on la rın , ilg ilen ilen  fiz i
ki p rob lem lere , ö rneğ in  b ir  k a n a t p ro fili şek linden  geçen (ideal k o şu lla rd a  
"yap ışkan  olm ayan", "s ık ıştırılam az" ve "dönel o lm ayan" o la rak  a d la n d ır ı
lan) hava ak ışı iç in  çözüm  sa ğ lay ab ilm esid ir. Ü n iversitede b ir  m a tem atik  
öğrencisiyken  bu  tü r  ş eylerden , özellikle Şekil 8 .15 'te  g ö ste rilen , z =  —1 
n o k ta s ın d a n  geçen uygun b ir  çem ber üzerindek i

w = \ i z + l )

dönüşüm ü  so n u cu n d a  açık  b iç im de ta n ım lan ab ilecek  Zhoukovvski (ya da 
Joukovvski) k a n a t p ro fili dönü şü m ü  o la rak  b ilin en  dönü şü m d en  çok etki-

s Riemann dönüşüm  kuram ının iki versiyonunun b irleşim inin  bize, yalnızca tam  b ir çem ber 
olan b ir  döngü için tüm üyle pürüzsüz b ir  Riem ann küresi vereceği belirtilm elidir.



lenm iş o lduğum u h a tırlıy o ru m . A slında b u  Şekil 1930 'lara a it b ir  uçağın  
k an a d ın ın  y a tay  k es itin e  y ak ın d an  benzer, bu  d u ru m d a  e tra fın d ak i (ideal) 
h av a  akım ı do laysız b iç im de, kend isi de d ah a  önce b aşk a  b ir  ho lom orfik  
dönü şü m d en  elde ed ilen  d a ire se l y a ta y  kes ite  sah ip  b ir  "kanat" e tra f ın d a 
ki a k ış ta n  elde ed ileb ilir. (Bir d e fa s ın d a  uçak  k a n a tla r ın d a  bu  tü r  b ir  şek
lin  k u lla n ılm asın ın  seb eb in in  yaln ızca , Zhoukovvski d ö n ü şü m ü n ü n  m a te 
m a tik se l o la rak  b u  sayede ça lış ılab ilm e si o lduğunu  duym uştum . B unun 
doğru  o lm am asın ı um uyorum !)

E lb e tte  bu  tü r  u y g u la m a la rd a  içerilm iş  b e lir li v a rsay ım  ve s a d e le ş tir 
m eler m evcu ttu r. Y alnızca s ıf ır  y ap ışk an , s ık ış tır ıla m ay a n  ve dönel o lm a
yan  ak ış v a rsa y ım la rı s ır f  uygun  sa d e le ş tirm e le r  d eğ ild ir  ay rıca  ak ışın  
tü m  k a n a t u zun luğu  boyunca ayn ı k ab u l ed ilebileceği ve b u n u n  sonucu  
o la rak  esasen  üç boyu tlu  b ir  p ro b lem in  b ü tü n ü y le  ik i b o y u tlu  b ir  p ro b le 
m e ind irgeneb ileceğ i tü rd e  çok e tk ili b ir  sad e le ş tirm e  de m ev cu ttu r. Bir 
uçak  k an a d ı e tra fın d ak i ak ışa  ilişk in  tüm üy le  gerçekçi b ir  h esap lam a için 
çok d a h a  k arış ık  b ir  m a tem atik se l uygu lam a gerek tiğ i aç ık tır. D aha g er
çekçi b ir  u y g u lam ad a  ho lom orfik  fo n k siy o n la rın  Zhoukovvski d ö n ü şü m ü n 
de o lduğu  g ib i do laysız  ve z a r if  ku llan ım ın ı g erek tiren  h e rh an g i b ir  şey 
den  kaçınab ileceğ im iz i beklem ek iç in  h iç b ir  sebep  yok tu r. A slında gerçek 
d ü n y ad a  ay ırt ed ici önem deki k a rm a şık  sa y ıla rın  b ir  p rob lem e ilişk in  e t
kileyici tü rd ek i b ir  u y g u lam as ın ı b u lm ad a  iyi ta lih in  güçlü  b ir  u n su ru n u n  
v a r  o lduğu  id d ia  ed ileb ilir. H ava e lb e tte  m uazzam  say ıd a  tem el tek il p a r 
çac ık tan  o lu şu r (gerçekte b ir  sa n tim e tre  küp te  b u n la rd a n  yak laşık  İO20 
ad e t kadar), öyleyse hava ak ışı, m akroskop ik  b o y u ttak i aç ık lan ış ı d ikkate 
değer m ik ta rd a  o rta lam a  alm a ve yak laşık lık  tah m in i y apm a işlem i içeren  
b ir  şeydir. A erodinam iğin  m a tem atik se l denk lem lerin in , b u  tek il p a rç ac ık 
la ra  hükm eden  fiziki y a s a la rd a  derin lem esine  içerilm iş m a tem atiğ in  b ü 
yük k ısm ın ı y an s ıtm a s ı gerek tiğ in i beklem ek için  b ir  sebep  yoktur.

§4.1 'de k a rm aşık  say ıla rın , a s lın d a  fizik i eylem in "en küçük  ölçeğinde" 
oynadığ ı "o lağand ışı ve çok tem el ro l''e  değ indim  ve gerçek ten  de p a rç a 
c ık ların  d a v ra n ış la rın ı yöneten  holom orfik  b ir  denklem  m e v cu ttu r  {bkz. 
§21.2). B una rağm en  m akroskop ik  s is tem le r  söz k o n u su  o ld uğunda  bu  
"karm aşık  yapı" genellik le b ü tü n ü y le  o rta d a n  k ay bo lu r ve k a rm aşık  sa y ı
la r  ve ho lom orfik  geom etri y a ln ızca  (üstte  ele a lın an  h av a  ak ışı p ro b le 
m indeki gibi) is t isn a i d u ru m la rd a  doğal b ir  y a ra r  g ö s te rir  gö rünü r. Yine 
de belli b aş lı b ir  tem el k arm aşık  y ap ın ın  m akroskop ik  düzeyde b ile  o rtay a  
çık tığ ı d u ru m la r  söz k o n u su d u r. Bu bazen  M axw ell'm  elek trom anyetik  k u 
ram ın d a  ve d iğer dalga  o la y la rın d a  gö rü leb ilir. A yrıca görelilik  k u ra m ın 
da da özel o la rak  çarp ıc ı b ir  ö rnek  m e v cu ttu r  (bkz.§ 18.5). B ir so n rak i b ö 
lüm de k arm aşık  sa y ıla r  ve ho lom orfik  fo n ksiyon la rın , s ih irle r in i sahne 
a rk a s ın d a n  yap ab ilm ele rin e  yol açan  d ikkate  değer b ir  şey göreceğiz.



FOURIER AYRIŞMASI VE HİPERFONKSİYONLAR

9.1 Fourier serisi

§6.1'de dile g etirilen , E u ler ve ç a ğ d aş la rı ta ra fın d a n  kabu l ed ileb ilir  b ir  
"d ü rü s t fonksiyon" kavram ı o la rak  göz önüne a lın an  so ru n a  geri dönelim . 
§7.1'd e  E u le r 'in  de ak lın d a  o lm uş o lab ilecek  şeyi en iy i k a rş ılay a n  şey  o la 
rak  ho lom orfik  (karm aşık  analitik ) fo nksiyonda  k a ra r  kıldık. Yine de b u 
gün  çoğu m atem atikç i bu  tü r  b ir  "fonksiyon" kav ram ın ı m aku l o lm ayan  
b iç im de k ıs ıtlay ıc ı o la rak  k ab u l ediyor. H aklı o lan  kim ? Bu so ruya  ilişk in  
çok d ikkate  değer b ir  y an ıtı b u  bö lü m ü n  so n u n d a  gö rüyo r olacağız. Öyley
se ilk  o la rak  k o n u la rın  ne o lduğunu  an lam ay a  çalışalım .

M atem atiğ in , fiziki d ü n y an ın  p ro b lem lerin e  u y g u la n ış ın d a  ne ho lo 
m orfik  fo n k siy o n la rın  ne de o n la rın  gerçel k a rş ılık la rın ın , an a litik  (diğer 
b ir  dey işle  O - )  fonksiyon la r, sa h ip  gö rü n d ü ğ ü  b ir  esnek liğ in  varlığ ı sık 
g örü len  b ir  gereksin im d ir. K arm aşık  düzlem in  b irle şik  b ir  D açık  bö lgesi 
boyunca tan ım lı holom orfik  b ir  fonksiyonun  evrensel d av ran ış ı, D 'n in  k ü 
çük b ir  açık a lt bö lgesinde b ir  kez b ilind iğ inde , a n a litik  sü rd ü rm en in  
§7 .4 'te  aç ık land ığ ı üzere eşsiz liğ i neden iy le  tüm üyle  sa b it h a le  gelir. B en
zer b iç im de gerçel İR d o ğ ru su n u n  b ir le ş ik  b ir  “R  p a rç a s ı üze rinde  ta n ım la 
n an  gerçel değ işken li b ir  an a litik  fonksiyon  da, küçük b ir  açık 3? a lt bö lge
s in d e  b ir  kez b ilind iğ inde , tüm üy le  sa b it  h a le  gelir. Böylesi b ir  k a tılık  fiz i
ki s is tem le rin  gerçekçi m odellem esi iç in  uygunsuz görünm ek ted ir.

D urum  d a lg a la n n  yay ılım ı söz k o n u su  o lduğunda  özel o la rak  tu h a f la 
şır. S inyallerin  radyo  d a lg a la rı ya da ışığ ın  e lek trom anyetik  titre ş im le r  
a rac ılığ ıy la  gönderim in i içeren  dalga  yayılım ı, y a ra rlılığ ın ın  b ü yük  k ısm ı
nı b ilg in in  bu  tü r  a ra ç la r la  ile tileb ilm esi gerçeği say esin d e  k azan ır. Sonuç 
itib a riy le  sinyallem edek i tü m  m esele, b ir  m esaj gönderm ek üzere, a lıcı t a 
ra fın d a n  um ulm ad ık  o lab ilecek  b ir  p o ta n s iy e lin  v a r olm a zo ru n lu lu ğ u d u r. 
S inyalin  b iç im i a n a litik  b ir  fonksiyon  ta ra fın d a n  tan ım la n m a k  zo ru n d ay 
sa, bu  d u ru m d a  m esajın  o r ta s ın d a  "fik ir d eğ iş tir ip  caym a" o lasılığ ı yok
tu r. S inyalin  h erh an g i küçük b ir  p a rç as ı, s inya li kend i b ü tü n lü ğ ü  iç inde 
tüm  za m a n la r  iç in  tüm üyle b e lirle r . A slında dalga yay ılım ı üzerine , sü re k 



siz lik ler ya d a  an a litik lik ten  d iğer sa p m a la rın  gerçek te n a s ıl yay ılacağ ıy la  
ilg ili soru  b ak ım ın d an  s ık lık la  ça lış ılır .

D alga ları ele a la lım  ve bu  tü r  şey lerin  m atem atik se l o la rak  n as ıl aç ık 
la n d ığ ın ı so rgu layalım . D alga b iç im le rin i Fourier a n a liz i  o la rak  b ilinen  
işlem  yo luy la  ça lışm ak  en verim li y o lla rd an  b irid ir . Jo se p h  F ourier 
1768'den 1830'a k a d a r  y aşam ış  F ran sız  b ir  m atem atik ç id ir. Periyodik  t i t 
reşim leri kend i "sinüs dalgası" b ile şen  p a rç a la rın a  ay rış tırm a  so ru n u y la  
ilg ilenm işti. M üzikte b u  tem el o larak , baz ı m üzikal se s le ri kend i b ile şe n 
le ri o lan  "saf ton la r"  b iç im inde  y an s ıtm a k ta  içerilm iş şeydir. "Periyodik" 
terim i; ö rü n tü n ü n  (titreşen  n esn en in  fiziki yer d eğ iş tirm e le ri diyelim ) ken 
d is in i belli b ir  zam an  a ra lığ ı so n u n d a  tam  o larak  y inelem esi an lam ın a  ge
l ir  ya da uzaydak i, ö rneğ in  b ir  k r is ta ld e  ya da d u v ar kağ ıd ın d a  ya da açık 
den izdeki d a lg a la rd a  y ine lenen  ö rü n tü le r  benzeri periyod ik liğ i ifade ed e
b ilir. B ir /fo n k s iy o n u n a  (gerçel b ir  *  değ işkenli fonksiyon  d iye lim 1), o 
fonksiyon  tü m  *  değerleri iç in , /, p er iy o t  o la rak  ifade ed ilen  belli b ir  sa b it 
say ı olm ak üzere,

f(x + 0  =  f(x)
ifad esin i sağ lıy o rsa  m a tem atik se l o la rak  p e r iy o d ik tir  deriz. Bu d u ru m d a  
y  ~  f ( x )  g ra fiğ in i *  ekseni boyunca l m ik ta rı k a d a r  k ay d ırırsa k  d ah a  önce 
o lduğunun  tıp a tıp  ayn ısı g ib i g ö rü n ü r (Şekil 9.1a). (F ourier'in  periyod ik  o l
m ası gerekm eyen  fo n k siy o n la rı ele a lm a biçim i; F o u rie r d ö n ü ş ü m ü  k u lla 
n ıla rak  §9 .4 'te açık lanacak.)

"Saf ton la r"  sin *  ya da cos*  g ib i şe y le rd ir  (Şekil 9.1b). B unlar,

sin (*  +  2n) =  s in * , cos (*  +  2n) =  c o s*

o ld u ğ u n d an  2ıt periy o d u n a  sa h ip tir . Bu denklem ler tek il karm aşık  
e'x =  cos* +  is in *  n ice liğ in in  §5 .3 'te ele ald ığ ım ız

e i(*+27t) _  e i*

periyod ik liğ in in  o rtay a  k o n u lu şu d u r. 2n  yerine  l periyod ik liğ in i is te rsek  
b u  d u ru m d a  * 'y i fonksiyonda gö rü n d ü ğ ü n d e  "yeniden ö lçek lend ir"eb ilir  
ve e 'x yerine  e '2nx/l a lab iliriz . G erçel ve sa n a l k ıs ım la r  da cos(27r*/Z) ve 
sin(27T*//) b u n a  uygun  o la rak  l p e riy o d u n a  sah ip  o lacak tır. B una rağm en, 
tek  o lasılık  b u  değild ir. F onksiyon  l p eriy o d u n d a  b ir  kez sa lın m ak  yerine, 
iki kez, üç kez ya da a s lın d a  n h e rh an g i p o z itif  b ir  tam sa y ı o lm ak üzere n 
kez s a lın a b ilir  ve böylece

1 Daha doğal görülebilecek sıradan  b ir x yerine Yunan harfi * 'yi ("chi") burada yalnızca, iler
leyen bölüm lerde önemli b ir rol oynayacak karm aşık z sayısının gerçel kısmı x 'ten  ayırt e t
memiz gerektiği için kullanıyorum .



e \2 n n x / l ' s i n ( ^ ) ,  C O S ( ^ )

ifad e le rin in  h e r  b ir i (daha küçük  l /n  p e riy o d u n a  sah ip  olm ak yan ında) l 
p e riy o d u n a  sah ip  olur. M üzikte b u  ifad e le r  n =  2 ,3 , 4, ... için  y ü k se k  har- 
m orıikler  o la rak  ad lan d ır ılır.

F o u rie r 'in  o rtay a  a ttığ ı (ve çözdüğü) b ir  p roblem , l p eriy o tlu  genel b ir  
periyod ik  f { j ) fonksiyonunun  sa f  to n la rın  b ir  to p lam ı o la rak  n a s ıl ifade

(b)

-vvvM a a a
 ---------------  2k ---------------------- ►] X

(c)

Ş ek il 9.1 P eriyod ik  fo n k siy o n la r, (a) T üm  * 'l e r  iç in  f( jc )  =  f(jc + /) ise  f(jc) l p e riy o d u n a  
sa h ip tir . Bu dem ek o lu y o r ki, y  = f ( x )  fo n k siy o n u n u  x  eksen i ü ze rin d e  / k a d a r  k a y d ın r -  
sak , fonk siy o n  tıp k ı d a h a  önce o lduğu  g ib i g ö rü n ü r, (b) Tem el (noktalı göste rilen i s in x  ya 
d a c o s *  " sa f  to n la r ı” l  — 2 n  p eriy o d u n a  s a h ip tir , (c) "Yüksek harm on i"li s a f  to n la r  b irk aç  
kez I p e r iy o d u n d a  sa lın ım  y ap a rr; d a h a  k ısa  b ir  p e riy o d a  sa h ip k en  de  h â lâ  / p e riy o d u n a  
s a h ip ti r  (daha k ısa  27T/3 p e riy o d u n a  sa h ip  o lm an ın  y a n ıs ıra  l  = 2 tc  p eriy o d u n d ak i sin  3% 
g ö ste rilm ek ted ir).



(b)

Ş ek il 9.2 P eriyod ik  fo n k siy o n la rın  F o u rie r  a y rışm as ı ö rnek leri. D alga b iç im i (grafiğin 
şekli) F o u rie r  k a ts a y ıla rı  ta ra f ın d a n  b e lir le n ir . F onk siy o n la r ve a ltla r ın d a  o n la ra  a i t  tek il 
F o u rie r  b ile şe n le ri, (a)/(jr) =  ̂+ 2 sirız + ̂ cos2x + ̂ sin2x + jsin3*. ( b ) /Q f ) = ^  + 

s in X ~ \ c o s J sin  1 x  — ^ s i n 3 x-

ed ileceğ in in  b u lunm asıyd ı. H er b ir  n iç in , genel o la rak  o sa f  to n u n  b ü tü n e  
k a tk ıs ın ın  fark lı b ir  büyük lüğü  söz k onusu  olacak  ve bu, dalga  b iç im ine 
(diğer b ir  dey işle y  =  f( jc ) g ra fiğ in in  şekline) bağ lı o lacak tır. Bazı b a s it  ö r
nek ler Şekil 9 .2 'de göste riliyo r. B unun la  b irlik te , f i x ) ' Y e k atk ıd a  b u lu n a n  
fark lı sa f  to n la r ın  say ıs ı genelde sonsuz  o lacak tır. F o u rie r 'in  çok daha



özel o la rak  gerek duyduğu  şey /C f) 'y i kend i k u ru cu  p a rç a la r ın a  ay rış tırm a  
işlem indeki,

f ( x ) =  c + a j cos u x  + b1 sin  a>x + a2 cos 2u>x + b2 sin 2u>x + 
a3 cos 3a>x + b3 sin  3a>x H—

ifad esi ta ra f ın d a n  sağ lan an  c, a lf blt a2, b2, a3, b3, a 4 k a tsa y ıla r  derlem e
siydi. İfa d e le rin  d ah a  b a s it  g ö rünm elerin i sağ lam ak  üzere on ları, u> =  2n /  
Vyle ta n ım la n a n  (§§5.4, 5, §8.1 'deki "u" ile h iç b ir  ilg isi olm ayan) w açısal 
fr e k a n s ı  b iç im in d e  yazdım .

Bazı oku y u cu lar /O f) 'y e ilişk in  bu  ifaden in , h â lâ  aş ırı derecede karış ık  
o lduğuna  d a ir  b ir  duyguya sah ip  o lab ilir; ve böyle b ir  okuyucu esasen  
hak lıd ır. A slında denklem , cos ve s in  te rim le rin i k a rm aşık  ü s te lle r  
(e 'Ax =  cos;4;r + i sin d*) b iç im inde b ir  a ra y a  g e tir irsek  çok d ah a  derli top lu  
g ö rü n ü r. Şöyle ki; n = 1 ,2 , 3, 4, ... iç in

a n — a n +  <*-n. =  ‘« n  ~  ‘« - n -  C =  «0

olm ak üzere,

/ O )  =  +  a _ 2e _zt“ Jr +  + a0 +  a1e ‘“ * +  a2e2I“ * +  a3e3l“ * +

İfade, f { x )  ile aynı n icelik tek i F{z) fo n k siyonunu  a r tık  yeni karm aşık  z d e
ğ işken i b iç im in d e  ta n ım la r  ve z = e ,ü>x k o y arsak  d ah a  da düzen li gö rünü r. 
Böylece,

F (z) =  F (e>“ *) =  f ( x )

o lm ak üzere,

F (z) =  — h a_ 2z -2 + a_!Z_1 +  a 0z° +  a + a 2z 2 + a 3z 3 +

ifad esin i elde ederiz. A yrıca onu, "tüm  te rim le ri tü m  r  ta m sa y ı değerleri 
iç in  b irb ir in e  ekle" an lam ın d ak i £  iş a re tin i k u lla n a rak  h â lâ  d ah a  derli 
to p lu  g ö rü n ü r h a le  getireb iliriz :

= ^ a Tz r.

Bu, p o z itif  ü s le r  y an ın d a  n e g a ti f  ü s le rin  de v a r  o lm ası d ış ın d a  b ir  ü s lü  s e 
riye ben zer ve L a u re n t  se ris i o la rak  a d la n d ır ılır . Bu ifad en in  önem ini so n 
rak i bö lüm de gö rü y o r o lacağ ız .19 21

1 / t o 'n i n  gerçel x değerleri için gerçel olması gerekliliği m evcut değildir, diğer b ir deyişle a„, 
b„ ve c gerçel sayı olmak zorunda değildir. Gerçel değişkenli karm aşık sayıların  varlığı m ü
kemmel şekilde y asa ld ır./(jfJ’nm  gerçel olma koşulu, a_„ 'n in  a„ 'n in  karm aşık eşleniği olm a
sıdır. Karmaşık eşlenikler ü lO .l’de tartışılacak. 

âB [9.1] Bunu gösterin.
-Ç1 [9.2] /’birim  çem ber üzerinde analitik  olduğunda a„ve b u radan  hareketle a„, b„ ve c ka tsay ı

ların ın  a„ = (2jtî)-1 $ z n~1 F(z)dz denklemi kullanılarak  elde edilebileceğini gösterin.



Ş ekil 9.3 G erçel b ir  x  d eğ işken li p e riy o d ik  b ir  fonksiyon , * ’n in  gerçel ek sen in i e tra fın a  
d o lad ığ ım ız , çevresi l o lan  b ir  çem b er ü ze rin d e  ta n ım la n m ış  o la rak  d ü şü n ü le b ilir . I =  2ıt 
ile  b ir lik te  b u  çem beri k a rm a şık  düzlem deki b ir im  çem b er o la rak  kab u l ed eb iliriz .

9.2 Bir çember üzerindeki fonksiyonlar

L au ren t se ris i b ize F o u rie r se rile rin i su n m an ın  kesin lik le  o ldukça h e 
sa p lı b ir  yo lunu  verir. B unun la b ir lik te  b u  ifade  ay rıca  F o u rie r ay rışm ası 
h ak k ın d a  ilg inç b ir  a l te rn a tif  b ak ış  aç ıs ı önerir. P eriyodik  b ir  fonksiyon  
ken d in i d u rm ad a n  b a s it  şek ilde y ineled iğ i iç in  bu  tü r  b ir  fonksiyonu , 
fonksiyonun  periyodu  /'y i çem berin  çevresi, x  çem ber e tra f ın d a  ölçülen  
uzak lık  olm ak üzere, b ir  çem ber  (Şekil 9.13) üzerinde  tan ım lı o la rak  d ü ş ü 
neb iliriz . B asitçe düz b ir  çizgi üze rin d e  g itm ek yerine  bu  u zak lık la r a r tık  
çem beri sa rm a la r, böylece periyod ik lik  o tom atik  o larak  h esab a  ka tılır.

U ygunluk ad ın a  (en az ın d an  şim dilik) b u  çem beri, k a rm a şık  düzlem de 
çevresi 2n  o lan  b irim  çem ber ve l p eriy o d u n u  2n o la rak  kabu l ed iyorum . 
Bu nedenle,

a> =  1 ve böylece z =  e ‘* 'd ir.

(Periyodun h erhang i b aşk a  b ir  d u ru m u  iç in  tüm  yapm am ız gereken  x  d e 
ğ işken in i uygun  şek ilde yen iden  ölçek lendirm ek yoluyla a /y u  yen iden  
ayarlam ak tır.)  F ou rie r ay rışm asın a  a i t  çeşitli "saf to n la r"ı tem sil eden 
fa rk lı cos ve sin  te rim le ri a r tık  k ısaca  z 'n in  p o z itif  ya da n eg a tif  ü s le ri, d i
ğer b ir  dey işle  n 'in c i dereceden  h arm o n ik le r iç in  z ±n o la rak  g ö ste rilir . Bu 
ü s le r  b ize b irim  çem ber üzerinde ta m  da gerek duyduğum uz sa lın ım lı cos 
ve s in  te rim le rin i verir; bkz. Şekil 9.4.

A rtık periyod ik  b ir  f ( x ) foksiyonuna ilişk in  F ourier ay rışm asın ı g ö s
te rm en in  bu  o ldukça derli top lu  b iç im ine sah ib iz . f ( x ) =  F (z )'y i z d ü z le 
m indeki b irim  çem ber üzerinde, z  = e'x 'y le  b irlik te , tan ım lı o la rak  d ü şü 
n ü rü z  ve böylece F o u rie r ay rışm ası bu  fonksiyona a it k a rm aşık  b ir  z d e
ğ işkeni b iç im indek i L au ren t se ris i ta n ım ı h a lin e  gelm iş o lur. B unun la  b ir 
lik te  av an ta j yaln ızca  b ir  derli to p lu lu k  k onusu  değ ild ir. Bu göste rim  bize 
ay rıca  F o u rie r se rile r in in  doğas ına  ilişk in  ve o n la rın  tem sil edebileceği 
tü rd e  fo n k siy o n la ra  iliş in  d ah a  d erin lik li b ir  kavray ış su n a r. Bu k itab ın



Ş e k il  9.4  z" fo n k s iy o n u n u n  
gerçel ve  sana l k ıs ım la r ı b i
r im  çem b er ü ze r in d e  n 'in c i  
dereceden  h a rm o n ik  cos ve  
s in  (z=  e 1* o lm a k  üzere  
e'“* ’n in  gerçel ve san a l 
kısım ları) d a lg a la n  b iç i
m inde görünür. B urada  
n = S iç in  z5'in g e rç e l k ısm ı  
ç iz ilm iş tir .

n ih a i am acı d ü şü n ü ld ü ğ ü n d e  d ah a  önem lisi o, k u an tu m  m ekaniğ i ve bu 
neden le  D oğaya ilişk in  d a h a  iyi b ir  k av ra y ış la  önem li b ağ la ra  sa h ip tir . Bu 
du rum  k a rm a şık  sa y ıla rın  s ih rin d e n  k ay n a k la n ır  çünkü L au ren t se ris i i f a 
desin i, z b ir im  çem berden  u zak ta  y er a ld ığ ın d a  da ku llan ab iliriz . Bu se ri
n in  bize F (z) hakk ında , se rin in  z b irim  çem ber d ış ın d a  y er alırken  y ap tığ ı 
şey b iç im inde önem li b ir  şey söy lediği çünkü  z b irim  çem ber ü ze r in d e  yer 
alır, o r tay a  çıkar.

Gelin şim di, ü s lü  b ir  se rin in , iç inde y ak ın say ıp  d ış ın d a  ırak sa d ığ ı b ir  
yak ın sak lık  çem beri kav ram ın ı (§4.4'ten) an ım sayalım . B unun b ir  L au ren t 
se ris iy le  yak ın  b ir  benzerliğ i m evcu ttu r: y a k ın sa k l ık  halkası.  Bu, k a rm a 
şık  düzlem de h e r  ik isi de orijin  m erkezli iki çem berin  kesin  b iç im de ara-

(a) W

Şekil 9.5 (a) Bir F(z) = F* + a 0 + F~ Laurent serisi için, F* = ••• -f a_2z~2 + a_lz~1 ve  
F~ = atz l + a2zz H— , olmak üzere yakınsaklık halkası. F* için yakınsaklık yarıçapı i4'dır 
ve w = z”’ ile bağlantılı olarak F~ için B_1. (b) Riem ann küresi üzerinde, z genişletilm iş 
kuzey yarıküre ve w(=  z_1) genişletilm iş güney yarıküre anlam ına gelmek üzere aynı d u 
rum.



s ın d a  k a lan  bö lg ed ir (bkz. Şekil 9.5a). S ırad an  b ir  ü s lü  se ri iç in  y ak ın sak 
lık çem beri k av ram ına  b ir  kez sa h ip  o lduğum uzda b u n u  an lam am ız ko lay 
dır. S erin in  p o z itif  ü s lü  k ısm ı3

F~ =  a jZ 1 +  a 2z 2 +  a3z 3 + ■■■

diyelim  ki A y a rıçap lı s ıra d a n  b ir  yak ın sak lık  çem berine sa h ip  o lacak tır  
ve m odü lü  4 'd a n  az o lan  tü m  tü m  z değerleri iç in  y ak ın say acak tır . Serin in  
n eg a tif  ü s lü  kısm ı

F + = ••• a_3z~ 3 + a _ 2z -2 + a_1z~ 1

b ak ım ın d an  onu yaln ızca  te rs  w =  l / z  değ işkenli s ıra d a n  b ir  ü s lü  se ri o la 
rak  an layab iliriz , w düzlem inde d iyelim  ki 1/B y arıçap lı b ir  yak ın sak lık  
çem beri m evcut o la ca k tır  ve se rin in  o k ısm ı m odü lü  1/B 'den az o lan  tüm  
w değerleri iç in  y ak ın say acak tır . (B urada gerçek an lam d a 8. bö lüm de a n 
la tılm ış  olan, bkz. Şekil 8.7, z k o o rd in a tın ın  b ir  yarıkü rey i, w k o o rd ina tı- 
n ın sa  d iğerin i tem sil e ttiğ i R iem ann  k ü resin d en  bahse tm ek tey iz . Bkz. Şe
kil 9.5b. B unun R iem ann k ü resin e  ilişk in  k ısm ın ı so n rak i bö lüm de k eşfe
deceğiz.) Böylece m odü lleri B' den büyük  olan  z değerleri iç in  se rin in  n e 
g a tif  ü s lü  kısm ı yak ın sar. B < A o lm ak koşu luy la  bu  iki yak ınsak  bölge ç a 
k ışacak  ve L au ren t se ris in in  tü m ü  iç in  yak ınsak lık  h a lk a s ı elde edeceğiz. 
f i x )  = F (e 'x) = F(z) fonksiyonuna ilişk in  F o u rie r ya da L au ren t se ris i ek 
sa b it a0 te rim i dah il edilm ek üzere

F (z) = F+ + a0 + F~
şek linde verilir.

Verili d u ru m d a , gerçel x  d eğerleri için  z = e'x ifad es in e  sah ip  o la b il
m em iz nedeniy le b irim  çem ber ü ze r in d e  yak ın sak lık  a ra rız  ve z b irim  
çem ber üzerinde  o ld uğunda  f ( x )  fonksiyonu  için  F o u rie r se ris in in  y ak ın 
sak lığ ına  ilişk in  aray ışım ız  tam  o la rak  F(z) fonksiyonu  için  L au ren t se ri
sin in  yak ınsak lığ ı a ray ış ıd ır . Bu nedenle , b irim  çem berin  gerçek te y ak ın 
sak lık  h a lk as ı iç inde yer a lm as ı güvencesi iç in  B < 1 <  A k o şu lu n a  gerek 
d u y a r görünüyoruz . Bu, F o u rie r se rile r in in  yak ınsak lığ ı iç in  b irim  çem be
rin  zo run lu  o la rak  yak ın sak lık  h a lk as ı iç inde yer a lm ası gerek tiğ i an lam ı
na m ı gelir?

/ (x)  an a litik se  (diğer b ir  dey işle  C") as lın d a  d u rum  budur; bu  nedenle 
f i x )  b irim  çem beri içeren  açık b ir  bölge boyunca ho lom orfik  b ir  F(z)

3 Serinin pozitif üslü kısmı için F~, negatif üslü kısmı içinse F* kullanım ındaki tuh af görü
nüm lü notasyonal anomali kuantum  mekaniğiyle ilgili yazında neredeyse evrensel hale ge
len belki de talhsiz  b ir  işa re t uzlaşısından kaynaklanır [bkz §§21.2, 3 ve §24.3). Bununla il
gili özür dierim  fakat yazık ki m akul biçim de yapabileceğim  birşey de m evcut değili



fo nksiyonuna  g en iş le tileb ilir .4 B unun la  b irlik te  f(x )  an a litik  değ ilse ilginç 
b ir  so ru n  o rtay a  çıkar. Bu d u ru m d a , ya yak ınsak lık  h a lk as ı b irim  çem be
rin  kend isi h a lin e  gelm ek üzere b ü zü şü r, kesin  konuşm ak  gerek irse  b u n a  
gerçek  b ir  yak ınsak lık  h a lk as ı iç in  iz in  verilm ez çünkü b irim  çem berin  a k 
sine yak ınsak lık  h a lk as ı açık b ir  bölge olm ak zo ru n d ad ır, ya da b irim  
çem ber yak ın sak lık  h a lk as ın ın  iç ya da d ış  s ın ın  h a lin e  gelir. Bu so ru n la r  
b izim  iç in  §§9.6,7 'de önem li olacak.

Ş im dilik  f ( x )  an a litik  o lm ad ığ ında  ne o lduğu  h ak k ın d a  k ay g ılan m ay a
lım  ve f ( x ) an a litik  o lduğu zam an  o rtay a  ç ıkan  d ah a  b a s it  d u ru m u  ele 
alalım . Bu du ru m d a, kesin  b iç im de F (z )'ye  ilişk in  gerçek b ir  yak ınsak lık  
h a lk as ı iç inde, bu  da B < 1 < A k o şu lu n a  u yan  A ve S y a rıçap lı (m erkezleri 
o rijinde olan) iki çem berle s ın ırla n m ış  o lm ak üzere, b u lu n a n  z d ü zlem in 
deki b irim  çem bere sa h ip  o luruz. L au ren t se ris in in  p o z itif  ü s lü  kısm ı, F~, 
z  düz lem inde  m odü lle ri /l 'd a n  küçük  o lan  n o k ta la r  iç in  y a k ın sa r  ve n eg a tif  
ü s lü  k ısım , F +, z  düzlem inde m odü lle ri f l'd en  büyük  o lan  n o k ta la r  iç in  y a 
k ın sa r, böylece h e r  ik isi de h a lk an ın  k en d isi iç inde y ak ın sa r  (ve o ldukça 
önem sizse de, sa b it  te rim  a 0'n u n  tü m  z 'le r  iç in  açık b iç im de "yak ın sad ığ ı
nı" belirtelim ). Bu durum , F(z) fo n k siyonunu  iki ayrı p a rç ay a  "bölm e"m ize 
o lanak  sağ lar; b ir i d ış çem berin  iç inde holom orfik , d iğeri iç çem berin  d ı
ş ın d a  holom orfik  ve s ıra s ıy la  F~ ve F+ iç in  se ri ifade leriy le  tan ım lan m ış  
o lan  p a rç a la r.

Bu bö lm ede a 0 sa b it  te rim in in  F~'ye mi yoksa F +'ya m ı d ah il ed ilece
ğiyle ilg ili (hafif) b ir  bu lan ık lık  m evcu ttu r. A slında, y ine de b u  b u la n ık lık 
la  y aşam ak  d ah a  iy id ir  çünkü, F~ ve F+ a ra s ın d a , y u k arıd a  değ in ilen  R i
em ann  k ü resi çerçevesin i ben im sersek  d ah a  açık h a le  gelen  b ir  sim etri 
m e v cu ttu r  (bkz. Şekil 9.5b). Bu, b ize d u ru m la  ilg ili d ah a  tam  b ir  ta b lo  s u 
n ar , öyleyse şim di b u n u  inceleyelim .

9.3 R iem ann küresi üzerinde frekans bölme

z ve w (=  l / z )  k o o rd in a tla r ı bize R iem ann kü resin i ö rten  iki yam a ve
rir. B irim  çem ber k ü ren in  ekvato ru  h a lin e  g e lir  ve a r tık  h a lka  yaln ızca  ek- 
v to ru n  "yaka"sıd ır. F (z)'y i bölm em izi, onu  b iri ho lom orfik  o larak , F +(z) 
ta ra f ın d a n  ta n ım la n d ığ ı üzere ve sa b it te rim in  hang i k ısm ın ı dah il etm eyi 
seçersek  onun la  b irlik te , F (z ) 'n in  p o z i t i f  fr e k a n s  k ısm ı o la rak  a d la n d ır ı
lan  güney  yarıkü reye  genişleyen  ve d iğeri ho lom orfik  o larak , F (z ) 'n in  ne-

4 Gerçel b ir 31 tanım  küm esinde tanım lı herhangi b ir /  C^-fonksiyonu için 32'yi hafif b ir  b i
çimde, ft'n in  b ir "karm aşık kalınlaştırm a"sı denilen ve iç bölgesinde R 'yi bulunduran  geniş
letilm iş karm aşık 0 2  tanım  kümesi haline "karm aşıklaştırm ak", örneğin /"n in  benzersiz b i
çimde O 'd e  tanım lı holomorfik b ir fonksiyona genişlem esi gibi, olasıdır.



Ş e k il  9.6 R ie m a n n  küresi ü ze rin d e  kapa lı b ir  il
m eğe a yr ıla n  b ir  y ö n e lim  b e lir tild iğ i üzere on u n  
“iç" ve “dış "m ı tan ım lar: b u  y ö n e lim  ilm ek  iç in 
d ek i b ir  "saat y ü z ü "  iç in  sa a t y ö n ü n ü n  ters in ed ir  
(ve d ışa r ıd a ysa  sa a t yönüne).

g a t i f  fr e k a n s  k ısm ı o larak  a d la n d ır ıla n  kuzey yarıkü reye  F~(z) ta ra fın d a n  
tan ım lan d ığ ı üzere ve sa b it te rim in  k a lan  k ısm ıy la b irlik te  gen işleyen  iki 
p a rç a n ın  to p lam ı b iç im inde ifade etm ek o larak  d ü şü n ü rü z . S ab it terim i 
göz a rd ı edersek  bu  bölm e benzersiz  b iç im de, iki y arık ü red en  b ir i ya da 
d iğerine  genişlem eye ilişk in  ho lom orfik lik  gereksin im i ta ra f ın d a n  belrle- 
n ir .19-31

R iem ann k ü res i üzerine  çizilen  b ir  çem berin  (ya da k ap a lı b aşk a  ilmek) 
"iç"inden ya da "d ış"ından, çem bere ay rılm ası gereken b ir  yö n e lim e  b a ş 
v u ra rak  değinm ek, zam an zam an  y a ra rlı o lacak tır, z düzlem indek i b irim  
çem berin  s ta n d a r t  yönelim i s ta n d a r t  8 k o o rd in a tın ın  a r tış  yönü, d iğe r b ir  
deyişle s a a t y ö nünün  te rs i b iç im inde  verilir. Bu yönelim i te rs  çev irirsek  
(örneğin, 8 yerine  —6 koyarak), bu  d u ru m d a  p o z itif  ve n eg a tif  fre k an sla rın  
y erle rin i değ iş tiririz . K apalı b ir  genel ilm eğe ilişk in  u zlaşım ız  b u n u n la  
u yum lu  o lm alıd ır. Yönelim , " saa t yüzü" ilm eğin  d ış ta ra f ı üzerine  y e rle ş ti
rild iğ in d e  s a a t yönünde olurken , "saa t yüzü" ilm eğin  iç ta ra f ı  üze rin d ey 
ken s a a t yönü  te rs in ed ir . Bu, yönlü  b ir  kapa lı ilm eğin  "iç"i ve "dış"ın ı t a 
n ım lam aya h izm et eder. Şekil 9.6 konuya açıklık  getirm ek ted ir.

B ir fonksiyonu  kendi p o z itif  ve n e g a tif  p a rç a la rın a  bölm ek §24.3 ve 
§§26.2^1'te göreceğim iz üzere k u an tu m  k u ram ın ın  ve d ah a  özel o la rak  k u 
an tu m  a lan  k u ram ın ın  k ritik  önem deki b ir  b ile şen id ir . B urada verdiğim  
özel fo rm ü lasyon  as lın d a  pek de bu  bölm e iş in in  genelde ifade  ed iliş  b iç i
m i d eğ ild ir  fak a t pek çok fa rk lı b ağ lam d a (örneğin özellikle b u rg aç  k u ra 
m ında; bkz. §33.10) d ikkate değer baz ı av a n ta jla ra  sa h ip tir . A lışıldık fo r
m ü lasyon  ho lom orfik  gen işle tm eyle, doğ ru d an  F ourie r gen işlem esiy le o l
duğu ölçüde ilg ili değ ild ir. P o zitif  frekans b ileşen leri, n  p o z itif  olm ak üze
re, e mAr'in  k a t la n  b iç im inde verilen  n eg a tif  frek an s b ile şen le ri aksine, 
e~m* 'n in  k a tla r ı b iç im inde v erilen le rd ir. P ozitif  frek an slı b ir  fonksiyon  tü 
m üyle p o z itif  frekans b ile şen le rin d en  o lu şan  b ir  fonksiyondur.



Ş ek il 9.7 K uantum  m ek an iğ in d e  p o z itif /n e g a tif  frek a n s  bölm e, p eriy o d ik  v a rsay ılm ay an  
tz a m a n  fo n k siy o n la rın a  a tfe d ilir . Şekil 9 .5 'tek i bölm e, f 'y i z  (=  e lr) 'y le  ilişk ilen d iren  dö 
n ü şü m ü  k u lla n ırs a k  t 'n in  tü m  a ra lığ ı (—oo'dan oo'a) iç in , b ir im  çem b erd e  s a a t  y önüne te rs  
b iç im de z  =  - l 'd e n  y ine z  =  —l 'e  geriye  d o lan ıla rak , h â lâ  u y g u la n a b ilir , böy lece x< 
- j r 'd e n  n 'ye  g ider.

B una rağm en , b u  ta n ım la m a  bölm e işlem inde  içerilm iş  o lan ın  tü m  ge
n e lliğ in i gözler önüne serm ez. R iem ann k ü resin in , h e r  b ir  y a rıkü rey i ken 
d is ine  gönderen  fa k a t kuzey ya d a  güney k u tb u n u  ( z  = 0 y a  d a  z  = oo nok
ta la rı) ko rum ayan , k en d isin e  pek çok holom orfik  d ö n ü şü m ü  m e v cu ttu r.19 41 
Bu neden le  (kuantum  ku ram ı iç in  çok önem li olan) p o z itif  ve n eg a tif  f re 
k a n s la ra  bölm e konusu , tek il F o u rie r b ile şen le rin i seçm ekten  çok d ah a  ge
nel b ir  kav ram dır.

K uan tum  m ekaniğiyle ilg ili n o rm al ta r t ışm a la rd a  p o z itif /n eg a tif  f re 
k ans bölm e, t z a m a n  fo n k siy o n la rıy la  ilg ilid ir  ve zam an ı genelde b ir  çem 
b e r e tra fın d a  ile rliy o rm u ş g ib i düşünm eyiz . B unun la  b ir lik te  t'n in , "geç
m iş lim it" t  =  —oo'dan "gelecek lim it" t  = oo'a k a d a r  o lan  tü m  a ra lığ ın ı 
çem ber e tra fın d a  b ir  kez d o lan an  b ir  / 'd e n  elde etm ek iç in  b a s it  b ir  d ö n ü 
şüm  k u llan ab ilir iz ; / 'n i n  b u rad a , x  = ~ R ve x  — n  lim itle ri a ra s ın d a  d eğ iş
tiğ in i kabu l ed iyorum  (böylece z = e'x , k a rm aşık  düzlem deki b irim  çem ber 
üzerinde s a a t yönüne te rs  yönde z  = — 1 n o k ta s ın d a n  yen iden  z =  —l ’e geri 
dönecek şek ilde değ işir; bkz. Şekil 9.7). Bu tü r  b ir  dö n ü şü m

1
t = t a n - /

ifadesiy le  ta n ım la n ır . Bu b ağ ın tın ın  grafiğ i Şekil 9 .8 'de v e riliyo r ve b a s it  
geom etrik  b ir  aç ık lam a Şekil 9 .9 'da  sunu luyor.

Bu özel d ö n ü şü m ü n  b ir  av an ta jı, d ah a  önce §8 .3 'te  ele a lınm ış o lan  
(bkz. Şekil 8.8) ve b irim  çem beri (z düzlem i), gerçel d o ğ ru su n a  (t düzlem i) 
ge tiren  b ir  dönüşüm  o larak , holom orfik  şek ilde tü m  R iem ann k ü resine  ge
n iş lem esid ir:19 51

M  [9.4] Açık olarak  bu dönüşüm ler hangileridir?
M  [9.5] Bunun yukandakiyle aynı t'y i verdiğini gösterin.



Z - l  - t + l
t  =  :—  , z  = ------.ız+ı t+l

z düzlem indek i b irim  çem berin  iç bö lgesi t düzlem in in  ü s t  y a rıs ın a  ve z  
b irim  çem berin in  d ış  bö lgesi t düzlem in in  a l t  y a rıs ın a  k arşılık  gelir. Bu 
neden le  t 'y e  a it p o z itif  frek an slı fonksiyon la rı holom orfik  o la rak  t 'n in  a lt 
y a n  düzlem ine gen işleyen le r ve n eg a tif  f re k a n s lıla rsa  ü s t  y a n  düzlem e 
gen işleyen le rd ir. (B ununla b irlik te , t düzlem indeki "oo" n o k ta s ın ın  n as ıl 
ele a lın acağ ıy la  ilg ili d ik k a t etm em iz gereken önem li b ir  ek tekn ik  a y n n tı  
m evcu ttu r; fa k a t b a s itç e  karm aşık  t düzlem i yerine  h e r  zam an  R iem ann 
k ü resi b iç im inde  d ü şü n ü rse k  b u n u n la  uygun  şekilde b a şa  çık ılm ış olur.)

B una rağm en  s ta n d a r t  g ö ste rim le rd e  b ir  t  zam an  ko o rd in a tı b iç im in 
deki "pozitif  frekans" kavram ı genellikle, b u ra d a  sund u ğ u m  b e lir li y ö n 
tem le b e lirtilm ez  fa k a t d ah a  çok f ( x ) 'e  ilişk in  Fourier d ö n ü ş ü m ü  d en ilen  
şey b iç im inde  o rta y a  konu lu r. Y anıt a s lın d a  ben im  sunduğum  y a n ıtla  ay 
n ıd ır5 fa k a t F o u rie r  dön ü şü m leri k u an tu m  m ekaniğ i iç in  h e r  koşu ld a  y a 
şam sa l önem de o ld u ğ u n d an  bu  d ö n ü şü m ü n  gerçek te ne o lduğunu  aç ık la 
m ak önem li o lacak tır.

Şekil 9.8 t  = ta n * /2  grafiği.

Şekil 9.9 t  = tan*  'nin 
geometrisi.

5 Bkz., örneğin Bailey vd., 1982.



9.4 Fourier dönüşümü

Tem el o la rak  b ir  F o u rie r dönüşüm ü , periyod ik  fonksiyonum uz f ( x ) 'n in  
l p eriy o d u  so n su z  o lana  k a d a r  g it g ide d ah a  büyük  a lın d ığ ın d a , b ir  F o u ri
e r  se ris i iç in  s ın ırla y ıc ı d u ru m d u r. Bu so n su z  lim itte  f ( x )  ü ze rin d e  h iç b ir  
p eriyod ik lik  s ın ırla m a s ı m evcut değ ild ir: o yaln ızca  s ıra d a n  b ir  fo n k si
y o n d u r.6 Bu durum , dalga  yay ılım ı üzerine  ça lış ırk en  d ikkate  değer a v a n 
ta jla ra  ve "beklenm edik" s in y a lle r gönderm e p o tan s iy e lin e  sa h ip tir . Bu n e 
denle s in y a lin  b iç im in in  periyod ik  o lm asın d a  ıs ra r  etm ek istem eyiz. F o
u r ie r  d ö n ü şü m ü  bize b u  tü r  "tek seferlik" s in y a lle ri, on la rı b ir  ta ra f ta n  h â 
lâ  periyod ik  "sa f  ton la r"  b iç im inde ana liz  ederken  ele a lm a o lanağ ı sunar. 
A slında b u n u  / Of) fonksiyonum uzun  l -» oo p e riy o d u n a  sah ip  o lduğunu  
h e sa b a  k a ta ra k  b a şa r ır . I periyodu  büyüdükçe , h erh an g i b ir  p o z itif  n ta m 
sa y ıs ı iç in  l / n  p e riy o d u n a  sa h ip  s a f  to n  h arm on ik leri, seçtiğ im iz h erh an g i 
b ir  gerçel p o z itif  say ıya g ittikçe d ah a  yak ın  h a le  gelecektir. (Örneğin h e r 
h an g i b ir  gerçel say ıya, rasy o n e lle r k u lla n ıla ra k  gelişigüzel b iç im de o l
d ukça yak ın  yak laşık lık  ta h m in i yap ılab ilir .)  B unun  b ize söy lediği h e rh a n 
gi b ir  fre k an stak i h e rh an g i s a f  to n a  a rtık  b ir  F ou rie r b ile şen i o la rak  iz in  
verild iğ id ir. / '(* ) 'in , F ou rie r b ile şen le rin in  ay rık  b ir  to p lam ı o la rak  ifade 
ed iliş ine  sa h ip  o lm ak yerine  a rtık  onun, şu  h a ld e  /"Of)'in f re k an sa  göre a l ı
n a n  b ir  in teg ra li (bkz. §6.6) b iç im inde ifad esi an lam ın a  gelen, tü m  f re 
k a n s la r  ü ze rin d en  sü rek li b ir  top lam  b iç im indek i ifad esin e  sah ib iz .

K ısaca b u n u n  n a s ıl ça lış tığ ın ı görelim . îlk  o la rak  l p eriy o tlu  b ir  f ( x ) 
periyod ik  fonksiyonun  F ourie r ay rışm as ın a  ilişk in  y u k arıd a  verilm iş "en 
d erli top lu" ifadem iz i an ım sayalım :

z  =  e '“ * olm ak üzere, F(z) =  I  a rz r

(açısal frek an s  co = 27r/Z'yle verilir). Periyodu  b aş lan g ıç ta  2n  o la rak  alalım ; 
böylece a> = 1 o lur. Ş im di periyodu  d ah a  b ü yük  b ir  N ta m sa y ı ça rp an ıy la  
a r tırm a y a  ça lışacağ ız  (b u rad an  l = 2nN  olur), böylece frek an s aynı ç a rp an  
o ran ın d a  (diğer b ir  dey işle  a> = N_1) az a ltılm ış  olur. D aha önce tem el s a f  
to n  o lan  sa lm ım lı d a lga  a rtık  bu  yeni d ü şü k  fre k an sla  ilg ili o la rak  ATinci 
derece h arm o n ik  hale  gelir. D aha önce n 'in c i derece harm on ik  o lan  b ir  s a f  
to n  şim di (nJV)'inci derece h a rm o n ik tir . N so n su za  yak laşırken  lim it a ld ı
ğ ım ızda b e lir li b ir  sa lm ım lı b ile şen i ona a it "harm onik  say ısı"y la  (diğer 
b ir  dey işle  n  say ısıy la) ta n ım la y a rak  tak ip  etm eye ça lışm ak  uygu n su z  hale

6 Diğer ta ra ftan  x pozitif ya da negatif sonsuza yönelirken f(x) "akla uygun şekilde" dav ran 
m asına ilişkin b ir gerekliliği yürürlüğe koymak olağandır. Bu bizim için burada özel b ir  ilgi 
konusu olm ayacak ve benisediğim  yaklaşım da norm al gereklilikler h içbir koşulda gereksiz 
biçim de kısıtlayıcı olmayacak.



gelir çünkü  b u  sayı sü rek li değ işir. Bu dem ek oluyor ki y u k arıd ak i to p la m 
da b u  sa lın ım lı b ile şen i r  ta m sa y ıs ıy la  tan ım lam ak  u y g u n su z d u r çünkü  
sa b it  b ir  r  değeri b e lir li b ir  to n  fre k an sın ı tak ip  etm ek yerine  b e lir li b ir  
h arm on iğ i (n 'inci derece harm on ik  iç in  r  =  ±n) tan ım la r. Bu frek an sı tak ip  
eden  a s lın d a  r /N 'd ir  ve b u n u  ta n ım la m a k  iç in  yeni b ir  değ işkene g erek si
n im  duyarız . F o u rie r d ö n ü şü m lerin d en  k ay n ak lan an  önem li ku llan ım ın  
son rak i bö lüm lerde  (özellikle bkz. §21.11) o rtay a  konacağın ı ak ılda  tu ta 
rak , N so n su za  g iderken  a lın an  lim itte  konum u * 'y le  h esa p la n a n  b ir  k u a n 
tu m  m ekan iksel pa rçac ığ ın  m o m e r ıtu m u n u 7 sim geleyen bu  değ işkene "p" 
diyeceğim . Bu lim itte  is ten ilirse  x  yerine , * 'n in  lim itte  gerçek ten  z 'n in  g e r
çel k ısm ı h a lin e  geleceğini a şağ ıd a k i aç ık lam a la rd a  göreceğim iz üzere, 
ü ze rin d e  an laş ılm ış  x  k u llan ım ın a  da dönü leb ilir.

Sonlu N iç in
r

P = N

yazıyorum . N -> oo iken lim itte , p p a ra m e tre s i sü rek li b ir  değ işken  ha line  
ge lir ve top lam ım ızdak i "ar k a tsay ıla rı" , tam sa y ı değerli ay rık  r  p a ra m e t
re s i yerine  gerçel değerli sü rek li p p a ra m e tre s in e  bağ lı o lacağ ın d an  a r 
k a tsa y ıla r ın ın  r 'y e  bağ ım lılığ ın ı crr 'd e  o lduğu  gibi yaln ızca b ir  sonek (ör
neğ in  g p) k u llanm ak  yerine  fonksiyon  g ö ste rim in in  s ta n d a r t  b iç im in i, d i
yelim  ki g (p ), k u lla n a rak  yazm ak d ah a  iy id ir. E a rz r top lam ım ızdak i

« r —* ff(P)

y er değ işik liğ in i etk in  b iç im de gerçek leştireceğ iz fak a t N büyüdükçe p d e
ğ erle rin in  küçük b ir  a ra lığ ın d a  y er a lan  gerçek te rim  sa y ıs ın ın  d ah a  b ü 
yük hale  geleceğini (tem elde ATyle o ra n tılı  o la rak  çünkü  o a ra lık ta  yer a lan  
n /N  k es irle rin i d ikkate  alıyoruz) ak lım ızda tu tm ak  zorunday ız. Bu nedenle 
g (p )  n iceliğ i gerçek ten  yoğun luğun  b ir  ö lç ü sü d ü r ve 2  to p lam ı lim itte  b ir  
in teg ra l, f , ha line  gelirken  dp tü rev se l n iceliğ i ona eşlik  etm ek zo ru n d a 
d ır. Son o la rak  E arz r top lam ım ızdak i z r te rim in i göz önüne alın , w = N -1 
o lm ak üzere z  =  e ,ü>x ifad esin e  ve bu  d u ru m d a  z  =  e lx/N e ş itliğ in e  sah ib iz . 
Böylece z r = e ,rx/N = e'xp olur; b u n la rı b ir  a ra y a  getire rek  N -* oo iken l i 
m itte  /O f) fonksiyonum uzu  tem sil e tm ek üzere

1 Kuantum  mekaniğinde ayrıca, p 'n in  ölçeklendirilm esini x ’le bağıntılı o larak  {bkz. §§21.2, 11) 
uygun biçim de saptam ak üzere ortaya konan sab it b ir  h niceliği de m evcuttur fakat şim dilik 
b as it olm ası için bunu h =  1 olarak kabul ediyorum. Gerçekte h Planck sab itin in  (diğer bir 
deyişle h Planck'ın orijinal "hareket kuantum u" olmak üzere h/2n) Dirac biçim idir, h = 1 se 
çimi temel birim lerim izi uygun b ir biçimde tanım lam ak yoluyla her zam an yapılabilir. Bkz. 
§27.10.



y  ar z r -» | g ( p )e ^ vdp
“  ■'-co

ifad esin i elde ederiz. A slında in teg ra le  C27rJ—1/,z g ib i b ir  ölçeklem e ça rp an ı 
dah il e tm ek o lağ an d ır, bu  neden le  b u ra d a  g (p ) 'y i f i x )  b iç im inde ifade 
eden ters  ilişk in in  f ( x ) ' i  g (p ) b iç im inde ifade edenle tam  o la rak  ayn ı b iç i
m e sa h ip  o lu şu n a  ilişk in  d ik k a t çekici s im etri m evcu ttu r:

f ( x )  =  (2n)~1/2 J g (p )e ‘xpd p ,g (p )  = (27r)~1/2 J  f ( x ) e ~ 'xp d*.

f ( x ) ve gİP ) fo n k siy o n la rı b irb ir le r in in  F ourier d ö n ü şü m le r i  o la rak  a d 
la n d ır ıl ır la r .19-61

9.5 Fourier dönüşümünden frekans bölme

Tüm  gerçel d o ğ rusu  üzerinde  tan ım lı (karm aşık) b ir  f ( x )  fonksiyonu, 
ken d is in e  a it g(p~) F o u rie r dönüşüm ü  tü m  p S 0 değerleri için  s ıf ırsa  p o z i
t i f  fre k a n s lı  d ır  den ir. Bu nedenle p < 0 o ld u ğ u n d a  /O f) yaln ızca  e'xp b iç i
m indeki b ile şen le rd en  o luşur. (Euler p <  0 iç in  s ıf ır  o lm ayan  b ir  fo n k si
yonla p > 0 iç in  b as itç e  s ıf ır  o lan  b ir  fonksiyon  a ra s ın d a  kaba  b ir  "yap ış
tırm a  işi" o la rak  görünen  bu  tü r  b ir  g (p )  h ak k ın d a  o ldukça end işeleneb i- 
lird i; bkz. §6.1.) Yine de bu, / ( jf ) 'in  m ükem m el b iç im de sayg ın  "holom or
fik" b ir  özelliğ in i se rg ile r gö rünür. Bu "pozitif frekans" d u ru m u n u  ifade 
etm en in  b ir  b aşk a  yolu, d ah a  önce F o u rie r se rile rin d e  yap tığ ım ız  g ibi 
/O t) 'in  ho lom orfik  g en iş le tileb ilir liğ i b iç im in d ed ir. A rtık bu  x  değ işken in i 
gerçel eksen, ki R iem ann  kü resi üze rindek i bu  (“x  =°°" n o k ta sı da dahil) 
"gerçel eksen" a r tık  gerçel çem berd ir (bkz. Şekil 8.9c), üze rindek i n o k ta la rı 
tan ım lıy o r g ib i d ü şü n ü rü z  (böylece x  = x 'i  bu  eksen üzerinde alab iliriz). 
Bu çem ber kürey i, "d ış"ta  o lanı k a rm a şık  düzlem e a it s ta n d a r t  resim dek i 
a lt y a rı düzlem  olm ak üzere iki yarıkü reye  böler. / ( x ) 'in  p o z itif  frek an slı 
o lm asın ın  koşu lu  a r tık  holom orfik  o la rak  b u  d ış  yarıkü reye g en iş lem esi
dir.

B unun la  b irlik te  "pozitif frekans" ın  bu  iki ta n ım ın ı k ıyaslad ığ ım ızda  
b iraz  d ik k a t gerek tiren  b ir  konu  m ev cu ttu r. Bu, z =  oo n o k ta s ın a , /O t) 
fonksiyonu  o rad a  genellik le b ir  tü r  tek illiğe sah ip  o lacağı için  n as ıl d a v ra 
nacağ ım ız so ru su y la  b ağ lan tı k u rar. G erçekte, k ısa  sü re  iç inde (§9.7'de) 
aç ık layacağ ım  "h iperfonksiyonel" bak ış aç ıs ın ı ben im sem em iz koşu luy la  
z = oo'daki b u  tek illik  bize esasen  h iç b ir  güçlük  çıkarm az. " / ( oo)"a göre u y 

SS [9.6] g(p) için f (x ) biçim indeki ifadenin alıştırm a [9.2]’deki kontür in tegral ifadesin in  sın ır
layıcı b ir  biçimi, a„ = (2jri)-1 f  z - " - 1  F(z) dz, kullanılarak  nasıl elde edildiğini gösterin.



gun b ak ış  aç ısıy la  b irlik te  p o z itif  f re k an sa  ilişk in  önceki p a ra g ra f ta  v e rd i
ğim  iki ta n ım ın  b irb ir le r iy le  tem el b ir  uyum  iç inde o ld u k la rın ı g ö rü rü z .8

Bizi F o u rie r se ris in d en  F ou rie r d ö n ü şü m ü n e  u la ş tıra n , §9 .4 'tek i l im iti
m izde içerilm iş b ir  k ısım  geom etriy i R iem ann kü resi b iç im inde incelem ek 
ilg ili oku r iç in  y a ra rlı o lab ilir. 2n  p eriy o d u n a  sah ip  b ir  / ( * )  fonksiyonu  
iç in  d ah a  önce ele a lm ış o lduğum uz, * 'n in  b irim  y arıçap lı b ir  çem ber e tra 
fın d ak i yay  u zu n lu ğ u n u n  ölçüsü  o lduğu  z düzlem i ta n ım ın a  geri dönelim . 
X  y o ru m lam asın ı b ir  çem ber e tra fın d ak i uzaklık  o larak  ko ruyarak , p e riy o 
du  a r t  a rd a  gelen a r ta n  ad ım la rla  27r'den d ah a  büyük  değerlerle  d e ğ iş tir 
m ek is ted iğ im iz i dü şü n ü n . Bunu g it g ide büyüyen  b ir  çem ber d iz is in i ele 
a la rak  g erçek leştireb iliriz  fak a t lim it a lm a iş lem in in  geom etrik  b ir  m an tık  
o lu ş tu rm a s ı iç in  çem berlerin  h ep s in in  x  — 0 b aş lan g ıç  n o k ta s ın d a  b irb ir 
le rine  değdiğ in i varsay acağ ız  (bkz. Şekil 9.10a). B asitlik  iç in  bu  nok tay ı 
tüm  çem berle r a lt y a rı düzlem de y er a lacak  şe kilde z =  0 (z =  1 yerine) 
b aş lan g ıç  n o k ta sı o larak  seçelim . Bu, / =  2n p eriyodu  iç in  m erkezi orijin  
yerine  z =  —i'de o lan  b aş lan g ıç  çem berim izi o lu ş tu ru r . I > 2n  p eriyodu  
iç in  çem berin  m erkezi karm aşık  düzlem deki C = —û /2 n  n o k ta s ın d a d ır  ve 
l -* oo iken lim itte  gerçel eksen in  kend isin i, çem berin  "m erkezi" n eg a tif

Şekil 9.10 l -> oo iken, l periyodu olmak üzere, pozitif frekans koşulu, (a) Merkezi
z =  - i 'd e  olacak şekilde yeri değiştirilm iş birim çember üzerinde tanımlı / ile birlikte 
{ =  27r'yle başlayın. Büyüyen ( için çemberin yarıçapı /'dir ve merkezi C =  — i J / 2 ı r 'd e d i r .  

Her durumda/, sa a t  yönündeki yay uzunluğunu ölçer. Pozitif frekans, f 'n i n  çemberin 
içine ve i -* t» limitinde alt yarı düzleme holomorfik genişleyebilirliği olarak ifade edilir, 
(b) Riemann küresi üzerindeki aynı durum. Sonlu l için Fourier serisi z =  —il/2jr noktası 
dolayında b ir Laurent serisinden elde edilir fakat küre üzerinde bu nokta çemberin mer
kezi değildir; Fourier serisi Fourier dönüşümü haline gelmek üzere, Z -* oo limitinde oo 
noktası biçimini (onun üzerinde yer alarak) alır.

'  Bkz. Bailey vd., 1982.



sa n a l eksen  boyunca sonsuza  ta ş ın m ış  o lm ak üzere, elde ederiz  (böylece 
X = x). H er d u ru m d a  ^ 'y i artık , o rijinde x  = 0 olm ak üzere, çem ber e tra f ın 
da sa a t  y ö n ü n d ek i yay u zu n lu ğ u n u n  ö lçüsü  (ya da lim it d u ru m u n d a  g er
çel eksen ü zerindek i p o z itif  uzaklık) o la rak  kabu l ederiz. Ç em berlerim iz 
a r tık  s ta n d a r t  o lm ayan  (diğer b ir  dey işle  s a a t yönüne) b ir  yönelim e sah ip  
o ld u k la rın d an , "d ışları"  o n la rın  içleridir (bkz. §9.3, Şekil 9.6), böylece p o z i
t i f  frek an s koşu lum uz bu  iç an lam ın a  gelir. x  ile  z  a ra s ın d a  a rtık

z  =  —  (e_2m^ i — 1)
2n

ile  ifade ed ilen  b ir  b ağ ın tıy a  sa h ib iz .1971 Sonlu l iç in  / Qf)'yi C =  - i l / 2 n  
n o k ta s ı do lay ın d a  b ir  L au ren t se ris in e  b a şv u ra ra k  b ir  F ou rie r se ris i o la 
rak  ifade edeb iliriz . F o u rie r d ö n ü şü m ü n ü  l -> oo lim itin i a la rak  elde ederiz. 
Sonlu l iç in  p o z itif  frek an s ko şu lu n u  / '(x ) 'n in  ilgili çem berin  iç ine holo- 
m orfik  gen işleyeb ilirliğ i o la rak  elde ederiz; l -» oo lim itinde  b u  koşul, y u 
k a rıd a  ifad e  ed ilm iş o lan  şeyle uyum lu  olacak  şekilde a lt y arı düzlem e ge- 
n iş ley eb ilir lik  h a lin i alır.

L au ren t se ris i l -» oo lim itinde  ne hale  gelir? Bu lim itte  ne o lduğunu  a n 
lam ak  iç in  R iem ann k ü resin e  göz a tm ay a  gerek duyacağız. H er b ir  son lu  l 
değeri iç in  C (= —\l/2n) n o k ta sı x  çem berin in  m erkezid ir fak a t R iem ann 
kü resi ü ze rin d e  b u  C n o k ta sı çem ber m erkezi benzeri h içb ir  şey olm aya 
gerek duym az. I büyüdükçe C, sa n a l eksen i tem sil eden R iem ann kü resi 
üze rindek i çem ber boyunca d ışa rı h a re k e t eder ve bu n o k ta  C (= il/2n) 
çem berin  m erkezine g it gide d ah a  az ben zer gö rünür. Son o larak  ( =  oo l i 
m itine  u la ş ıld ığ ın d a  C R iem ann k ü res i üze rindek i z = oo n o k ta sı ha line  ge
lir. B unun la b irlik te  C = oo o lduğunda , onun  as lın d a  çem ber m erkezinde 
o lm ası gerek irken  çem berin  ü ze r in d e  o lduğunu  görürüz! (Bu çem ber a rtık  
e lbe tte  gerçel eksendir.) Bu neden le  bu  n o k ta  d o lay la rın d a  ü s lü  b ir  se ri 
o lu ş tu rm a k ta , e lbe tte  bekleneceği üzere, özgün (ya da "tekil") b ir  şey m ev
c u ttu r  çünkü  a r tık  b irey se l te rim le rin  b ir  to p lam ı yerine  sü rek li b ir  in teg- 
ra l elde ederiz.

9.6 Hangi tür fonksiyon uygundur?

Şim di b u  bö lüm ün  b a ş ın d a  ku llan ım ı uygun  o lan  "fonksiyon" tü rü y le  
ilg ili o r tay a  a tılm ış  so ruya  dönelim . Şu konuyu dile getireb iliriz : ne tü r  
fonksiyon la rı F o u rie r dön ü şü m leri o la rak  göstereb iliriz?  D ikkati yaln ızca  
an a litik  fo n k siy o n la rla  (diğer b ir  dey işle  C“ ) s ın ırlam ak  uygunsuz g ö rü n ü r 
çünkü y u k a rıd a  gördüğüm üz üzere kesin lik le  an a litik  o lab ilen , p o z itif  f re 



k an s lı b ir  /C f)  fonsiyonuna ilişk in  g(p)  F o u rie r dönüşüm ü, s ıf ır  o lm ayan  
b ir  fonksiyonla s ıf ır  fonksiyonunun  ay ırt ed ilir  b içim de an a litik  o lm ayan 
b ir  "yap ıştırm a işi"dir. Bir fonksiyon  ve ona ilişk in  F ou rie r dönüşüm ü  a r a 
s ındak i ilişk i s im etrik tir, o halde  h e r  b iriy le  ilgili bu  tü r  fa rk lı s ta n d a r tla r  
ben im sem ek an lam sız  görünür. D aha b aşk a  b ir  nok ta  o larak  / ( x ) 'n in  
X = oo nok tasın d ak i d av ran ış ın ın  p o z itif /n eg a tif  frekans bölm e konusuy la  
b ağ lan tılı o lduğu fak a t / ( x ) 'n in  oo'da, as lın d a  yaln ızca çok özel k o şu lla rd a  
(bu, x  +°° iken ve x  — 00 iken / ( x ) 'n in  d av ran ış la rı a ra s ın d a  kesin  b ir  
eşleşm e gerektird iğ inden) an a litik  (C“ ) olduğu y u k arıd a  be lirtild i. Tüm  
b u n la ra  ek olarak , F ou rie r d ö nüşüm lerin i ça lışm ak  üzere, d ah a  önce değ i
n ilen, "beklenm edik" (analitik  olm ayan) m esajlar ile teb ilen  s inyalle rle  uğ 
raşm am ıza  o lanak  sağ layan  ilk f i z i k i  yönlendiricim iz söz k o nusudu r. Bu 
nedenle bö lüm ün  b a ş ın d a  yüz yüze geldiğim iz so ruya dönm ek zorundayız: 
ne tü r  b ir  fonksiyonu "dürüst" b ir  fonksiyon o larak  kabu l edelim ?

Bir ta ra f ta n , E u ler ve ç a ğ d aş la r ın ın  belk i de, b ir  ho lom orfik  (ya da 
analitik ) fonksiyonu  z ih in le rin d e  saygı duy u lan  b ir  "fonksiyon" o la rak  b u 
lu n d u rd u k la rı tü rd e  b ir  şey o lacak b iç im de kabu l edeb ilecek lerin i, y ine de 
d iğer ta ra f ta n  bu  tü r  fonksiyon la rın  pek çok tü r  m a tem atik se l ve fiziki 
p rob lem  için , dalga  yay ılım ıy la ilg ili o lan la rı da dah il olm ak üzere, a n 
lam sız  b iç im de s ın ırlay ıc ı gö rünm elerin i an ım sarız ; b u  d u ru m d a  d ah a  ge
nel b ir  kav ram  gerek lid ir. Bu b ak ış  a ç ıla rın d an  b iri d iğ e rin d en  d ah a  mı 
"doğru"dur? Büyük o lasılık la  ilk bak ış aç ıs ın ın  d es tek ç ile rin in  "m odası 
geçm iş" o lduğu  ve m odern  f ik irle rin  b ask ın  b iç im de İk incisine eğilim li o l
d uğuna  ilişk in  kuvvetli b ir  egem en an lay ış  m evcu ttu r; böylece ho lom orfik  
ya da a n a litik  fonksiyon la r genel b ir  "fonksiyon" kav ram ın ın  yaln ızca  çok 
özel b iç im id ir. B unun la  b irlik te  zo run lu  b iç im de kabu l ed ilm esi gereken 
"doğru" ta v ır  bu  m udur?  K endim izi b ir  18. yüzyıl zih in  çerçevesi iç ine koy
m ayı deneyelim .

19. yüzyıl b a ş la r ın d a k i Jo se p h  F o u rie r 'e  bakalım . F ourier, Şekil 9.11 'de 
ç izilm iş kare  dalga ya da te s te re  ağız g ib i b e lirli periyod ik  fonk siy o n la rın  
m ükem m el derecede m akul gö rü n ü m lü  F o u rie r g ö ste rim le rin e  sah ip  o ld u 
ğunu  gö ste rd iğ in d e  "analitik" ("Eulerci") d üşünce  oku luna m ensup  k iş ile r  
kö tü  b ir  şok geç irm işti. F ourier, zam an ın d a  m atem atik  k u ru m u n u n  çok 
say ıd a  itira z ıy la  k a rş ıla ş tı. Çoğu onun  ç ık a rım la rın ı kabu l e tm ek te is te k 
sizdi. Ö rneğin, n as ıl o lu rd u  da k a re  fo nksiyonuna  a it b ir  "eşitlik" o la b ilir
di? B una rağm en  F o u rie r 'in  göste rd iğ i üzere

1 1 ıSQr) = s ın x  +  - s i n  3* +  - s i n  5 /  +  - s i n  7* +  ••■

se ris in in  top lam ı gerçek ten , y a n  p eriy o t 7r'de sa b it değerle r ^ n  ve — 

a ra s ın d a  sa lın ım  y ap tığ ı k ab u l ed ilen  b ir  kare  dalga  v e rir  (bkz. Şekil 9.12).
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t
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Ş ekil 9.11 Süreksiz  p e riy o d ik  fo n k siy o n la r  (m ükem m el derecede m aku l g ö rü n ü m lü  F ouri- 
er g ö ste rim le riy le  b irlik te): (al Kare dalg a  (b) T e ste re  ağız.

Ş ek il 9.12 s ( x )  = s i n x  + -  s in  3 *  + - s i n  5 x  + - s i n  l x  + H—  F o u rie r  se ris in in  (Şekil
9 .1 1 a 'd a k in e  benzer) b ir  k a re  d a lg ay a  y a k ın sa y a n  k ısm i to p lam ları.

B unun la  ilg ili y u k arıd a  verilm iş L au ren t se ris i ta n ım ın ı ele alalım , 
z =  e'x  o lm ak üzere o ldukça şık  gö rünüm lü

2 isQ r)  = - 5 _ i z- 3 _ z- ı + z + İ z3 +  I z5 + .

ifad es in e  sa h ib iz .1981 A slında b u  yak ın sak lık  h a lk as ın ın  h iç b ir  gerçek açık 
a lan  k a lm ad an  b irim  çem bere b ü zü şm esin e  b ir  ö rnek tir. B unun la b irlik te  
L au ren t se ris in i b ir i z düzen inde s ıra d a n  b ir  ü slü  seri veren  p o z itif  üslü  
ve d iğeri z -1 düzen inde b ir  ü s lü  se ri veren  n eg a tif  ü s lü  iki y arıy a  bö lersek  
şey lere hâlâ holom orfik  fon k siy o n la r b iç im inde  b ir  an lam  k a tab iliriz . As
lın d a  b u n la r

1 , 1 ,  1 / l + z \
5' = Z + I Z J + 5 Z J +  = 2 l0g ( l ^ )



ve

şek lindeki iyi b ilin en  se rile rd ir  ve 2is(x)  =  S~ +  S + ifad e s in i verm ek üzere 
açık o la rak  to p la n a b ilir le r .19 91 Bu ifade lerde  y ap ılan  u fak  b ir  düzenlem e 
bizi, s ( x ) =  ± ^ n  o ld u ğ u n u 19101 söyleyerek S~ ve S+'m n  b irb ir in d e n  yaln ızca  

i  ~ İ7r k a d a r  fa rk lı olduğu so n u cu n a  g ö tü rü r. B una rağm en  as lın d a  neden  

bu  a l te rn a t if  değerler a ra s ın d a  sa lın a n  b ir  kare fonksiyonu  elde e ttiğ im izi 
görm ek iç in  b iraz  d ah a  yak ın d an  bakm aya gerek duyarız .

§8.3 'te , z düzlem indeki b irim  çem berin  iç bö lgesin i t düzlem in in  ü s t 
y a r ıs ın a  gö tü rm ek  üzere (Şekil 8 .10 'da g öste rild iğ i gibi) ifade edilen  
t =  (z — 1) / (iz +  1) dö n ü şü m ü n ü  u y g u la rsak  ne o lduğunu  değerlend irm ek  
b iraz  d ah a  ko lay laşır, t  b iç im li ifadeye göre a r tık  S~ bu  ü s t  y a rı düzlem e 
ve S + a lt y arı düzlem e k arş ılık  ge lir ve (logaritm ala rda  o lası 2n\ b u la n ık 
lık la rıy la  birlik te)

1 1  ^ 1 1
S = - - l o g t  +  - lo g i ,  S + = - lo g t  + - lo g i

ifade leriy le  k a rş ıla ş ırız . L ogaritm ala rı, s ıra s ıy la  t = i ve t = - i  b aş lan g ıç  
n o k ta la r ın d a n  h arek etle  sü rek li o la rak  izleyerek, n eg a tif  gerçel t ekseni 
üzerin d e  S~ + S + = — ̂ iır iken 19111 p o z itif  gerçel t ekseni üzerinde  

S~ + S + =  + ~İtt o lduğunu  görürüz . B u radan  hareketle , z düzlem indek i b i

rim  çem berin  a lt y a rıs ı ü ze rin d e  s(^ ) = - ^ / r  iken ü s t  y a r ıs ı üze rinde

s ( j )  = + - n  o lduğu  so nucunu  ç ıkarırız . Bu durum , F o u rie r se ris in in  to p la 

m ın ın  as lın d a  tıp k ı F o u rie r 'in  ile ri sü rd ü ğ ü  g ib i kare d a lg ay a  e ş it o ld u ğ u 
nu  göste rir.

Bu ö rnek ten  ç ıkarılacak  ders nedir? Sürekli bile o lm ayan , yaln ızca  tü 
revi a l ın a b ilir  ha ldek i (bu d u ru m d a  yaln ızca  b ir  C_1-fo n k siy o n u  olan) özel 
(periyodik) b ir  fonksiyonun  m ükem m el şekilde an lam lı gö rünen  b ir  F o u ri
e r  se ris i b iç im inde göste rileb ileceğ in i gördük. E şdeğer b iç im de, fonksiyo
nu  b irim  çem ber üzerinde ta n ım lı o la rak  düşü n d ü ğ ü m ü zd e  o, m aku l g ö rü 
nüm lü  b ir  L au ren t se ris i o la rak , h e r  ne k a d a r  yak ın sak lık  h a lk as ın ın  ken 
d is i iç in  b irim  çem bere b ü zü ş tü ğ ü  L au ren t se rile rin d en  b ir i de o lsa, ifade 
ed ileb ilir. Bu L au ren t se ris in in  p o z itif  ve n eg a tif  y a r ıla r ın ın  h e r  b ir i top-

Q  [9.9] Bunu, §7.4'ün son lanna doğru verilm iş olan, logz için z = 1 dolaylarındaki b ir üslü seri 
genişlem esinden yararlanarak  yapın, 

ı®  [9.10] Bunu (|sQf)l <  — varsayımıyla) gösterin.



lam ı R iem ann k ü res in in  y a rıs ı üzerindek i m ükem m el derecede iyi b ir  ho- 
lom orfik  fonksiyona e ş ittir . B iri b irim  çem berin  b ir  ta ra fın d a  diğeri ö b ü r 
ta ra f ın d a  ta n ım la n ır . Bu fo n k siy o n la rın  " top lam "la rın ı b irim  çem berin  
k end isi ü ze rin d e  is ten ilen  kare dalgay ı v e rir  şek ilde  d ü şüneb iliriz . Bu d u 
rum , b irim  çem ber üzerin d e  z  =  ± 1  n o k ta la rın d a , top lam ın , b u  to p la m d a n  
k ay n ak lan an  kare  dalgay ı vererek  b ir  ta ra f ta n  d iğerine  "sıçrayabileceği" 
b iç im deki d a llan m a tek illik le rin in  v a rlığ ın d an  kaynak lıd ır. Bu d a llan m a 
tek illik leri ay rıca  iki ta ra fta k i ü slü  se rile r in  b irim  çem berin  ö tesine  y ak ın 
sam asın ı önler.

9.7 Hiperfonksiyonlar

Bu örnek yaln ızca  çok özel b ir  d u ru m d u r fak a t genelde ne yapm am ız 
gerek tiğ in i g ö ste rir. B irim  çem ber üzerin d e  (R iem ann k ü resi üzerindeki) 
ta n ım la n ab ilen  ve tıp k ı ele a lm ak ta  o lduğum uz örnektek i gibi, çem berin  
b ir  ta ra fın d a  yer a lan  açık bölge üzerindek i b ir  F+ holom orfik  fonksiyonu 
ile d iğer ta ra f ın d a k i açık bölge üzerinde y er a lan  b aşk a  b ir  F~ ho lom orfik  
fo n k siyonunun  b ir  "toplam "ı o larak  gö ste rileb ilen  en genel b iç im li fo n k si
yonun  ne o lduğu  so ru su n u  so ralım . Bu so ru n u n  y an ıtın ın  b iz i doğruca, 
"h iperfonksiyon" o la rak  a d lan d ır ıla n  egzotik  fa k a t önem li b ir  kav ram a yö 
n e lttiğ in i göreceğiz.

A slında / 'y i  F~ ile - F+ a ra s ın d ak i "fark" o la rak  d ü şü n m en in  d ah a  ay 
d ın la tıc ı o lduğu  o rtay a  çıkar. B una ilişk in  b ir  sebep , en genel du ru m d a, 
gerçek b irim  çem bere ne f ' n i n  ne de F +'n ın  an a lit ik  b ir  gen işlem esin in  
o lab ileceği ve böylece çem berin  kendi ü ze rin d e  bu  tü r  b ir  "top lam ”ın  ne 
an lam a geleb ileceğ in in  açık o lm ay ışıd ır. B unun la b irlik te , F~ ile — F+ a r a 
s ındak i fa rk ı ,  ta n ım  bö lge leri b irim  çem ber üzerin d e  b ir  a ray a  geld iğ inde, 
bu  iki fonksiyon  a ra s ın d ak i "sıçram a"yı g ö s te rir  g ib i düşüneb iliriz .

K arm aşık  düzlem deki b ir  eğ rin in  b ir  ta ra f ı  üzerindek i holom orfik  b ir  
fonksiyon la  d iğer ta ra f ı  üzerindek i b aşk a  b ir  ho lom orfik  fonksiyon  a r a 
s ındak i b u  "sıçram a" fikri b ize as lın d a , ho lom orfik  fonksiyon la rın  h iç b ir i
n in  eğ rin in  k end isi üze rinde holom orfik  o la rak  gen işlem esine gerek o lm a
yacak  şek ild e , eğri üzerinde ta n ım la n an  b ir  "fonksiyon"a ilişk in  yeni b ir  
görüş su n a r. G erçekte bu, (analitik) b ir  eğri üze rindek i b ir  hiperfonksiyo-  
n u n  ta n ım ıd ır. Bu, Ja p o n  m atem atikç i M ikio Sato ta ra f ın d a n  1958'de o r 
ta y a  konm uş h a rik a  b ir  k av ra m d ır .9 Yine de b ira z d a n  göreceğim iz üzere 
S a to 'n u n  esas  ta n ım ı b u n d an  d ikkate değer b iç im de daha z a r if t ir .10

9 Bkz. Sato, 1958, 1959, 1960.
10 Ayrıca bkz. Bremermann, 1965, her ne kadar "hiperfonksiyon" terim i bu çalışm ada açıkça 

kullanılm am ış olsa da.



Bir h ip e rfo n k siy o n u n  tan ım ı iç in  b irim  çem berin  b ü tü n ü  g ib i kapa lı 
b ir  eğri düşünm em iz gerekm ez fa k a t eğ rin in  b ir  k ısm ın ı d ikka te  alab iliriz . 
A slında h ip e rfo n k siy o n la rı gerçel d o ğ ru su n u n  b ir  y  p a rç a s ı üze rinde ta 
n ım lanm ış o la rak  ele alm ak d ah a  o lağand ır, y 'yı, a ve b, a < b koşu lunu  
sağ layan  gerçel sa y ıla r  olm ak üzere, gerçel d o ğ ru su n u n  a  ile b a ra s ın d a  
k a lan  p a rç a s ı o la rak  kabu l edeceğiz. Öylese y  ü ze rinde tan ım lı b ir  h iper- 
fonksiyon , açık b ir  (üst s ın ırı y  olan) X~  küm esi üzerindek i ho lom orfik  b ir  
f  fo n k siy o n u n d an  b aş lay ıp  açık b ir  (alt s ın ırı y  olan) 32+ küm esi ü ze rin d e 
ki ho lom orfik  b ir  g  fonksiyonuna y  ü ze rin d en  gerçek leşen  s ıç ram ad ır; bkz. 
Şekil 9.13.

Bir "s ıçram a"ya b as itç e  bu  şek ilde  değinm ek bu  tü r  b ir  şeyle ne y a p ıl
m ası gerek tiğ ine ilişk in  pek faz la  f ik ir  verm ez (ve bu  henüz m a tem atik se l 
o la rak  ye terince  tam  değildir). S a to 'n u n  bu  k o n u la ra  ilişk in  za r if  çözüm ü

Ş ekil 9.13 G erçel eksen in  b ir  y  p a rç a s ı ü ze rin d ek i b ir  h iperfo n k siy o n , y 'n ın  b ir  ta ra f ı  
ü zerin d ek i b ir  h o lom orfik  fo n k siy o n d an  d iğ e r  ta ra fın d a k i b ir in e  g erçek leşen  "s ıç ram a”yı 
ifad e  eder.

Ş ek il 9.14 G erçel eksen in  b ir  y  p a rç a s ı ü zerin d ek i b ir  h iperfo n k siy o n , /  aç ık  b ir  Jl~ b ö l
gesi ü ze rin d e  tan ım lı ve y 'd a n  aşağ ı d oğru  g en işlem ek  üzere  ve g açık  b ir  3l+ bö lgesi 
ü ze rin d e  tan ım lı ve y 'd a n  y u k arı doğru  g en işlem ek  üzere, ho lom orfik  b i r  ( /, g) fonksiyon  
ç iftiy le  sa ğ lan ır, y  ü zerin d ek i gerçek h h ip e rfo n k s iy o n u , h, 3l~, y ve 3 i + 'd a n  o lu şa n  32 
b ir liğ i ü ze rin d e  h o lom orfik  o lm ak üzere, ( /, g) m odü lo  ( /  + h, g + h) nice lik le rid ir.



gerçekten  o la ğ an ü s tü  b a s it  ve b iç im sel o la rak  görece d ah a  ceb irse l b ir  
yo lla  ile rlem ek tir. Bu sıç ram ay ı yaln ızca  b u  holom orfik  fonk siy o n la rın  
i f ,  9) çi ft i  o la rak  su n a rız . Böylesi b ir  ( /, g) ç iftin in  b aşk a  b ir  (/0, g 0) ç iftine  
d e n k  o lduğunu , son rak i öncekinden  /  ve 5 'n in  h e r  ik is ine  de, h, y  eğri p a r 
çası ü ze rin d e  b irb ir in e  bağ lanm ış Jl~ ve 3?+'d an  o lu şan  b irle ş ik  (açık) Ji 
bö lgesinde ta n ım lı olm ak üzere, ayn ı ho lom orfik  h fonksiyonu  eklenerek 
elde ed ilirse  söyleriz; bkz. Şekil 9.14. H olom orfik  fon k siy o n la r f  ve  g  s ı r a 
sıy la  Jl~ ve  32+'d a  ta n ım lıy sa  ve h, Jl b irle ş ik  bö lgesi üzerinde gelişigüzel 
ho lom orfik  b ir  fonksiyonsa

(/- â l  ( f  + h ,g  + h)'ye d en k tir

d iyeb iliriz . Y ukarıda gö ste rilen  ifad e le rin  h e rh a n g i b ir is i ayn ı h iperfonk- 
siyonu tem sil e tm ek üzere k u llan ılab ilir . H iperfonksiyonun  kend isi m a te 
m atik se l o la rak  bu  tü r  ç iftle rin  eşdeğerlik s ın ı f ı  şek linde a d la n d ır ıl ır  ve 32 
ü zerin d e  ta n ım lı holom orfik  h fo n k siy o n la rın ın  "ind irgenm iş m odülo"su- 
d u r .11 O kuyucu, önsözde k es ir  ta n ım ıy la  b a ğ lan tılı o la rak  değ in ilen  "eşde
ğerlik  sın ıfı" k av ram ın ı an ım say acak tır . Bu ayn ı genel f ik ird ir  ve d ah a  az 
k a rış ık  değ ild ir. B u radak i tem el nok ta , h ek lem enin  f  ile g  a ra s ın d a k i "sıç- 
ram a"ya e tk ide  b u lu n m a m a sıd ır  fa k a t h, f  ile g 'yi bu  s ıç ram ay la  ilg isi o l
m ayan  y o lla rla  d eğ iş tireb ilir . (Örneğin, h b u  fonk siy o n la rın  y 'd an  açık  32“ 
ve 32+ bö lge lerine  devam  etm e b iç im le rin i değ iştireb ilir .)  Böylece s ıç ra m a 
n ın  k end isi b u  eşdeğerlik  s ın ıfı g ib i aç ık  o la rak  g ö s te rilir

O kuyucu b u  u s ta c a  tan ım ın  önem li o ran d a , yaln ızca  üzerinde  b ağ lı b u 
lu n d u k la rı o rtak  s ın ır  çizgileri y 'y la  s ın ır la n a n  açık 32“ ve 32+ bö lge leri se 
çim im ize bağ lı g ö rünm esinden  gerçek an lam d a  ra h a ts ız  o lm uş o lab ilir. 
B ununla b irlik te , d ikkat çekici olan, b ir  h ip e rfo n k siy o n u n  ta n ım ı bu  se ç i
me bağ lı değildir. Keserek ç ıka rm a  teorem i  o la rak  b ilinen  şa ş ır tıc ı b ir  te 
orem e göre bu  h iperfonksiyon  kav ram ı b e lir li 32“ ve  32+ seçim lerinden  o l
dukça bağ ım sızd ır; Şekil 9 .15 'in  ü s tte k i üç ö rneğ ine bakın .

A slında keserek  ç ıkarm a teo rem i b ize b u n d a n  da faz las ın ı verir. Açık 
bölgem iz 32'nin y  ç ık a rıla ra k  ikiye b ö lü n m esin e  (diğer b ir  deyişle 32“ ve 
32+'ya) gerek  duym ayız. T üm  gereksin im im iz k arm aşık  düzlem deki açık 32 
bö lgesin in  açık y p a rç a s ın ı12 içerm e zo ru n lu lu ğ u d u r. 32 -  y (diğer b ir  d e 
y işle  32'den y  ç ık a rıld ığ ın d a  o ndan  geriye k a lan  şey )13 tıpk ı bu  nok taya  k a 
d a r  göz önüne ald ığ ım ız g ib i iki ay rı p a rç a d a n  o lu şa b ilir  fak a t d ah a  genel 
o la rak  y 'n m  32'den ç ık arılm ası b iz i Şekil 9 .15 'in  a ltta k i üç ö rneğ inde gös-

11 "Modiilo" [ya da "kapasite"] kavram ının başka b ir yönü §16.1'de tartış ılacak  (bkz. 3.17).
12 Burada "açık parça" bas it şekilde, gerçek bitim  noktaları a ve b'nin y 'da içerilmediği gerçe

ğine a tıfta  bulunur. Öyle ki y'yı "içermek" R  içinde a ve b'yi içermeyi ifade etmez.
13 Jl ve y  kümeleri arasındaki bu "fark" ayrıca genellikle # \y  şeklinde yazılır.



Ş ek il 9.15 K eserek ç ık arm a teo rem i bize, b ir  h ip e rfo n k siy o n  k av ram ın ın  K  verili y  eğ r is i
ni içerd iğ i sü rece , açık  31 bö lgesi seç im inden  b ağ ım sız  o ld u ğ u n u  söy ler, (a) Jl -  y  bölgesi 
iki ay rı p a rç a d a n  o lu şa b ilir  (böylece Şekil 9 .14 'tek i g ib i iki ay rık  h o lom orfik  f  ve  g  fo n k 
siyonu  elde ederiz) ya  da  (b) X  -  y  bö lgesi, f  ve f l 'n in  b a s i t  o la rak  ayn ı h o lom orfik  fo n k 
siy o n u n  iki p a rç a s ı o lduğu  b ir le ş ik  tek  b ir  p a rç a  o lab ilir.

te rild iğ i g ib i tek  b ir  bağ lı bölgeyle b aş  b a ş a  b ırak a b ilir . Bu d u ru m la rd a  
y 'ya  a it iç te  k a lan  h erh an g i b ir  a y a  d a  i  b itim  n o k ta s ın ı da çıkarm alıy ız , 
böylece Jl -  y o larak  ad lan d ırığ ım  açık b ir  küm eyle k arş ılaş ırız . Bu d ah a  
genel d u ru m d a  h iperfonksiyon larım ız  "Jl ü ze rinde holom orfik  fonksiyon 
la r, Jl — f  ü ze rinde ind irgenm iş m odülo  holom orfik  fonksiyon lar" o larak  
ta n ım la n ır . 32'nin bu o ldukça se rb e s t seçim in in  k end isi arac ılığ ıy la  ta n ım 
la n a n  "h iperfonksiyon lar" s ın ıfın d a  h iç b ir  fa rk  y a ra tm am ası epey d ikkat 
çek ic id ir .19121 a ve i 'n in  h e r ik is in in  Jl iç inde yer a lm a d u ru m u  h ip e rfo n k 
siyon  in te g ra lle r in d e  y a ra rlıd ır , bu  neden le  Jl — f 'd a  k ap a lı b ir  k o n tü r  k u l
lan ılab ilir .

Tüm  b u n la r  ay rıca  R iem ann k ü res i üzerindek i b ir  çem bere ilişk in  ö n 
ceki du ru m u m u zd a  da geçerlid ir. B u rada , 32'yi tüm  R iem ann k ü resi o la rak  
k ab u l e tm en in  baz ı y a ra rla r ı  m e v cu ttu r  çünkü "m odunu alm ak" zo runda  
o lduğum uz fon k siy o n la r tüm  R iem ann k ü resi üze rinde ev rensel o lan  ho lo 
m orfik  fo n k siy o n la rd ır  ve bize bu  fo n k siy o n la rın  yaln ızca  sa b itle r  o ld u ğ u 
n u  söyleyen b ir  teorem  m evcu ttu r. (Aslında b u n la r  §9.2 'de h ak la rın d a  
kayg ılanm am ayı seçtiğ im iz a0 "sab itleri"d ir.) Bu nedenle, m odülo  s a b itle 
ri, R iem ann kü resi üzerindek i b ir  çem ber üzerinde tan ım lı b ir  h ip e rfo n k 
siyon b as itç e  çem berin  b ir  ta ra fın d a  k a lan  tüm  bölge üzerindek i ho lo m o r
fik b ir  fonksiyon la ve d iğer ta ra f ı  üze rindek i b aşk a  b ir  fonksiyon la  b e lir ti-

ı©  [9.12] Neden “X  üzerindeki holomorfik fonksiyonlar, X — y  üzerindeki indirgenm iş modülo 
holomorfik fonksiyonlar” daha önce sahip olduğumuz, Jl -  y’m n X~ ve S +’ya bölündüğü du 
rum daki b ir hiperfonksiyonun tanım ı haline gelir?



lir. Bu d u rum , çem ber üzerindek i rasg e le  b ir  h ipe rfonksiyonun , kend i p o 
z itif  ve n e g a tif  frek an slı p a rç a la rın a  eşsiz  b iç im de (m odülo sab itle ri) b ö 
lünm esi so n u cu n u  verir.

H ip erfo n k siy o n la rın  b az ı tem el öze llik lerin i değerlend ire rek  b itire lim . 
H olom orfik o la rak  s ıra s ıy la  Ji~ ve Jl+ ü ze rin d e  tan ım lı, /  ve g  ç iftiy le  b e 
lir ti len  h ip e rfo n k siy o n u  gösterm ek  üzere I / ,  5 ] n o ta sy o n u n u  k u llanacağ ım  
(y 'nın 32'yi Jl~ ve Ji+'ya bö ldüğü  d u ru m u  te rs in e  çeviriyorum ). Bu neden le  
aynı h ip e rfo n k siy o n u n  fa rk lı iki göste rim ine , l f , g }  ve i f 0,g 0J, sah ip sek , 
d iğer b ir  dey işle  If , g \  =  [[/o. Sol ' se bu  d u ru m d a  /  — f 0 ve g -  g 0, JL ü z e rin 
de tan ım lı fa k a t s ıra s ıy la  Jl~ ve f t+'y la  s ın ırla n m ış  a y n ı  h holom orfik  
fonksiyonudur. Öyleyse iki h ip e rfonksiyonun  top lam ın ı,  b ir  h ip e rfo n k si
yonun  tü re v in i ve b ir  h ip e rfo n k siy o n u n  y  ü ze rin d e  tan ım lı b ir  q an a litik  
fonksiyonuy la  ça rp ım ın ı ifade etm ek o ldukça b a s ittir :

If, 5] + Ifı. 9ıl =  l f  +  fı.g  +  5 ıi

d İ / ,g l  _  Jdf_ d £ |
dz Idz'dzJ' 

q lf .g l = lqf.qgl-

Son ifadede an a litik  q fonksiyonu  holom orfik  o la rak  y 'n ın  b ir  ko m şu lu ğ u 
n a 14 g e n iş le tilm iş tir .19131 <?'nun k en d isin i q — lq, 0] =  H0, —<7] ifade leriy le  b ir  
h ipe rfonksiyon  o la rak  gö ste reb iliriz  fak a t iki h ipe rfonksiyon  a ra s ın d a  t a 
n ım lı genel b ir  ça rp ım  m evcu t değ ild ir. B ir ça rp ım  eksik liğ i genellenm iş 
fon k siy o n la ra  uyg u lan an  h iperfonksiyon  y ak laşım ın ın  h a ta s ı d eğ ild ir .15 
Ö rneğin D irac d e lta  fonksiyonunun  (§6.6'd a  değinilen; ay rıca  aşağ ıy a  da 
bakın) k a re s in in  a lın am am a sı k u an tu m  a lan  k u ram c ıla rın a  pek çok so ru n  
ç ıkarır.

y =  İR ve S "  ve 3l+ ü s t  ve a lt açık k a rm a şık  y a rı düzlem ler o lduğu  d u 
ru m d a  h iperfonksiyone l g ö ste rim le rin  baz ı b a s it  ö rnekleri, log 1 =  0 o la 
cak şek ilde  lo g a ritm a  d a llan m ası ald ığ ım ız, H eav iside b asam ak  fonksiyo
nu  6 (x ) ve D irac (Heaviside) de lta  fonksiyonu  5(x) (=  d 0 (x )/d x ) 't ir  (bkz. 
§§6. 1,6):

14 "Komşuluğu"nun teknik tanım ı "açık küme içeren"dir.
Q  [9.13] Burada ufak b ir ayrıntı m evcuttur. Açığa çıkarın. İpu cu : Açıklamanın tanım  kümesi 

üzerine dikkatlice düşünün.
18 “Genellenmiş fonksiyon" fikrine daha sta n d a rt yaklaşım  için, bkz. Schvvartz, 1966; Friedlan- 

der, 1982; Gel'fand ve Shilov, 1964; Treves (1967); "doğrusal olmayan" bağlam larda yararlı, 
ve "çarpım varlığı problem ini b ir benzersiz olmama problem i"ne çeviren a lte rn a tif  b ir öneri 
için, bkz. Colombeau, 1983, 1985 ve Grosser vd., 2001.



e W  = [ ^ ı ° g z , ^ ı° g z - 1],

S M  = h k ’M

l f , g }  h ip e rfo n k siy o n u n u n  tü m  gerçel d o ğ rusu  üzerindek i in teg ra li, h er 
ik is i de so ld an  sağa olm ak üzere, / 'n i n  gerçel d o ğ ru su n u n  hem en  a l t ın d a 
ki b ir  k o n tü r  boyunca in te g ra lin d e n  5 'n in  gerçel d o ğ ru su n u n  hem en  ü s 
tündek i b ir  k o n tü r  boyunca in te g ra lin in  (bun ların  y ak ın sad ığ ın ı v a rsa y a 
rak) ç ık arılm ası b iç im inde ifade ed ile b ilir .19141 H iperfonksiyonun , f  ve g 
ayn ı fonksiyonun  an a litik  sü rd ü rm ele ri o lduğunda  bile önem siz o lam ay a
cağ ına d ik k a t edin.

H iperfonksiyon la r ne k a d a r  geneld ir?  O nlar kesin lik le  tü m  an a litik  
fonksiyon la rı içerirle r. Ayrıca o n la r  6{x)  ve (yukarıdaki ta rtışm a la r ım ız  
göste rd iğ i üzere) kare dalga  benzeri sü rek siz  fonksiyon la rı ya da b u  tü r  
şey leri b irb ir in e  ekleyerek elde ed ilen  d iğer C_1-fo n k siy o n la rın ı da içerir. 
A slında tü m  C_1-fo n k siy o n la rı h ip e rfo n k siy o n la ra  ö rnek tir. D ahası b ir  h i
perfonksiyonun  tü rev in i b aşk a  b ir  h ipe rfonksiyon  elde etm ek üzere a la b il
d iğ im izden  ve herh an g i b ir  C_z-fo n k siy o n u  b ir  C_1-fo n k siy o n u n u n  tü rev i 
o la rak  elde ed ileb ild iğ inden , b u n u  tü m  C_2-fo n k siy o n la rın ın  da h ip e r
fonksiyon  o lm ala rı sonucu  izler. Bu d u ru m u n  D irac delta  fonksiyonunu  da 
içerd iğ in i gö rm üştük . Y eniden ve yen iden  tü rev  alab iliriz . A slında h e rh a n 
gi b ir  n tam sa y ıs ı iç in  h erhang i b ir  C_7l-fo n k siy o n u  b ir  h iperfonksiyon - 
dur. Dağılım lar  o la rak  ad la n d ır ıla n  C_0°-fo n k siy o n la rın a  (bkz. §6.6) ne d e 
meli? Evet, b u n la rın  da h ep si h ipe rfonksiyondur.

Bir dağ ılım ın  no rm al tan ım ı, C °°-pürüzsüz fo n ksiyon la rın ın  ikili uzayı 
o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyin  b ir  elem anı o la rak  verilir. "İkili uzay" kavram ı 
§12.3 'te (ve §13.6'da) ta rtış ıla ca k . A slında Cn-fo n k siy o n la rın m  uzay ın ın  
ikiliği h e rh an g i b ir  n  tam sa y ıs ı iç in  C_2_n-fo n k siy o n la rın ın  u za y ıd ır  ve bu  
ay rıca , —2 — 00 =  — 00 ve —2 +  00 =  00 y az a rsa k  n =  00 için  de geçerlid ir. Ya 
(^ - fo n k s iy o n la rın ın  eşlen iğ i (C_û))? G erçekte "eşleniğin" uygun  tan ım ıy la  
tü m  bu  C ^-fonksiyon ları d a  kesin  o la rak  h iperfonksiyondur!

Çem beri tam am lad ık . B ir "fonksiyon" kavram ın ı, açık b iç im de o ldukça 
s ın ırlay ıc ı b ir  "analitik" ya da, E u le r'i m u tlu  yapab ilecek  fonksiyon  tip i 
o lan  "holom orfik" fonksiyon  k av ram ın d an  uzak  kalarak , yapab ild iğ im iz  
k ad a rıy la  genellem e ça lışm asın d a  son derece genel ve esnek  b ir  h iper
fo n k s iy o n  k av ram ın a  u laştık . B una rağm en  h iperfonksiyon lar, tem elde

-0 [9.14] q(x) analitik  olduğu durum da delta fonksiyonuna ilişkin f  q(x)S(x)dx = q(0) olan 
s ta n d a rt özelliği sınayın.



çok b a s it  b ir  yolla, is teksizce  vazgeçirild iğ im iz i düşün d ü ğ ü m ü z bu  o lduk 
ça b en z er "E ulerci” holom orfik  fo n k siy o n la r b iç im inde ken d ile rin d e  t a 
n ım lıd ır. B ana göre bu  karm aşık  sa y ıla rın  b ü y ü lü  b a şa r ıla r ın ın  en ü s tü n 
le rin d en  b ir id ir .16 Keşke E u ler b u  h a rik u lad e  gerçeğin  keyfine v arm ak  üze
re h a y a tta  olsaydı!

Ayrıca h iperfonksiyonlar ve holomorfik deste kohomolojisi arasında §33.9'da tartış ılacak  
önemli iç bağ ın tılar da m evcuttur. Bu tü r  fikirler, çok boyutlu yüzeyler üzerindeki h ip er
fonksiyonlar kuram ında önemli roller oynar; bkz. Sato, 1959, 1960 ve Harvey, 1966.
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YÜZEYLER

10.1 Karmaşık boyutlar ve gerçel boyutlar

M atem atiğ in  son ik i yüzyıldak i en etk iley ici b a ş a r ıla r ın d a n  b iri, değişik  
b o y u tla rd ak i düz o lm ayan  u zay la rı ele a lab ilen  d ikkat çekici çe şitli tek 
n ik le rin  gelişim id ir. Bu durum , okuyucuya bu  fik irle re  ilişk in  b ir  şey ler 
ak ta rm a  am acım  ve m odem  fiziğ in  y aşam sa l b iç im de o n la ra  bağ lı o ld u ğ u 
nu  ak ta rm am  için önem li o lacak tır.

Bu n o k tay a  k ad a r  yaln ızca  tek  b o y u tlu  u zay la rı değerlend ird ik . O kuyu
cunun  bu  u yarı sebebiy le k afası k a r ışa b ilir  çünkü karm aşık  düzlem , R i
em ann  k ü resi ve d iğer çeş itli R iem ann yüzeyleri önceki bö lü m lerin  pek ço
ğ u n d a  kuvvetli b iç im de vu rg u lan d ı. B unun la b irlik te  bu  yüzey ler ho lo 
m orfik  fon k siy o n la r b ağ lam ın d a  gerçek ten  yaln ızca  tek b o y u tlu  o larak , bu 
da a s lın d a  §8 .2 'de  b e lirtild iğ i üzere k a r m a ş ık  b ir  boy u t o la rak  d ü şü n ü l
m elid ir. Bu tü r  b ir  uzay ın  n o k ta la rı b irb ir in d e n  (yerel olarak) tek  b ir  p a r a 
m etrey le , h e r  ne k ad a r bu  p a ra m e tre  k a rm aşık  b ir  say ı da o lsa, a y ır t ed i
lir. Bu neden le  bu  "yüzeyler" gerçek ten  de eğriler  o la rak , d iğer b ir  deyişle 
k a r m a ş ık  eğ riler o la rak  d ü şü n ü lm elid ir. E lbette , z  = x  + iy olm ak üzere, 
k a rm aşık  b ir  z sa y ıs ı kendi gerçel ve sa n a l k ıs ım la rın a  (x, y) a y r ıla b ilir  ve 
x  ve y  iki bağ ım sız  gerçel p a ra m e tre  o la rak  d ü şü n ü leb ilir. B una rağm en 
karm aşık  b ir  sayıyı bu  şek ilde bölm e sü rec i ho lom orfik  iş lem ler d ü n y a s ı
na a it b ir  şey değild ir. K arm aşık  u zay la rı ele a lırken  şu  an a  k a d a r  y ap tığ ı
m ız g ib i yaln ızca  holom orfik  y a p ıla r la  ilg ilendiğ im iz sü rece  tek b ir  k a r 
m aşık  p ara m etre y i yaln ızca  tek b ir  boy u t sa ğ la r  b iç im de değ e rlen d irm e li
yiz. Bu en az ın d an  b en im senm esin i önerd iğ im  zih inse l tu tu m d u r.

Diğer ta ra f ta n  k a rş ıt  b ir  konum , holom orfik  işlem lerin , d ah a  genel i ş 
lem lerin  yaln ızca  b e lir li ö rnek le rin i o lu ş tu rm a s ın a  ilişk in , is te n irse  x  ve 
y 'n in  b u  iş lem ler a rac ılığ ıy la  ay rı bağ ım sız  p a ra m e tre le r  o la rak  ele a lın 
m ak üzere  b irb ir in d e n  ay rılab ileceğ in i sav u n an  konum  ben im seneb ilir. 
B unu g erçek leştirm en in  uygun  yolu, holom orfik  o lm a y a n  b ir  işlem  olan  
k a r m a ş ık  eşleme  k av ram ı ü ze rin d en  g id ilen  yo ldur, z =  x  + iy  k arm aşık  
sa y ıs ın ın  k a rm aşık  eşleniği, x  ve y  gerçel sa y ıla r  olm ak üzere,



Ş e k il  10.1 z  =  x  + iy 'n ir ı k a rm a şık  e ş le n i
ğ i <x , y  gerçel) z  d ü z le m in in  gerçel e k se n 
de  b ir  y a n s ım a s ı o larak elde  ed ilen  
z  = x  +  i y 'd ir .

z = x + iy

ifadesiy le  verilen  z  k a rm aşık  sa y ıs ıd ır . K arm aşık  z düzlem inde karm aşık  
b ir  say ın ın  k a rm aşık  eşlen iğ in i o lu ş tu rm a  işlem i düzlem in  gerçel d o ğ ru 
su n d a  b ir  y a n s ım a  s ın a  karşılık  ge lir (bkz. Şekil 10.1). §8.2 'deki ta r t ış m a 
dan , ho lom orfik  iş lem lerin  k arm aşık  düzlem in  yönelim in i h er zam an  ko 
ru d u ğ u n u  an ım say ın . K arm aşık  düzlem in  (bir parçasın ın ), yönelim i (örne
ğin  k a rm a şık  düzlem i kend isi üze rine  döndürerek) te rs in e  çev iren  konfor- 
m al b ir  d ö n ü şü m ü n ü  ele a lm ak  is te rsek , b u  d u ru m d a  karm aşık  eşlem e i ş 
lem in i de d ah il etm em iz gerekir. B unun la  b irlik te  d iğer s ta n d a r t  iş lem ler
le (toplam a, çarpm a, lim it alm a) b irlik te  içerild iğ inde  karm aşık  eşlem e a y 
rıca  bize, dönüşüm lerim iz i, a r tık  h iç  de kon fo rm al o lm ala rı gerekm eyecek 
b iç im de genellem e o lanağı sunar. A slında k arm a şık  düzlem in  h e rh a n g i b ir  
b ö lüm ünün , (diyelim  ki sü rek li b ir  dönüşüm le) d iğer b ir  bö lüm e d ö n ü şm e
si k a rm aşık  eşlem e işlem in i d iğer iş lem lerle  b irlik te  gündem e getirerek  
gerçek leştir ileb ilir.

Bu yo rum u  b iraz  açayım . H olom orfik fonksiyon ların , lim it alm a y ö n te 
m iyle b irlik te , k a rm aşık  sa y ıla ra  uygu land ığ ı g ib i to p lam a ve ça rp m a i ş 
lem lerinden  in şa  ed ilen  şey ler o lduğunu  d ü şü n e b ilir iz  (çünkü bu  iş lem ler 
a r t  a rd a  gelen  k ısm i to p la m la rın  b ir  lim iti o la rak  sonsuz b ir  to p lam  olan  
ü s lü  se rile r in  in şa s ı iç in  y e te rlid ir ).11011 B unun y an ıs ıra  k a rm a şık  eşlem e 
işlem in i de d ah il edersek, böylece x  ve y 'y e  a i t  genel fonksiyon la rı m ey d a
n a  g e tireb iliriz  çünkü  x  ve y 'y i  b ağ ım sız  o la rak

z +  z z — z

ile ifade edeb iliriz . (x ve y 'y e  ilişk in  h e r  tü r  sü rek li fonksiyon  gerçel sa y ı
la rd a n  to p la m la r, ç a rp ım la r  ve lim itle r  yo luy la  in şa  edilebilir.) H olom or-



fik  o lm ayan  b ir  z fonksiyonu  ele a lın d ığ ın d a , z açık b iç im de be lirtilm ek  
üzere, F(z, z) n o ta sy o n u n u  k u llan m a eğ ilim inde olacağım . Bu durum , 
fonksiyon larım ızı, ho lom orfik  d ü n y a  d ış ın a  ad ım  a ta r  a tm az  tek  boyu tlu  
k a rm aşık  b ir  uzay yerine , 2 b o y u tlu  gerçel b ir  uzay üzerinde ta n ım lan m ış 
o larak  düşünm em iz gerek tiğ i gerçeğ in i vu rg u lam ay a h izm et eder. F o n k si
yonum uz F (z ,z )'d e , aynı b iç im de, z 'n in  gerçel ve san a l k ıs ım la rı x  ve y  b i
ç im inde ifade ed iliyo r g ib i ele a lın a b ilir  ve b u  fonksiyonu , d iyelim  ki, 
f ( x , y ) b iç im inde yazab iliriz . Bu d u ru m d a , e lbe tte  / 'n i n  açık m a tem atik se l 
ifad esi genelde F 'n in k in d en  o ldukça fa rk lı o lacak o lsa da f { x , y ) =  F(z, z) 
ifad esin e  sah ip  o luruz. Ö rneğin F (z ,z) =  z 2 + z 2 ise  f ( x , y )  = 2 x2 — 2 y 2 
o lur. B aşka b ir  ö rnek  o larak  F (z ,z ) =  zz 'y i ele a lab iliriz ; bu  d u ru m d a  
f ( x , y )  = x 2 + y 2, b ir  b aşk a  deyişle  z 'n in  m odülü  |z |'n in  k a re si o lan

zz =  |z |2

ifad e s in i elde ed e riz .11021

10.2 Pürüzsüzlük, kısmi türevler

B irden faz la  değ işkenli fonksiyon la rı ele a la rak  çok b o y u tlu  uzay la ra  
g irişm eye b aş lad ığ ım ızd an , b u ra d a  bu  tü r  u zay la rın  "kalkü lüs"ünü  ilg i
len d iren  u y a rıla ra  gerek duyu lu r. B ir so n rak i bö lüm ü izleyen bö lüm de 
açık o la rak  göreceğim iz üzere, m arıifo ld lar  o la rak  a d la n d ır ıla n  u zay la r, n 
p o z itif  b ir  tam sa y ı olm ak üzere h erh an g i b ir  n b o y u tu n a  sa h ip  o lab ilir , (n- 
b o y u tlu  b ir  m an ifo ld  s ık lık la  b a s itç e  b ir  n -m an ifo ld  o la rak  ad land ırılır.)  
E in s te in 'm  genel göreliliğ i u zay zam am  aç ık lam ak üzere  b ir  4—m anifo ld  
k u lla n ır  ve pek çok ku ram  d ah a  da çok boyu tlu  m an ifo ld la rı işe  koşar. Ge
nel n -m an ifo ld la r ı 12. bö lüm de inceleyeceğiz fak a t b a s itlik  iç in  b u  b ö lü m 
de yaln ızca  gerçel b ir  2-m an ifo ld  (ya da yüzey), S, d u ru m u n u  ele alacağız. 
Böylece yerel (gerçel) k o o rd in a tla r  x  ve y  S 'n in  değişik  n o k ta la rın ı (S 'ye a it 
yerel b ir  bölgede) işa re tlem ek  üzere  k u llan ılab ilirle r. A slında ta r tışm a , ge
nel n -b o y u tlu  d u ru m u n  o ldukça tip ik  b ir  ö rneğid ir.

2-b o y u tlu  b ir  yüzey örneğin , s ıra d a n  b ir  düzlem  ya da kü re  o lab ilir. 
B una rağm en  yüzey b ir  "karm aşık  düzlem " ya da b ir  "R iem ann küresi" o la 
rak  d ü şü n ü lm em ek ted ir  çünkü  ona k arm a şık  uzay  g ib i b ir  yap ı a tam ak la  
(diğer b ir  deyişle yüzey üzerinde ta n ım lı "holom orfik  fonksiyon"a eşlik  
eden kavram la) ilg ili o lm ayacağız. Ona a it tek yapı, b ir  p ü r ü z s ü z  marıifol-  
d un k i o lm aya gerek duyar. G eom etrik  o la rak  b u  yerel b ir  konfo rm al y a p ı
ya benzeyen  herh an g i b ir  şeyi, §8 .2 'deki R iem ann yüzeyim iz iç in  y ap tığ ı-
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f f tJ1-
(a) <b)

Ş ek il 10.2 B ir S  k ü re s i ü ze rin d e , h  ek v a to ra l düz lem in  ü s tü n d e k i uzak lığ ı b e lir tm ek  ü ze
re , Ö klitçi 3 -u z a y d a  o tu ru r  b iç im d e  re sm ed ilen  fo n k siy o n la r, (a) h  fo n k siy o n u n u n  k en d is i 
S  ü ze rin d e  p ü rü z sü z d ü r  (n eg a tif  d eğ e rle r  kesik  çizg ilerle  g ö ste rilm iş tir) , (b) |/ı | m odülü  
[bkz. Şekil 6.2b) ek v a to r  ü zerin d e  p ü rü z sü z  değ ild ir, (c) h 2 S 'n in  h e r  y erin d e  p ü rü z sü z d ü r .

m ız g ib i tak ip  etm eye gerek duym adığ ım ız an lam ın a  g e lir  fak a t uzayda  t a 
n ım lı b ir  fonksiyonun  (diğer b ir  dey işle  ta n ım  küm esi uzay  olan  b ir  fo n k 
siyon) ne zam an  "pürüzsüz" o la rak  d eğ e rlen d irilm esi gerek tiğ in i söy leye
bilm eye gerek duyarız .

"Pürüzsüz" b ir  m an ifo ld u n  ne o lduğunu  an lam ay a  y a ra y an  sezg ise l b ir  
kav ram  iç in  b ir  küp  yerine  kü re  d ü şü n ü n  (elbette h e r  se ferinde iç bölgeye 
değil yüzeye a tıf ta  b u lu n d u ğ u m u  göz önüne alarak). Küre üzerin d e  p ü rü z 
süz b ir  fonksiyon  ö rneği o la rak  b ir  "yükseklik  fonksiyonu", d iyelim  ki ek 
v a to ra l düzlem in  ü s tü n d e k i uzaklığ ı (küre, s ıra d a n  ö k litç i 3 -u zay d a  n o r
m al b iç im de o tu ru r  b iç im de resm ed ilm ek  üzere) d ü şü n eb ilir iz . Bkz. Şekil 
10.2a. D iğer ta ra f ta n  fonksiyonum uz b u  yüksek lik  fonksiyonunun , ekvato r 
a ltın d a  k a lan  u za k lık la r  da p o z itif  o lacak  şek ilde , m o d ü lü yse (bkz. §6.1 ve 
Şekil 10.2b) b u  d u ru m d a  bu  fonksiyon  ekva to r boyunca p ü rü zsü z  değ ild ir. 
B una rağm en  yüksek lik  fo n k siyonunun  fcaresini değerlend ird iğ im iz  d u 
ru m d a  bu  fonksiyon , küre ü zerin d e  p ü rü z sü z d ü r  (Şekil 10.2c). Tüm  bu  d u 
ru m la rd a  fonksiyonun , sa b it  yüksekliğe ilişk in  k o n tü r  ç izg ile rin in  k u tu p 
la rd a k i "tekil" gö rü n ü m ü n e k arş ın , kuzey ve güney  k u tb u n d a  p ü rü zsü z  o l
d u ğ u n u  b e lirtm ek  öğ retic id ir. P ü rüzsüz  o lm am aya ilişk in  tek o lay  ikinci 
örneğim izde; ek v a to rd a  m eydana gelir.

B unun ne an lam a  ge ld iğ in i b iraz  d a h a  a y r ın tılı o la rak  kavram ak  için  
yüzeyim iz S  ü ze rin d e  b ir  k o o rd in a t la r  s is tem i o rta y a  koyalım . Bu k o o rd i
n a t la r  yaln ızca  yerel o la rak  geçerli o lm aya gerek d u y a r ve S 'yi, §8 .1 'deki 
R iem ann yüzey leri iç in  y ap ılan  işlem e b en z er şek ilde  yerel p a rç a la r, koor
d in a t  y a m a la n ,  k u lla n a rak  b ir  a ra y a  "yap ıştırm a"y ı d ü şü n eb ilir iz . (Küre 
iç in  ö rneğ in  b ird en  faz la  y am aya gerek duyarız .) B ir yam a içerisinde , p ü 
rü zsü z  k o o rd in a tla r  fa rk lı n o k ta la r ı işa re tle r; bkz.  Şekil 10.3. K o o rd in a tla 
rım ız gerçel say ı değerleri a lm ak tad ır . B u n lara  (karm aşık  b ir  say ı b iç i
m inde b irle şm ele ri gerek tiğ ine  ilişk in  h e rh a n g i b ir  öneri g iriş im in d e  b u 
lunm aksız ın) x  ve y  diyelim . Şim di, S  ü ze rin d e  ta n ım lı b ir  4> p ü rü zsü z



fon k siy o n u n a  sah ip  o lduğum uzu  d ü şü n ü n . M odem  m atem atik se l yaz ın d a
0 , S 'd en  gerçel say ı uzayı R 'ye (ya da (P'nin S  ü ze rin d e  k arm a şık  değerli 
b ir  fonksiyon  o lm ası d u ru m u n d a  k arm a şık  say ı uzay ı C'ye) p ü rü zsü z  b ir  
gö n d erm ed ir çünkü  <P, S 'n in  h e r  b ir  n o k ta s ın a  gerçel (ya d a  karm aşık) b ir  
say ı a ta r; d iğe r b ir  dey işle  <P, S 'yi gerçel (ya d a  karm aşık) sa y ıla ra  d ö n ü ş 
türür .  Bu tü r  b ir  fonksiyon  bazen  S  ü ze rindek i b ir  skaler a la n  o la rak  a d 
la n d ır ılır . B elirli b ir  k o o rd in a t y am ası üzerin d e  <P n iceliğ i ik i k o o rd in a tlı 
b ir  fonksiyon  o larak  d iyelim  ki, </> n ice liğ in in  p ü r ü z s ü z lü ğ ü  f ( x , y ) fo n k si
y o n u n u n  türevlenebilirliği o la rak  ifad e  edilm ek üzere,

<*> = f ( x , y )
şek linde g ö ste rileb ilir .

H enüz, b ird en  faz la  değ işkene sa h ip  b ir  fonksiyon  iç in  "tü rev leneb ilir- 
liğin" ne an lam a geld iğ in i aç ık lam ad ım . Sezgisel o la rak  açık  o lm asına  ra ğ 
m en kesin  ta n ım ın  a y r ın tıla r ın a  b u ra d a  g irm ek benim  iç in  b ira z  faz la  te k 
n ik ti r .1 Yine de b az ı ay d ın la tıc ı y o ru m la r  uygun  o lacak tır.

H er şeyden  önce, (x , y) değ işken ler ç iftin in  b ir  fonksiyonu  o la rak  f n i n  
tü rev len eb ilir  o lm ası için, / ( x ,y ) 'y i  kend i k ap a s ite s i iç inde, y  s a b it  b ir  d e
ğerde tu tu lm a k  üzere, yaln ızca  bir x  değ işken li b ir  fonksiyon  o la rak  d ü şü 
nü rsek , böylece bu  fonksiyon , te k  değ işken li b ir  fonksiyon  olm ak a n lam ın 
d a  x 'in  b ir  fonksiyonu  o la rak  p ü rü zsü z  (en az ın d a n  C1) olm ak z o ru n d a d ır  
(bkz. §6.3); d ah as ı, / ( x ,y ) 'y i  bu  kez x  s a b it  tu tu lm ak  üzere, yaln ızca  b ir  y  
d eğ işkenli b ir  fonksiyon  o la rak  d ü şü n ü rsek , böylece o, y 'n in  b ir  fonksiyo 
n u  o la rak  p ü rü zsü z  (C1) olm ak zo ru n d ad ır. Ayrı ay rı x ve  y  iç in  p ü rü zsü z  
o lan  fa k a t (x , y ) ç ifti iç in  p ü rü zsü z  o la rak  ta n ım la m a n ın  epey an lam sız  
o lacağ ı pek çok fonksiyon  m e v c u ttu r .110-31 P ü rü zsü zlü k  iç in  y e te rli ek b ir

1 Birkaç değişkenli fonksiyonlann türevlenebilirliğine ilişkin ayrıntılı b ir  ta rtışm a için, bkz. 
M arsden veT rom ba, 1996.
[10.3] Gerçel f { x ,y ) = x y (x 2 +  y 2) _wfonksiyonunu sırasıy la N  = 2, 1 ve -  durum larında değer

lendirin . Fonksiyonun her durum da herhangi sab it b ir  y  değeri için x 'e  göre türevlenebilir 
(Cw) olduğunu (ve aynısının x  ve y 'n in  yerleri değiştiğinde de geçerli olduğunu) gösterin . Bu-



koşul x  ve y 'y e  göre ay rı ay rı a lm an  tü rev le rin  h e r  b ir in in  (x ,y )  ç iftin in  
sürekli  fo n k siy o n la rı o lm asıd ır. B enzer ifad e le r (§4.3'le özel ilişk ili b iç im 
de), ik iden  faz la  değ işkenli fo n k siy o n la rı ele a ld ığ ım ızda  da geçerli olur. 
K ısm i tü rev  sem bo lünü , d, d iğer(ler)in i s a b it  tu ta ra k  b ir  değ işkene göre 
tü rev  a lm ay ı göste rm ek te  k u llan ırız . / ( x ,y ) 'n in  x'e  ve y 'ye  göre k ısm i tü 
rev le ri s ıra s ıy la

d f  d f— ve —  
dx dy

o la rak  yaz ılır. (Bir ö rnek  o larak , f ( x , y )  = x 2 + x y 2 + y 3 ise  bu  d u ru m d a  
d f / d x  = 2x + y 2 ve  d f / d y  =  2xy  + 3y2 o lduğunu  belirtelim .) Bu n icelik ler 
m evcu t ve sü rek liy se  bu  d u ru m d a  0 'n in  yüzey üzerindek i b ir  C1-p ü rü z sü z  
fonksiyon  o lduğunu  söyleriz.

D aha yüksek dereceden  tü rev le ri de / 'n i n  x 'e  ve y 'y e  göre ik inci derece 
k ısm i tü rev le rin i

d2f  d2f

ifade leriy le  g ö ste re rek  d ikkate  a lab iliriz . (Şimdi e lb e tte  C2-p ü rü z sü z lü ğ e  
gerek duyarız .) Ayrıca, d ( d f  / d y ) / d x  an lam ın a  gelen, d iğe r b ir  dey işle  / 'n in  
y 'ye  göre k ısm i tü rev in in  x 'e  göre k ısm i tü rev i o lan  ik inci derece b ir  "karı
şık" tü rev  de m evcu ttu r. Bu k a rış ık  tü rev i ay rıca , d 2f / d x d y  n iceliğ in i elde 
e tm ek üzere  d iğer tü r lü  de a lab iliriz . A slında bu  iki n iceliğ in  b irb ir in e  e ş it 
o lu şu  / 'n i n  (ikinci derece) tü rev len eb ilir liğ in in  b ir  so n u c u d u r :110-41

d 2f  _  d 2f  
dxdy dydx ’

(tki değ işken li b ir  fonksiyonun  C2-p ü rü z sü z lü ğ ü n e  ilişk in  tam  ta n ım  b u n u  
g e re k tir ir .)110-51 D aha yüksek dereceli tü re v le r  (ve yüksek dereceli p ü rü z sü z 
lük) iç in  ilg ili n icelik lere  sah ib iz :

nunla b irlik te  f ,  (x ,y)  çiftinin b ir fonksiyonu olarak pürüzsüz değildir. Bunu, N = 2 d u ru 
m unda fonksiyonun orijinin, (0,0), kom şuluğunda bile (diğer b ir  deyişle orada rasgele büyük 
değerler alır) sın ırlı olduğunu; N «  1 durum unda fonksiyonun, sın ırlı olduğu halde (x ,y)'n in  
b ir fonksiyonu olarak aslında sürekli olmadığını; ve N = i  durum unda fonksiyonun, artık  

sürekli de olsa x  = y  doğrusu boyunca pürüzsüz olm adığını ortaya koyarak gösterin. îp u c u : 
Her b ir fonksiyonun değerini (x,y) düzlem inde orijinden geçen düz çizgiler boyunca incele
yin. Bazı okuyucular, olanaklıysa, 3-boyutlu  grafik çizen uygun b ir b ilg isayar kullanm ayı 
aydınlatıcı b u lab ilirle r fakat bu h içb ir şekilde gerekli değildir.
(10.4] K anşık ikinci derece türevler d2f / d y d x  ve d 2f / d x d y ' nin, f ( x , y ) b ir  polinom sa, h er za
m an eşit o lduk lann ı kanıtlayın. (x  ve y  biçim li b ir  p o l in o m ,  yalnızca toplam a ve çarpm a 
kullanılarak  x,  y  ve sabitlerden o luştu ru lan  b ir  ifadedir.) 

r© [10.51 /  = x y { x 2 — y 2) /(x 2 + y 2) fonksiyonunun ikinci dereceden k an şık  türevlerin in  orijinde 
eşit olm adıklarını gösterin. Süreklilik eksikliğini doğrudan orijindeki ikinci derece kısm i tü 
revlerinden hareketle saptayın.



Ş e k ü  10.4 S 'n in  tü m ü n ü  ö r tm e k  iç in  b ir 
ka ç  ko o rd in a t y a m a s ın ı b irb ir in e  
"ya p ış tırm a k "zo ru n d a  ka lab ilir iz . S  ü ze 
r in d ek i p ü r ü z s ü z  b ir  <P fo n k s iy o n u  
(sırasıy la  yerel ( x ,y )  ve  (X ,Y ) ko o rd in a t
la r ıy la  b irlik te) b ir  ya m a  ü ze rin d e  
<t> = f ( x ,  y )  ve  d iğeri ü ze r in d e  <t> =  F(X, Y) 
ko o rd in a t ifa d e le rin e  sa h ip tir . B ir  
ç a k ışm a  b ö lg es i ü zerinde , X  ve  Y, x  ve 
y 'n in  p ü r ü z s ü z  fo n k s iy o n la r ı o lm a k  ü ze 
re f ( x , y )  =  F (X ,Y ) olur.

d 3f  d 3f  _  d 3f  _  d 3f  

d x 3 ’ d x 2d y  d x d y d x  d y d x 2 ' V

B u rad a  / '  y i 0 'd e n , fa rk lı h a r f le r  k u lla n a rak  ay ırm ak  üzere d ik k a t e t
m em in  önem li b ir  sebeb i (ve d a h a  so n ra  bu  tü rd e  b ir  şeyle ilg ili epeyce 
d ah a  az "dikkatli" o lab ilirim ), yüzey üzerinde  ta n ım lı fa k a t çeşitli değişik  
k o o rd in a t s is tem lerin e  göre ifade ed ilm iş b ir  <t> n ice liğ in i d ikka te  alm ak 
is teyeb ilecek  o lm am ızd ır. f ( x , y ) fonksiyonuna ilişk in  m atem atik se l ifade, 
yam ad an  yam aya, bu  y am ala rla  "örtü lm üş" yüzey  ü zerin d e  h erh an g i b e 
lir li b ir  n o k tad ak i <Z> n ice liğ in in  değeri değ işm em iş o lsa  b ile  değ işeb ilir. 
En b e lirg in  o larak  bu , değ işik  k o o rd in a t y am a la rı a ra s ın d a k i b ir  çak ışm a 
bö lgesin i göz önüne a ld ığ ım ızd a  m eydana g e leb ilir  (b k z .  Şekil 10.4). tk inci 
b ir  k o o rd in a tla r  küm esi (A-, V)'le g ö s te rilirse  bu  d u ru m d a  yen i k o o rd in a t 
yam ası üzerindek i <P d eğerleri iç in  yeni b ir

0  = F(X,K)

ifad es in e  sa h ip  o luruz. İk i yam a a ra s ın d ak i b ir  çak ışm a bö lgesinde böy le
ce,

F{X,Y) =  f ( x , y )

ifad e s in i elde e tm iş o luruz. B unun la  b irlik te  y u k a rıd a  b e lir tild iğ i üzere 
F 'n in  X  ve Y n icelik leri b iç im inde  su n d u ğ u  b e lir li ifad e  genellik le / 'n i n  x  

ve y  b iç im inde su n d u ğ u  ifad ed en  epeyce fa rk lı o lacak tır. A slında X, ve bu  
neden le  Y, çak ışm a bö lgesi üze rin d e  x  ve y 'n in  o ldukça k a rış ık  b ire r  fonk 
siyonu  o la b ilir  ve b u  fo n k siy o n la r / 'd e n  F'ye geç işte  b ir le ş tir ilm e k  d u ru 
m u n d a  k a lır la r .110-61 B ir s is te m in  k o o rd in a tla r ım  d iğ e rin in  k o o rd in a tla r ı b i
ç im inde gösteren

f® [10.61 X = x -  y v e Y  = xy  olmak üzere f(x ,y )  = x 3 -  y 3 iken F(X, Y)’ n in  biçim ini açık şekilde 
bulun. İpucu: x 2 + xy + y 2, X ve Y b içim inde nasıl ifade edilir? Bunun f  yle ilgisi nedir?



X = X (x, y ) ve Y = Y (x , y )

şek lindeki bu  tü r  fon k siy o n la r ve o n la rın

x  =  x{X, Y ) v e y  = y(X, Y)

b iç im indek i te rs le r i, b ir  y am ad an  d iğerine  gerçekleşen  değişim i ifad e  e t
m ek üzere geçiş fo n k s iy o n la r ı  o la rak  ad la n d ır ılır la r . Bu geçiş fo n k siy o n la
rı p ü rü zsü z , b a s itlik  iç in  diyelim  ki C °°-pürüzsüz, o lm alıd ır  ve bu  du rum
0  n iceliğ ine  ilişk in  "pürüzsüzlük" k av ram ın ın  b ir  yam a çak ışm asın d a  k u l
la n ıla n  k o o rd in a t seçim inden  b ağ ım sız  o lm ası so nucunu  doğurur.

10.3 Vektör alanları ve 1-biçimliler

B ir fonksiyona a it, k o o rd in a t seç im inden  bağ ım sız  o lan  b ir  "türev" 
k avram ı m evcu ttu r. B ununla ilg ili s ta n d a r t  b ir  n o ta sy o n  S  ü ze rin d e  t a 
n ım lı 0  fonksiyonu  için

d f  d f
A0 -  —  Ax +  — Ay 

ox oy

olm ak üzere  d<î>'dir. B urada konuy la  ilg ili baz ı k a rış ık lık la ra  u la şm ay a  
b aş la r ız  ve b u n la ra  a lışm ak  b iraz  zam an  is te r, t ik  o larak , "d<t>" ya d a  "dx" 
gibi, “Ay/Ax" tü rev i fo rm üle ed ild iğ inde ana lize  d ah il o lan  lim it a lm a iş le 
m in i u ygu lam am ızdan  k ay n ak lan an  b ir  n icelik  (bkz. §6.2), b a ş la n g ıç ta  b ir  
"sonsuz küçük  b iç im de küçük" o la rak  d ü şü n ü lm e  eğ ilim inded ir. §6 .5 'teki 
b az ı ifad e lerd e  ay rıca , d(logx) =  A x/x  g ib i şey leri de h esab a  k a ttım . O a ş a 
m ad a  bu  ifad e le r  yaln ızca  b iç im se l2 o lm ak şeklinde, b u  son ifade "daha 
doğru" d (lo g x )/d x  =  l / x  ifad esin i te m sil e tm en in  yaln ızca  ("dx"le ç a rp a 
rak) uygun b ir  yolu o la rak  düşü n ü lm ek  üzere, ele a lınd ı. D iğer ta ra f ta n  
y u k arıd a  g ö ste rilen  ifadede  “A0" y azd ığ ım d a 1-b iç im li den ilen  (her ne k a 
d a r  bu , 1 -b iç im lin in  en genel tip i o lm asa  da; bkz.  §10.4 ve §12.6) b e lirli 
tü rd e  b ir  geom etrik  kavram ı k as ted iy o ru m  ve bu d(logx) =  A x/x  b enzeri 
şey ler iç in  de işler. Bir 1-b içim li b ir  "sonsuz küçük" değ ild ir; b ir  şek ilde 
fa rk lı b ir  yo rum a, y ılla r  iç inde önem i a rtm ış  b ir  yo rum a sa h ip tir ; b u  ko
n uya  hem en geleceğim . B unun la  b irlik te  d ik k a t çekici o lan , "d" ile ilg ili bu

Her ne kadar ilk olarak Leibniz'in ortaya koyduğu “dx" notasyonu büyük b ir güç ve esneklik 
gösterse de, dx gibi niceliklerin kendileri sayesinde cebire ilişkin kavram lar olarak ele alı- 
nabilm eleri gerçeğinin gösterdiği üzere bu durum , onun ikinci derece türevlerle ilgili "d2x" 
notasyonna genişlemez. Bu notasyonda, y 'n in  x'e göre ikinci derece türevin in  (d2y -  
d2x dy /dx)/dx2 şeklinde yazıldığı türde b ir değişiklik kullansaydı, böylece "d2x" niceliği a s
lında cebirle ilgili tu ta r lı b ir  biçimde davranırd ı (“â2x", dxdx'i, vb. gösterm ek üzere). Bunun
la b irlik te bu durum un, ifadenin karışıklığı nedeniyle ne derece kullanışlı olduğu açık değil
dir.



b e lirg in  yorum  değ işik liğ ine k a rş ın  (§6.5 'tekiler gibi) b iç im se l m a tem a tik 
se l ifade ler, dx  benzeri şey lerle  bö lm e yapm ay ı denem em em iz koşu luy la, 
pek de değ iştirilm ez.

Y ukarıda gö ste rilen  denk lem de ayrıca , <#>'yi so l ta ra f ta  ve / 'y i  sağ  t a 
ra f ta  ku llanm am  gerçeğ inden  k ay n ak lan an  b a şk a  b ir  p o ta n s iy e l karışık lık  
k onusu  m evcu ttu r. B unu esasen  <P ve /  a ra s ın d a k i ay rım la  ilg ili y u karıda  
b ild ird iğ im  u y a n la r  neden iy le  yap tım , / 'n i n  g ö rü n tü  küm esi (x ,y)düzle- 
m inde b e lir li b ir  k o o rd in a t y am asın a  k a rşılık  gelen (açık) b ir  bölgeyken <t> 
n iceliğ i, g ö rü n tü  küm esi S  m a n ifo ld u  o lan  b ir  fonksiyondur. " x 'e  göre k ıs 
m i tü rev" kav ram ın ı uygu lam am  gerek irse böylece "öteki y  değ işken in i s a 
b it  tu tm a ''n ın  ne an lam a ge ld iğ in i b ilm em  gerekir. <Z> yerine  / 'n i n  sağ  t a 
ra f ta  k u lla n ılm asın ın  n eden i b u d u r  çünkü  f , x v e y  k o o rd in a tla r ın ın  ne o l
d u ğ u n u  "bilir"ken <P b ilm ez. Böyleyken b ile  g ö ste rilen  b u  denklem de b ir  
karış ık lık  m e v cu ttu r  çünkü  fonksiyonun  a rg ü m a n la rı b e lir tilm em iş . / ,  ko
o rd in a t s is tem in in  p n o k ta s ın a  a tad ığ ı b e lirli (x ,y) k o o rd in a t değerlerine  
uy g u lan ırk en  sol ta ra f ta k i <P, S  2 -m an ifo ld u n u n  b e lir li b ir  p n o k ta s ın a  u y 
g u lan ır. Açık konuşm ak  gerek irse  ifad en in  an lam lı o lm ası iç in  b u  d u ru 
m u n  açık h a le  ge tirilm esi gerek ir. B unun la b irlik te  sü rek li o la rak  b u  tü r  
b ir  şey söylem ek zo ru n d a  olm ak s ık ın tı v e ric id ir  ve bu  denklem i

d<P d<P
dtf> — —— d x  +  —— dy  

a x  o y

şek linde ya da "gövdesiz" işlem ci b iç im indeki

d d
d =  d x  —  + dy  —  

o x  o y

gib i yazab ilm ek  çok d ah a  uygun  olur. A slında bu  şey lerle  ilg ili b ir  m an tık  
o lu ş tu rm a y ı deneyeceğim . Bu denk lem ler z in c ir  kura lı  o la rak  an ılan  b ir  
şeye ilişk in  ö rnek tir. B elirtild iğ i üzere </>, S  ü ze rin d e  ta n ım lı b ir  fonksiyon 
o lduğunda , d<P/dx tü rü n d e  şey lere an lam  a tan m a s ın ı g erek tir irle r .

d /d x  tü rü n d ek i b ir  o p era tö rü , n as ıl yaln ızca  x  ve y  d eğ işken lerinden  
o lu şa n  b ir  fonksiyon  yerine , S  m an ifo ldu  üzerinde  ta n ım lı 0  g ib i b ir  fo n k 
siyona u y g u lan ab ilen  b ir  şey  o la rak  düşünm eliy iz? ilk  o la rak , şey leri b a ş 
ka b ir  {X, 7 ) k o o rd in a t s is tem in e  sevkettiğ im izde d /d x ' in  ne an lam a g e ld i
ğ in i görm eye ça lışa lım . U ygun "z inc ir k uralı"  denklem i a r tık

d _ d X  d dY  d 

d x  d x  d x  +  d x  d y

b iç im ine dönm üş gö rü n ü r. Bu yüzden , (X, Y) sis tem iy le  ilg ili o la rak  artık , 
(x ,y ) sis tem in d e  b a s it  gö rü n ü m lü  d /d x 'm  tem sil e ttiğ i iş lem in  tam  o larak



ay n ıs ın ı te m sil eden d ah a  k a rış ık  gö rü n ü m lü  (dX/dx)  d /d x  +  (dY /dx)  d /d y  
ifad es in e  sah ib iz . Bu d ah a  k a rış ık  ifade, A ve B, X  ve K 'nin C °°-pürüzsüz 
fo n k siy o n la rı olm ak üzere,

d d 

* ~  A d X  + B dY

b iç im indek i b ir  f  n iceliğ id ir. H enüz o rtay a  konm uş, (x ,y )  s is tem in d e  f 'n in  
d /d x ' ı  tem sil e ttiğ i özel d u ru m d a , A =  dX /dx  ve B =  dY /d x  ifad e le rin e  s a 
h ib iz . B unun la  b irlik te  A ve B 'n in  b u  b e lir li b iç im lere  sah ip  o lm ad ığ ı d ah a  
genel tü rd e  f  n ice lik le rin i ele a lab iliriz . Bu tü r  b ir  f  n iceliğ i §  üze rindek i 
((X, K) k o o rd in a t yam asındak i) b ir  vek tö r  a lan ı  o la rak  ad lan d ır ılır , f 'y i  
o rijina l (x , y) s is tem in d e  yen iden  y azab ilir iz  ve böylece (X , K) s is tem in d ek i 
genel b iç im in  (her ne k a d a r  a ve b fo n k siy o n la rı A ve B 'den  genel o la rak  
epey fa rk lı o lsa  d a )110 71 ay n ıs ın a  sah ip  o ld u ğ u n u  görürüz:

d d 

(  = a â X  + b â Y

Bu du rum , v ek tö r a lan ın ı (X, Y) y am asın d an , çak ışan  b ir  (x ,y) y am asın a  
g en işle tm em ize o lanak  sağ lar. Bu yo lla , gerek  duyduğum uz k a d a r  çok y a 
m a a la rak  f  v ek tö r a lan ın ı 5 'n in  b ü tü n ü n e  gen işle tm ey i k afam ızd a  ca n 
lan d ırab ilir iz .

Tüm  b u n la r  o la s ıd ır  ki okura  büy ü k  k arış ık lık  ç ık a rm ış tır. B unun la 
b ir lik te  ben im  am acım  kafa  k a r ış tırm a k  değil fak a t o ldukça tem el geom et
rik  b ir  k av ram ın  doğru  an a litik  b iç im in i b u lm ak tır . "Vektör a lan ı"  o la rak  
ad lan d ırd ığ ım ız  tü rev se l f  o p era tö rü , (sonuçtaki) kend ine h as  d ö n ü ştü rm e  
b iç im iy le, Şekil 10.5 'te g ö ste rild iğ i üzere  açık  b ir  geom etrik  y o ru m a s a h ip 
tir . G özüm üzde f 'n in ,  b ir  ok h e r  ne k ad a r , §  ü ze rindek i b az ı ye rle rd e  b ir  
n o k ta  ha line , b u  y erle r £ 'n in  s ıf ır  değeri a ld ığ ı y e rle r olm ak üzere, büzüşe- 
b ilse  de, S  ü ze rin e  çizilm iş b ir  "küçük o k la r a lan ı"n ı aç ık lad ığ ın ı c a n la n 
d ırm alıy ız . (Vektör a lan ın ın  iyi b ir  resm in i elde etm ek iç in  te lev izyondak i 
h av a  d u ru m u  b ü lte n le rin in  rü z g â r  ak ış h a r ita la r ım  düşünün .) O klar, f 'n in  
etk i e ttiğ i, tü rev i a lın acak  fonksiyondak i yön le ri tem sil eder. Bu fonksiyo 
n u  0  o la rak  k ab u l ederek, f 'n in  <Z> ü zerindek i e tk is in in , d iğer b ir  dey işle  
f ( 0 )  =  a d<P/dX +  b d<P/dY, «P'nin ok la r yönündek i a r tış  o ran ın ı ö lç tüğünü  
söyleyebiliriz; bkz.  Şekil 10.6. A yrıca okun büyük lüğü  ("uzunluk"), b u  a r t ı 
ş ın  k en d isin e  göre h esap la n ac ağ ı ölçeği b elirlem ek te  önem lid ir. D aha 
u zu n  b ir  ok b u n a  uygun  b ir  şek ilde a r tış  o ran ın ın  d ah a  büyük  ölçü d eğeri
n i g ö ste rir. D aha uygun  o larak , tü m  ok ları, h e r  b ir i £ 'n in  (okun "kuyru- 
ğu ''ndaki) b ir  p n o k ta s ın ı y ine 5 'n in  (okun "ucu"ndaki) b ir  "kom şuluk ya-

[10.7] A ve B 'yi a  ve i  biçim inde bulun; benzer şekilde a  ve b'yi A ve B biçim inde yazın.



pan" p ' n o k ta sıy la  b ir le ş t ir ir  d u ru m d ak i sonsuz  küçük  o la rak  düşünm ek  
zorunday ız . Bunu b ira z  d ah a  açık  h a le  getirm ek  üzere, ik i ay rı nok ta  p ve 
p ' a ra s ın d a k i ay rım ın  b ir  ö lçüsü  o la rak  {  y önü  ü ze rin d e  küçük  b ir  p o z itif  e 
say ıs ı seçelim . Böylece <P(p) — 0 (p ')  fa rk ın ın  e ile bö lüm ü  b ize f(<P) n ice li
ğ ine y ap ılan  b ir  yak laşık lık  ta h m in i verir, e ne k a d a r  küçük  o la rak  seç ilir
se o k a d a r  iyi b ir  yak laşık lık  ta h m in i elde ederiz. Son o la rak  p "n ü n  p 'ye 
y ak laştığ ı d u ru m d ak i lim itte  a s lın d a  bazen  4>'nin f  yönündek i g ra d y a n ı  
denen  f(<î>)'yi elde ederiz.

//
l
V

Ş e k il  10.6 f 'n i n  sk a le r  b ir  0  
ü ze rin e  e tk is i, o n u n  Ç-okları 
b o yu n ca  a r tış  o ra m n ı verir. Ok
ları, h er b ir i S 'n in  (okun "kuy
ru ğ u n d a k i)  b i r p  n o k ta s ın ı y i
ne  S ’n in  (okun  “ucu"ndaki) b ir  
"k o m ş u lu k  y a p a n " p ' n o k ta s ıy la  
b ir le ş tir ir  d u rum da , p  ’n in  ko m 
şu lu ğ u n a  u y g u la n a n  (e k ü ç ü k  
o lm a k  üzere  b ir  e-1 çarpanıyla) 
gen iş  b ir  b ü y ü tm e  y o lu y la  res
m e d ilm iş  s o n s u z  k ü ç ü k  olarak  
düşünün , e ile  b ö lü n en  
<P(p') -  0 ( p )  fa rk ı,  ıP 'n in  f  ü ze 
rindeki, gradyam chr.



d /d x  özel vek tö r a lan ı d u ru m u n d a  ok la rın  tü m ü  sa b it y 'n in  k o o rd in a t 
çizg ileri boyunca uç verir. Bu d u rum , sık lık la , k ısm i tü rev  iç in  k u lla n ıla n  
s t a n d a r t "d /d x " m a tem atik se l n o ta sy o n u y la  k arış ık lığ a  yol açan  b ir  ko n u 
yu örnekler. "ö/cbc" ifad e s in in  en b e lirg in  o la rak  x  n iceliğ ine a i t  o lduğu  
d ü şü n ü le b ilird i. B una k a rş ın  o, n e t b ir  an lam da , açık b iç im de b e lir tilm e 
yen değişken(ler)le, b u ra d a  x ' le  o ld u ğ u n d an  çok y  değ işkeniy le, d ah a  faz la
ilg ilid ir. K oord inat d eğ işken lerin in  b ir  değişim i, k o o rd in a tla rd a n  b ir i aynı
k alm ak  üzere, göz önüne a lın d ığ ın d a  n o ta sy o n  özel o la rak  a ld a tıc ıd ır . Ö r
neğ in  çok b a s it

X = x , Y  = y  + x  

k o o rd in a t değ işim in i d ü şü n ü n . Bu du ru m d a,

d _  d d d _  d
dX dx dy  ' dY dy

o ld u ğ u n u  b u lu ru z .110-81 Bu neden le  b u  d u ru m d a  Y, y 'd e n  fa rk lı b ile  o lsa, 
d/dY , d /d y  ile aynıyken, d /dX 'in ,  X 'in  x '\e  ayn ı o lm ası gerçeğ ine k arşın , 
d /d x ' te n  fa rk lı o lduğunu  g ö rü rü rü z . Bu, m eslek taşım  Nick VVoodhouse'un 
"ka lkü lüsün  ik inci tem el kafa  k a rış ık lığ ı"3 o la rak  ad lan d ırd ığ ı şeye örnek 
b ir  olaydır! D iğer ta ra f ta n  ned en  d /dX  d /d x  o lduğu, ilg ili "oklar" fa rk lı 
k o o rd in a t çizg ileri boyunca uç verd ik lerin d en , geo m e tr ik  o larak  aç ık tır  
(Şekil 10.7).

A rtık d 0  n iceliğ in i y o rum layacak  b ir  konum da bu lu n u y o ru z . Buna 
0 'n in  g r a d y a n ı  (ya da d ış tü revi) d en ir  ve <£'nin S  boyunca o lası tü m  y ö n 
le rde  n a s ıl değ iştiğ i h akkm dak i b ilg iy i ta ş ır . d<f>'yi geom etrik  o la rak  d ü 
şü n m en in  iyi b ir  yolu  S  üze rindek i k o n tü r  çizgilerinden  o lu şan  b ir  s is tem  
b iç im indek i yo ldur. Bkz. Şekil 10.8a. <S'yi< eğik b ir  m an ifo ld  o la rak  h esab a  
k a tm ak  is te rsek  onu kü rese l b ir  ev ren  o labilecek s ıra d a n  b ir  h a r i ta  b iç i
m inde d ü şü n e b ilir iz  (buradak i "harita"y la  se rt k a ğ ıtta n  y ap ılan  ve y ü rü 
yüşe ç ık tığ ın ızda  y an ın ıza  a ld ığ ın ız  şeyi kas ted iyo rum , m a tem atik se l 
"gönderim '" kav ram ın ı değil). <P fonksiyonu  deniz sev iyesi üze rindek i ze
m in yüksek liğ in i g ö ste reb ilir. Böylece d<P zem in in  y a tay a  göre eğim ini 
te m sil eder. K ontür çizg ileri e ş it yüksek liğe sah ip  k onum ları çizer. S 'ye  a it 
h e rh a n g i b ir  p n o k ta s ın d a  k o n tü r  ç izg is in in  yönü, b ize g rad y an ın , üzerin -

!© [10.8] Bunu açık biçim de türetin . İpucu: d /dx 'e  ilişkin daha önce gösterilm iş ifadenin tam  
benzerleri olan d/dX  ve d/dY 'ye ilişkin "zincir kuralı" ifadelerini kullanabilirsiniz.

3 "İlk temel kafa karışıklığı" §10.2'de karşılaştığım ız /  ve <£'nin kullanım ları arasındak i k arı
şıklıkla, özellikle kısmi türevlerin  alınm asıyla ilişkili biçim de ilgilidir. Bkz. Woodhouse, 
1987. 
map -çn.
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Ş ekil 10.7 K alkü lüsün  ik in c i tem el k a fa  karış ık lığ ı g ö ste rilm ek ted ir: X  = x , Y  = y  + x  ko
o rd in a t değ işik liğ i iç in  X  =  x 'e  k a rş ın  d / d x  *  d /d x  ve K *  y ’ye k a rş ın  d /d Y  =  d / d y .  Kısmi 
tü re v e  ilişk in  işlem cile ri k o o rd in a t ç izg ileri bo y u n ca  uç veren  "oklar" b iç im in d e  y o ru m 
lam ak  geom etriy i a ç ık la r  (x  = sa b it, X  = sa b itle  u y u m lu  fa k a t y  = sa b it, Y  =  sa b itle  
uyum suz).

de kaybo lduğu  yönü söy le r (zem inin eğim ine a i t  "yatık  eksen"), böylece bu, 
f  okunun  =  0 iç in  p 'dek i yönüdür. Bir k o n tü r  ç izg is in i iz leyerek ne 
y ü k se lir  ne de a lça lırız . B unun la  b irlik te  k o n tü r  çizg ileri üze rin d en  k e s tir 
m eden  g idersek  bu  d u ru m d a  <P'd e  b ir  a r tm a  ya da aza lm a olacak ve b u n u n  
m eydana  geldiği o ran , d iğer b ir  dey işle <t>), k o n tü r  çizg ilerin in , o n la rı 
keserek  geçtiğim iz yöndeki s ık ış ık lık la rıy la  ö lçü lecek tir. Bkz. Şekil 10.8b.

10.4 Bileşenler, skaler çarpımlar

ifadesi uyarınca £ vektör alanı, b iri sab it y  çizgileri boyunca uç verip  d /dx 'le  
o ra n tılı ve d iğeri s a b it  x  çizg ileri boyunca uç verip  d / d y 'le  o ran tılı o lan  iki 
k ıs ım d an  o luşm uş o la rak  d ü şü n ü leb ilir. Bu neden le  (x, y ) -k o o rd in a t s is te 
m inde, bağ lı ağ ırlık  ç a rp a n la rı (a, ti), f 'y i  işa re tle m e k te  k u llan ılab ilir, a ve 
b sa y ıla rı bu  k o o rd in a t s is tem in d e  f 'n in  bileşenleri  o la rak  ad lan d ırılır; 
bkz. Şekil 10.9. (Açık k onuşm ak  gerek irse, f 'n in  ik i "bileşeni" as lın d a , f 'n in  
k en d ile rin d en  o lu ştu ğ u , a d /d x  ve b d /d y  iki vek tö r a lan ın ın , Şekil 10.9 'da 
g öste rild iğ i üzere, ken d isid ir; ve ben zer b ir  u y arı d<f>'nin aşağ ıd ak i b ile 
şen leri için  de geçerlid ir. B unun la  b irlik te  "bileşen" te rim i a r tık  b u  "koor
d in a t işa re ti"  an lam ın ı, d ah a  m a tem atik se l b ir  d ilde , özellikle te n sö r  a n a 
liz iy le  b a ğ lan tılı o la ra k  ed ind i; bkz. § 12.8.)



t ^  9 'nin 
I yükseklik  grafiği

Ş e k i l  10.8 G eom etrik  o la
rak b ir  0  sk a le r in in  tü m  
d<J> (dış türev) g ra d y a n ın ı
S  ü ze rin d ek i k o n tü r  ç izg i
le r in d e n  o lu şa n  b ir  s is te m  
b iç im in d e  re sm ed eb ilir iz .
(a) <t> değeri b u ra d a  S  ü ze 
rin d e  d ik e y  o larak  çizilir , 
b ö y lece  S  ü ze r in d ek i (sa
b i t  <P) k o n tü r  ç izg ileri sa 
b i t  y ü k se k liğ i tan ım lar.
(b) S 'y e  a it herh a n g i b i r p  
n o k ta s ın d a  k o n tü r  ç izg i
s in in  yön ü , b ize  grad- 
y a n m , ü ze rin d e  ka yb o l
d u ğ u  y ö n ü  sö y le r  (tepen in  
eğ im in e  a it  "yatık eksen"), 
d iğ er b ir  d e y iş le  (  o ku n u n  
f ( 0 )  =  0 iç in  p 'd e k i yönü . 
K o n tü r  çizg ileri ü ze r in d en  
k e s tirm e d e n  g itm e k  <P'de 
b ir  a rtm a  y a  da  a za lm a  
verir, f  (<*>), k o n tü r  ç izg i
le r in in  (  yö n ü n d e k i  
s ık ış ık lık la r ın ı ölçer.

(b)

B enzer şek ilde d<P niceliğ i de

d0  =  u dx + v dy

ifad esi u y arın c a  iki k ısım dan , dx  ve dy,  o lu şu r ve böylece (u ,v ), d<P'yi i ş a 
re tlem ek te  k u lla n ıla b ilir  ve u ile v  bu  ayn ı k o o rd in a t s is tem in d e  d0 'ye a it 
b ile şen le rd ir . (Aslında b u ra d a  u =  d<t>/dx ve v  = d<P/dy'ye sahibiz.) 1—b i
çim li d<Z>'nin (u, v ) b ile şen leri ile  £ vek tö r a lan ın ın  (a, b) b ile şen le ri a ra s ın 
dak i ilişk i, y u k a rıd a  gördüğüm üz üzere 0 'n in  f  yönündek i a r tış  o ran ın ı ö l
çen £(<£) n iceliğ i ü ze rin d en  elde ed ilir. f(tf>)'nin değerin in

f(<î>) =  au + bv

ifadesiy le  verild iğ in i g ö rü rü z .11091 au + bv 'yi, (a,f>)'yle tem sil ed ilen  f  ve 
(u, v) 'y le  tem sil ed ilen  d<P a ra s ın d ak i ska ler  (ya d a  iç) ça rp ım  o la rak  a d 
la n d ır ırız . S kaler çarp ım  bazen , onu  h erh an g i b e lir li b ir  k o o rd in a t s is te -

I® [10.9] Bunu, daha önce gördüğüm üz "zincir kuralı" ifadelerini kullanarak  açık biçim de göste- 
rin.



Ş e k il  10.9  f  =  a d /d x  + b d /d y  
ve k tö rü  b iri y  =  sa b it b o yu n ca  uç  
verip  d /d x 'le  oran tılı ve d iğeri 
x  =  sa b it  b o y u n c a  uç  ver ip  d /d y  
ile  o ra n tılı o la n  ik i k ıs ım d a n  
o lu şm u ş  o larak  d ü şü n ü le b ilir .
(x ,y ) k o o rd in a t s is te m in d e k i ilg i
li ağ ırlık  çarpan ları (a, b) ç ift i  
Ç'nin b ileşen leri o larak ad
land ırılır .

m ine a t ıf ta  b u lu n m ak sız ın  soyu t o la rak  ifad e  etm ek isted iğ im izde , d<î> • f  
o la rak  yaz ılacak tır . Böylece

d 0  .  f  f  (0 )

ifad esin i elde ederiz. B u rad a  ayn ı şey iç in  ik i fa rk lı n o ta sy o n  b u lu n m a s ı
n ın  sebeb i d<î> • f 'y le ifade  ed ilen  işlem in  ayrıca , d<t> o la rak  ifad e  ed ileb i
len lerd en  daha genel tü rd ek i 1-b iç im lile r  iç in  de geçerli o lm asıd ır  [bkz. 
§12.3). ıj bu  tü r  b ir  1 -b iç im liy se  bu  d u ru m d a  o, h e rh a n g i b ir  f  v ek tö r a la 
n ıy la , T] * Ç o la rak  y az ıla n  sk a le r  b ir  ça rp ım a sa h ip tir .

A slında b ir  1 -b iç im lin in  ta n ım ı esasen  o n u n  b ir  v ek tö r a lan ıy la  bu  şe 
k ilde "skaler b ir  çarp ım " o lu ş tu rm a k  üzere b ir le şeb ilen  b ir  n icelik  o lm ası
dır. Bu nedenle d<Z> n ice liğ in in  v ek tö r a lan la rıy la  doğal b iç im de sk a le r b ir  
ça rp ım  o lu ş tu ra n  b ir  şey  o lm ası gerçeği a s lın d a  onu  b ir  1-b iç im li o la rak  
n ite le n d irir . (Bir 1 -b iç im li bazen  bağ lam ın a  göre b ir  kovek tö r  o la rak  a d 
land ırılır.)  Teknik o la rak  1 -b iç im lile r (kovektörler) b u  an lam d a  vektör 
a la n la rın a  ifciZidir. "İkili" b ir  nesney le  ilg ili b u  kav ram , b u  fik irle rin  y ü k 
sek b o y u tlu  (diğer b ir  dey işle  b ir  n -m an ifo ld ) b ir  "yüzey"de o ldukça genel 
b iç im de geçerli o ld u ğ u n u  göreceğim iz §12.3 'te a y rın tılı o la rak  incelene
cek. B ir 1 -b iç im lin in  geom etrik  an lam ı ay rıca  yüksek  b o y u tla r  b ağ lam ın 
da d ah a  tam  o la rak  §§12 .3 -5 'te  aç ık lanacak . An itib a riy le  bun u , d<P • f  =  0 
ise  k o n tü r  ç izg ilerin in  kend isi, b u  çizgiler, ü ze rle rin d e  b ir  f -o k u n u n  uç 
verm e zo ru n lu lu ğ u  b u lu n a n  yön le ri tem sil e tm ek üzere, yapacak .

10.5 Cauchy-Riemann denklemleri
K endim izi b ir  so n rak i bö lüm  iç in  haz ırlad ığ ım ız , yüksek  b o y u tlu la ra  

gerçek leştireceğ im iz b u  s ıç ra y ış ta n  önce bu  bö lüm de b aş lad ığ ım ız  k o n u 



ya, 2-b o y u tlu  b ir  yüzeyin , k a rm a şık  b ir  1-m a n ifo ld  o la rak  yen iden  y o ru m 
la n ab ilm esi iç in  gerekli özelliğe geri dönelim . E sasen  gerek d u y u lan  şey 
ho lom orfik  o lan  bu  karm aşık  değerli <t> fo n k siy o n la rın ı k a rak te rize  etm ek 
iç in  b ir  yön tem e sah ip  o lm am ızd ır. H olom orfik lik  koşu lu  yerel b ir  k o şu l
d u r, bu  sayede onu h e r  b ir  k o o rd in a t y am asın d a  ve b u n a  uygun  şek ilde 
y a m ala r  a ra s ın d a k i ça k ışm a la rd a  geçerli b ir  şey o la rak  tan ırız . 4>'nin, 
(*> y )-y a m a s ı ü zerin d e  k arm aşık  z = x + iy sa y ıs ın d a  holom orfik  o lm asına , 
ça k ışa n  b ir  (X, K )-yam asında Z = X + iK'de ho lom orfik  o lm asın a  gerek d u 
yarız . İk isi a ra s ın d a k i tu ta r lı l ık  Z 'n in , çak ışm a bölgesi üzerinde, z 'n in  h o 
lom orfik  b ir  fonksiyonu  o lm ası gerek liliğ iy le  sa ğ la n ır  ve te rs i de söz ko
n u su d u r. (</>, z 'd e  ho lom orfikse  ve z, Z 'de  ho lom orfikse bu  d u ru m d a , b ir  
ho lom orfik  fonksiyonun  holom orfik  fonksiyonu  y ine b ir  ho lom orfik  fonk 
siyon  o lacağ ın d an , <î>, Z 'de ho lom orfik  o lm ak z o ru n d a d ır .)110101

Şu d u ru m d a  0 'n in  z 'de , <P ve z 'n in  gerçel ve sa n a l k ıs ım la rı b iç im inde 
ho lom orfik  o lm a ko şu lu n u  n a s ıl ifad e  ederiz? B un lar §7 .1 'de değ in ilen  ü n 
lü  Cauchy-R.iem.ann  d enk lem lerid ir. Ö yleyse bu  denk lem ler açık b iç im de 
ned ir?  <P'nin z ve z 'n in  b ir  fonksiyonu  o la rak  ifade ed ild iğ in i d ü şü n eb ilir iz  
(bu bö lüm ün  b a ş ın d a  gö rdüğüm üz üzere, z 'n in , x  ve y den ilen  gerçel ve s a 
na l k ıs ım la rı, z ve z b iç im inde, x  =  (z + z) /2  ve y =  (z — z ) / 2i ifad e le ri k u l
la n ıla ra k  yen iden  ifade ed ileb ilir.) 4>'nin a s lın d a  "yalnızca z'ye b ağ lı o lu 
şu" (bir b aşk a  dey işle  " z 'd en  bağ ım sız" olma) ko şu lu n u  ifade etm em iz ge
rek lid ir.

Bu ne an lam a gelir? z ve z değ işk en lerin in  k a rm aşık  eşlen ik  ç ifti yerine 
d iyelim  ki b ağ ım sız  gerçel u  ve v  d eğ işk en lerin in  b ir  ç iftine  sah ip  o ld u ğ u 
m uzu  ve u  ile v 'n in  b ir  fonksiyonu  o lan  b ir  V  n ice liğ in in  a s lın d a  u 'd en  b a 
ğ ım sız o lduğu  gerçeğ in i ifade etm eyi um duğum uzu  d ü şü n ü n . Bu b ağ ım 
sız lık  .

şek linde  b e lir tile b ilir  (çünkü bu  eş itlik  b ize  h e r  b ir  u değeri iç in  V  n ic e li
ğ in in  ı /d e  s a b it  o lduğunu  söyler; böylece W yaln ızca  u 'y a  b a ğ lıd ır ).4 Bu 
yüzden  "z 'den  bağ ım sız" o la rak  <Z>,

M  [10.10] Bunu üç farklı bakış açısına göre açıklayın: (a) sezgisel olarak genel ilkeler yoluyla 
(bir z nasıl ortaya çıkar?), (b) §8.2'de açıklanan holom orfik gönderim ler geom etrisini kulla
narak, ve (c) açık biçim de, zincir kuralı ve gelmek üzere olduğum uz Cauchy-Riem ann denk
lem lerini kullanarak.

4 Bu koşulu yalnızca yerel anlam da kabul etmeliyiz, ö rneğin , içerisinde d<P/dx — 0 olup, <£'nin 
u 'nun  b ir fonksiyonu olarak bütünüyle tu ta rlı olm adığı (u ,v) düzlem inde, böbrek-biçim li 
b ir  bölge üzerinde tanım lı pürüzsüz b ir 0 (u ,r )  fonksiyonuna sahip olabiliriz.
[10.15] Dipnota a it b ir  alıştırm al öve <*> fonksiyonları §§6.1, 3'teki biçim de tanım lanm ak üze
re bunu, <P(u,v) =  6(v)h (u)  durum unda ay n n tılan d ın n . Böbrek-biçim li bölge negatif olm a
yan u ekseninden kaçınm ak zorundadır.



3<P
â l ~ °

b iç im inde  ifad e  ed ilm e lid ir  ve b u  d u ru m  as lm d a  4>'nin (az önce sunduğum  
"benzetm e yoluy la k an ıtla m a"n ın  b u  gerçeğe ilişk in  b ir  k a n ıt o la rak  kabu l 
ed ilm em esi gerek liyse de) ho lom orfik liğ in i a n la t ı r .5 Bu e ş itliğ i,110111 z inc ir 
k u ra lın ı k u lla n a rak  (x, y )-s is te m in d e k i k ısm i tü re v le r  b iç im in d e  yen iden  
ifad e  edebiliriz :

d<P _d<S>
J x + l ~ d y ~ ° '

</>'yi, a ve p  gerçelleriy le , kend i gerçel ve sa n a l k ıs ım la rı

0 = a + ip
b iç im inde  y azarak

da dp da dp
dx dy ’ dy dx

C auchy-R iem anr ı  d enk lem lerin i elde ed e riz .6' 110121 D aha önce b e lir tild iğ i 
üzere  b ir  (x, y ) -k o o rd in a t y am asıy la  b ir  (X, K )-koord inat y am asın ın  çak ış
m a bö lgesi üze rinde Z = X + iV"nin z =  x  +  iy 'de ho lom orfik  o lm asın a  ge
rek  duyduğum uz iç in  a y n c a  (x , y ) ile  (X, Y) a ra s ın d a  geçerli o lan  şu  Ca- 
u ch y -R iem an n  denkem lerine  de sah ib iz :

dX _  dY dX _  dY_
dx dy  ' dy d x '

Bu koşu l k o o rd in a t y am a la rın ın  h erh an g i ç ifti a ra s ın d a  geçerli o lu rsa  bu  
d u ru m d a  b ir  S  R iem ann yüzeyi o lu ş tu rm u ş o luruz. (B unlar, §7.1'de ü ze
rin d e  du rm ad ığ ım  gerek li an a litik  koşu llard ır.)  Bu tü r  b ir  yüzeyin  b ir  k a r 
m aşık  1 -m an ifo ld  o la rak  da d ü şü n ü leb ileceğ in i an ım say ın . B una rağm en  
şey lere b ak ış ın  m evcu t "C auchy-R iem ann" b iç im ine göre £ 'y i b e lir li tip te  
yap ıy a  sa h ip  (diğer b ir  dey işle  C auchy-R iem ann  denk lem lerince b e lir le n 
miş) gerçel b ir  2-m a n ifo ld  o la ra k  d ü şü n ü rü z .

T üm üyle holom orfik  işlem lere  bağ lı k a lm aya  ç a lışm ak ta  ve £ 'y i b ir  
"eğri" o la rak  d üşünm ek te  k es in  b ir  "saflık" m evcu tken  b u  a l te rn a tif  "Ca-

5 Cauchy-Riem ann denklem lerine u laş tıran  en titiz  yol olm asa da bu sav denklem lerin biçim 
leri için tem elde yatan  sebebi sunar.

5  [10.11] Bunu yapm.
6 Gerçekte bu denklem leri Cauchy ya da R iem ann'dan çok önce, 1752'de Jean  LeRond 

D’Alembert buldu, bkz. Struik, 1954, s. 219.
®  [10.12] Türevin tanım ı üzerinden, Cauchy-Riem ann denklem lerinin daha dolaysız b ir  ortaya 

konuluşunu gösterin.



uchy -R iem ann" bak ış aç ıs ı d iğer pek  çok b ağ lam d a güçlü  b ir  konum da y er 
alır. Ö rneğin b ize so n u ç ları, k ısm i tü rev se l denklem lerle  ilg ili v a rlık  k u ra 
m ındak i pek çok y a ra rlı tekniğe b aşv u rm a k  yoluy la k an ıtla m ay a  o lanak  
sağ la r. B unun  tad ım lık  b ir  p a rç a s ın ı (önemli) b ir  ö rneğe b a şv u ra ra k  su n a 
yım.

C auchy-R iem ann  denklem leri, d a /d x  = d fi /dy  ve d a /d y  =  —d/3/dx,  ge
çerliyse , böylece a  ve /? n ice lik le rin in  h e r  b ir in in  tek il o la rak  b e lir li b ir  
denklem i (Laplace denklem i) sağ lad ığ ı o r tay a  çıkar.

.  d 2 d 2
V2= -------h -----

d x 2 d y 2

b iç im inde  ta n ım la n ıp  Laplace işlemcisi  o la rak  a d la n d ır ıla n  ik inci d erece
den  tü rev  işlem cisi V2 iç in

V2a  =  0 ve V2/? =  0

denk lem lerine  sa h ib iz .110131 L aplace işlem cisi, pek çok fiziki d u ru m d a  
ö n em lid ir  (bkz. §21.2, §22.11, §§24.3-6). E lim izde y a tay  b ir  düzlem den, 
çok h a f if  b ir  şek ilde  aşağ ı ve yukarı sa p a n  te l b ir  h a lk a  üzerine  gerilm iş 
b ir  sa b u n  film i m evcu tsa , bu  d u ru m d a  film in  y a tay  üzerindek i yüksekliğ i 
L aplace denk lem in in  b ir  çözüm ü o lacak tır. (Bu düşey  sap m a ne k a d a r  k ü 
çü lü rse  yak laşık lık  tah m in i g it g ide d a h a  iy ile ş ir .)7 Bkz.  Şekil 10.10. L ap la
ce denklem i, b o şlu k tak i kü tleçek im  (ya d a  s ta tik  elektrik) a lan ın ı sa p tay a n  
p o tan siy e l b ir  fonksiyon  ta ra f ın d a n  sa ğ lan a n  b ir  denklem  o lduğu  iç in  ay 
r ıca  Nevvton kü tleçek im  k u ram ın d a  (ve e lek tro sta tik te ; bkz. b ö lü m ler 17 ve 
19) tem el b ir  ro le sa h ip tir .

C auchy-R iem ann  denk lem lerin in  çözüm leri 2 -b o y u tlu  L aplace denk le
m in in  çözüm leri yo luyla o ldukça do laysız  b ir  b iç im de elde ed ileb ilir. 
V2a 'y ı sağ lay an  h erh an g i b ir  a 'y a  sah ip sek , /? = f ( d a / d x ) dy  ifad e s i a ra c ı
lığ ıy la  /?'yı o lu ş tu ra b ilir iz  ve böylece b u n u n  so n u cu n d a  h e r  ik i C auchy-R i
em ann  denk lem in in  de sağ lan d ığ ın ı g ö rü rü z .110141 Bu gerçek önceki b ö lü 
m ün  so n u n d ak i sa v la rın  b az ıla rın ı g ö ste rip  a y d ın la tm ak ta  k u llan ılab ilir .

Özel o la rak , k a rm aşık  düzlem deki b ir im  çem ber üzerin d e  ta n ım lı h e r 
h an g i b ir  sü rek li f  fonksiyonunun  b ir  h iperfonksiyon  o la rak  su n u la b ile ce 
ğ ine ilişk in  §9 .7 'n in  so n u n d a  ile ri sü rü len  d ikkat çekici gerçeği ele alalım . 
Bu sav  h e rh a n g i sü rek li b ir  / 'n in ,  b ir i ho lom orfik  o la ra k  b irim  çem berin  
iç bö lgesine  ve d iğeri ho lom orfik  o la rak  d ış bö lgesine gen işle tilen , ki a r tık

©  [10.13] Bunu gösterin.

7 Gerçek sabun filmi denklem inin VVeierstrass, 1866, ta rafından  se rbest holom orfik fonksi
yonlar biçim inde dikkate değer genel b ir  çözümü olduğu ortaya çıkıyor.
[10.14] Bunu gösterin.



Ş e k il  10.10 Tel b ir  h a lkaya  
g er ilm iş  y a ta y  b ir  d ü z le m 
d en  ço k  h a f i f  b ir  şe k ild e  
aşağı ve  y u k a n  sa p a n  b ir  
sa b u n  f i lm i .  F ilm in  y a ta y  
ü ze rin d ek i y ü k s e k liğ i Lap- 
lace d e n k le m in in  b ir  çö zü 
m ü n ü  ver ir  (d üşey  sa p m a  
ne ka d a r  kü ç ü lü rse  o kadar  
iy iy e  g id e n  b ir  ya k la ş ık lık  
tahm ini).

k arm aşık  düzlem i R iem ann  k ü resin e  tam am lan m ış o la ra k  d ü şü n ü rü z , iki 
p a rç a n ın  top lam ı o ld u ğ u n u  etk in  b iç im de b e lir tir . Bu sav , /  gerçel d eğ iş
ken li b ir  periyodik  fonksiyon  olm ak üzere, / ' n in  b ir  F o u rie r se ris i b iç i
m indek i g ö ste rim in in  v a rlığ ın a  (§9.2'deki ta r t ışm a  uyarınca) e tk in  b iç im 
de denk tir. B asitlik  iç in  / 'n i n  gerçel değerli o lduğunu  d ü şü n ü n . (Karm aşık 
d u ru m  / 'y i  gerçel ve sa n a l k ıs ım la rın a  bölm ek yo luy la  elde edilir.) Şu h a l
de, / 'y i  sü rek li b iç im de çem berin  iç bö lgesine gen işle teb ileceğ im izi söy le
yen teo rem ler, /  çem berin  iç bö lgesinde V2/  =  O'ı sağ lam ak  üzere, m ev cu t
tu r . (Bu gerçek, y ak a rıd a  v erilen  sa b u n  film i a rg ü m an ı do lay ısıy la , sezg i
sel o la rak  o ldukça m a n tık lıd ır; bkz. Şekil 10.10. Küçük b ir  sa b it  e iç in  / 'y i  
yeni b ir  e f  fo nksiyonuna  uygun  b iç im de ölçekleyerek te l h a lk am ız ın  k a r 
m aşık  düzlem deki b irim  çem berde, onun  üzerindek i e f  değerleriy le  düşey  
o la ra k  h a f if  şek ilde8 a şağ ı ve y u k arı sa p a ra k  y er a ld ığ ın ı düşü n eb iliriz . 
G erili sa b u n  film in  yüksek liğ i b ize e f 'yi ve böylece iç tek i / 'y i  sunar.) Yu
k arıd ak i reçetey le (g =  / ( d f /d x )  dy  ) / 'y e  b ir  sa n a l g  k ısm ı sağ lay ab ilir iz  
ve böylece /  + \g b irim  çem berin  iç bö lgesi boyunca ho lom orfik  o lur. Bu 
işlem  ayrıca  / 'y e  b irim  çem ber üzerinde  de (genellikle b ir  h ipe rfonksiyon  
biçim inde) san a l b ir  g  k ısm ı sa ğ la r  ve böylece f  + ig n e g a tif  f rek an slı olur. 
Şim di işlem i b irim  çem berin  d ış  bö lgesine u y g u lay arak  y ine leriz  ve /  — 
i<7'n in  o ray a  gen işled iğ in i ve p o z itif  frek an slı o lduğunu  görürüz. 
f  = ^ ( f  + ig) + ~ ( f  — ig) bö lüm ü gerekeni gerçek leştirir.

f  çem ber üzerinde sürekli olduğu için sınırlı olm alıdır (diğer b ir deyişle değerleri sab it bir 
a lt ve sab it b ir  ü st değer a rasında  yer alır). Bu, çem berin tıkız b ir  uzay o luşuna ilişkin s ta n 
d a rt teorem in sonucudur. "Tıkız" kavram ı için bkz. §12.6 ve Kahn, 1995; Frankel 2001. Sonra 
f  yi (küçük b ir e sabitiyle çarparak) ü s t ve a lt sın ırların  ikisi de çok ufak  olacak şekilde ye
niden ölçeklendiririz. Böylece sabun filmi benzetm esi çem ber içine genişleyen e f 'nin varlı
ğına ilişkin, Laplace denklem ini sağladığı kabul edilebilir b ir akla uygunluk argüm anı su 
nar. E lbette bu bir kanıt değildir; "bir diskle ilgili Dirichlet problemi" olarak  ad landırılan  
problem e ilişkin daha ayrın tılı b ir  yanıt için bkz. S trauss, 1992 ya da Brown ve Churchill, 
2004.



HİPER KARMAŞIK SAYILAR

11.1 Dördeyler cebiri

Tüm  b u n la rı yüksek b o y u tla ra  n a s ıl genelleyeceğiz? n -m a n ifo ld la r la  ç a lış 
m an ın  s ta n d a r t  (m odem ) yön tem in i so n rak i bö lüm de aç ık layacağ ım  fak a t 
çe şitli d iğe r sebep le r neden iy le  okuyucuya ilk  o la rak  yüksek  b o y u tla r  ç a 
lışm as ın d a  hedeflenen  b e lirli erken  fik irle rle  ilg ili b ilg i verm em  a y d ın la t ı
cı o lacak tır. Bu erken f ik irle r so n rad a n , k u ram sa l fiz iğ in  b u g ü n k ü  b az ı e t 
k in lik leriy le , önem li do laysız  ilişk i elde e ttile r.

K arm aşık  an a liz in  güzelliğ i ve gücü, ö rneğ in , h a tır ı  s a y ılır  derecede 
önem li b ir  denklem  o lan  2 -b o y u tlu  L aplace denklem i, k en d isi a rac ılığ ıy la  
ho lom orfik  fon k siy o n la r b iç im inde o ldukça b a s it  b ir  şek ilde g ö ste rileb ilen  
y u k a rıd a  değin ilen  özellik tek i gibi, 19. yüzyıl m a tem atik ç ile rin i, 3 -boyu t- 
lu  uzaya  d a  doğal b iç im de u y g u lan ab ilen  "genellenm iş k a rm a şık  say ıla rı"  
a ram ay a  yöneltti. Ü nlü îr la n d a lı  m a tem atik ç i W illiam  Rovvan H am ilton  
(1805-1865) b u  konu üzerine  o ldukça u zun  sü re  ve derin lem esine  k a fa  p a t 
la ttı. S onunda 16 Ekim  1843'te D ub lin 'dek i Royal K anal ü ze rin d e  eşiy le 
b irlik te  yü rü y ü ştey k en  y a n ıtı b u ld u  ve bu  k eş if  onu  öy lesine h ey ecan lan 
d ırd ı ki

i2 =  j2 =  k 2 =  ijk  =  - 1

şek lindeki tem el denk lem lerin i hem en  D ub lin 'in  B rougham  K öprüsü 'ndek i 
b ir  k aya üzerine  kazıdı.

i, j ve k  n ice lik le rinden  h e r  b ir i "-1 'in  bağ ım sız  b ir  karekökü"dü r (kar
m aşık  say ıla rd ak i y a lın  i gibi) ve t, u, v  ve w gerçel sa y ıla r  o lm ak üzere

q = t  +  ui + vj + vvk

genel b ile şim i genel dördey i  ta n ım la r. Bu n ice lik ler ceb irin  tü m  n o rm al 
y a sa la rın ı b ir i d ış ın d a  sağ la r. İs tisn a , ki b u  H am ilto n 'ın  k av ra m la rın ın  
gerçek y en iliğ iyd i,1 ça rp m an ın  değ işm e özelliğ ine uym am aktı. B unun la  i l 

1 Eduard  ve Klein, 1898, uyarınca Cari Friedrich Gauss dördeylerle ilgili çarpm a kuralını 
1820 dolaylarında zaten açık biçim de belirtm iş fakat onu yayım lam am ıştı, Gauss, 1900. Bu



g ili H am ilton , s ta n d a r t  değ işm e özelliğine, ab = ba, büyük  ayk ırılık tak i 

ij = —ji, jk = -kj, ki = -ik
ifad e le rin i b u ld u .11111

D ördeyler y ine de, to p la m a n ın  değişm e ve b irleşm e özellik lerin i, ç a rp 
m an ın  b irle şm e  özelliğ in i ve ça rp m an ın  to p la m a ü ze rin e  dağ ılm a özelliğ i
n i,111-21 d iğer b ir  dey işle

a + b = b + a, 
a + {b + c) = (a + b) + c, 

a(bc) = (afc)c, 
a(b + c) = ab + ac,
(a + b)c = ac + bc

ifad e lerin i, to p la m a ve ça rp m ay la  ilg ili "b irim  e lem an lar"  0 ve l ' i n

a + 0 = a, la  = a l  = a
b iç im indek i v a rlık la rıy la  b irlik te , sağ lar. Bu b a ğ ın tıla r, sonuncuyu  d ış ta  
tu ta r s a k  ceb ir u zm an la rın ın  b ir  h a lka  o la rak  a d la n d ırd ık la r ı şeydir. (Be
n im  a lg ım a göre "halka" te rim i, so y u t ceb ir  y az ın ın ın  çoğu g ib i, tüm üyle  
se zg i-d ış ıd ır  ve onun  kökeni hak k ın d a  en u fak  b ir  b ilg im  yok.) Son b ağ ın 
tıy ı ek lersek  b irim  ha lka  d en en  şeyi elde ederiz.

D ördeyler ay rıca  gerçel sa y ıla r  üze rinde b ir  ve k tö r  u za y ı  denen  şeyin  
b ir  ö rneğ in i su n a rla r . B ir vek tö r u zay ında  ik i elem an ı (vektörler),2 f  ve ı/, 
o n la ra  a i t  top lam ı, £ + »j, o lu ş tu rm a k  üzere  ve bu  to p lam  d eğ işeb ilirlik  ve 
b irle şeb ilirliğe ,

f  +  TJ =  TJ +

(£ +  *ı) + < =  ? +  0? +  O-

b ağ lı olm ak üzere, ek leyeb iliriz  ve vek tö rle ri "skalerler"le  (burada yaln ızca  
gerçel sa y ıla r  /  ve g), a şağ ıd ak i dağ ılm a ve b irle şm e  özellik leri, vb, geçerli 
o lm ak üzere, ça rp ab iliriz :

( / + S)f = / f  + 5f.

nunla birlikte buna Tait, 1900, ve Knott, 1900, tarafından itiraz edildi. Daha fazla bilgi için 
bkz. Crowe, 1967.

^  [11.1] Bunu yalnızca a(bc) = (ab)c  birleşme özelliğini göz önüne alarak doğrudan Hamil- 
ton'un "Brougham Köprüsü denklemlerTnden yola çıkarak kanıtlayın.

[U.2] İki genel dördeyin toplam ve çarpımını tüm bunların geçerli olacağı biçimde ifade 
edin.

2 "Vektör" kavramı bir anlam tayfına sahiptir. Burada, §10.3'te açıklanan bir "vektör alanı"na 
ilişkin tü r e v  a lm a  kavramıyla herhangi bir birliğe gerek duymayız.



f i f  + v ) = f f  + fr], 

f i g O  =

I f  =  f.

D ördeyler gerçe lle r üzerinde 4—b o y u tlu  b ir  vek tö r uzay ı o lu ş tu ru r  çünkü 
dö rd ey le rin  tü m  uzay ın ı k ap say an  yaln ızca  d ö rt bağ ım sız  1, i, j ,  k  "temel" 
niceliğ i m evcu ttu r; şöyle ki h e r  tü r  dö rdey  eşsiz  b iç im de bu  tem el e lem an
la rın  gerçel k a tla r ın ın  b ir  top lam ı o la rak  ifade ed ileb ilir . V ektör u z a y la rı
n ın  d iğer pek çok örneğ in i so n ra  göreceğiz.

D ördeyler ay rıca  bize, y u k a rıd a  aç ık land ığ ı üzere b ir  ça rp m a k u ra lın ın  
varlığ ı neden iy le  gerçel sa y ıla rın  b ir  cebiri denen  şeye ilişk in  b ir  ö rnek de 
su n a r. B unun la b irlik te  H am ilto n 'm  dördey leriy le  ilg ili d ikkat çekici o lan  
şey ek o la rak  s ıf ır  o lm ayan  h e r  b ir  q dö rdey i iç in  b ir  bölm e  iş lem i ya da 
ayn ı an lam a gelm ek üzere (çarpım la ilgili) ters  b ir  q~1'e sah ip  o lm am ızdır. 
D aha önceki g ib i q =  t + u i + v j  +  w k  ve «j'nun eşleniği

q =  t — ui — v j — w k

olm ak üzere ve b u ra d a n  h arek etle  te rs i açık b iç im de

«T1 =  «(«M)-1

olm ak üzere bu  te rs  bize, dö rdey lere  b ir  bölm e ha lkası o la rak  ad la n d ır ıla n  
şeyin  y ap ıs ın ı vererek

q~1q = q q = 1

ifad esin i sağ lar.

qq  =  t 2 + u 2 + v 2 + w2

ifad esin i elde ederiz  ve böylece q =  0 (diğer b ir  dey işle  t  = u = v = w = 0) 
o lm ad ıkça qq gerçel sa y ıs ı yok olam az, b u  d u ru m d a  (q q )_1 söz k o n u su d u r 
ve b u n u n  sonucu  o larak  q =£ 0 ifad e s i sağ lanm ak  üzere  q _1 iy i ta n ım lı
d ır .111-31

11.2 Dördeylerin fiziki rolü?

Bu bize, ceb irle  ilg ili o ldukça güzel b ir  yap ı ve aç ık tır  ki 3 -b o y u tlu  fiz i
ki uzay ım ızın  fizik  ve geom etrisin i ele a lm aya ilişk in  özenle ay a rlan m ış 
k u su rsu z  b ir  an a liz  p o tan siy e li su n a r. A slında H am ilto n 'm  kend isi de y a 
şam ın ın  geri k a lan  22 y ılın ı b u  tü r  b ir  an a liz  geliştirm e g irişim ine  adadı.



B ununla b irlik te  bu g ü n k ü  b ak ış  aç ım ızdan  19 ve 20. y ü zy ılla ra  dönüp 
bak tığ ım ızd a  bu  k ah ra m an c a  ç a b a la rı yine de b aşa r ıs ız lık la  sonuçlanm ış 
o la rak  d ikkate  alm ak du ru m u n d ay ız . Bu, dö rdey le rin  m atem atik se l (ya da 
fiziki) o la rak  önem siz o ld u k la rı an lam ın a  gelm ez. K esinlikle, oynad ık ları 
b az ı çok önem li ro lle r m e v cu ttu r  ve h a f if  b iç im de do lay lı b ir  an lam d a  ge
nellem en in  çeşitli b iç im leri yo luy la  e tk ile ri d ev asa  o lm u ş tu r. B una ra ğ 
m en o rijina l "saf dördeyler" h â lâ  b aş lan g ıç ta k i k u şk u su z  b iç im de s ıra d ış ı 
b ir  v a a t ifad e  eden gö rü n ü m ü n e u laşam ad ı.

Neden? A caba fizik i d ü nyaya  ilişk in  "doğru" m a tem atiğ i b u lm a  y o lu n 
da m o d e m  g iriş im lerle  ilg ili öğrenm em iz gereken b ir  ders  m i söz konusu? 
tik  o larak  açık  b ir  n o k ta  var. D ördeyleri k a rm a şık  sa y ıla rın  çok bo y u tlu  
b ir  benzeri o la rak  düşüneceksek  b u  benzerlik  b o y u tu n  2 'den  3 'e değil 
2 'd en  4 'e  yükselm esi b iç im inded ir. Bu neden le  h e r  b ir  d u ru m d a  b o y u tla r
dan  b iri, q 'n u n  y u k arıd ak i i, j, k b iç im indek i g ö ste rim in d e  "t" b ile şen ine  
k a rş ılık  gelen  "gerçel eksen"dir. Bu t'y i, z a m a n 3 o la rak  k ab u l etm e d ü r tü 
sü o ldukça kuv v etlid ir  ve böylece dördeylerim iz , y a lın  b iç im de uzay  y eri
ne d ö r t-b o y u tlu  b ir  u z a y z a m a n  aç ık lar. 20. yüzyıl b ak ış  aç ım ızdan  b u 
nun , 17. bö lüm de göreceğim iz üzere  d ö r t-b o y u tlu  b ir  u zayzam an ın  m o
dern  görelilik  k u ram ın ın  m erkezinde yer a lm ası neden iy le  son  derece u y 
gun  o lm ası gerek tiğ in i d ü şü n eb ilir iz . B unun la  b irlik te  dördey lerin , uzay- 
zam an ın  aç ık lan m asın d a  gerçek ten  uygun  o lm ad ık ları, b ü yük  o ran d a  
"dördey lerle  ilg ili o la rak  doğal" ik in c i derece b iç im li qq  = t 2 + u 2 + v 2 + 
w 2 ifad e s in in  görelilik  k u ram ıy la  (daha son ra  geleceğim iz b ir  konu; §13.8, 
§18.1) ilg ili "yanlış im za"ya sah ip  o lm ası sebebiy le o rtay a  çıkar. E lbe tte  
H am ilton  görelilik  k u ram ın ı, y an lış  yüzy ılda  y aşam ış o ld u ğ u n d an  b ilm i
yordu . H er koşu lda , b u ra d a  henüz ilg ilenm ek istem ed iğ im  b ir  "ku rtlanm ış 
konserve k u tu su "  m ev cu ttu r. Onu d ah a  so n ra  açacağım ! (Bkz. §13.8, 
§§18.1—4, §22.1 l 'in  sonu, §28.9, §31.13, §32.2.)

D ördeylerin  m a tem atik se l o la rak  ilk  b a k ış ta  g ö rü n d ü k le ri k a d a r  "hoş" 
o lm am ası g ib i b aşk a  b ir  sebep  belk i de d ah a  tem el b ir  sebep  söz k o n u su 
dur. O nlar o ldukça sefil "büyücüler"d ir; ve b u  an lam d a  k arm a şık  sa y ıla rla  
kesin lik le  k ıy aslan am az la r. B unun sebeb i b ir  holom orfik  fonksiyon  k a v ra 
m ın ın  dördeyle ilg ili h iç b ir  ta tm in  ed ici4 b en zerin in  v a r  o lm am asıd ır. Bu

3 Hamilton'un bu dürtüye ne derece boyun eğmiş olabileceği bana göre çok açık değildir. Dör
deylerle ilgili keşfinden önce "zamanın akışı"na ilişkin cebirsel uygulamalarla ilgilenmişti 
ve bu durum onun, dördeylerle ilgili cebirde dördüncü bir boyutu kabul etmeye hazırlıklı ol
masına etkide bulunmuş olabilirdi. B kz. Crowe, 1967, s. 23-27.

4 Bununla birlikte makul miktarda çalışma holomorfik kavramların dördeylerle ilgili benzer
leri ve bunların fizik kuramındaki değeri konusuna yöneltilmişti. B kz. Gürsey, 1983; Adler, 
1995. Kütlesiz serbest alan denklemlerini çözmekte kullanılan burgaç ifadeleri, Laplace 
denkleminin çözümüne ilişkin holomorfik fonksiyon yönteminin uygun bir 4-boyutlu benze



n a  ilişk in  tem el sebeb i b a s itt i r .  Önceki bö lüm de b ir  z k a rm a şık  değ işken i
ne a it holom orfik  b ir  fonksiyonun , k a rm aşık  eşlen iğ i z 'd e n  holom orfik  
o la rak  "bağım sız" olm ak şek linde n ite le n d irild iğ in i gördük. B unun la  b ir 
lik te  d ö rd ey le r söz k onusu  o lunca, q 'n u n  dördeye ilişk in  q eş len iğ in in

1

ifad e s i k u lla n ıla ra k ,11141 q ve i, j ve k  s a b it  n icelik leri b iç im inde  ifad e  ed il
m esin in  o lası o lduğunu  görü rüz .

"Dördeye ilişk in  holom orfik", top lam a, ça rp m a ve lim it a lm a yo luy la 
dö rd ey le rd en  in şa  etm ek" a n lam ın d ay sa  b u  d u ru m d a  q, g 'n u n  tü m  fik ri 
b e rb a t eden, dördeye ilişk in  ho lom orfik  b ir  fonksiyonu  o la rak  k ab u l ed il
m elid ir.

D ördeylerin  fiziki dünyay la  d a h a  dolaysız ilişk iye sa h ip  o lab ilecek  d e
ğ iş tirilm iş  b iç im le rin i b u lm ak  o lası m ıd ır? B unun kesin lik le  doğru  o ld u 
ğunu  göreceğiz fak a t tü m  b u n la r  dö rdey lere  ilişk in , o n la rla  h e r  zam an  (sı
f ır  değillerse) bölm e y ap ılab ileceğ in i söyleyen y u k a rıd a  g ö ste rilm iş  k ilit 
özelliği feda  eder. Yüksek b o y u tla r la  ilg ili genellem eler h ak k ın d a  ne d e
m eli? B iraz ile ride  C liffo rd 'ın  b u n u  n a s ıl b a şa rd ığ ın ı ve bu  tü r  genellem e
n in  fiz ik te  ne k ad a r  büyük  önem e sa h ip  o lduğunu  göreceğiz fa k a t tü m  bu  
değ işik lik ler bölm e ceb iri özelliğ in i te rk e  yön lend irm ek ted ir.

D ördeylere ilişk in , bölm e özelliğ in i k o ruyan  genellem eler m evcu t m u 
dur? A slında, evet; fak a t ceb irin  k u ra lla r ın ı m a tem atiğ in  değişm e özelliğ i
n i te rk im izd en  b ile  d a h a  faz la  gevşetm ezsek  b u n u n  o lası o lm ayacağ ın ı 
söyleyen teo rem lerin  v a r  o lu şu  d ik k a t ed ilm esi gereken  ilk  n o k tad ır . Jo h n  
G raves, H am ilto n 'ın  dördey le ri keşfin i d u y u ran  m ek tu b u n u  a ld ık ta n  y ak 
laşık  ik i ay  k a d a r  son ra , 1843'te, ş im d ile rd e  oktorıyon lar  o la rak  a d la n d ır ı
la n  b ir  tü r  "çift" dö rdey  k av ra m la rın ın  v arlığ ın ı k eşfe tti. B un lar 1845'te 
A rth u r Cayley ta ra f ın d a n  yen iden  keşfed ild i. O k tonyonlar söz k o n u su  o l
d u ğ u n d a  b irle şm e özelliği a(bc) =  (ab)c , (her ne k a d a r  b u  özelliğ in  k ıs ıtlı 
özdeşlik ler, a(ab ) =  a2b ve a(bb) =  ab2, b iç im indek i b ir  k a lın tıs ı k o ru n sa  
da) te rk  ed ilir. Bu y ap ın ın  güzelliğ i, b irle şm eli o lm ayan  b ir  y ap ı o lsa  da 
h â lâ  b ir  bölm e ceb iri o lm asıd ır. (Sıfır o lm ayan  h e r  b ir  a iç in  a _1(aö) = b = 
(ba)a~1 o lacak  şekilde b ir  a -1 m evcuttur.) O k tonyonlar b irle şm eli o lm ayan  
se k iz -b o y u tlu  b ir  bö lm e ceb iri o lu ş tu ru r . D ördey ceb irindek i i, j ve k 'n in  
l 'l e  b irlik te , ok tonyan  ce b irin in  sekiz b o y u tu n u  k ap say a n  yed i benzeri

ri olarak değerlendirilebilir. Bununla birlikte bu, dördeylerle ilgili olanı değil karmaşık ana
lizi kullanır. Dördeyler ve oktonyonlara ilişkin genel bir kaynak için bkz. Conway ve Smith, 
2003.



m ev cu ttu r. Bu e lem an la rla  ilg ili tek il ça rpm a k u ra lla r ı (ij =  k  =  —ji'n in  
benzerleri) b ir  m ik ta r  k a r ış ık tır  ve b u n la rı. Şekil 16.2 'de g ö ste rilip  za rif  
b ir  aç ık lam asın ın  verileceğ i §16.2'ye k a d a r  erte lem em  en iy is i o lacak tır. 
Ne yaz ık  ki ok tonyon la rın , bö lm e ceb iri özelliği a lıkonacaksa , yüksek de
recelilere  de tam  o la rak  ta tm in  edici b ir  genellenm esi, H urvvitz'in, 1898, 
dördeyle ilgili "qq =  k a re le rin  top lam ı" özdeşliğ in in  1, 2, 4 ve 8 'd en  b aşk a  
b o y u tla r  iç in  işlem ed iğ in i göste ren  b ir  ceb irse l so n u c u n d an  hareketle , 
m evcu t değ ild ir. A slında b u  b e lir li b o y u tla r  d ış ın d a  bö lm enin  (O'la bölm e 
d ışm d a)h er zam an  o la sı o lduğu  b ir  ceb ir  h iç  d e  m evcu t değ ild ir. Bu, 
§15.4 'te k a rş ılaşacağ ım ız  d ik k a t çekici b ir  topolo jik  teo rem in 5 sonucudur. 
A slında yegane bölm e ceb irle ri gerçel say ıla r, k a rm aşık  say ıla r, dö rdey ler 
ve ok tonyon lard ır.

Bölm e özelliğ in i te rk  etm eye h az ırsak  b u  d u ru m d a  dördey  kav ram ın ın  
yüksek  b o y u tlu la ra  önem li b ir  genellenm esi m e v c u ttu r  ve bu  gerçekte m o
d e m  fizik te  güçlü  etk ile re  sa h ip  b ir  genellem edir. Bu, kesk in  zekalı fak a t 
k ısa  yaşam ış o lan  Ing iliz  m a tem atik ç i VVilliam K ingdon C lifford, 1845- 
1879, ta ra fın d a n  1878'de ile ri sü rü lm ü ş6 C lifford  cebiri k av ram ıd ır. Clif
fo rd  ceb iri as lın d a , h e r  b ir i k a rm aşık  sa y ıla rla  aç ık lan an  iki k ay n a k ta n  
o rtay a  çıkm ış g ib i d eğ e rlen d irileb ilir. Bu k ay n a k la rd a n  b ir i gerçekte, b u 
ra d a  ilg ilenegeld iğ im iz H am ilton  d ö rdey le rin in  cebriyd i; d iğeri o rijinal 
o la rak  1844 ve 1862'de az ta n ın m ış  b ir  A lm an okul öğretm eni, H erm ann  
G rassm ann , 1809-1877, ta ra f ın d a n  d ah a  erken o rtay a  konm uş7 önem li b ir  
gelişm ed ir. G rassm an n  ceb iri ay rıca , m o d em  k u ra m sa l fiz ik te  de do laysız 
ro lle re  sa h ip tir . (Özelde m o d e m  sü p e rs im e tr i k avram ı, bkz. §31.3, sü p ersi-  
m e tri fiz iğ in  s ta n d a r t  m odeline a it y ap ıs ın ın  ö te sin d e  on u n  tem elle rin i ge
liş tirm eye  yönelik  m o d e m  g iriş im ler a ra s ın d a  h e r  yerde  b ird en  b u lu n m a
ya yak ın  olm ak üzere, önem li b ir  b iç im de o n la ra  bağ lıd ır.)  B u rad a  G rass
m a n n  ve C lifford ce b ir le r in in  ik isiy le  de ta n ış ık  o lm am ız önem li o lacak tır. 
S ırasıy la  §11.6 ve §11.5 'te b u n u  yapacağız.

C lifford  (ve G rassm ann) ceb irleri, göz önüne a lm an  uzay ın  çok b o y u t
lu lu ğ u n d a n  k ay n ak lan an  yen i b ir  b ile şen  içerir. Bu n o k tay ı uygun  b iç im de 
değerlend irm eden  önce d ö rdey le ri yen iden  fa k a t b u  kez fa rk lı b ir  bak ış 
aç ısıy la , geom etrik  o la rak  d ikkate  alm am ız en iy is i o lacak tır. Bu b iz i ay r ı
ca, m o d em  fiz ik te  tem el önem i o lan  b az ı fa rk lı d ü şü n m e b iç im le rin e  de 
yön lend irecek tir.

5 Bkz. Adams ve Atiyah, 1966.
6 Bkz. Clifford, 1878. M odern kaynaklar için bkz. H estenes ve Sobczyk, 2001; Lounesto, 1999.
7 Bkz. Grassm ann, 1844, 1862; van der VVaerden, 1985, s. 191-192; Crowe, 1967, bölüm  3.



Ş e k i l  11.1 T em el i, j, k  d ö rdeyleri o lağan 3 -b o y u tlu  ö k 
litç i  u za y d a  ka rş ılık lı o larak d ik  (ve sa a t yönünde) ek 
sen leri gö ste rir .

11.3 Dördeyler geometrisi

D ördeyle ilg ili tem el i, j, k n icelik lerin i o lağan  3 -b o y u tlu  Ö klitçi u zay 
da k arş ılık lı o la rak  dik eksen le ri (saa t yönünde) g ö s te rir  b iç im de d ü şü n ü n  
(bkz. Şekil 11.1). Ş u  halde, §5.1'den , o lağan  karm aşık  say ı k u ram ın d ak i i 
n iceliğ in in , k a rm aşık  düzlem deki ey lem inde, "orijin e tra f ın d a  p o z itif  a n 
lam d a  b ir  d ik  açı boyunca döndür" an lam ın a  gelen  "i ile çarp" işlem i b iç i
m inde yorum lanab ileceğ in i an ım sa rız , i dö rdey in i ben zer b iç im de fak a t 
b u  kez 3 b o y u tta  i-ek sen i e tra fın d a  (böylece (j, k )-düzlem i k a rm aşık  d ü z 
lem  ro lünded ir) p o z itif  an lam d a  (diğer b ir  dey işle  s a a t yönünde) b ir  d ö n 
dürm e o la rak  yorum layab ileceğ im izi dü şü n eb ilir iz . B una uygun  b iç im de 
j'y i j-ek sen i e tra fın d a  (pozitif an lam da) b ir  döndü rm e ve k 'y i k -ek se n i e t 
ra f ın d a  b ir  döndürm e o la rak  d ü şü n ü rü z . B unun la b ir lik te  bu  dö n d ü rm eler 
k a rm aşık  sa y ıla r  d u ru m u n d ak i g ib i gerçek ten  dik açı dön d ü rm eleriy se  bu 
d u ru m d a  ça rp ım  b a ğ ın tıla rı iş lem eyecek tir çünkü  i-d ö n d ü rm esin i j-d ö n - 
dü rm esiy le  ta k ip  edersek  k -d ö n d ü rm e s in i (h a tta  b ir  k a tın ı bile) elde e tm e
yiz.

B unu açık b iç im de görm ek, s ıra d a n  b ir  nesney i fiziki şek ilde d ö n d ü r
m ek yoluy la o ldukça ko laydır. Bir k ita p  ku llanm ay ı öneririm . K itabı ö n ü 
n üzdek i b ir  m asay a  k ap a lı şek ilde y a tay  o larak , san k i okum ak iç in  açm ak 
ü zerey m işsin iz  g ibi o lağan  b iç im de y erle ş tir in , k -ek se n in in  k ita b ın  m er
kez inden  y u karıya  doğru  o lduğunu , i-ek se n in in  sağ a  doğru  g ittiğ in i, j-ek- 
sen in in  doğruca s izden  u za k la ş tığ ın ı ve h e r  ik is in in  de y ine k ita b ın  m e r
kez inden  ç ık tığ ın ı dü şü n ü n . K itabı i-ek sen i e tra fın d a  (saa t yönünde) b ir  
d ik  açı boyunca , so n ra  j-ek se n i e tra f ın d a  (saa t yönünde) dö n d ü rü rsek , 
onun  a r tık  k -ek sen i e tra f ın d a  h e rh a n g i tek  b ir  döndürm eyle  o rijina l d u ru 
m u n a geri getirilem eyecek  (arka om u rg ası y u k arı doğru  olan) b ir  düzenle 
so n u ç lan d ığ ın ı görürüz. (Bkz. Şekil 11.2).

İş le r i yo lu n a  koym ak iç in  yapm am ız gereken ik i d ik  açı k a d a r  d ö n d ü r
m ek tir  (diğer b ir  dey işle 180° ya d a  n  boyunca). K arm aşık  i sa y ıs ın ın  ey le
m inden  an lad ığ ım ız  yön tem in  kesin lik le  do laysız  b ir  benzeri o lm ad ığ ı iç in



bu, y ap m ası tu h a f  b ir  şey g ib i gö rünür. Asıl so ru n , b u  işlem i aym  eksen 
e tra fın d a  iki kez u y g u la rsa k  n esn ey i b a s it  b iç im de o rijina l d u ru m u n a  geri 
getiren , aç ık tır  ki i 2 =  —1 yerine  i 2 =  l ' i  k a rş ılam a k  üzere , 360°’lik  (ya da 
2n) b ir  döndürm e elde etm em iz o la rak  gö rünür. B unun la  b irlik te  b u ra d a  
m ükem m el b ir  f ik ir  devreye girer. Bu d ikkat çekici b ir  incelik  ve önem e, 
k u an tu m  fiz iğ in in  e lek tro n la r, p ro to n la r  ve n ö tro n la r  g ib i tem el p a rç ac ık 
la r ın a  ilişk in  m a tem atik se l b ir  önem e sa h ip  b ir  f ik ird ir . §23.7 'de göreceğ i
m iz üzere  s ıra d a n  k a tı m adde, so n u ç la rı o lm aksız ın  v a r  olam az. B ununla 
ilg ili tem el m atem atik se l kav ram  b ir  sp ir ıö rdür.8

Bir sp in ö r ned ir?  E sasen  o, 27r'lik b ir  tam  döndürm eye m aru z  k a ld ığ ın 
d a  kend i nega tifine  dönen  b ir  nesned ir. Bu b ir  tu h a flık  o la rak  g ö rü leb ilir  
çünkü  o lağan  d u ru m d ak i h e rh a n g i k lasik  b ir  nesn e  b u  tü r  b ir  döndürm e 
so n u cu n d a  h e r  zam an  kend i o rijina l d u ru m u n a  döner, b aşk a  b ir  şeye de
ğil. S p inörlerin , ya d a  sp in ö r  nesneler  o la rak  ad lan d ırac ağ ım  şey lerin , bu  
ilg inç öze llik lerin i an lam ak  üzere  d ah a  önce b iz im  iç in  m a sad a  d u ran  k i
ta b ım ız a  geri dönelim . O nun n a s ıl d ö n d ü rü ld ü ğ ü n ü  ta k ip  edebilm ek iç in  
b az ı a ra ç la ra  gerek duyacağız. Bunu u zun  b ir  kem erin  b ir  u cu n u  k itab ın  
sa y fa la rı a ra s ın a  sık ıca  y e rle ş tire re k  ve to k as ın ı d a  s a b it  b ir  yap ıya  (diye
lim  ki b ir  y ığ ın  b a şk a  k itap , bkz. Şekil 11.3a) se r t  b iç im de iliş tire rek  y a p a 
b iliriz . K itab ın  d ö n d ü rü lm esi kem eri, k ita b ın  d ah a  faz la  dö n d ü rü lm esi o l
m aksız ın  geri getirilem eyecek  b iç im de b ü k er (Şekil 11.3b). K itabı ek b ir  2n 
aç ısı k a d a r  daha , to p la m d a  47i kadar, dö n d ü rü rsek , kem eri b a s i t  şek ild e  
k ita p  ü zerinden , tü m  h a re k e t boyunca k ita b ın  konum unu  ko ru y arak  geç ir
diğ im izde, ondak i b ü k ü m ü n  o ldukça şa  ş ır tıc ı b iç im de tam am en  o rta d a n  
k a ld ırılab ild iğ in i, gö rü rü z  (Şekil 11.3c). Böylece kem er, tü m  say ıy ı top la- 
m a k ta n sa  k ita b ın  m aru z  ka ld ığ ı 27r'lik d ö n d ü rm en in  sa y ıs ın a  ilişk in  d ö 
n ü ş ü m  ça rp a n ım  iz ler. Bu dem ek o lu r ki, k ita b ı 27r'lik dönd ü rm en in  b ir  
tek  k a tsay ıs ı b o yunca  d ö n d ü rü rse k  kem er k aç ın ılm az o larak  büküm lü

Ş e k il  11.2 D ördeylerle  ilg ili i, j, ve  k  iş lem c ile 
rini, b u rada  k ita p  o larak  a lın a n  b ir  n esn en in  
(180° b oyunca , d iğer b ir  d ey iş le  n ) d ö n d ü rm e le 
rine k a rş ılık  g e lir  b iç im d e  d ü şü n e b ilir iz .

"Spinör”ün hecelenm esindeki gibi telaffuz ederiz, "spynor"daki gibi değil.



(a)

Ç j J '  2ıt 

(b) (c)

Ş ek il 11.3 Şekil 11.2 'deki k ita p la  g ö ste rile n  sp in ö r  b ir  nesne . 2 jr 'n in  ç if t say ı k a tı  k a d a r  
b ir  d ö n d ü rm e  h iç b ir  dön d ü rm e o lm am asın a  den k  iken tek  say ı k a tı  k a d a r  b ir  dönd ü rm e 
böyle d eğ ild ir, (a) K itab ın  2ır d ö n d ü rm e sin in  d ö n ü şü m  ç a rp a n ı sa y ısın ı, k ita b ı s a b it  b ir  
nesneye (b u rad a  b ir  k itap  yığını) s ık ıca  b a ğ la y a ra k  tak ip  ederiz , (b) K itab ın  27T b oyunca 
d ö n d ü rü lm e si kem eri, k ita b ın  d a h a  faz la  d ö n d ü rü lm e si o lm ak sız ın  g eri g e tirilem eyecek  
b iç im d e  b üker, (c) K itab ın  4n bo y u n ca  d ö n d ü rü lm e si, kem eri k ita b ın  ü z e rin d e n  g eçirerek  
b ü tü n ü y le  o r ta d a n  k a ld ır ılab ilec ek  b ir  b ü k ü m  verir.

kalırken , onu  27r'lik dön d ü rm en in  b ir  ç ift k a tsay ıs ı boyunca d ö n d ü rü rse k  
büküm  b ü tü n ü y le  görünm ez d u ru m a g e tir ileb ilir . Bu du ru m  h an g i d ö n 
dürm e eksen in i ya d a  a rd ış ık  dön d ü rm e eksen le rin i seçersek  seçelim  ge- 
çerlid ir.

Böylece b ir  sp in ö r nesney i resm etm ek  iç in  uzaydak i s ıra d a n  b ir  n e sn e 
yi d ü şü n e b ilir iz  fak a t sa b it  b ir  d ışsa l yap ıya  esnek  b ir  sa n a l ek len ti m ev
cu t o ld u ğ u n d a  b u  eklentiy i, ele alageld iğ im iz  kem er tem sil eder. E klen ti 
h e rh a n g i sü rek li b ir  b iç im de h a re k e t e ttir ile b ilir  fa k a t uç ları, b ir i n e sn e 
n in  ü zerin d e  ve d iğeri d ışsa l y ap ıd a  olm ak üzere s a b it  tu tu lm a lıd ır . Bu b i
çim de ta sa r la n m ış  "sp inör k itab ım ız ın" düzen i böy lesi s a b it  b ir  d ışsa l y a 
p ıy la  sa n a l b ir  ilişiğe sah ip m iş g ib i d ü şü n ü lü r  ve ona ilişk in  ik i düzen  a n 
cak b ir in e  a it sa n a l ek len ti d iğ e rin in  sa n a l ek len tis ine  deform e ed ileb ilir
se denk v arsay ılır . H er b ir  s ıra d a n  k ita p  düzen i iç in  kesin  o la ra k  denk  o l
m ayan  ik i sp in ö r k itap  düzen i söz k onusu  o la ca k tır  ve b ir in i d iğ e rin in  n e 
g a tif i v a rsay arız .

Şim di b u n u n  bize dö rdey lerle  ilg ili doğru  ça rp m a k u ra lla r ı su n u p  s u n 
m ad ığ ın ı görelim . K itabı tıpk ı d ah a  önceki g ib i önünüzdek i m a say a  koyun 
fa k a t b u  kez kem er sık ıca k ita b ın  sa y fa la rı a ra s ın d a  o lacak  şekilde. Şim di 
k ita b ı i e tra f ın d a  n  k a d a r  çev irin  ve b u n u  j e tra fın d ak i n  k ad a rlık  b ir  d ö n 
dürm eyle devam  e ttir in . T ıpkı H am ilto n 'u n  ij = k  ifad esi u y a rın c a  o lm ası 
gerek tiğ i g ib i k  e tra fın d a  n  k ad a rlık  b ir  dönm eye denk  b ir  düzen  elde ede
riz.



Ya da böyle değil mi? Kafa k u rca lay an  tek  b ir  n o k ta  söz konu su d u r. 
T üm  bu  dö n d ü rm elerin  s a a t  yönünde y ap ıld ığ ın d a  d ik k a tli b iç im de ıs r a r  
edersek  b u  d u ru m d a  kem er bük ü lm ele rin i uygun  şek ilde  ta k ip  ederek 
ij =  - k  ifad e s in i elde ed e r gö rünü rüz . Yine de b u  önem li b ir  n o k ta  değ ild ir 
ve çok çeşitli b iç im de dü ze ltileb ilir. Ya dördey le rim iz in  27r'lik dön d ü rm e
le rin i s a a t  yönü yerine  s a a t  yönü  te rs in e  su n a b ilir iz  ya d a  i, j, k -eksen leri- 
m izi s a a t  yönlü  b ir  düzen  yerine  onun  te rs i  b ir  düzende k ab u l ederiz. Ya 
da en iy isi, m a tem atik te  epey o lağan  o lan , d iğer b ir  dey işle  " pq  ç a rp ı
m ı n ı  q 'y u  izleyen p  y erin e  p 'y i izleyen q  o la rak  g ö ste ren  işlem cile rin  ç a r
p ılm ası düzen ine ilişk in  b ir  u z la ş ı ben im seyeb iliriz .

A slında bu  tu h a f  g ö rü n ü m lü  u z laş ı iç in  iyi b ir  gerekçe m evcu ttu r. Bu, 
genellik le sağ  ta ra f la r ın a  y az ıla n  şey lere etki eder b iç im de a n la ş ılan  iş 
lem cilerle , ö rneğin  d /d x  tü rü n d ek ile rle , ilg ilid ir. Böylece <£'ye etk iyen  P i ş 
lem cisi P(<P) ya d a  b a s itç e  P<P b iç im inde yaz ılır. Bu neden le  <P'ye önce P 
ve so n ra  Ç 'yu u y g u la rsa k  <t>'ye e tk iyen  QP an lam ın d a  Q{P{rP'}) ya d a  b a s it
çe QP<t> elde ederiz.

D ördeylerle ilg ili b u  tu h a f  iş a re t  kon u su n u  kend i çözm e yöntem im  a s 
lın d a  h e r  şeyi s ta n d a r t  s a a t yönü  an lam ın d a  k ab u l etm ek b u  "olağan" te rs  
düzen  m a tem atik se l uz laşıy ı iş lem cile rin  düzen lenm esi iç in  ben im sem ek 
olacak. H am ilto n 'u n  "B rougham  K öprüsü" denk lem lerin in  tüm ü n ü n ,
i2 = j2 = k 2 =  ijk  =  - 1 , a s lın d a  "sp inö r k itab ım ızca" sa ğ lan d ığ ın ı d o ğ ru la 
m ak oku r iç in  a r tık  b a s it  b ir  konudur. E lb e tte  şim d i ijk 'n in  " k 'y i izleyen 
j'y i iz leyen i" için  k u llan ıld ığ ım  ak lım ızda tu ta r ız .9

11.4 Döndürmelerin oluşturulması

D öndürm e a ç ıla rın ın  ç ift o lu şu n a  ilişk in , geom etrik  o la rak  uygun  g ö rü 
leb ilen  b u  tu h a f  özellik  b aşk a  b ir  şekilde g ö ste rileb ilir . Ne say ıd a  o lu rsa  
o lsun , (uygun, d iğe r b ir  dey işle  yansım asız) d ö n d ü rm ele ri b irb irle riy le  
b irle ş tird iğ im iz  d u ru m d a  h erhang i  bir  eksen e tra f ın d a  b ir  döndürm e elde 
etm em iz o n la ra  ilişk in  üç b o y u tta k i b e lirli b ir  özellik tir. Bu ekseni ve a y rı
ca döndürm e m ik ta rın ı b a s it  geom etrik  b ir  b iç im de n a s ıl b u lab ilir iz?  Zeki
ce b ir  y a n ıt H am ilton  ta ra f ın d a n  b u lu n d u .10 B unun n a s ıl  iş led iğ ine  göz 
a ta lım . Benim  b u ra d a k i su n u m u m  orijina l o la rak  H am ilto n 'u n  o rtay a  koy
d u ğ u n d an  b iraz  fa rk lı olacak.

9 Dördeylerle ilgili çarpm ayı bu şe kilde gösterm eyi ilk olarak kim in düşündüğünü bilm iyor 
olsam  da J. H. Conway bunu  1978'de H elsinki'deki U luslararası M atem atikçiler Kongresi'n- 
deki özel gösterim lerde kullandı; ayrıca bkz. Newman, 1942; Penrose ve Rindler, 1948, s 41- 
46.

10 Bkz. Pars, 1968.



B asitçe ötelemeler  o lan  ik i fa rk lı y er d eğ iş tirm e o lu ştu rd u ğ u m u zd a , 
y an ıtı elde etm ek iç in  (Şekil 5 .1a 'da  g ö ste rilen  p a ra le lk e n a r  y a sa s ın a  e şd e
ğer) s ta n d a r t  üçgen y asa s ın ı k u llan ab ild iğ im iz i an ım say ın . Böylece ilk 
ötelem eyi b ir  vektörle  (ki b u n u n la , yönelim  yönü  k end isi ü ze rindek i b ir  ok 
ile b e lir tile n  b ir  yönlü  doğru  p a rç a s ın ı kasted iyorum ) ve ik inci ötelem eyi 
de, kuyruk  k ısm ı ilk vek tö rün  ucuy la  çak ışan  ik inci b ir  vek törle  g ö s te re b i
liriz . tik  v ek tö rü n  ku y ru ğ u n d an  İk inc isin in  u cu n a  u z a tıla n  v ek tö r b u ra d a  
iki ö telem e h a re k e tin in  b ileşk esin i tem sil eder. Bkz. Şekil 11.4a.

D öndürm eler iç in  de ben zer b ir  şe y  y a p a b ilir  m iyiz? D ikkat çekici b i
çim de, yapab ild iğ im iz i gö rü rüz . Şim di "vektörler"i b ir  kü re  üzerine  ç iz il
m iş büyük  çem berlere  a it, yönelim i gösterm ek  üzere y ine b ir  okla çizilm iş 
olm ak üzere, yönlü  y ay la r  o la rak  d ü şü n ü n . (Bir küre  üzerindek i büyük  
çem ber, k ü ren in  kendi m erkezinden  geçen b ir  düzlem le kes işim in i ifade 
eder.) Bu tü r  b ir  "vektör yay ı"nın  ok yönündek i b ir  döndürm eyi tem sil e t
m ekte k u llan ılab ileceğ in i d ü şü n eb ilir iz . Bu döndürm e k ü ren in  m erk ez in 
den geçen ve okun üzerinde  b u lu n d u ğ u  büyük  çem ber düzlem ine dik b ir  
eksen e tra f ın d a  o rtay a  ç ıkm aktad ır.

îk i dön d ü rm en in  b ileşkesin i, d ah a  önceden  s ıra d a n  d ö n d ü rm eler için  
sa h ip  o lduğum uz d u ru m a ben zer b ir  "üçgen yasası"y la  o rtay a  konm uş b i
çim de g ö ste rild iğ in i d ü şü n e b ilir  m iyiz? A slında y ap a b iliriz  am a b u ra d a  
b ir  h ile  söz konu su d u r. "Vektör yayı"m ız a rac ılığ ıy la  g ö ste rilm esi gereken 
döndürm e, yay ın  uzun luğuy la  g ö ste rilen  aç ın ın  tam  o la rak  ik i k a tm a  e ş it 
b ir  açı boyunca gerçek leşm elid ir. (T utarlılık  için  kürey i b irim  y arıçap lı 
o la rak  kabu l edebiliriz . Böylece yay la  gö ste rilen  açı b a s i t  b iç im de yay 
üzerin d e  ö lçü len  uzun luk  olur. "Üçgen y asası"n ın  geçerli o lm ası iç in  d ö n 
d ü rm en in  gerçek leştirileceğ i aç ın ın  ö lçüsü  bu  yay u zu n lu ğ u n u n  iki katı 
o lm alıd ır.) B unun iş lerliğ ine  ilişk in  neden  Şekil 11.4b'de gösteriliyo r. M er
kezdeki eğri çizgisel (küresel) üçgen  "üçgen yasası"n ı ö rnek ler ve d ış tak i 
üç üçgen, s ıra s ıy la  bu  üçgene a it köşe lerdek i y an s ım a la rd ır . îk i b aş lan g ıç  
d ö n d ü rm esi bu  d ış üçgen lerden  b ir in i b ir  İk incisine ve so n ra  İk incisin i 
ü çü n cü sü n e  gö tü rü r; ik is in in  b ileşkesi o lan  döndürm e ilk in i üçü n cü sü n e  
g ö tü rü r. Bu dö n d ü rm elerin  h e r  b ir in in , o rijina l eğri çizgisel üçgende ken 
d ile rin e  k a rş ılık  gelen yay u zu n lu k la rın ın  tam  o la rak  iki k a tın a  e ş it b ir  açı 
boyunca g erçek leştiğ in i b e lir te lim .11151 Bu o lu ş tu rm a n ın  b ir  değ işik  b iç im i
n i §18.4 'te, göreli fiz ik te  göreceğiz. (Şekil 18.13).

®  [11.5] Bu oluşturm ayla ilgili H am ilton’un orijinal versiyonunda, buna "ikili" olan ve köşeleri 
kürenin problem de içerilen üç döndürm e ekseniyle buluşm a noktaları olan küresel üçgen 
kullanılır. Bunun nasıl işlediğine ilişkin (belki m etinde verilm iş argüm anı "ikili hale getire
rek}, döndürm e m ik tarları bu ikili üçgenin açılarının  iki katı olarak gösterilm ek üzere, do
laysız b ir  gösterim  sunun.



Ş ek il 11.4 (a) Öklitçi düzlem de yön lü  d oğru  p a rç a la r ıy la  g ö ste rilen  ö telem eler. Ç ift oklu 
p a rç a  üçgen  y a sa s ı u y a r ın c a  d iğ er ik is in in  b ile şk e sin i g ö ste rir , (b) Ö klitçi 3 -u zay d ak i 
dö n d ü rm e le re  ilişk in  p a rç a la r  a r tık  b ir im  küre ü zerin e  ç iz ilm iş, h e r  b ir i  yay  ta ra fın d a n  
(kendi d üzlem ine  d ik b ir  eksen  e tra fın d a ) ö lçü len  aç ın ın  ik i k a tı  b o y u n ca  b ir  döndürm ey i 
tem sil eden  b ü yük  çem ber y a y la rıd ır. B unun  n a s ıl  ç a lış tığ ın ı gö rm ek  için  y a y la r  t a 
ra fın d a n  o lu ş tu ru la n  üçg en le ri s ıra s ıy la  h e r  b ir  köşede  y a n s ıtın , tik  d ö n d ü rm e üçgen  1 'i 
üçgen  2 'ye, İk incisi üçgen  2 'y i üçgen  3 'e  ve b ileşke  üçgen  l 'i  üçgen  3 ’e g ö tü rü r, (c) Özel 
b ir  d u ru m  o la rak  d ö rd ey le rle  ilg ili <i(—j) =  - k )  biçim inde) i] =  k b a ğ ın tıs ı . D öndürm ele
r in  h e r  b ir i  n  b o y u n cad ır  fa k a t  y a n -a ç ı  ^ ile göste rilir.

Bunu y u k arıd a  ele ald ığ ım ız b e lir li d u ru m d a  inceleyeb iliriz  ve d ö rdey 
le rle  ilg ili ij = k  b a ğ ın tıs ın ı gösterm eye ça lışab iliriz , i, j ve k ile tan ım lı 
dö n d ü rm ele rin  h e r  b ir i b ir  n  aç ıs ı boyuncad ır. Böylece, "üçgen y asası''n ı 
betim lem ek  üzere b u  aç ın ın , ^ n , ta m  y a rıs ı o lan  yay u z u n lu k la rın ı k u lla n ı

rız. Bu du ru m  Şekil 11.4c'de e tra flıca  g ö ste riliy o r (açıklık gerek irse, 
i (—j) =  - k  biçim inde). A yrıca i2 =  —1 b ağ ın tıs ın ı, kü re  ü zerindek i b ir  n o k 
ta d a n  kend i a n tip o d  ("—l" i gösteren) n o k ta s ın a  u z a tıla n  n  boyundak i b ü 
yük  b ir  çem ber y ay ın ın  esasen , h e r  b ir in in  kürey i kend i o rijina l konum una 
geri ge tiren  b ire r  dön d ü rm e o lm ası gerçeğine k a rş ın  s ıf ır  y a  da 2n  b o y u n 
dak i b ir  y aydan  fa rk lı o lduğu  gerçeğiyle su n u lm u ş o la rak  göreb iliriz . 
"Vektör yayı" aç ık lam ası, b ir  "sp inö r nesne"n in  d ö n d ü rm ele rin i doğru  b i
çim de gösterir.

1 1 .5  C l i f f o r d  c e b i r i

Yüksek b o y u tlu la r  ve C lifford  ceb iriy le  ilerlem ek üzere "b ir eksen e tra 
f ın d a  döndürm e"n in  b en z erin in  ne o lm ası gerek tiğ in i göz önüne alm alıy ız . 
Bu tü r  tem el b ir  dön d ü rm e n b o y u tta , o lağan  3 -b o y u tlu  dönd ü rm elerd e  e l
de ettiğ im iz yaln ızca  1 -b o y u tlu  çizgi eksen yerine  (n — 2 )-b o y u tlu  b ir  
uzay  o lan  b ir  "eksen"e sa h ip tir . B undan  başka, (n -  2 )-b o y u tlu  b ir  eksen 
e tra fın d ak i b ir  döndürm e, d ö n d ü rm en in  tüm üyle  eksen in  yönü  ve d ö n d ü r
m e aç ıs ın ın  n iceliğ iy le b e lir len d iğ i 1 -boyu tlu  b ir  eksen  e tra fın d ak i o lağan



b ir  3 -b o y u tlu  ta n ıd ık  döndürm e d u ru m u n a  benzerd ir. Yine, 2n  a ç ıs ı b o 
yunca d ö n d ü rü ld ü ğ ü n d e  kend i o rijina l d u ru m u n a  değil fak a t b u  d u ru m u n  
"n e g a tif 'i  o la rak  ele ald ığ ım ız d u ru m a dönm e öze lliğ indeki sp in ö r  n e sn e 
le re  sah ib iz . An b u yunca  gerçek leşen  b ir  döndü rm e b u  tü r  b ir  nesney i h e r  
zam an  kend i o rijina l d u ru m u n a  geri g e tir ir.

B unun la  b irlik te  y u k arıd a  değ in ilen  "yeni b ir  b ileşen" m evcu ttu r: 3 'ten  
d a h a  yüksek  b o y u tta , (n — 2 )-b o y u tlu  eksen e tra fın d ak i tem el d ö n d ü rm e
le rin  b ile şk esin in , y ine h e r  zam an  (n — 2 )-b o y u tlu  b ir  eksen e tra fın d ak i 
b ir  döndürm eye e ş it o lacağı doğru  değ ild ir. Bu yüksek  b o y u tla rd a  genel 
d ö n d ü rm ele r (bileşkeler) bu  k a d a r  b a s it  aç ık lanam az. Bu tü r  b ir  (genellen
miş) döndürm e, b o yu tu  çok fa rk lı değerlerde o lan  b ir  "eksen"e (diğer b ir  
dey işle  dön d ü rm e hareketince  bozu lm am ış o la rak  b ırak ılm ış  b ir  uzaya) 
sa h ip  o lab ilir . Böylece n -b o y u tlu  b ir  C lifford  ceb iri iç in , böy lesi fa rk lı tü r 
de d ö n d ü rm eleri gösterm ek  üzere  fa rk lı tü rd ek i k av ra m la rın  b ir  h iy e ra rş i
sine  gerek  duyarız . G erçekte, n  b o yunca  b ir  döndürm eden  b ile  d a h a  tem el 
b ir  şeyle, d iğer b ir  deyişle (n — l) -b o y u tlu  b ir  (hiper) düzlem deki b ir  y a n 
s ım a y la  b a ş la m a n ın  d ah a  iy i o lduğu  aç ığa  çıkar. Böylesi iki y an s ım an ın  
b ileşkesi (b irb irine  d ik  böy lesi iki düzlem e göre), d ah a  önceki b u  tem el n -  
d ö n d ü rm elerin i, y a n s ım a la r  b ir in c il işlem  olm ak üzere, "ikincil" iş lem ler 
b iç im inde vererek  n  boyunca b ir  dön d ü rm e sa ğ la r .111-61

Bu tem el y an s ım a la rı y1( y2, y3, ..., y„ olarak , yr tü m  d iğ erle rin i yaln ız  
b ırak ırk e n  r 'in c i  k o o rd in a t eksen in i te rs  çevirm ek üzere, işa re tle riz . Uy
gun  b iç im deki "sp inö r nesne"yle ilg ili, onu  ayn ı yönde iki kez y an s ıtm a k  
n esn en in  n eg a tifin i verir, böylece b u  b irin c il y a n s ım a la r  ta ra f ın d a n  sa ğ la 
n a n  n  ad e t

r î  = - 1 ,  r i  = - 1 ,  r i  = - 1 ....... y I  =  -  i

d ördey  benzeri b ağ ın tıy a  sa h ip  o luruz. O rijinal 7r-döndürm elerim izi te m 
s il eden  ik incil iş lem ler ay rık  y ç iftle r in in  ç a rp ım la rıd ır  ve b u  ç a rp ım la r  
k a rş ı-d e ğ işm e  özelliğ ine s a h ip tir  (dördeylere o ldukça benzer şekilde):

Y p Y q  =  ~ Y q Y v  (P *  <?)•

Üç b o y u ta  ilişk in  b e lirli d u ru m d a  üç fa rk lı "ikinci derece"

i =  Y 2 Y 3 '  j =  Y s Y ı ,  k  =  y ıy 2,

n icelik leri ta n ım la y ab ilir iz  ve b u  üç i, j ve k n ice lik le rin in  dördey  ceb iri 
k u ra lla r ın ı (H am ilton 'un  "B rougham  K öprüsü" denklem leri) sağ lad ığ ı h a l i
h a z ırd a  s ın a n m ış tır .111-71

ffl [11.6] Öklitçi 3-uzayda, b irb irine dik olm ayan düzlem lerdeki iki yansım anın bileşim i olan 
ötelem enin geometrik doğasını bulun, 

â© [11.7] Bunu gösterin.



n -b o y u tlu  b ir  uzay a  ilişk in  C lifford ce b irin in  genel elem anı, ay rık  y  
k üm elerin in  ç a rp ım la rın ın  gerçel say ı k a tsa y ıla r ın ın  b ir  to p la m ıd ır  (diğer 
b ir  dey işle  doğ ru sa l b ir  b irleşm e). B irinci derece ("birincil") işlem  n ad e t 
fa rk lı tek il y p n ice liğ id ir, ik in c i derece ("ikincil") iş lem  ^ n (n  -  1) ad e t b a 

ğım sız y pYq (p <  <7 o lm ak üzere) çarp ım ıd ır; ^ n (n  — l ) ( n  — 2) ad e t bağ ım sız  

üçüncü  derece y py qYr (p < q  < r  o lm ak üzere) işlem , ^ n ( n  -  l ) (n  -  2 )(n  -  

3) ad e t bağ ım sız  d ö rd ü n cü  derece işlem , vb, ve son o la ra k  tek il n 'in c i de
rece Y1Y2Y3 ‘"Y n  iş lem i m ev cu ttu r. B un ların  h ep s in i tek il s ıf ın n c ı derece 
işlem le b irlik te  b ir  a ra y a  to p la rsa k  to p lam d a

1 1
1 +  n  +  - n ( n  -  1) +  - n ( n  -  l ) (n  — 2) +  — + 1 =  2”

2 6

ad e t işlem  elde ed e riz 11181 ve C lifford  ceb irin in  genel elem an ı b u n la rın  doğ
ru sa l b ir  b irle şim id ir. Böylece C lifford ce b irin in  e lem an la rı §11.1'd e  aç ık 
land ığ ı an lam da , g erçelle r ü zerin d e  2n- b o y u tlu  b ir  ce b ir  o lu ş tu ru r . Bu e le
m a n la r  özdeşliğe sa h ip  b ir  h a lk a  o lu ş tu ru r  fak a t d ö rd ey le rin  aksine  b ir  
bölm e h a lk as ı o lu ştu rm az.

C lifford  ceb irle rin in  önem li o lm asın ın  b ir  sebeb i sp in ö rle ri ta n ım la 
m ak tak i ro lü n d en  k ay n ak lıd ır. F izik te sp in ö rle r, D irac 'm  elek tro n a  ilişk in  
ü n lü  denklem inde (Dirac, 1928), e lek tronun  d u ru m u  b ir  sp in ö r n iceliğ i o l
m ak üzere, o rtay a  çık tı {bkz. bö lüm  24). B ir sp inö r, ü ze rin e  C lifford  ce b ir i
n in  e lem an la rın ın , ele alage ld iğ im iz "sp inö r nesne"n in  tem el y an s ım a  ve 
dö n dürm elerindek i g ib i iş lem cile r o la rak  etk i e ttiğ i b ir  nesne  g ib i d ü şü n ü 
leb ilir . S alt "sp inö r nesne" kav ram ı kafa  k a rış tır ıc ı ve sezg ise l o lm ayan  b ir  
şey d ir  ve baz ı in sa n la r  ç a lışm a la rın d a  s a f  b ir  (Clifford) c e b irse l11 y a k la ş ı
m a b aşv u rm ay ı te rc ih  ederler. Bu kesin lik le  kend ine özgü, özellikle genel 
ve ti t iz  b ir  n -b o y u tlu  ta r t ışm a y a  ilişk in  a v a n ta jla rı m e v c u ttu r  fak a t ge
om etrid en  u zak la şm am an ın  önem li o lduğunu  h issed iy o ru m  ve b u ra d a  
şey lerin  b u  gö rü n ü m lerin i v u rg u lam ay a  ça lıştım .

n -b o y u tta ,12 sp in ö rle rin  tü m  uzayı (bazen sp in  u za y ı  o la rak  a d la n d ır ı
lır), n ç ift o ld uğunda  2”/2-b o y u tlu  ve n tek  o ld u ğ u n d a 2 n̂_1̂ 2-b o y u tlu d u r. 
n ç ift o lduğunda  sp in ö rle rin  uzay ı h e r  b ir i 2(n-2)/2-b o y u tlu  o lan  bağ ım sız 
ik i uzay a  (bazen "ind irgenm iş sp in ö rle r“in  ya da "y a rı-sp in ö rle r" in  u za y 
la r ı  o la ra k  ad lan d ırılır)  ay rılır, b u  dem ek o lu r  ki tü m  u zay ın  h e r  b ir  ele
m an ı ik i elem an ın  to p lam ıd ır; in d irgenm iş iki u za y d an  b ire r  ad e t gelen  iki 
elem an, n -b o y u tlu  (çift) u zaydak i b ir  y an s ım a  bu  in d irg en m iş  sp in  u za y la 

[11.8] Bu hesaplam aların  tüm ünü açıklayın. İpucu: (1 + l)" 'y i düşünün.
11 Pek çok fiziki problem e Clifford cebiri yoluyla b ir  yaklaşım  için bkz. Lasenby vd.f 2000 ve 

orada içerilmiş kaynakça.
12 Bkz. Cartan, 1966; B rauer ve Weyl, 1935; Penrose ve Rindler, 1986, Ek; Harvey, 1990; Budinich 

ve Trautman, 1988.



r ın d a n  b ir in i ö tek ine çev irir. İn d irg en m iş sp in  u za y la rın d a n  b ir in in  e le
m a n la rı kesin  b ir  "aynallık"' ya d a  "el benzerliğ i"ne sa h ip tir ; d iğerin ink i- 
le r  te rs  ayna llığa  sa h ip tir . Bu d u ru m  fizik te, b u ra d a  o lağan  4 -b o y u tlu  
uzayzam an  iç in  sp in ö rle re  a t ıf ta  b u lunuyorum , d erin  b ir  önem e sah ip  gö
rü n ü r. in d irg en m iş iki sp in  uzay ın ın , b ir i s a a t  yönündek ileri, d iğeriyse 
s a a t y ö n ü n ü n  te rs in d ek ile ri b e lir ten , h e r  b ir i 2-b o y u tlu d u r. Öyle g ö rü n ü 
yo r ki Doğa bu  ind irgenm iş ik i sp in -u z a y ın ın  h e r  b ir in e  fa rk lı b ir  rol v e rir  
ve bu  gerçek y o lu y lad ır  ki y an s ım ay la  değişm ez o lm ayan  fizik i sü reç le r 
o rtay a  ç ıkab ilir. A slında, D oğada kendi a y n a -y an s ım a la rı b iç im inde m ey
d an a  gelm eyen tem el sü reç le rin  gerçek ten  m evcut o ldu ğ u n a  ilişk in  keşif, 
20. yüzyıl fiz iğ in in  (kuram sal o la rak  Chen Ning Yang ve T sung  Dao Lee t a 
ra f ın d a n  öngörü lüp  deneysel o la rak  C hien-Shiung W u ve ekibi ta ra f ın d a n  
1957'de onaylanan) en ça rp ıc ı (ve b az ıla rı "şok edici" der), eşi benzeri gö
rü lm em iş k eş ifle rin d en  b iriyd i. Bu k u ru cu  n ite lik tek i k o n u la ra  ile ride  dö 
neceğim  (§§25.3, 4, §32.2, §§33.4, 7, 11, 14).

S p inö rler ay rıca  o ldukça fa rk lı b ağ lam la rd a  da tekn ik  o la rak  m a tem a
tik se l b ir  önem e s a h ip tir 13 (bkz. §§22.8-11, §§22.4, 5, §§24.6, 7, §§32.3, 4, 
§§33.4, 6, 8 , 11) ve b e lirli b iç im deki h e sap la m a la rd a  p ra tik  y a ra rla r ı  m ev
cu ttu r . S p in -u zan ın  b oyu tuy la  (2n/2, vb) o rijina l uzay ın  b o y u tu  n  a ra s ın 
dak i "üstel" ilişk i nedeniyle, n m akul derecede küçük o lduğunda  sp inörle - 
r in  d ah a  iyi p ra tik  a ra ç la r  o lm ası şa  ş ır tıc ı değ ild ir. 1 1-b o y u tlu  m o d em  
"M -kuram ı" iç in  sp in  uzayı 32 b o y u ta  sah ipken , ö rneğ in  4 -b o y u tlu  o lağan  
uzayzam an  iç in  ind irgenm iş h e r  b ir  sp in  uzayı yaln ızca  2 b o y u ta  sa h ip tir .

11.6 Grassmann ceb iri

Son o la rak  G rassm ann  ceb irine  dönm em e iz in  verin . Y ukarıdak i t a r t ı ş 
m an ın  b ak ış  aç ıs ın d an  G rassm ann  ceb irin i, C lifford  ceb irindek i y 1( y 2, 
Y31 •••> Yn Ye ben zer jj1( ?/2, J/3, ..., J/„ k a rş ı-d e ğ işm e  ü re te n  tem el e lem an la 
ra  sa h ip  o lduğum uz, C lifford ce b irin in  bozu lm uş d u ru m d ak i b ir  tü rü  o la 
rak  dü şü n eb ilir iz . B unun la  b irlik te  C lifford  d u ru m u n d ak i - 1  yerine  h e r 
b ir  7)s 'n in  k are s i s ıfır  olur:

»Jı =  0, T)l =  0 ......... iil =  0.
K arşı-değ işm e k u ra lı

t]Ptiq =  - n qn P

Chirality: sol veya sağ ellilik. Ayna sim etrisi kendisine eşit olm ayan nesneler için kullanılır
-yn.

13 Bkz. Lounesto, 1999; Cartan, 1966; Crumeyrolle, 1990; Chevalley, 1954; birkaç örnek için 
Kamberov, 2002.



G rassm an n  ceb irin in  a r tık  C lifford  ceb irinden  d a h a  "sistem atik" o lm ası 
d ış ın d a  önceki g ib i g eçerlid ir  çünkü  bu  denklem de "p =£ q"yu belirtm ek  
d u ru m u n d a  değiliz. t]pıjq = —r]qrjp du ru m u  b as itç e  rjp = 0 ifad e s in i y en i
den ifade  eder.

A slında G rassm ann  ceb irle ri, yaln ızca  asg a ri m ik ta rd a  yerel yap ıya 
b ağ lı o ld u k la rın d an  C lifford  ceb irle rine  göre d ah a  b a s i t  ve d ah a  ev ren se l
d ir. T em elde konu, "döndürm e" kavram ı G rassm ann  ceb irin e  göre aç ık la 
n a n  şey in  b ir  p a rç a s ı değ ilken  C lifford ceb irin in , s ıra d a n  d ö n dürm elerin  
y an s ım a la r  yo luyla o lu ş tu ru la b ilm es i iç in  "dik"in ne an lam a  geldiğin i 
"bilm e"ye gerek du y m asıd ır. B unu b aşk a  tü r lü  o rtay a  koym ak gerek irse, 
s ıra d a n  "C lifford ceb iri" ve "spinör" k av ram ları uzayda  b ir  m e tr ik  o lm ası
n ı g e rek tirirken  bu  d u ru m  b ir  G rassm ann  ceb iri iç in  gerekli değ ild ir. 
(M etrik ler §13.8 ve §14.7 'de ta rtış ılacak .)

G rassm ann  ce b irin in  ilg ilend iğ i şey fa rk lı sa y ıla rd a k i b o y u tla ra  ilişk in  
b ir  "düzlem  elem anı" tem el f ik rid ir . Tem el n ice lik le r ıj1( jj2, J/3, •••, J/n 'n in  
h e r  b ir in i n -b o y u tlu  b ir  u zay d a  k o o rd in a tla r ın , h e r  b ir  tj, n  fa rk lı koo rd i
n a t  eksen inden  b iriy le  ilişk ili o lm ak üzere, (yansım aya ilişk in  b ir  h ip e r  
düzlem  yerine) o rijin indek i b ir  çizg i e lem a n ı  m  ya da "vektör"ü ta n ım la d ı
ğ ın ı düşünelim . (G rassm ann ceb iri diklikle ilg ili o lm ad ığ ın d an  dolayı b u n 
la r  "eğik" eksen ler o lab ilir; bkz. Şekil 11.5.) Genel vektör, a1, a2, ..., an g er
çel sa y ıla r  olm ak üzere, o rijindeki

a  =  a t f !  + a2r}2 +  ••• +anJ]n

g ib i b ir  b irle ş im  o lacak tır. (A lternatif b iç im de k arm a şık  b ir  uzay d u ru 
m u n d a  at k a rm aşık  say ı o la b ilir  fa k a t gerçel ve k a rm a şık  d u ru m la r  ce b ir
se l o la rak  ele a l ın d ık la rın d a  benzerdir.)

b =  +  b2i)2 +  -  + M n

olm ak üzere  böy lesi iki a v e b  vek törüyle k ap san a n  2-b o y u tlu  düzlem  ele
m an ın ı aç ık lam ak üzere a  ve b 'ye ilişk in  G rassm ann  ç a rp ım ım  o lu ş tu ru 
ruz. B undan  böyle b u  ça rp ım  için  sem bo lle rin  yan  y an a  ku llan ım ı yerine  
(s tandart) a A b  ("kam a çarp ım ı" denilen) n o ta sy o n u n u  benim seyeceğim . 
Bu neden le  daha önce r]pT]q o la rak  yazdığ ım  şeyi a r tık  jjp A jjfl o la rak  g ö s
tereceğim . Bu Jj'lerin  k a rş ı-d e ğ işm e  özelliği böylece a rtık

V p  ^  Vq ~t f q  ^  V p

şek linde yazılır, a A b  ç a rp ım ın ı tan ım lam ak  üzere dağ ılm a k u ra lın ı b e
nim sem em iz so nucunda , rasg e le  a v e b  v ek tö rle ri iç in  d a h a  genel

a  A b  =  - b  A a



Ş e k i l  11.5 G rassm ann  ceb ir in in  h e r  b ir  
tem el t)v  ij2, ij3, rfn elem aru b ir  O b a ş 
la n g ıç  n o k ta s ın d a  n -b o y u t lu  b ir  v ek tö r  
tan ım lar. B u  vek tö r le r  (G rassm ann  cebiri 
o rto g o n a llik le  ilg ilen m iyo r  o lm a k  üzere, 
"eğik" e ksen le r  o labilen) fa r k lı  ko o rd in a t 
eksen le r i ü ze rin d e  o lab ilir. O 'daki genel 
b ir  v e k tö r  doğrusa l b ir  a  =  a ,» /, +  a 2»;2 + 
— bi rl eş i mi  o lab ilir.

k a rş ı-d e ğ işm e  özelliğ in i elde ederiz .11191 a  A b  n iceliğ i a  ve b v ek tö rleriy le  
k ap sa n a n  düzlem  elem an ın ın  ceb irse l b ir  g ö ste rim in i su n a r  (Şekil 11.6a). 
B unun, düzlem  elem anı iç in  y a ln ızca  b ir  yönelm e b ilg is i değil (a A fc'nin 
işa re tin in  a  ya da fc'den h an g is in in  önce geld iğ iy le ilg isi b u lunduğundan ) 
fa k a t ay rıca  düzlem  e lem an ına a tan m ış  b ir  "büyüklük" b ilg is i de içe rd iğ i
n i belirte lim .

ö rn e ğ in  a Ab gib i b ir  n iceliğ in , a ve b s ıra s ıy la  tj1, ıj2, »73, •••, »/n’™11 
d o ğ ru sa l b irle şim i o la rak  su n u ld u ğ u n d a  o rtay a  çıkan k a tsa y ıla r  olm ak 
üzere, a 'n ın  (alr a 2, ..., an) o la rak  ve fc'nin (bl t  b 2 , ..., bn ) o la rak  g ö ste rileb il
m esi yöntem iy le ilg ili, n a s ıl b ir  b ile şe n le r  küm esi o la rak  göste rilm ek te  o l
d u ğ u n u  so rab ilir iz . Bu neden le  a  Ab niceliğ i 1fa A ıj2, rjı A Jfo» v b 'n in  d o ğ ru 
sa l b ir  b irle şim i o la rak  su n u la b ilir  ve o rtay a  çıkan k a tsa y ıla ra  gerek  d u 
yarız . B urada b e lir li b ir  u z laşı seçim i iç e r ilm iş tir  çünkü örneğin , rj1 A r}2 
ve rı2 A r)l b ağ ım sız  değ ild ir, böylece b u n la rd a n  b ir in i ya da d iğ erin i seçip  
ay ırm ak  is tey eb iliriz . Tüm  te rim le ri içerm en in  ve ilg ili k a tsay ıy ı a ra la r ın 
d a  e ş it b iç im de bö lm en in  d a h a  s is te m a tik  o lduğu  gö rü lü r. Bu d u ru m d a  
a A fc'nin k a tsa y ıla r ın ın , in d is le r  e tra fın d a k i köşeli p a ra n te z le r

1
A lpq] ~  2 ^ Apq ~  A qp^

ve b u n d a n  do lay ı
1

a [P^<l] ~  2 (aP̂ <î — a q^p)



Ş ek il 11.6 (a) a  A b  n ice liğ i b a ğ ım sız  a  ve b  v ek tö rle riy le  k a p s a n a n  (yönlü ve  ölçekli) d ü z
lem  e lem an ın ı g ö ste rir , (b) a  A b  A c ü ç lü  G rassm an n  ça rp ım ı b ağ ım sız  a, b  ve  c  v ek tö rle 
riy le  k a p sa n a n  3 -e lem am  tem sil eder.

ile ta n ım la n a n  k a rş ı-s im e tr ik liğ i gösterm ek  üzere, değ işik  n icelik le

r i o lduğunu  g ö rü rüz .111101
3 -b o y u tlu  b ir  "düzlem  e le m a n ın d a n  ne haber?  a, b ve c 'y i b u  3 -elem a- 

n ı k ap say a n  bağ ım sız  üç v ek tö r şek linde k ab u l etm ek yo luy la , bu  3-ele- 
m an ı gösterm ek  üzere a A b A c üçlü  G rassm an n  ça rp ım ın ı

flAİAC=İACAfl = CAflAll = -flAflAC = —a ACAf) = —C A b A a

şek lindek i k a rş ı-d e ğ işm e  öze llik lerin i b u la ra k  o lu ş tu ra b ilir iz  (bkz. Şekil 
11.6b). a Ab A c 'n in  bileşenleri y u k an d a k iy le  uyum lu  o larak , köşe li p a ra n 
te z le r  sağ  ta ra f ta k i ifadede  g ö ste rild iğ i gibi y ine k a rş ı-s im e tr ik liğ i tem sil 
e tm ek üzere,

şek linde a lın ır.
B enzer ifade ler, r  tü m  uzay ın  n b o y u tu n a  dek s ıra lan m a k  üzere  genel 

»■-elemanlarını tan ım la r, r 'in c i  derece kam a ça rp ım ı b ile şe n le ri tek il vek
tö r le r in  k a rş ı-s im e tr ik  h a le  g e tirilm iş  ça rp ım la rın ı a la rak  elde ed ilir.111111 
111121 A slında G rassm ann  ceb iri ra sg e le  (sonlu) b o y u tla ra  ilişk in  tem el g e
o m etrik  d o ğ ru sa l e lem an la rı aç ık lam ak ta  güçlü  a ra ç la r  su n a r.

G rassm an n  ceb iri (r ifad e  iç inde ı/'n m  "kam a çarp ım ı"na u ğ ram ış  h a l
deki say ıs ı olm ak üzere) r 'in c i  derece e lem an la r b a r ın d ırm a s ı an lam ın d a

f© [11.10] Bunun nasıl m eydana geldiğini görmek için n = 2 durum unda a  A i 'y i  ayrın tılı olarak 
yazın.

®  [11.11] Bu ifadenin dört vektörlü b ir kam a çarpım ı durum undaki halini yazın.
X? [11.12] Kama çarpım ının a, a 'm n  kam a çarpım ında içerilen herhangi başka b ir vektörün 

herhangi b ir  katıyla toplam ıyla yer değiştirdiğinde değişmemiş olarak kaldığım  gösterin.



d erece len d ir ilm iş  b ir  ceb ird ir, r  say ıs ı (r =  0 ,1 ,2 ,3 , ...,n  olm ak üzere) 
G rassm an n  ceb irindek i e lem an ın  derecesi o la rak  ad lan d ır ılır . B unun la 
b irlik te  r  dereceli ceb irin  genel e lem an ın ın  b a s it  b ir  kam a ça rp ım ı (r =  3 
d u ru m u n d a  a  A b A c gibi) o lm asın a  gerek y o k tu r  fak a t böy lesi ifad e le rin  
b ir  to p lam ı o labileceği b e lir tilm e lid ir. Bu yüzden  G rassm an n  ce b irin in  ge
om etrik  r -e le m a n la rı do laysız  b iç im de aç ık lam ayan  pek çok e lem an ı m ev
cu ttu r . "G eom etrik olm ayan" bu  tü r  G rassm ann  e lem an la rın ın  ro lü  d ah a  
so n ra  o rtay a  ç ık acak tır  (§12.7).

Genelde, P, p dereces in in  b ir  elem anı ve Q, q dereces in in  b ir  e lem an ıy 
sa  o n la ra  ilişk in  p +  q dereceli P A Q kam a çarp ım ın ı, Pa c ve Qd f  s ıra s ıy 
la  P ve Ç 'n u n  b ileşen leri olm ak üzere, P[a...cQd...f] b iç im inde b ile şen lere  s a 
h ip  o la rak  tan ım la rız . Böylece

ifad e s in i b u lu ru z .111 l3h 111141 S ab it b ir  r  derecesin in  e lem an la rı to p lam ı y ine 
r  dereces in in  b ir  e lem an ıd ır; ay rıca  fa rk lı dereceli e lem an la rı da h erh an g i 
b e lir li b ir  dereceye sah ip  o lm ayan  "karışık" b ir  n icelik  elde etm ek üzere de 
to p lay ab ilir iz . Buna rağm en  G rassm an n  ceb irin in  bu  tü r  e lem an la rı böy 
lesi do laysız  y o ru m la ra  sa h ip  değ ild ir.

[11.13] Bunu gösterin, 
f© [11.141 p tekse, P A P = 0 sonucunu çıkarın.

P A Q  = {
+Q A P ,p ,q  ya  da ikisi de ç iftse  
—Q A P , p ve q 'nun ikisi de tekse



n BOYUTLU MANİFOLDLAR

12.1 Yüksek boyutlu manifoldları niçin çalışmalı?

A rtık, n, boy u t o la rak  h e rh a n g i p o z itif  b ir  tam sa y ı (ya d a  h a t ta ,  tek il b ir  
n ok tay ı b ir  0-m an ifo ld  o lu ş tu ru r  o la rak  d ü şü n ü rsek  s ıf ır  bile) o lab ilm ek 
üzere, yüksek  b o y u tlu  m an ifo ld la r ın  o lu ş tu ru lm a s ın d a  u y g u lan an  genel 
yöntem e gelelim . Bu, tem el fiziğ in  m odem  k u ra m la r ın ın  neredeyse tüm ü  
iç in  gerekli b ir  kav ram d ır. Okur, o lağan  uzayzam an  y a ln ızca  d ö rt b o y u ta  
sa h ip  o lduğundan , n 'n in  4 'te n  büy ü k  o lduğu  d u ru m la rd a k i n -m an ifo ld la r ı 
ele a lm an ın  fiziki o la rak  n a s ıl b ir  an lam ı o lduğunu  m erak  edeb ilir. G er
çekte, ö rneğ in  sic im  k u ram ı g ibi pek çok m o d em  ku ram , b o y u tu  4 'ten  çok 
d a h a  büyük  o lan  b ir  "uzayzam an" iç inde ça lış ır. Bu tü r  b ir  şeye bu  genel 
f ik rin  ak la  uygun luğunu  fizik i o la rak  incelem ek üzere  d ah a  so n ra  (§15.1, 
§§31.4, 10-12, 14—17) geleceğiz. B unun la b irlik te  gerçek "uzayzam an ''ın  b ir  
n -m an ifo ld  o la rak  uygun  b iç im de aç ık lan ıp  aç ık lan am ay acağ ın a  ilişk in  
so ru y la  o ldukça ilg isiz  b iç im de, n -m a n ifo ld la rın  genel o la rak  fizik te  ele 
a lın m a sın ın  o ldukça fa rk lı ve ilg i çekici b aşk aca  n ed en le ri de m evcu ttu r.

Ö rneğin, Öklitçi 3 -u zay d ak i, b u n u n la  fa rk lı n o k ta la r ı c ism in  fa rk lı f iz i
ki k o n u m la rın ı tem sil eden  b ir  C uzay ın ı k as ted iy o ru m , s ıra d a n  k a tı b ir  
c ism in  d ü ze n le m e  u za y ı  Ö klitçi o lm ayan  b ir  6-m a n ifo ld d u r  (bkz. Şekil 
12.1). N eden a ltı boyu tlu?  K ütleçekim  m erkezi ko n u m u n d a üç boy u t ve c is 
m in  dönm e yönelim inde üç b oyu t d ah a  m e v c u ttu r .11211 N eden Öklitçi o lm a
yan? B unun pek çok sebeb i v a r  fak a t özellikle en ça rp ıc ıla r ın d a n  b iri, 
on u n  topo lo jisin in  b ile  Ö klitçi 6-u z a y d a n  fark lı o lm asıd ır. C'ye ilişk in  bu 
"topolojik  o larak  önem siz olm ayış" b a s it  o la rak  uzayın , c ism in  d ö n m e  yö 
nelim ine a tfed ilen  3 -b o y u tlu  g ö rünüm ünde o rtay a  çıkar. Bu 3 -u zay a  Jt d i
yelim  ve böylece J î 'n in  h e r  b ir  n o k ta s ı c ism in  b e lir li b ir  dönm e yönelim in i 
tem sil e ts in . "Cism i"m izi (elbette aç ılm am ış b iç im de d u rm a s ı gereken, ak 
si h a ld e  sa y fa la rın ın  h a re k e ti sonucu  düzenlem e u zay ın ın  çok d a h a  fazla  
b o y u ta  sah ip  olacağı) o k ita p  o la rak  kabu l edeceğiz.

i©  [12.1] Bu boyut hesabını daha açık biçim de açıklayın.



Ş ek il 12.1 N o k ta la rın ın  h e r  b ir i  Ö klitçi 3 -u z a y d a , E3, v e rili k a tı b i r  c ism in  o las ı k o n u m 
la r ın ı tem sil ed en  C düzen lem e uzayı: C Ö klitçi o lm ayan  b ir  6 -m an ifo ld d u r.

"Topolojik o la rak  önem siz o lm ayış"ın  fa rk ın a  n a s ıl varm ak tay ız?  B u
n u n  b ir  3 -  ya da 6-m a n ifo ld  iç in  ko lay  b ir  konu o lm ad ığ ım  d ü şü n eb ilir iz . 
B unun la  b ir lik te  b u  tü r  şey lerin  d o ğ ru su n u  öğrenm ek üzere pek  çok m a te 
m a tik se l yön tem  m evcu ttu r. R iem ann  yüzey lerine  ilişk in  §8 .4 'tek i in ce le
m em izde (bkz. Şekil 8.9), 2 -y ü zey lile rin  topolo jik  o la rak  önem siz o lm ayan  
çeşitli tü r le r in i ele ald ığ ım ızı an ım say ın . Bu tü r  yüzey lerin  (Riemann) k ü 
re s in d e n  ay rı o la rak  en b a s iti  (cins 1 yüzeyindeki) to ru s tu r . T o ru su  k ü re 
den n a s ıl a y ır t edebiliriz? B unun  b ir  yo lu  yüzey üzerin d e  k ap a lı döngü leri 
göz önüne a lm ak tır. T orus üzerine  ç izileb ilen  ve on ları, (bir n o k ta  h a lin e  
gelecek şekilde) büzü şen e  k ad a r, kü re  üzerindek i kapa lı h e r  döngü  bu  b i
çim de b ü zü ş tü rü leb ilirk e n  sü rek li b iç im de deform e etm en in  h iç b ir  yolu  
b u lu n m a y an  döngü le rin  varlığ ı, sezg ise l o la rak  aç ık tır  (bkz. Şekil 12.2). Ay
rıca  Ö klitçi düzlem  üzerindek i d ö ngü le rin  de tü m ü  b ü z ü ş tü rü le b ilir . Küre

Ş ek il 12.2 T o ru s ü zerin d ek i b az ı d ö n g ü le r  yüzey  iç inde  k a la ra k  (tekil b i r  nok taya) sü rek li 
b iç im d e  b ü züşem ezken  düzlem  ya  da  kü re  ü zerin d ek i k ap a lı h e r  döngü  b ü z ü şe b ilir . Bu 
n ed en le  düzlem  ve kü re  b a s i t  b a ğ la n tılı  fa k a t  to ru s  (ve y üksek  c in se  sa h ip  yüzeyler) çok
lu  b a ğ la n tılıd ır .



ve düzlem  için , kend ileriy le  ilg ili b u  "büzüşebilm e" öze lliğ in in  erdem i do 
lay ıs ıy la  basit bağ lan tılı deriz. Öte ta ra f ta n  to ru s la r  (ve yüksek  c inse  s a 
h ip  yüzeyler) b ü zü şeb ilir  o lm ayan  döngü le rin  v a rlığ ı neden iy le  çoklu  bağ
la n tılıd ır .1 Bu bize, to ru su  (ve yüksek cinse sa h ip  yüzeyler) kü re  ve dü z
lem den  ay ırt e tm eye ilişk in  yüzey in  k en d isi iç in d en  a n la ş ı lır  b ir  yön tem  
sağlıyor.

3 -m an ifo ld lu  J î 'n in  topo lo jis in i Ö klitçi 3 -u zay m  "önem siz" to p o lo jis in 
den ya d a  6 -m an ifo ld lu  C n in  topo lo jisin i Ö klitçi 6 -u za y ın  topo lo jisinden  
a y ır t etm ekte ayn ı f ik ri uyg u lay ab iliriz . §11.3 'teki g ib i s a b it  b ir  y ap ıya  s a 
n a l b ir  kem erle iliş tir ilm iş  o la rak  resm ettiğ im iz  "k itab ım ıza" geri dönelim . 
K itab ın  h er b ir  b irey se l dönm e yönelim i 32’deki ilg ili n o k tay la  g ö ste ril
m ek ted ir. K itabı sü rek li b ir  b iç im de kend i o rijina l dönm e yönelim ine geri 
gelecek şe k ilde 2n  b o yunca  d ö n d ü rü rse k  b u  h a re k e tin  # 'd e k i  b e lir li b ir  
k ap a lı döngüyle te m sil ed ild iğ in i gö rü rü z  (bkz. Şekil 12.3). Bu k ap a lı dön
güyü, (tekil b ir  noktaya) b ü zü şen e  dek k es in tis iz  b ir  b iç im de deform e ede
b ilir  m iyiz? Bu tü r  b ir  döngü  defo rm asyonu , k itab ım ız ı döndürm en in , so 
n u ç ta  o b ir  h a re k e ts iz lik  h a lin e  gelene k a d a r  dereceli b ir  değ işim ine k a rş ı
lık  g e lir  fak a t (gerçek b ir  kem er o la rak  d a  kavrayabileceğ im iz) sa n a l b ir  
kem er b ağ lay ış ım ız ı h a tır la y ın . 27r'lik döndürm em iz kem eri b ü k ü lü  b ır a 
k ır  fa k a t bu  d u ru m  k ita b ı h a rek e ts iz  b ırak tığ ım ızd a , k es in tis iz  b ir  kem er 
h arek etiy le  te rs in e  çevrilem ez. Şu h a ld e  bu  2ğ'lik büküm , k ita p  dön d ü rm e
n in  dereceli deform e ed iliş i boyunca ayn ı k a lm a lıd ır  (ya d a  2jr'lik b ir  dön
d ü rm en in  tek  k a tm a  dö n ü ştü rü lm elid ir) , böylece 2/r'lik d ö n d ü rm en in  as-

Ş e k ü  12.3 Ç oklu  b a ğ la n tılılık  kavram ı, Şe
k il 12.2 'de g ö ste r ild iğ i ü ze re  3 -m a n ifo ld lu  
K 'n in  (döndürm e uzayı) y a  da  6 -  
m a n ifo ld lu  C n in  (düzen lem e uzayı) to p o 
lo jis in i Ö klitç i 3 -u z a y ın  "önem siz" topo lo 
j is in d e n  a y ır t eder. 31 v e C  ü ze rin d e  2 n 1 ik  
k e s in tis iz  b ir  d ö n d ü rm e y i tem sil ed en  b ir  
d ö n g ü  b ir  n o k ta y a  d e k  b ü zü şem ez , böylece  
K v e C  ço k lu -b a ğ la n tılıd ır . B u n a  rağm en  
ik i  k e z  ça p ra zla n d ığ ın d a  (4 n 'lik  b ir  d ö n 
d ü rm ey i te m s il eden) d ö n g ü  b ir  n o k ta ya  
b ü zü ş ü r  (topo lo jik  torsiyon). B kz. Şekil 
11.3. (Not. ya ln ızc a  şe m a tik  o larak  ç iz il
m iş 2 -m a n ifo ld , g e rç e k te  b u  öze lliğe  sah ip  
değild ir.)

■in "büzüşebilirlik", z ıt biçim de yönlenm iş döngü parçaların ın  " ip tal'ine izin verilmeyecek 
şekilde, hom otopi anlam ında, bkz. §7.2, Şekil 7.2, kabul edilir; böylece çoklu bağlantılılık  
hom otopi kuram ının b ir parçasıd ır. Bkz. Huggett ve Jordan , 2001; Sutherland, 1975.

4n ‘lik



lın d a  b ir  döndürm em e d u ru m u n a  k es in tis iz  b iç im de deform e ed ileb ilm e
sin in  o lanaksız lığ ı so nucunu  ç ıkarırız . Böylece b u n u n la  b a ğ la n tılı  o la rak  
Jl ü ze rindek i seçili k ap a lı döngüm üzün  b ü zü şen e  dek k es in tis iz  b iç im de 
deform e ed ilm esi o lası değ ild ir. Bu neden le  3 -m an ifo ld lu  Jl çoklu b a ğ la n 
tıl ı  ve böylece b a s it  b a ğ lan tılı Ö klitçi 3 -u zay d an  (ya da 6-uzay) topolojik  
o la rak  fa rk lı o lm alıd ır.2

Jl ve e  u za y la rın ın  çoklu b ağ lan tılılığ ın ın  to ru s  d u ru m u n d a  m eydana 
gelenden  d ah a  ilg inç b ir  doğada o lduğu  b e lir tile b ilir . 27r'lik döndürm eyi 
tem sil eden döngüm üz, onun  e tra f ın d a  iki kez ile rle rsek  (47r'lik b ir  d ö n 
dürm e) a r tık  k es in tis iz  b iç im de b ir  n o k tay a  deform e edilebilecek  b ir  d ö n 
gü elde e ttiğ im iz  tü rd ek i tu h a f  özelliğe s a h ip tir .112 21 (Bu kesin lik le  to ru s ta  
m eydana  gelmez.) Jl ve C 'deki d ö n g ü le rin  bu  tu h a f  özelliği topo lo jik  torsi- 
yo n  o la rak  ad lan d ır ılır . Tüm  b u n la rd a n  gö rü rüz ki, yaln ızca  o lağan  uzay- 
zam an d an  d ah a  faz la  b o y u ta  sah ip  o lan  değil fa k a t ay rıca  önem siz o lm a
yan  topolojiye de sah ip  o lab ilen  6 -m an ifo ld lu  C g ib i u za y la rı ça lışm ak  f i
ziki ilg i k o n u su d u r. Çok büyük  b o y u tlu  u za y la r  düzenlem e uzay ı o la rak  ve 
ay rıca  çok sa y ıd a  tek il p a rçac ık  içeren  s is tem lere  ilişk in  f a z  u za y la r ı  de-

Ş ek il 12.4 (a) 3 -u z a y lı b i r  bö lgedek i n  a d e t n o k ta  p a rçac ık lı b ir  s is tem  iç in  X  düzen lem e 
uzay ı, JC 'nin h e r  b ir  tek il n o k ta s ı n  p a rç a c ığ ın  tü m ü n ü n  k o n u m u n u  g ö ste rm ek  üzere  3n  
b o y u ta  sa h ip tir , (b) J3 faz  uzay ı, h e r  b ir  n o k ta s ı n  p a rç a c ığ ın  tü m ü n ü n  konum  ve m om en- 
tu m u n u  g ö ste rm ek  üzere  6n  b o y u ta  sa h ip tir . (Not. m o m en tum  = h ız  ç a rp ı kütle.)

2 Açık konuşm ak gerekirse bu argüm an, kem erin uçları sab it tu tu lu rsa  27t’lik büküm ün kesin
tisiz biçim deki b ir  hareketle tersine çevrilemeyeceğine ilişkin herhangi ta tm in  edici b ir  ne
den sunm am am dan dolayı eksiktir. Bkz. Penrose ve Rindler, 1984, s. 41-44.

!&  d ipnot 2'ye bağlı alıştırm a: Olağan 3-uzaydaki b ir  döndürm eyi, döndürm e açısına eşit
uzunluktaki döndürm e ekseni boyunca uç veren b ir vektör olarak tem sil ederek Jl topolojisi
nin olağan b ir küreyle, kürenin her b ir  noktası kendi antipodal noktasıyla tanım lanm ak 
üzere, sın ırlanm ış {7t yançaplı) katı b ir  top biçim inde açıklanabileceğini gösterin. 27r'lik b ir 
döndürm eyi tem sil eden kapalı b ir  döngünün niçin sürekli biçim de b ir noktaya deforme edi
lemeyeceğini gösterm ek üzere dolaysız b ir argüm an verin.

®  [12.2] Bunun nasıl yapıldığını, örneğin K ’n in  alıştırm a [12.8]'de verilm iş gösterim ine başvu
rarak  gösterin.



n en  şey o la rak  d a  o rtay a  ç ıkab ilir. Bir gazın , gaz p a rç ac ık la r ı 3 boyu tlu  
uzaydak i tek il n o k ta la r  b iç im inde  ta n ım lan m ak  üzere, K  düzenlem e uzayı, 
N gaz iç indek i p a rç ac ık  sa y ıs ı o lm ak üzere, 3N b o y u tlu d u r. JC 'nin h e r  b ir  
n o k ta s ı, h e r  p a rçac ığ ın  k o n u m unun  b ireyse l o la rak  b e lirlen d iğ i b ir  gaz 
düzen lem esin i te m sil ed e r (Şekil 12.4a). G azın T  faz u zay ı d u ru m u n d a  ay 
rıca  h e r  parçacığ ın , b ir  vek tö r n iceliğ i o lan  m o m e n tu m u m ı  d a  tak ip  e t
m ek d u rum unday ız , böylece to p lam  b o y u t 6N o lur. Bu d u ru m d a  y n i n  h e r 
b ir  tek il nok tası, y a ln ızca  gaz iç indek i tü m  p a rç a c ık la r ın  k o n u m la rın ı d e
ğil fak a t ay rıca  h e r  b ir  p a rç ac ığ ın  h a re k e tin i de g ö s te rir  (Şekil 12.4b). Bir 
yü ksük  d o lusu  b ild iğ im iz  h av a d a  y ak laşık  1019 a d e t m olekül b u lu n u r3 ve 
böylece T  60 000 000 000 000 000 000 g ib i b ir  b o y u ta  sa h ip tir!  Faz u zay la 
rı çok p arçac ık  içeren  fizik i s is tem le rin  d a v ra n ış la r ın ı ça lışm ak ta  özellikle 
y a ra rlıd ır , öyleyse b u  tü r  büyük  boyu tlu  u za y la r  fizik i o la rak  o ldukça a n 
lam lıd ır.

12.2 Manifoldlar ve koordinat yamaları

Şim di b ir  n -m an ifo ld u n  y a p ıs ın ın  m atem atik se l o la rak  n a s ıl ele a l ın a 
b ileceğ ine bakalım , n -m an ifo ld lu  b ir  M ,  8 ve 10. b ö lüm lerde  [bkz. §10.2) 
b irk aç  k o o rd in a t y a m a s ın d a n  o lu ştu rd u ğ u m u z  S  yüzeyine tüm üy le  benzer 
b iç im de o lu ş tu ru la b ilir . B unun la  b irlik te  şim di, h e r  b ir  y am ad a  sa y ıla rın  
y a ln ızca  b ir  (x , y) ya da (X, Y) ç iftin d en  d ah a  faz la  k o o rd in a ta  gerek  d u y a 
rız. A slında yam a b a ş ın a , n  h e rh a n g i p o z itif  b ir  ta m sa y ı o lab ilecek  şek ilde 
sa b it  b ir  sayı, JVf'nin b o y u tu , o lm ak üzere, rı ad e t k o o rd in a ta  gerek d u y a 
rız. Bu neden le  uygun  o lan  h e r  b ir  k o o rd in a t iç in  ay rı b ir  h a r f  k u lla n m a
m a fak a t fa rk lı

X1, x 2, x 3, . .. ,x n

k o o rd in a tla rım ız ı sa y ısa l b ir  (üst) ind is  k u lla n a rak  a y ır t e tm ektir. B urada 
kafan ız  k arışm asın . B u n la rın  tek il b ir  x  n ice liğ in in  fa rk lı kuvvetleri o lm a
sı gerekm ez, o n la r ay rı b ağ ım sız  gerçel sa y ıla rd ır . Okur, b ir  a lt in d is  y e r i
ne (örneğin x 1,x 2, ... ,x n), ö rneğ in  x 3 k o o rd in a tıy la  b ir  x  n ice liğ in in  küpü  
a ra s ın d a  kaç ın ılm az b ir  k a rış ık lığ a  yol açan  ü s t  in d is  k u llan ım ı yoluyla 
k a s ıtlı  b iç im de, aç ıkça b ir  ş a ş ır tm a c a  istem em i tu h a f  b u la b ilir . Bu o k u r
la r  a s lın d a  k a fa la rın ın  k a r ışm a s ın d a  hak lıd ır. Ben de b u n u  yaln ızca  kafa 
k a r ış tır ıc ı bu lm uyorum  fa k a t ay rıca  zam an  zam an  gerçek  b iç im de s in ir  
bozucu  d a  bu luyorum . Bazı ta r ih i  n ed en le rle  k la s ik  te n sö r  ana liz ine  i l iş 

1 Burada m olekülleri nokta parçacık lar olarak  ele alıyoruz, y n i n  boyutu, iç ya da dönel se r
bestlik  dereceli moleküller için dikkate değer biçim de daha büyüktür.



kin  s ta n d a r t  eğ ilim ler b u  b iç im de gelişti. Bu eğ ilim ler in d is le r in  a şa ğ ı/y u 
k arı k o n u m lan d ırılm asın ı yöneten  b irb ir in e  sıkı sık ıya b ağ lı k u ra lla r ı içe
riy o rd u  ve k o o rd in a tla r ın  k en d ile ri üze rindek i in d is le r  h ak k ın d ak i tu ta r l ı  
y e rle ş tirm e  ü s t  konum  olacak  şek ilde  o rtay a  çıktı. (Bu k u ra lla r  a s lın d a  u y 
g u lam ad a  iy i iş le r  fak a t eğ ilim lerin  te rs  b iç im de seçilm em iş o lm ası çok 
yazık. K orkarım  ki b u  y a ln ızca  b ir lik te  y aşam ak  zo ru n d a  o lduğum uz b ir  
şey.)

M anifo ldum uz M '  yi n a s ıl resm etm eliy iz? Onu b ir  m ik ta r  k o o rd in a t 
y am asın ın , h e r  b ir  yam a R " 'n in  açık  b ir  bö lgesi olm ak üzere, "b irb irin e  
y a p ış tır ılm ış"  h a li o la rak  d ü şü n ü rü z . B u rada Rn, n o k ta la rı gerçel sa y ıla 
r ın  b a s it  b iç im de n -k a tı (ac1, x 2, ..., x n) o lan  "koord ina t uzayı" y erin e  k u lla 
n ılır . R §6.1'd en  an ım sayab ileceğ im iz  üzere gerçel sa y ıla r  s is tem in i tem sil 
eder. Y ap ış tırm a işlem im izde, M  m an ifo ld u n d a  b ir  k o o rd in a t y am asın ın  
d iğer b iriy le  çak ış tığ ın ı gö rdüğüm üz h e r  yerde, b ir  yam adak i k o o rd in a tla 
r ı d iğe r b ir  yam adak i k o o rd in a tla r  b iç im inde ifade eden geçiş fo n k s iy o n 
ları v a r  o lacak tır. Bu geçiş fon k siy o n la rı kend i a ra la r ın d a  tü m  işlem in  tu 
ta rlılığ ın ı sağ lam ak  üzere b e lirli k o şu lla n  sağ lam ak  zo ru n d ad ır. İşlem  Şe
kil 12.5a 'd a  gösteriliyo r. B unun la  b irlik te , b ir  H a u ssd o r ff  u za y ı  o lan  
s ta n d a r t  tü rd e  b ir  m an ifo ld4 ü re tm ek  iç in  d ikka tli o lm alıyız. (H aussdo rff 
o lm ayan  m an ifo ld lar, ö rneğ in  Şekil 12.5b 'de b e lir tile n  b iç im lerle  "d a lla n a 
b ilir" , ay rıca  bkz. Şekil 8.2c.) B ir H au ssd o rff  uzay ı, uzay ın  ay rı h e rh an g i 
iki n o k ta s ı iç in  h e r  ik is in i de içerip  kesişm eyen  açık küm elerin  m evcut 
o lu şu n a  ilişk in  tan ım lay ıc ı özelliğe s a h ip tir  (Şekil 12.5c).

B unun la  b irlik te  b ir  M  m a n ifo ld u n u n , bu  b ireyse l y am a la rın  nerede 
o ld u ğ u n u  ya da b ir  n o k tad ak i b e lir li k o o rd in a t değ e rle rin in  ne o lab ilece
ğ in i "biliyor" o larak  d ü şü n ü lm em esin i fa rk  etm ek önem lid ir. JVf'yi düşü n -

4 Olağan "manifold" kavram ı, ilk aşam ada, M  uzayım ızın b ir topolojik u za y  o lm asını ön v ar
sayar. Bir M  uzayına b ir topoloji atam ak ona a it hangi nokta küm elerinin "açık" biçim inde 
ad landırılacağın ı kesin biçim de belirtm ektir (karşılaştırın , §7.4). Açık kümeler, onlardan 
herhangi ikisinin kesişim inin b ir  açık küme oluşu ve ne sayıda olursa o lsun onların  (sonlu 
ya da sonsuz) birliğ in in  yine b ir  açık küme olm ası özelliğine sah ip tir. M etinde değinilen Ha- 
u sdorff durum una ek olarak, JVf'nin topolojisinin belirli başka biçim lerde sınırlanm asını, 
özellikle "paratıkızlık" olarak ad land ırılan  b ir beklentiyi sağlam asını beklemek olağandır. 
Bunun ve ilişkili diğer terim lerin  an lam lan  için ilgilenen okuyucu Kelley, 1965; Engelking, 
1968 ya da genel topoloji üzerine diğer s ta n d a rt m etinlere başvurabilir. Yine de buradaki 
am acım ız doğrultusunda JVf’n in  yalnızca K” 'n in  açık bölgelerinin yerel olarak sonsuz b ir 
yam a işinden oluştuğunu varsaym ak, "yerel olarak sonsuz” her b ir  yam anın pek çok diğer 
yam a tara fın d an  yalnızca sonlu biçim de kesilm esi anlam ına gelmek üzere, yeterlidir.
Bir m anifoldun tanım ına ilişkin bazen ortaya konan son b ir gereklilik onun, yalnızca (bura
da boş-olm ayan iki açık küm enin ayrık b ir  birliği olmadığı anlam ında alnabilm ek üzere) 
"tek parça"dan oluşm ası anlam ına gelen bağlantılı olm ası gerekliliğidir. Burada bunun üze
rine ıs ra r  etmeyeceğim; bağlantılılık  gerekliyse açık olarak belirtilecektir (fakat b ağ lan tısız
lığa h er durum da yalnızca sonlu sayıdaki ayrı parça lar için izin verilecek).
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Ş ek il 12.5 (a) Ç akışm a y a m a la r ın d a k i k o o rd in a tla r  a ra s ın d a  d ö n ü şe n  geçiş fo n k siy o n la rı 
tü m  ü ç lü  ç a k ışm a la r  ü ze rin d e  b ir  tu ta r lı l ık  b a ğ ın tıs ın ı sa ğ la m a lıd ır , (b) Y am a ç iftle ri 
a ra s ın d a k i (açık küm e) çak ışm a b ö lgeleri uygun  o lm alıd ır; ak s i h a ld e  H asu d o rff  o lm ayan  
b i r  uzay ı k a rak te riz e  ed en  "dallanm a" o r ta y a  ç ık ab ilir, (c) H a u sd o rff  uzay ı, h e rh an g i ayrı 
iki n o k ta n ın  çak ışm ay an  k o m şu lu k la r  b a r ın d ırm a s ı özelliğ ine  sa h ip  b ir  uzay d ır, ((b)'de 
“y ap ış ık" b ö lü m ü n  açık  b ir  küm e o lm ası iç in  d a lla n m a n ın  o r ta y a  ç ık tığ ı "kenar"ı ay rı t u 
tu lm a lıd ır . H a u sd o rff  d u ru m u n u n  b o şa  çıkm ası b u ra s ı  ü z e rin d en  kay n ak lan ır.

m enin  m akul b ir  yo lu  onun , belli m ik ta rd a  k o o rd in a t y am asın d an  bu  şe 
kilde b ir  a ra y a  ge tirilm ek  yo luy la  o lu ş tu ru la b ilm e s id ir  fak a t so n ra  bu  ko
o rd in a t y am ala rın ın  su n u ld u ğ u  b e lirli b iç im i "unutm a"yı seçeriz . M ani- 
fo ld  kend i b a ş ın a  m a tem atik se l b ir  yap ı o la rak  k a l ır  ve k o o rd in a tla r  y a l
n ızca , is ten d iğ in d e  b ir  ko lay lık  o la rak  o rtay a  konu lab ilecek  y a rd ım c ıla r
dır. B unun la b ir lik te  b ir  m an ifo ld a  ilişk in  (birkaç a lte rn a tif i olan) kesin  
m a tem atik se l ta n ım  b iz im  iç in  b u ra d a  d ik k a t d ağ ıtıc ı o lu r.5

12.3 S k a le rle r , v e k tö r le r  ve k o v e k tö rle r
§10.2 'de o lduğu  g ib i, JVf üzerin d e  (bazen M  ü ze rin d ek i b ir  ska ler a lan  

o la rak  ad lan d ırılır)  ta n ım lı b ir  <t> p ü r ü z s ü z  fo n k s iy o n u n a , <P h e rh an g i y e
re l b ir  k o o rd in a t y am asın d ak i n  ad e t k o o rd in a ta  ilişk in  p ü rü zsü z  b ir  fonk-

5 örneğ in  bkz. Kobayashi ve Nomizu, 1963; Hicks, 1965; Lang, 1972; Hawking ve Ellis, 1973. 
Bir M  m anifoldunu tanım lam anın  ilginç b ir  yöntem i > f 'n in  kendisini bas it şekilde M  üze
rinde tanım lı skaler a lan ların  değişme cebiri yoluyla yeniden o luşturm aktır: bkz. Chevalley, 
1946; Nomizu, 1956; Penrose ve Rindler, 1984. Bu biçim deki düşünce değişmeli olm ayan ce
birlere  de genellenir ve Alain Connes'in, 1994, "kuantum  uzayzam an geeom etrisi’ne m odem  
yaklaşım lardan b irin i sunan  "değişmeli olm ayan geometri" kavram ına yönlendirir, bkz. 
§33.1.



siyon  o la rak  ta n ım lan m ak  üzere, sah ib iz . B u rada "pürüzsüz", en k u llan ış lı 
k u ram ı su n d u ğ u  iç in  h e r  zam an  "C“-p ü rü z sü z "  o la rak  k ab u l edilecek {bkz. 
§6.3). İki yam a a ra s ın d ak i h e r  b ir  çak ışm a üzerinde, h e r  b ir  yam a ü z e rin 
deki k o o rd in a tla r  d iğerleri üze rindek i k o o rd in a tla r ın  p ü rü zsü z  fo n k siy o n 
la rıd ır , böylece tf>'nin çak ışm a ü zerin d e  b ir  k o o rd in a tla r  küm esi b iç im in 
deki p ü rü zsü z lü ğ ü , d iğeri b iç im indek i p ü rü zsü z lü ğ ü  an lam ın a  gelir. Bu 
yolla, sk a le r  b ir  <P fonksiyonunun  p ü rü zsü z lü ğ ü n ü n  yerel ("yama biçimli") 
tan ım ı .Af'nin b ü tü n ü n e  g en iş le r ve k ısaca  <Z>'nin M  ü ze rindek i p ü r ü z s ü z 
lü ğ ü n d e n  b ah sed eb ilir iz .

D aha so n ra  M  ü zerindek i geom etrik  o la rak  M  ü ze rin d e  b ir  "oklar" a i
lesi b iç im inde  (Şekil 10.5) y o ru m lan an  b ir  şey  o lm ası gereken  f  vek tö r  a la 
n ı kav ram ın ı, f  h e rh an g i b ir  (pürüzsüz) sk a le r  <J> a lan ı üzerine  b ir  tü rev  a l
m a işlem cisi ta rz ın d a  b aşk a  b ir  sk a le r a lan ı ü re tm ek  iç in  e tk iyen  b ir  
şey  olm ak üzere, tan ım lay ab ilir iz . f ( 0 ) 'n in  yorum u, tıpk ı §10.3 'ün  2-yü- 
zey lilerinde o lduğu  gibi, <Z>'nin f 'y i  tem sil eden  ok larca  b e lir tile n  yöndeki 
"a rtış  o ran ı" b iç im inded ir. B ir "tü rev  a lm a işlem cisi" o la rak  f  b e lir li tip ik  
ceb irse l b a ğ ın tıla r ı (tem el o la rak  d ah a  önce §6 .5 'te gö rdüğüm üz şeyler; d i
ğer b ir  dey işle  a s a b itse  d ( f  + g ) = d f  +  dg, d ( f g )  = f  dg + g d f ,  da =  0) 
sağ lar:

+  V)  = f(<£) + f(¥ 0 ,

f ( k )  = 0, k  b ir  sab itse .

A slında b ize bu  ceb irse l özellik lerin  f 'y i  b ir  vek tö r a lan ı o la rak  k arak te ri-  
ze etm ek iç in  ye terli o lduğunu  söyleyen b ir  teo rem  m e v cu ttu r.6

Bu tü r  s a f  ceb irse l a ra ç la rı ay rıca , b ir  1 -b içim liy i ya da ayn ı şeyin  
fa rk lı b ir  is im le  ifade  ed ilişi o lan  b ir  ko v ek tö r  a la n ım  ta n ım la m a k ta  da 
k u llan ab ilir iz . (Bir kovek tö rün  geom etrik  an lam ın a  k ısa  sü re  iç inde gele
ceğiz). B ir a  kovek tö r a lan ı vek tö r a la n la rd a n  sk a le r a la n la ra  b ir  gönderim  
o la rak  d ü şü n ü le b ilir, a 'n m  (  üze rindek i eylem i a  • £ (a 'n m  f 'y le  ska ler  
çarp ım ı)  b iç im inde yaz ılır, h e rh an g i £ ve ıj v ek tö r a la n la rı ve <P sk a le r a la 
n ı iç in  doğrusa llığa  sah ip  oluruz:

<*•(( + 1]) = a » f  + a»î ] ,  
a  • ( 0 f )  =  0 ( a  • f ) .

Bu b a ğ ın tıla r  vek tö rle re  ik ili n esn e le r o la rak  kovek tö rleri ta n ım la r  (ve bu  
"ko" önek in in  a t ıf ta  b u lu n d u ğ u  şeydir). V ektörler ve kovek tö rler a ra s ın d a 
ki ilişk in in  s im etrik  o lduğu  aç ığa  çıkıyor, böylece iki kovek tö rün  top lam ı 
ve b ir  kovek tö rün  b ir  ska lerle  ça rp ım ın ın  ta n ım la rın a  yol açan  ilg ili

6 Bkz. Helgason, 2001; Frankel, 2001.



( a  +  /?)• f  =  a  • f  +  /? •

(0 a)*  f  =  <Z>(a • f )

ifad e le rin e  sa h ip  o luruz. K ovektörler uzay ın ın  ik iliğ in i a ld ığ ım ızda vek 
tö r le r in  o rijina l uzay ın ı yen i b a ş ta n  elde ederiz. (Diğer b ir  dey işle  b ir  "ko- 
vektör" b ir  vek tö r olur.)

Bu b a ğ ın tıla r ı tüm  a la n la rla  ya da yaln ızca  M ’n in  tek il b ir  n o k ta s ın d a  
ta n ım lı işlem le ilg ili o la rak  k ab u l edebiliriz . B elirli s a b it  b ir  o n o k ta s ın d a  
a lın an  v ek tö rle r b ir  vek tö r  u za y ı  o lu ş tu ru r . (§11.1'de aç ık land ığ ı üzere b ir  
v ek tö r u zay ın d a  f  ve ıj e lem a n la rın ı kend ilerine  a it f  + rj to p lam ın ı 
f  +  jj =  ?/ +  £ ve ( f  + j/) + (  = {  + (rj + {) ile b ir lik te  o lu ş tu ra ca k  biçim de 
to p la y a b ilir  ve o n la rı sk a lerle rle , b u ra d a  gerçel f  ve  g  sa y ıla rı, ( /  -t- =

+  g f '  / ( ?  + v ) =  f f  + f v ,  f ( g O  = l f  =  f  Olmak üzere çarpab iliriz .)
Bu (düz) vek tö r uzay ın ı o 'n u n  yak ın  k o m şu luğundak i m an ifo ld u n  y ap ıs ın ı 
su n a r  b iç im de d eğ e rlen d ireb ilir iz  (bkz. Şekil 12.6). Bu v ek tö r uzay ın ı M 'ye 
o 'dak i T0 ta n ja n t  u za y ı  o la rak  ad lan d ır ır ız . T0 sezgisel o la rak , o 'n u n  M 'd e  
g ittikçe  d ah a  küçük  h a le  gelen  k o m şu lu k ları g it gide d ah a  büy ü k  b ü y ü t
m elere k a rş ılık  gelecek şek ilde  incelend iğ inde u la ş ıla n  s ın ırla y ıc ı uzay  b i
ç im inde an laş ılab ilir . Böylece bu  incelem e a ltın d a  o 'n u n  > f 'd e k i yak ın  
çevresi sonsuz  b iç im de "esnetilm iş '' o la rak  gö rünü r. L im itte, JVf'nin h e r 
tü r  "eğriliği", T0'a  a it d ü z  y ap ıy ı verecek  şek ilde  "ü tü lenerek  d ü z leştirilir ."  
T0 v ek tö r uzay ı n  (sonsuz) b o y u tu n a  s a h ip tir  çünkü  n tem e l e lem a n d a n  
o lu şa n  b ir  küm e, d iğer b ir  dey işle  o n o k ta s ın d a  k o o rd in a t eksen i boyunca 
uç veren , T0'a a i t  h erh an g i b ir  e lem an ın  eşsiz  b iç im de d o ğ ru sa l o la rak  ifa 
de ed ileb ileceği d /d x 1, ..., d / d x n n ice lik le rin i b u la b ilir iz  (ayrıca bkz. 
§13.5).

o 'n u n  ik ili v ek tö r u zay ın ı (o 'daki kovektörlein  uzayı) y u k a rıd a  aç ık la n 
dığı b iç im de o lu ş tu ra b ilir iz  ve b u n a  JVf'ye o 'dak i T0* k o ta n ja n t u za y ı  de
n ir. Bir kovek tö r a la n ın ın  özel b ir  d u rum u  b ir  <£> sk a le r  a lan ın ın  d<P grad-  
y a m d ır  (ya da d ış  türevi). (Bu n o ta sy o n la  2 -b o y u tlu  d u ru m d a  za te n  k a rş ı
la şm ış tık , bkz. §10.3.) d<P kovek tö rü  (d<P/dx1, ..., d<t>/dxn b ile şen leriy le  b ir 
likte)

d 0  • f  =  f  (<P)

tan ım lay ıc ı özelliğine sa h ip tir . (Ayrıca bkz. §10.4.)112 31 Tüm  kovek tö rler A<t> 
b iç im inde  o lm asa  da b az ı 0 'l e r  iç in  h ep s i tü m  tek il n o k ta la rd a  b u  şekilde 
ifade ed ileb ilir . B unun n ed en  kovek tö r a la n la r ın a  gen işlem ed iğ in i hem en 
göreceğiz.

M  [12.3] Bu biçimde tan ım lanan d<P’n in  aslında b ir  kovektörün yukarıda belirtilen  "çizgisellik" 
gereksinim ini karşıladığını gösterin.



Ş e k i l  12.6 n -m a n ifo ld lu  M "y e  
o 'd a k i T 0 ta n ja n t u za y ı se zg i
se l olarak, o 'n u n  M 'd e  g i t t ik 
çe  d a h a  k ü ç ü k  ha le  ge len  
k o m şu lu k la r ı g i t  g id e  dah a  
b ü y ü k  b ü y ü tm e le re  ka rş ılık  
g e lecek  şe k ild e  in ce len d iğ in d e  
u la şıla n  sın ır la y ıc ı u za y  b iç i
m in d e  an la şıla b ilir . (Şekil 
10 .6 'yla  k ıyaslayın .)  S o n u ç ta k i 
T0 dü zd ü r: n - b o y u t lu  v ek tö r

B ir kovektörle  b ir  vek tö r a ra s ın d a k i geom etrik  fa rk  ned ir?  JVf'nin h e r  
b ir  n o k ta s ın d a  (sıfır olm ayan) b ir  a  kovek tö rü  b ir  (n  — l) -b o y u tlu  d ü z le m  
e le m a n ım  ta n ım la r. Bu (n — l) -d ü z le m  elem anı içe ris in d e  y er a la n  yönler, 
kend ile riy le  ilg ili o la rak  a  • f  = 0 o lm ak üzere, (  vek tö rle rince  ta n ım la n a n  
yön lerd ir; bkz. Şekil 12.7. a  =  d<J> özel d u ru m u n d a  b u  (n — l)-d ü z le m  ele
m a n la rı, (Şekil 10 .8a'da g ö ste rild iğ i üzere  "kon tü r çizgileri" k av ram ın ı ge
nelleyen) <f> sa b itin in  (n -  l) -b o y u tlu  yüzey a iles in e  ta n ja n t h a lin d e d ir .112-41 
B unun la  b irlik te , b ir  a  kovek tö rünce ta n ım la n a n  ( n — l) -d ü z le m  e lem an
la r ı  genelde, k end ile rin i sü rek li b iç im de b u  tü r  (n — l)-y ü z e y li h e rh an g i 
b ir  aileye değm ekten  ko ruyacak  b ir  şek ilde b ü k ü lü r  (bkz. Şekil 12.8).7

X1, x n k o o rd in a tla r ın a  sa h ip  h e rh a n g i b e lir li b ir  k o o rd in a t y am asın 
da  f  v ek tö rü n ü , ona a i t  b ile şe n le r  küm esiy le , b u n la r  f 'n in  y am ad ak i k ısm i 
tü rev  a lm a iş lem cile ri

, d .  d d
(  = F1-----+ f 2 ------+  ••• +  £n ------
Ç Ç d x 1 Ç d x 2 Ç d x n

b iç im inde  açık  göste rim indek i k a tsa y ıla r  küm esi olm ak üzere, g ö s te re b ili
riz  (bkz. §10.4). B elirli b ir  n o k tad ak i b ir  v ek tö rle  ilg ili, f 1, ..., ( n, y a ln ızca  n 
ad e t gerçel say ı o lacak tır; b ir  k o o rd in a t y am asın d ak i vek tö r a lan ı iç in  o n 
la r  B1, ..., x n k o o rd in a tla r ın ın  n  a d e t (pürüzsüz) fonksiyonu  o la ca k tır  (ve 
ok u ra  " fn"nin " f 'n in  n 'in c i üssü", vb , yerine  k u lla n ılm ad ığ ın ı a n ım sa ta 
lım). H er b ir  "d /d x r" iş lem c isin in  V in c i  k o o rd in a t ekseni yönündek i değ i
şim  o ran ın ı alın" an lam ın a  ge ld iğ in i an ım say ın . f 'y le  ilg ili y u k arıd ak i ifa 
de (bir iş lem ci o la rak  " f-y ö n ü n d ek i değ işim  o ran ın ı alın" id d ia s ın ı an ım 
sadığım ız) b u  vek tö rü  b as itç e  h e r  b ir  k o o rd in a t eksen i b o yunca  uç veren  
vek tö rle rin  d o ğ ru sa l b ir  b irle şim i o la ra k  ifade ed e r (bkz. Şekil 12.9).

[12.4] Niçin?
Bir 1-biçimli a 'y la  tanım lanm ış (n -  l)-d ü z lem  elem anlı aile için b ir  1-param etreli (n -  1)- 
yüzeyli aileye değm enin genel koşulu, a  A d a  Frobenius koşuludur; bkz. F landers, 1963.



Ş ek il 12.7 B ir M  n o k ta s ın d a  (sıfır 
o lm ayan) b ir  a  kovek tö rü  o ra d a  
b i r  (n — l) -b o y u t lu  düzlem  elem anı 
b e lir tir , a  • £ =  O ifa d e s in i sa ğ lay an  
f  v ek tö rle ri o n d ak i y ö n le ri ta n ım la r.

Ş ek il 12.8 B ir a  k o v ek tö rünce  
ta n ım la n a n  (n  -  l ) -d ü z le m  e lem an 
la r ı  genelde, (sk a le r <t> a la n ı iç in  g e 
çerli) a  = d<P özel d u ru m u n d a  <P = 
s a b it  o lan  yüzey le re  (Şekil 10.8 'in 
"k o n tü r ç izg ileri"n i genelleyerek) 
d eğ se le r  de, k en d ile rin i sü rek li b i
ç im de (n -  l ) -y ü z e y li  tek il b ir  aileye 
değm ekten  k o ru y acak  b ir  şek ilde  
b ü k ü lü r.

Ş ek il 12.9 K oord in a t y a m a s ın d a k i b ile şe n le r  fct1, ..., x n) (b u rad a  n  = 3 o larak), (a) B u n la r 
b ir  f  v e k tö rü  (alanı) iç in , “d /d x r" “r 'in c i  k o o rd in a t eksen i ü ze rin d ek i değ iş im  oran ı"  y e r i
ne  k u llan ılm ak  üzere, f  =  f 1 d /d x ' + ( 2 d /d x 2 H------V Ç" d[dxn ifa d e s in d e k i k a ts a y ıla rd ır
(f1, f 2..., (") (ayrıca bkz. Şekil 10.9). (b) B u n la r  b i r  a  kovek tö rü  (alanı) iç in , d x r "jtr "nin 
g ra d y a m  yerine  k u lla n ılm a k  üzere, a  =  a 1d x 1 +  a 2d x 2 -I------- 1- a „ d x n i fad es in d ek i k a t
s a y ıla rd ır  (o1, a2 ..., a") ve x r-e k se n in i d ış ta  tu ta r s a k  tü m  k o o rd in a t ek sen le ri ta ra fın d a n  
k a p sa n a n  (n -  l ) -d ü z le m  e le m a n ın a  k a rş ılık  gelir.



Benzer b ir  b iç im de b ir  a  kovektörü  (alanı) k o o rd in a t y am asın d a , y am a
daki b ile şen le rin  b ir  küm esi (a1( a 2, ..., a n) ta ra f ın d a n  g ö ste rilir . Şu ha lde  
a 'y ı  a r tık  tem el 1-b iç im lile r in  (kovektörler), d x 1,d x 2, . .. ,d x n, d o ğ ru sa l b ir  
b irle ş im i o la rak

a  = a 1d x 1 + a 2d x 2 H------1- a„dxn

şek linde ifade ed ilir .8 G eom etrik o la rak  h er b ir  dxr , x r -ek se n in i d ış ta  tu 
ta rsa k  tüm  ko o rd in a t eksenleri ta ra f ın d a n  k ap san a n  (n — l)-d ü z le m  ele
m an ın a  k arş ılık  gelir (bkz. Şekil 12.10).112 51 a  • f  sk a le r çarp ım ı

a  • f  =  a ^ 1 + a 2f 2 +  ••• + anf n

ifadesiy le  v e ril ir .112-61

12.4 Grassmann çarpımları
Gelin şim di çeşitli d iğer b o y u tla rd ak i düzlem  e lem an la rın ın  gö ste rim i

n i §11.6 'da tan ım lan d ığ ı üzere b ir  G rassm ann  ça rp ım ı f ik rin i k u llan arak  
ele alalım . Bir JVf n o k ta sındak i b ir  2 -düzlem  elem anı, f  ve  »j 2-düzlem (ler)i 
k ap say an  bağ ım sız iki vek tö r (ya da vek tö r alanı) olm ak üzere, b ir

f Ar ı

niceliğ ince g öste rilecek tir (bkz. Şekiller 11.6a ve 12.10a). b ir  ^A ıj bazen  
(basit) b ir  ik ili-vektör  o la rak  ad lan d ırılır . B ileşenleri, önceki bö lüm ün  son 
la rın a  doğru  aç ık landığ ı üzere (  ve  ıj b içim indeki

ifade lerd ir. B asit (  Arj ik ili-vek tö rle rin in  ıp top lam ı da y ine b ir  ik ili-vek tö r 
o la rak  ad lan d ırılır; ona a it xprs b ile şen leri r  ve s 'd e  te rs  s im etrik  o lacak  b i
çim deki k a ra k te r is tik  özelliğe sa h ip tir , d iğer b ir  deyişle ıprs = ~\psr.

8 udxT" gibi bir şeyin sonsuz küçük bir yer değişikliğini (vektörünü) karşılaması gerektiği "kla
sik" fikriyle onu burada bir kovektör olarak görüyor oluşumuz arasında kolaylıkla bir karı
şıklık ortaya çıkar. Aslında notasyon tu tarlıd ır fakat bunu görmek açık bir zihin gerektirir! 
dxT niceliği üst indisi r  nedeniyle vektörel bir niteliğe sahip görünür ve aslında bu §12.8 
uyannca r soyut bir indis olarak ele alınırsa gerçekleşir. Öte taraftan r  sayısal bir indis ola
rak alınırsa, diyelim ki r  = 2, bu durumda y  = x 2 ("x-iki", “x  kare" değil) skaler niceliğinin 
gradyanı olan bir kovektör, diğer bir deyişle dx2, elde ederiz. Bu "d"nin klasik gelenekte ya
pıldığı üzere bir sonsuz küçük olarak gösterilmesi yerine gradyan için kullanılması biçimin
deki yorumlanışma bağlıdır. Aslında her ikisini de, r'y i soyut ve d'yi gradyan olarak ele 
alırsak udxrn basitçe (soyut) Kronecker deltası yerine kullanılır!

?© [12.5] örneğin dx2'nin bileşenlere (0, 1, 0, ..., 0) sahip olduğunu ve x 2 = sabit'e tanjant olan 
hiperdüzlem elemanlarını temsil ettiğini gösterin.

&  [12.6] a  =  d<P özel durumunda, a  • £ ile ilgili bu ifadenin = f(<£) ifadesiyle uyumlu oldu
ğunu zincir kuralını (bkz. §10.3) kullanarak gösterin.



Ş ek il 12.10 (a) B ir M  n o k ta s ın d a , bağ ım sız  (  ve ?/ vek tö rle riy le  k a p sa n a n  b ir  2 -d ü z lem  
elem anı, f  A rj ik ili-vek tö rüy le  aç ık lan ır, (b) B enzer b iç im d e f , ?/, Ç'yla k a p s a n a n  b ir  3 - 
düzlem  elem an ı f  A ıjA f 'y la  aç ık lan ır, (b) İk ili o la rak , 1 -b iç im lile r  a ,  /?’y la  b e lir ti le n  iki 
a d e t (n  -  l ) -d ü z le m  e lem an ın ın  k es iş im i o lan  b ir  (n  -  2 )-d ü z le m  elem an ı a  A /? t a 
ra f ın d a n  aç ık lan ır, (d) a ,  /?, y  ile  b e lir ti le n  üç  a d e t (n  -  l ) -d ü z le m  e lem an ın ın  kesişim i 
o lan  b ir  (n  — 3 )-d ü z lem  e lem an ı a  A fi  A y  ta ra fın d a n  aç ık lan ır.

Benzer şekilde b ir  3 -d ü zlem  elem anı, t], Ç,

çirns?ı = - rVC - fVC -
6

b ile şen le rin e  sah ip  3 -d ü zlem i k ap say an  (Şekiller 11.6b ve 12.10b) v ek tö r
le r  olm ak üzere b a s it  b ir

f At/A<
ü ç lü  vektö rüyle  g ö ste rilir . Genel t  üçlü  vek tö rü  tü m ü y le  te rs  s im etrik  Trst 
b ile şen le rin e  s a h ip tir  ve h e r  zam an  bu  tü r  b a s it  üçlü  v ek tö rle rin  b ir  to p la 
m ıd ır. B asit 4 -v ek tö rle rle  g ö ste rilen  4 -d ü zlem  elem an ın ı tan ım lam ak  üze
re  ben zer şekilde devam  edeb iliriz  ve b u  böylece sü rer. Genel n -vek tö r, tü 
m üyle te rs  sim etrik  o lan  b ile şen  küm elerine sa h ip tir . Bu, b a s it  n -vek tö rle - 
r in  b ir  to p la m ı  o la rak  h e r  zam an  ifade ed ileb ilird ir.

B u rad a  kafa k a r ış t ır ıc ı say ılab ilecek  b ir  konu o r ta y a  çıkar. Öyle g ö rü 
n ü y o r ki a r tık  b ir  (n — l) -d ü z le m  elem an ın ı g ö ste rm en in  iki fa rk lı yo luna 
sah ib iz ; ya b ir  1-b iç im li o la rak  ya da (n -  l) -d ü z le m i k ap say a n  n — 1 ad e t 
vek tö rü n  b ir  a ra d a  "kam alam ak" yo luyla elde ed ilen  b ir  (n — l) -v e k tö r  n i
celiği o larak . A slında b u  iki fa rk lı yolla aç ık lan an  n ice lik le r a ra s ın d a  ge
om etrik  fa k a t b ir  b iç im de incelik li b ir  ay rılık  m ev cu ttu r. Ayrılık, 1-biçim - 
lin in  b ir  tü r  "yoğunluk" o la rak  d ü şü n ü lm esi gerek irken  (n — l)-v e k tö rü n  
düşünü lm em esi gerek liliğ id ir. B unu d ah a  açık h a le  ge tirm ek  üzere önce
lik le genel b ir  p -b iç im li k av ram ın ı o rtay a  koym ak y a ra rlı  o lacak tır.



E sas ın d a , tıp k ı y u k arıd ak i çoklu vek tö rle rde  o lduğu  g ib i ilerleyeceğiz 
fa k a t v ek tö rle r yerine  1 -b iç im lile rle  b aş lay a ra k . B ir p sa y ıs ı k a d a r  verilen  
a, p ,  ..., S 1 -b iç im lile rin , b ir  k o o rd in a t y am asın d ak i (§11.6 'daki genel in 
d is le r  e tra fın d ak i köşeli p a ra n te z  n o ta sy o n u n u  ku llanarak)

a [rP s -  ^u] 

ifadesiy le  v erilen  b ile şen lere  sah ip

a  A P  A ••• A S
kam a ça rp ım ın ı o lu ş tu ra b ilir iz . Bu tü r  b ir  n icelik  b ir  (n — l)-d ü z le m  ele
m an ın ı (ya d a  alanını), bu  elem an b irey se l o la rak  a, p ,  ..., S  ta ra f ın d a n  b e 
lir len en  çeşitli (n -  l) -d ü z le m  e lem an la rın ın  kesiş im i o lm ak üzere, b e l ir 
le r  (Şekil 12.10c, d). Bu nicelik  b ir  b a sit p -b iç im li o la rak  a d lan d ır ılır . En 
genel p -b iç im li, p -v ek tö rle rin d ek i d u ru m a ben zer b iç im de kovek tö rlerin  
do laysız b ir  kam a ça rp ım ı o la rak  ifad e  edilem ez fak a t y ine de (p =  0, 1, 
n -  l , n  b e lir li d u ru m la rı d ışında) o, böyle ifade ed ileb ilen  te rim le rin  b ir  
to p lam ıd ır. B ileşenlerde, genel b ir  <p p -b iç im lis i, (r, s, ..., u 'n u n  h e r  b ir i 
1, ..., n  a ra lığ ın d a  olm ak üzere) r , s, ..., u  in d is le rin d e , b u n la r  say ıca  p k a 
d a r  o lm ak üzere, ters s im e tr ik  o lan

<Prs...u

n ice lik le rin in  b ir  küm esi ta ra f ın d a n  (her tü r  k o o rd in a t yam asında) g ö s te 
rilir . Önceki g ibi, te rs  sim etri, h e rh a n g i b ir  in d is  ç iftin in  iş a re tin i d eğ iş ti
rirsek  d ah a  önce sah ip  o lduğum uzun  kesin  o la rak  n eg a tif i o lan  b ir  n icelik  
elde etm em iz an lam ın a  gelir. Bu te rs  s im etri özelliğ in i köşeli p a ra n te z  no- 
ta sy o n u m u z b iç im inde,

<P[rs...u] =  V r s - u

denklem iy le112-71 ifade  edeb iliriz . B u rad a  ayrıca, q> p -b iç im lis iy le  b ir  x  q -  
b iç im lis in in  kam a ça rp ım ı o lan  <p A x  (p + q) -b iç im lis in in , te rs  s im etrile - 
m e tü m  in d is le r in  tam  k a rş ıs ın d a  a lınm ak  (ve Xjk...m * 'n in  b ile şen le ri o l
mak) üzere,

(P [rs...uX  jk...m]

b ile şen le rin e  sah ip  o lduğu  b e lir tile b ilir .112-81 B enzer b ir  n o ta sy o n  p -vek tö - 
rü n ü n  b ir  ^ -vek tö rüy le  kam a ça rp ım ı iç in  de geçerlid ir.

£ !  [12.7] Bunun niçin işlediğini açıklayın.
[12.8] <p = ctA ---A )'ve1£ =  AA---Av olmak üzere <p A j, =  a A - A y A / l A - A v  gerçeğini doğru
layın.



12.5 Biçimlilerin integralleri

Şim di b ir  p- b iç im lis in in  "yoğunluk" gö rünüm üne geri dönelim . O lağan 
fiz ik te  b ir  n esn en in  y o ğ u n lu ğ u n u n ,  k en d isin e  a it k ü tle n in  b irim  hacm e 
o lan  o ran ı o lduğunu  an ım say ın . Bu yoğunluk, cism i o lu ş tu ra n  m adden in  
b ir  özelliğ id ir. C ism in to p la m  k ü tle s in i ve onu o lu ş tu ra n  m ad d en in  d oğa
s ım  b ild iğ im izde to p lam  kü tley i h esap la m ak  is te rsek  b u  "yoğunluk" k av 
ram ın ı ku llan ırız . M atem atik se l o la rak  yap tığ ım ız , yoğun luğunun , k a p la 
d ığ ı hacim  üzerinden  in te g ra lin i a lm ak tır. T em elde yoğun luk  hakk ındak i 
nok ta , onun  belli b ir  bölge iç inde in te g ra lin i a lab ilm em ize uygun  tü rd ek i 
n icelik  o luşu , b ir  in te g ra l işa re tin d e n  so n ra  yerleştireb ileceğ im iz  tü rd ek i 
n icelik  o lu şu d u r. B unun la  b ir lik te  b u ra d a , fa rk lı b o y u tla ra  sa h ip  u zay la r 
ü zerindek i in te g ra lle r i a y ır t e tm eye b iraz  d ik k a t etm eliy iz . (Örneğin "b i
rim  a lan d a k i kütle" "b irim  hac im dek i kü tle"den  fa rk lı tü rd e  b ir  niceliktir.) 
B ir p -b iç im lin in  p -b o y u tlu  b ir  u zay  üzerinde in te g ra li a lın m ay a  uygun  n i
celik  o lduğunu  göreceğiz.

B ir 1-b içim liy le b aş lay a lım . Bu en b a s it  d u ru m d u r. B ir n iceliğ in  1-bo- 
y u tlu  b ir  m an ifo ld  üzerindek i, d iyelim  ki b ir  y eğ risi üze rindek i, in teg ra- 
liyle ilgilenm ekteyiz. §6 .6 'dan , s ıra d a n  (1-boyutlu) in teg ra lle rin , x, y  eğ risi 
ü ze rindek i b ir  p a ra m e tre  o la rak  a lab ileceğ im iz gerçel değerli b ir  n icelik  
olm ak üzere

b iç im inde y az ılan  şey ler o ld u ğ u n u  an ım say ın . “f(x )d x "  n ice liğ in in  b ir  1- 
b iç im liy i gösterm ek te  o lduğunu  d ü şü n ü rü z . A slında 1 -b iç im lile rle  ilgili 
no tasyon , s ıra d a n  in te g ra lle r in  gösterim iy le  tu ta r l ı  o lab ilm esi iç in  d ik k a t
li b iç im de uygun  hale  g e tir ilm iş tir . Bu, 13, 14 ve 17. bö lü m lerd e  yen iden  
karşıla şacağ ım ız , seçkin  F ran sız  m atem atikç i E lie C a rtan  (1869-1951) t a 
ra f ın d a n  su n u lm u ş d ışsa l ka lkü lü s  o la rak  b ilin en  20. yüzy ıl an a liz in in  b ir  
öze lliğ id ir ve 17. yü zy ıld a  G ottfried  W ilhelm  Leibniz (1646-1716) ta ra f ın 
d an  su n u lm u ş "dx" n o ta sy o n u y la  za rif  b iç im de içiçe geçm iş tir. C a rtan 'ın  
d üzen inde  dx 'ı b ir  "sonsuz küçük  niceliği" g ö s te rir  b iç im de değil fak a t b ir  
eğri ü ze rin d e  in te g ra l a lınab ilecek  uygun  tü rd ek i y oğun luğu  (1-biçim li) 
sa ğ la r  b iç im de d ü şü n ü rü z .

Bu n o ta sy o n u n  gü ze llik le rin d en  b iris i, çağ ırm ay ı seçtiğ im iz  değ işken 
deki h e r  tü r lü  değ işik lik le o tom atik  o larak  ilg ilenm esid ir. x  p a ra m e tre s in i, 
d iyelim  ki, b aşk a  b ir  X 'le d eğ iş tir irsek  böylece a  = f ( x ) d x  1-b içim lisi, ve
r ili değ işken  (x ya da X) b iç im indek i açık fonksiyonel ifad e s i değ işse de,



/  a 'n ın  ayn ı ka lm ası an lam ın d a , aynı kalm ış sa y ılır .112-91 A yrıca a  1 -b içim - 
lis in i, eğ rim izin  iç inde b u lu n d u ğ u  d ah a  büyük  bo y u tlu  b ir  çevresel uzay 
boyunca ta n ım la n m ış  o larak  da değ erlen d ireb iliriz . x  ya da X p a ra m e tre 
leri, b aşk a  b ir  k o o rd in a t y am asın a  geçtiğ im izde fa rk lı b ir  k o o rd in a ta  geç
m ekten  m em nun  olacağım ız bu  çevresel uzaydak i b ir  k o o rd in a t y am asın ın  
k o o rd in a tla r ın d a n  b iri o la rak  k ab u l ed ileb ilir. H er şey kendi b a ş ın ın  ça re 
sine b ak ar. Bu in te g ra li b as itçe , Jl  v erili y  eğ ris in in  üzerinde  in te g ra l a l ı
nacak  b ir  p a rç a s ı yerine  k u llan ılm ak  üzere,

b iç im inde yazab iliriz .
Yüksek b o y u tlu  bö lge ler üzerindek i in te g ra lle r  ne d u ru m d ad ır?  2 -bo- 

y u tlu  b ir  bölge iç in  in teg ra l işa re tin in  a rd ın d a n  b ir  2 -b içim liye gerek d u 
y arız .9 Bu b ir  f ( x , y ) d x  A dy  n iceliğ i (ya d a  bu  tü r  şey lerin  b ir  toplam ı) o la 
b ilir  ve Jl a r tık  üzerinde in te g ra l a lınacak , verili b ir  2 -yüzey  iç inde yer 
a lan  2 -b o y u tlu  b ir  bölge olm ak üzere,

ifad esin i (ya da bu  tü r  n icelik lerin  b ir  top lam ın ı) y azab iliriz . Yine, yüzeyin  
k o o rd in a tla r ın ı yerel o la rak  b e lir ten  x  ve y  p a ra m etre le ri, bu  tü r  herh an g i 
b aşk a  b ir  ç iftle  d eğ iş tir ile b ilir  ve n o ta sy o n  b aş ın ın  ça resin e  b ak ar. Bu, 2 -  
b iç im li, Jl  2 -b ö lg esin in  iç inde b u lu n d u ğ u  d ah a  yüksek b o y u tlu  b ir  çevre
sel u zay d a  ikam et ed iyo rsa  k u su rsu z  derecede iyi işler. Tüm  b u n la r  ay rıca  
3 -b o y u tlu  bö lge ler üzerinde  in te g ra li a lm an  3 -b iç im lile r  ya da 4 -b o y u tlu  
bö lge ler ü zerin d e  in te g ra li a lın an  4 -  b iç im liler, vb iç in  de ça lış ır. K oordi
n a tla r ım ız ı değ iştirm ey i seçersek  C a rtan 'ın  tü rev se l b iç im li no tasy o n u n - 
dak i kam a ça rp ım ı (§12.6'nın d ışsa l tü rev iy le  birlik te), h e r  şey in  icab ın a  
bakar. (Bu d u rum , aksi ta k tird e  h e sa b a  k a tılm a sı gereken "Jakobyenler" 
o la rak  b ilin en  tu h a f  n icelik lerin  açık b iç im dek i b ah s in i eler.)112101

§6.6 'dan , 1 -boyu tlu  in te g ra lle r  söz k o n u su  o ld uğunda  in te g ra l alm an ın  
tü rev  a lm an ın  te rs i  o lduğunu  ile ri sü ren  ya da b aşk a  b iç im de

-S* [12.9] Bunu, b ir belirli /j’a  integrali için lim itlerin  nasıl ele alınacağını açıklayarak gösterin.

’ Bu, "d*” benzeri niceliklerle ilgili "sonsuz küçük" bakış açısına sahip  yaklaşım dan b ir sap 
ma gösterir. Burada "d* A dy"nin karşı değişme özellikleri bize yönlü alan ölçüleriyle ilgili 
yoğunluklarla çalıştığım ızı söyler.

®  [12.10] C = f “_e~*zdx olsun. G2 = /  je _<jr2+y,,d* A Ay ifadesinin niçin doğru olduğunu açık la
yın ve bunu (r, 0) kutupsal koordinatlarına dönüştürerek hesaplayın. (§5.1). B uradan h are 
ketle G = \fâ  ifadesini kanıtlayın.

J  a  ya d a J ^ a

J x f { x , y ) d x  Ady =  J ^ a



o lduğunu  o rtay a  koyan ka lkü lü sü rı tem el teo rem in i an ım say ın . B unun d a 
h a  yüksek  b o y u tlu  b ir  benzeri m evcu t m udur? A slında fa rk lı b o y u tla r  için  
değ işik  b iç im de ad la n d ır ıla n  b en zerle r m e v cu ttu r  (O strogradski, G auss, 
Green, Kelvin, Stokes, vb) fa k a t genel sonuç o larak , e sa se n  C a rtan 'ın  t ü 
revse l b iç im li d ışsa l an a liz in in  b ir  k ısm ı b u ra d a  "d ışsa l k a lk ü lü sü n  tem el 
teorem i" o la rak  a d la n d ır ıla c a k tır .10 Bu, C a rtan 'ın , şim d i döneceğim iz ge
nel d ışsa l tü re v  k av ram ın a  b ağ lıd ır .

12.6 Dışsal türev

Bu önem li kav ram ı ta n ım la m a n ın  "koo rd ina t bağ ım sız" b ir  yolu  d ışsa l 
tü rev i, p = 0, 1, ..., n  — 1 değ e rlerin in  h e r  b ir i iç in  p -b iç im lile ri (p +  l ) -b i -  
ç im lile r şek linde a la rak , a  b ir  p -b iç im li olm ak ve d(<î>) (ayrıca dar'teki "d" 
b u  ayn ı işlem  olm ak üzere d<t> • % = f(<î>) ifad es in d en  tan ım lan an ) b ir  0 -b i- 
çim liy le (diğer b ir  dey işle  b ir  skalerle) ilg ili d ah a  önceki ta rtışm a m ız d a - 
kiyle aynı an lam a gelm ek üzere  ("<Z>'nin gradyanı")

d (a  +  /?) =  d a  + d/?, 

d (a A y )  =  d a A y  + ( - l ) pa  Ady, 

d (d a) =  0

öze llik lerine sah ip  eşsiz  "d" iş lem cisi o la rak  aksiyom atik  b iç im de o lu ş tu r 
m aktır. Y ukarıdaki lis ted ek i son  eş itlik  sık lık la  b as itçe , d ışs a l tü rev  i ş 
lem cisi d 'n in  k ilit b ir  özelliği o lan

d2 =  0

eşitliğ iy le  ifade  ed ilir. (G österilen ik inci eş itlik tek i ( - l ) p te rim in in  tu h a f  
gö rü n ü m ü n ü n  n ed en in in  onu  izleyen "d"nin, te rs  s im etrik  o lan  p ind is iy le  
b ir lik te  a 'y a  "doğru itilerek" gerçek ten  "yanlış yerde b u lu n u y o r oluşu" o l
d u ğ u n u  alg ılayab iliriz . Bu aşağ ıd a k i in d is  ifad e le rin d e  d a h a  a n la ş ılır  hale  
getiriliyo r.)112111

B ir gradyarı, a  = d <t>, o lan  a  1 -b iç im lisi y u k a rıd a k ile r  u y a rın c a  d a  =  
O'ı sa ğ lam a lıd ır .112121 B unun la  b ir lik te  tü m  1-b iç im lile r b u  b ağ ın tıy ı sa ğ la 
m az. A slında b ir  a  1 -b iç im lis i d a  =  O'ı sağ lıy o rsa  b u ra d a n  b ir  <t> iç in  yerel

10 Bana N. M. J. VVoodhouse tara fın d an  önerilen b ir  isim. Bu teorem  bazen basitçe Stokes te
orem i olarak ad landırılır. Bununla birlikte bu durum , Stokes'un tek katk ısı görünüşe göre 
VVilliam Thom pson'dan, Lord Kelvin, aldığı b ir Cambridge sınav sorusunda o luşturulduğu 
için özellikle uygunsuz görünür.

-© [12.11] Yukarıdaki bağın tıları kullanarak  dG4dx + Bdy) = (dB/dx — dA /dy)âx  A dy olduğunu 
gösterin, 

r f f i  [12.12] Neden?



o larak  (diğer b ir  dey işle verili h e rh a n g i b ir  n ok tay ı içeren  y e te rli küçük 
lük tek i açık b ir  küm ede) a  = d<P b iç im ine sah ip  o lduğu  so n u cu  çıkar. Bu, 
b ir  fi  1 -b iç im lis i dp  = O'ı sağ lıy o rsa  böylece P 'm n  b ir  y  (p -  l) -b iç im lis i  
iç in  yerel o la rak P = d y  b iç im ine sa h ip  o lacağ ın ı ile ri sü ren  önem li P oin
care ö n sa v m ın  b ir  ö rn eğ id ir.11112131

D ışsa l tü re v  b ile şe n le r k u lla n ıla ra k  aç ık lan ıp  b e lirg in  h a le  g e tir ilir . B ir 
a  p -b iç im lis in i ele alın . X1, ..., x n k o o rd in a tla r ın a  sa h ip  b ir  k o o rd in a t y a 
m a s ın d a  a'y1 gösterm ek  için, a r t (=a[r ...t], r, . .. ,t  say ıca  p k a d a r  olm ak üze
re; bkz. §11.6) b ile şen le rin in  te rs  s im etrik  b ir  küm esine sa h ip  o luruz. Bu 
g österim i, (2 sem bolüyle b elirtilen ) to p lam a , h e r  b ir i 1, ..., n  a ra lığ ın d a  
y er a lan  p sa y ıla rı r, . . . , t 'n in  tü m  küm eleri ü ze rin d e  gerçek leştirilm ek  ü ze
re,

a  = ^  a r t d xr A ••• A d x t

b iç im inde yazab iliriz . (Bazı in sa n la r  kam a ça rp ım ın d ak i te rs  s im e tr in in  
s ıf ır  o lm ayan  h e r  b ir  te rim in  pl kez y ine lenm esine yol açm ası sonucu  bu  
ifadede  o rta y a  ç ıkan  b ir  faz la lık tan  kaç ınm ayı te rc ih  ederler. B unun la  b ir 
lik te , b as itç e  b u  faz la lık la  y a şa rsa k  n o ta sy o n  d ah a  iy i ça lış ır; ben im  d ah a  
çok te rc ih  e ttiğ im  seçenek de budur.) a  p -b iç im lis in in  d ışsa l tü re v i d a  
şek linde y az ılan  ve

d
( d a ) qr...t — gx [q a r...t]

b ile şen le rin e  sah ip  b ir  (p +  l)-b iç im lid ir . (N otasyon b u ra d a  b iraz  tu h a f  
görünm ek ted ir. İfad en in  k ilit özelliğ i o lan  te rs  s im etrilem e tü re v  sem bolü

Ş e k il  12.11 D ışsa l k a lk ü lü sü n  te 
m el teorem i, f x A(p = { ax<P- M  K la
s ik  d u ru m  (17. yüzy ıl), tp = f ( x )  ve  
31, b ir  y  eğ r is in in  a 'd a n  b ’y e  ka- 
d a rlık  b ö lü m ü  o lm a k  üzere, 

f  (x)  d*  =  f ( b )  -  f  ( a ) 'dır. B u, x  
p a ra m e tre s iy le  ta n ım la n ır , b ö y le 
ce  dy, y 'n ın  x  = a  (n e g a tif sayılan)  
ve  x  = b (pozitif) b itiş  n o k ta 
la r ın d a n  o luşur, (b) B ir  tp p -  
b iç im lis i iç in  31 p -b o y u t lu  d3l 
s ın ır ın a  sa h ip  t ık ız  b ir  y ö n lü  
(p  +  1 ) -b o y u t lu  bö lged ir.

11 B kz. Flanders, 1963. Bu kitapta, “Poincare önsavı" olarak adlandırdığım şeye te rs  olarak de
ğinilir.



ü zerindek i de dah il olm ak ü zere  tü m  p +  1 in d is le r i b o y u n ca  gen işler.)112141'
112.15]

A rtık d ışsa l k a lk ü lü sü n  te m e l teo rem in i  y azacak  b ir  konum dayız. Bu, 
b ir  <p p -b iç im lis i iç in  aşağ ıd ak i o ldukça z a r if  (ve güçlü) denklem le ifade 
e d ilir  (bkz. Şekil 12.11):

f Xd<P = idx.<P-

B u rad a  31, (kendisi de tık ız  olan) p -b o y u tlu  (yönlü) s ın ırı 331'yle göste rilen  
tık ız  b ir  (p +  l ) -b o y u tlu  (yönlü) bölgedir.

B u rad a  ku llan ıp  h en ü z  aç ık lam adığ ım  çeş itli sözcük le r m evcu ttu r. "Tı
kız", am açlarım ız  için , sezg ise l o la rak , 31 bö lg esin in  "sonsuza gitm em esi" 
ve "kend inden  çıkarılm ış delik lere" y a  da "s ın ırın d an  ç ık arılm ış  p a rça la ra"  
sa h ip  o lm am ası an lam ın a  gelir. D aha kesin  o la rak  t ık ız  b ir  31 bö lgesi, b u 
ra d a k i am açlarım ız  iç in ,12 3£'de b u lu n a n  n o k ta la rın  h e rh a n g i sonsuz b ir  
d iz is in in  31 iç inde b ir  n o k ta d a  b irikm esi z o ru n lu lu ğ u n d a  o lu şu  özelliğine 
sa h ip  b ir  b ö lg ed ir (Şekil 12.12a). B urada , b ir  y  b ir ikm e n o k ta s ı, 31'de y 'y i 
içeren  tü m  açık kü m elerin  (bkz. §7.4) sonsuz  d iz in in  üyelerin i de içerm e 
zo ru n lu lu ğ u n d a  o lu şu  özelliğ ine sa h ip tir  (böylece d iz in in  n o k ta la n , s ın ır 
sız b iç im de, y 'ye  g it g ide d a h a  y ak ın  h a le  gelir). Ö klitçi so n su z  düzlem  t ı 
kız d eğ ild ir  fak a t b ir  k ü ren in  ve de to ru su n  yüzeyi böy led ir. A yrıca kar-

Şekil 12.12 Tıkızlık, (a) Tıkız 
bir 3 î bölgesi, 3 i ’dek i 
p ı , p 2, p 3 , -  noktalarının her
hangi sonsuz bir dizisinin so
nuçta bir y  noktasında birik
m ek zorunda oluşu özelliğine 
sahiptir; böylece J î ’de y ’yi 
içeren tüm JV açık kümeleri 
ayrıca dizinin (sonsuz biçimde 
fazla) üyelerini de içermek zo
rundadır. (b) Tıkız olmayan bir 
bölgede bu özellik yoktur.

&  [12.14] Dışsal türevle ilgili tüm "aksiyomların dolaysız biçimde sağlandığını bu koordinat
tanımını kullanarak gösterin.

®  [12.15] Bu koordinat tanımının, bir biçimin aT t bileşenlerinin dönüşümü, a  biçiminin ken
disinin koordinat değişmesi yoluyla değiştirilememesi gereksinimi tarafından tanımlanmak
üzere, koordinatlarla ilgili ne gibi bir seçim yapılırsa yapılsın aynı d a  niceliğini verdiğini

gösterin. İp u cu : Bu dönüşümün, §13.8'de verildiği üzere, [°]-değerlikli tensör bileşenlerinin

pasif dönüşümüyle özdeş olduğunu gösterin.

12 Bununla birlikte topolojik bir uzayın tıkızlığının metinde verilen kadar sezgisel olmayıp çok 
daha yaygın uygulanabilir bir tanımı mevcuttur. Bir 31 uzayı, açık kümelerin bir birliği ola
rak ifade edilebildiği her durumda bu kümelerin birliği hâlâ 31 olan sonlu bir toplamı mev
cutsa, tıkızdır.

y



m aşık  düzlem deki b irim  çem ber üzerin d e  ya da iç inde b u lu n a n  n o k ta la r  
küm esi de b ö y led ir  (kapalı b irim  disk) fak a t çem berin  k en d isin i ya da y a l
n ızca  çem ber m erkezin i küm eden  ç ık a rırsak  böylece so n u ç tak i küm e tık ız  
olm az. Bkz. Şekil 12.13.

"Yönlü" te rim i 3£'nin h e r  n o k ta s ın d a  tu ta r l ı  b ir  "handedness" b e lir le n 
m esine k a rş ılık  ge lir (Şekil 12.14). B ir O -m anifold  ya da ay rık  n o k ta la r  k ü 
m esi iç in  yönelim  h e r b ir  nok taya  b a s itç e  b ir  "p o z itif ' (+) ya da "negatif 
değer" (-) a ta r  (12.14a). B ir 1 -m an ifo ld  ya da eğri iç in  bu  yönelim  jgğri üze
r in d e  b ir  "yön" su n a r. Bu, b ir  şekilde, eğri üzerine  yönü b e lirtm ek iiç in  b ir  
"ok" y e rle ş tire re k  g ö ste rileb ilir  (Şekil 12.4b). Bir 2 -m an ifo ld  iç in  yönelim  
şek ilse l o la rak  m in ik  b ir  çem ber ya d a  üzerinde b ir  ok o lan  çem berse l b ir  
yay ta ra f ın d a n  g ö s te rileb ilir  (Şekil 12.14c); bu , yüzeyin  b ir  n o k ta s ın d a k i 
b ir  ta n ja n t v ek tö rü n ü n  hang i d ö nm esin in  "p o z itif ' yönde sa y ılacağ ın ı b e 
lir tir .  B ir 3 -m an ifo ld  iç in  yönelim  b ir  nok tad ak i bağ ım sız  vek tö rle rin  h a n 
gi ü ç lü sü n ü n  "saa t yönünde" ve h a n g is in in  " saa t yönü  te rs in d e"  o la rak  d e 
ğ e rlen d irild iğ in i b e lir le r  (§11.3 ve Şekil 11.1'i an ım sayın). Bkz. Şekil 
12.14.d. Y alnızca görece s ıra d ış ı u za y la r  iç in  tu ta r lı  b iç im de b ir  yönelim  
a tam a k  o lan ak lı değ ild ir. B unun yap ılam ad ığ ı ("yön lend irileb ilir olm ayan) 
b ir  ö rnek  Şekil 12.15'te g ö ste rild iğ i üzere M öbius şerid id ir .

(b)

Ş ek il 12.13 (a) Bazı tık ız  o lm ay an  uzay la r: Ö klitçi so n su z  düzlem , aç ık  b ir im  d isk  ve m e r
kezi ç ık a rılm ış  k ap a lı d isk , (b) Bazı tık ız  u zay la r: küre, to ru s  ve k ap a lı b ir im  d isk . (Katı 
s ın ır  ç izg ileri küm en in  p a rç a s ıd ır ;  kesik  s ın ır  ç izg ileri değildir.)



(a) (b) (c) (d)

Ş ek il 12.14 Yönelim , (a) 0 -m a n ifo ld  a y n k  n o k ta la r ın  b ir  küm esid ir; yönelim  h e r  b ir  n o k 
ta y a  b a s itç e  b ir  "p o z itif ' (+) ya  da  " n e g a tif ' değ er (-) a ta r , (b) B ir 1 -m an ifo ld  ya  d a  eğri 
iç in  yönelim  eğri üzerin d e , o n u n  ü ze rin e  b i r  "ok" y e r le ş tire re k  g ö s te rile n  b ir  "yön" su n a r, 
(c) B ir 2 -m an ifo ld  iç in  yönelim , ü ze rin d e  b ir  ta n ja n t  v ek tö rü n ü n  “p o z it if ' dönm e y ö n ü n ü  
b e lir te n  b ir  ok o lan  m in ik  çem b erse l b i r  yay  ta ra f ın d a n  g ö ste rileb ilir , (d) B ir 3 -m an ifo ld  
iç in  yönelim  b ir  n o k tad ak i b ağ ım sız  v ek tö rle rin  h an g i ü ç lü s ü n ü n  " sa a t yönünde" o ld u 
ğ u n u  b e lir le r  (k a rş ıla ş tır ın  Şekil 11.1).

Ş e k i l  12.15 M ö b iu s şerid i:  y ö n le n d ir ile b ilir  o lm a ya n  
b ir  u za y  örneği.

(p + l ) -b o y u tlu  (tıkız yönelim li) Jl bö lgesin in  dJl s ın ın ,  32'nin iç bö lge
sin d e  yer a lm ayan  n o k ta la r ın d a n  o luşur. Jl uygun  b iç im de p a ta lo jik  değ il
se dJl bo ş o lsa  b ile  (tıkız yönelim li) p -b o y u tlu  b ir  bö lgedir. Ona a it s ın ır  
d dJl b o ş tu r . Böylece d a h a  önceki d 2 =  0 b ağ ın tım ız ı ta m a m la r  b iç im de 
d2 =  0 o lur.

K arm aşık  düzlem deki k ap a lı b irim  d isk in  s ın ırı b irim  çem berd ir; b irim  
k ü ren in  s ın ırı b o ş tu r , son lu  b ir  s ilin d ir in  (s ilind irik  2-yüzey) s ın ırı h e r iki 
u ç tak i b irim  çem berden  o lu şu r  fak a t h er b ir in in  yönelim i te rs t ir ,  son lu  b ir  
doğ ru  p a rç a s ın ın  s ın ın  b ir i p o z itif  ve d iğeri n e g a tif  sa y ıla n  ik i uç n o k ta 
s ın d a n  o lu şu r. Bkz. Şekil 12.16.13 Y ukarıda g ö ste rild iğ i üzere k a lk ü lü sü n  
tem el teo rem in in  1 -b o y u tlu  o rijina l b iç im i, Jl b u  tü r  b ir  doğru  p a rç a s ı 
o la rak  k ab u l ed ild iğ inde  d ışsa l k a lk ü lü sü n  tem el teo rem in in  özel b ir  d u 
ru m u  o la rak  o rtay a  çıkar.

13 Bu konularda daha fazla bilgi için bkz. VVillmore, 1959.



& 0

(a) (b)

Efrm ı îw D  o .
(c) (d)

Ş ek il 12.16 ly i- ta n ım lı b ir  tık ız  y ön lü  (p  +  l ) -b o y u t lu  31 b ö lg es in in  dJl s ın ır ı, K 'n in  
(p  + l ) -b o y u t lu  iç b ö lg esin d e  y er a lm ay an  n o k ta la r ın d a n  o lu şa n  (tıkız yönlü) p -b o y u tlu  
(o lasılık la  boş) b ir  bö lged ir, (a) K apalı b ir im  d isk in  (karm aşık  düzlem  C 'de |z | <  1 ile  v e r i
len) s ın ır ı  b ir im  çem berd ir, (b) B irim  k ü ren in  s ın ın  (0 b o ş küm eyi göste rm ek  üzere, bkz. 
§3.4) b o ş tu r , (c) Sonlu u z u n lu k tak i b ir  s ilin d ir ik  yüzey in  s ın ır ı  h e r  b ir i  te rs  yönelim e s a 
h ip  iki u ç tak i çem b erd en  o lu şu r, (d) Sonlu b ir  eğri p a rç a s ın ın  sın ır ı, b ir i  p o z itif  d iğeri 
n e g a tif  o lan  iki uç  n o k ta s ın d a n  o lu şu r.

12.7 Hacim elemanı; toplama uzlaşısı

Şim di b ir  p -b iç im liy le  b ir  M  n -m an ifo ld u n d a k i (n — p )-v e k tö rü  a r a 
s ın d ak i ay rım a ve ilişk iye dönelim . Bu ilişk iy i an lam ak  üzere  en iy isi ilk 
o la rak  p =  n u ç  ö rneğine g idelim , böylece b ir  p -b iç im lis iy le  M  üze rindek i 
b ir  sk a le r  a lan  a ra s ın d ak i ilişk iy i inceleriz . B ir e n -b iç im lis i d u ru m u n d a  
JVf'nin b ir  o n o k ta s ın d a k i b ir le ş ik  n -y ü zey  elem an ı o 'dak i tü m  ta n ja n t n -  
düzlem id ir. e 'u n  su n d u ğ u  ölçü  b as itçe , yönle ilg ili h e rh an g i b ir  özelliği 
bu lu n m ay an  b ir  n -y o ğ u n lu k tu r. Bu tü r  b ir  (h içbir yerde s ıf ır  v a rsa y ılm a 
yan) n -y o ğ u n lu k  bazen  M  r ı-m an ifo ld u  iç in  b ir  h a c im  e lem a n ı  o la rak  a n ı
lır. B ir hac im  elem anı (n — p )-v e k tö rle r in i p -b iç im lile re , çev irm ekte k u lla 
n ıla b ilir , te rs i  de geçerlid ir. (Bazen b ir  m an ifo ld a  a tan m ış  b ir  hac im  ele
m an ı m an ifo ld u n  a tan m ış  "yap ı"sın ın  p a rç a s ı o la rak  m evcu t o lur; b u  d u 
ru m d a  b ir  p -b iç im lis i ve (n — p )-v e k tö rü  a ra s ın d a k i esas  ay rım  kaybolur.)

B ir hac im  elem anın ı, b ir  (n  — p )-v e k tö rü  b ir  p -b iç im lis in e  çevirm ek 
üzere  n a s ıl k u llanab iliriz?  e n -b iç im lis i b ile şe n le r b iç im inde , h e r  b ir  koo r
d in a t y am as ın d a  n  te rs  s im etrik  a l t  in d is li b ir  n icelik  ta ra f ın d a n  g ö s te ri
lir:

£ r...w .

(Bazıları b u n a  b ir  (n!)-1 ç a rp a n ı ka tm ay ı te rc ih  edeb ilir; "!" iç in  bkz. §5.3. 
B unun la  b ir lik te  d ikka ti an a  fik ird en  b aşk a  yöne çek tik leri o ran d a  b u ra d a  
o rtay a  çıkan  çeşitli tu h a f  fak tö riy e lle rle  ilgilenm eyeceğim .) sr w n iceliğ in i 
b ir  ip (n — p )-v e k tö rü n ü n  \pu w b ile şe n le r  a iles in i b ir  a  p -b iç im lis in in  ar t



b ile şe n le r  a iles ine  çev irm ekte k u llan ab ilir iz . B unu, önüm üzdeki bö lüm de 
d ah a  a y rın tılı o la rak  göreceğim iz ten sö r  cebiri iş lem lerin i k u lla n a rak  y a 
pab ilir iz . Bu ceb ir b ize ı/)“ '"“"n u n  (n — p) ü s t  in d is in i £r  w'n u n  n ad e t a lt 
in d is in d en  (n — p) ad ed in e  "yap ıştırm a" o lanağ ı sağ la r, böylece b iz i ar t 
iç in  gerek  duyduğum uz p ad e t b ağ lan m am ış a lt in d is le  b a ş  b a ş a  b ırak ır. 
B u rad a  m eydana gelen "yap ıştırm a" işlem i te n sö r  "büzülüm ü" (ya da 
"transveksiyon") o la rak  b ilin en  şey d ir ve h e r  b ir  ü s t  in d is in  ilg ili b ir  a lt 
ind is le , b u  ik isi "top lanm ak" üzere , ç ift o lu ş tu rm a s ın a  o lanak  sağ la r, böy 
lece tü m  in d is  küm eleri so n u ç tak i ifad ed en  ç ıkarılm ış olur.

B una ilişk in  a rk e tip  o lan  örnek, b ir  /? k o v ek tö rünün  /?r b ile şen lerin i, iki 
küm e e lem an la rın ın  b ile şe n le rin i b irb iriy le  ça rp ıp  d ah a  so n ra  y ineleyen 
in d is le ri, to p lam a y ine leyen  r  in d is in e  (b ir yukarıya , b ir  aşağıya) k a rşılık  
gelm ek üzere,

/ » • ?  =  2 / r r

elde etm ek üzere "toplam ak" yo luy la  £ v ek tö rü n ü n  f r b ile şen leriy le  b ir le ş 
tire n  ska ler çarp ım d ır. Bu to p la m a işlem i ay rıca  çok in d is li n icelik lerde 
de g eçerlid ir  ve fiz ikç ile r E in s te in  ta ra fın d a n  o rtay a  konm uş olup top la 
m a  uzla şısı o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  uz laşıy ı k ab u l etm eyi son  derece u y 
gun  bu lu r. Bu u z laşı gerçek to p la m a işa re tle r in in  k u lla n ım d a n  ç ıkarılm ası 
an lam ın a  ge lir ve b ir  a l t  ve ü s t  ind is  a ra s ın d a k i b ir  to p la m a ayn ı in d is  
h a rf i b ir  te rim dek i tü m  k o n u m la rd a  o rtay a  ç ık tığ ında , to p la m a  h e r  zam an  
1, ..., n  in d is  değerleri ü ze rin d en  olm ak üzere, m eydana  gelir. Bu neden le  
sk a le r  ça rp ım  a rtık  b a s it  o la rak

P  • f  =  P A r

b iç im inde yazılır. Y ukarıda öze tlenen  işlem i, bu  u z laşıy ı k u llan arak , b ir  
p -b iç im lis in i kend ine k a rş ılık  gelen  b ir  (n — p )-v e k tö rü  ve hac im  biç im i 
şek linde ifade  etm ek üzere, (n — p) ad e t u, ..., w in d is i üze rindek i b ü z ü l
m eyle b irlik te

«r ...t  K  £ r .. .tu . ..w 'P u  “w

o larak  yazabiliriz. B urada, "oran tılıd ır" yerine ku llan ılıp  h e r  iki ta ra f  diğer 
ta ra fın  s ıf ır  o lm ayan b ir  k a tıd ır  an lam ına gelen "oc" sem bolünü  sunuyorum . 
Bu, ifadelerim izin  k arış ık  görünüm lü  fak töriyellerle  kafa k a rış tır ıc ı b içim de 
dağınık  hale  gelm em esi iç in  böyledir. Bazı du ru m lard a , bu  b ağ ın tı (orantılı- 
lık) geçerliyse ıp (n — p )-v ek tö rü  ve a  p -b iç im lis i b irb ir in e  ik ilid ir14 deriz.

14 Bu "ikili" kavram ı, §12.3'te açıklandığı üzere b ir vektörün b ir kovektöre "ikili" olm asm da- 
kinden oldukça farklıdır. Bununla b irlik te  yine de başka b ir "ikililik" konusuyla, Hodge ikili
ğiyle  yakından ilişkilidir. Bunun elektrom anyetizm ada, bkz. §19.2, b ir  rolü m evcuttur ve tü 
revleri kuantum  kütleçekim, bkz. §31.14, §32.2, §§33.11,12, ve parçacık fiziğine, bkz. §25.8,



Bu du rum da uygun b ir  te rs  e (n-vektörlü) hacim  biçim i için  h e r  zam an, e 'a  

karşı
e  • e =  sr w er - w=  n!

u y a rın c a  (norm alleştirm e k o n u la rı b u rad a k i tem el uğ raşım ız  o lm asa  da) 
sık lık la  "no rm alleştirilen" ilg ili b ir

ıPu w oc ctr t e r- tu- w

te rs  denklem i m evcu t o lacak tır.
Bu denk lem ler k lasik  te n sö r  ceb irin in  p a rç a s ıd ır  (bkz. §12.8). Bu d u 

rum  kend i y a ra rım ıza  k u llanacağ ım ız , E in s te in 'ın  to p la m a u z la ş ıs ıy la  b i r 
leşm iş b ir  in d is  gösterim i k u lla n ım ın d an  o ldukça y a ra rla n a n  (ayrıca 14. 
bö lüm de d a h a  faz la  ilg ileneceğim iz te n sö r  ana liz ine  gen işle tilen) güçlü  b ir  
yön tem  su n a r. Ters sim etrilem eyle  ilg ili köşeli p a ra n te z  n o ta sy o n u  ay rıca  
b u  ceb irde , s im e tr ilem ey le  ilgili,

ıp W ) = i  (ıpab +  ıpba),

ip (abc) _  i  ^ p a b c  +  ıpacb +  ^ b c a  +  ^ b a c  +  ^ c a b  +  ^ c b a y

vb, köşeli p a ra n te z i ta n ım la y an  eksi işa re tle r in  tü m ü n ü n  a r tı  işa re tle rle  
d eğ iş tir ild iğ i ek b ir  p a ra n te z  n o ta sy o n u n d a  o lduğu g ib i değerli b ir  ro l oy
nar.

P aran tez  n o ta sy o n u n u n  değeriy le ilg ili b aşk a  b ir  ö rnek  o la rak  b ir  a  p -  
b iç im lis in in  ya da i/j ^ -v e k tö rü n ü n  b a sit o lm asına  ilişk in  koşu lu , d iğe r b ir  
dey işle  p a d e t tek il 1 -b iç im lin in  ya d a  q ad e t s ıra d a n  v ek tö rü n  kam a ç a r 
p ım ın ı n a s ıl yazab ileceğ im izi görelim . Bu koşul, b ile şe n le r b iç im inde , ilk  
ça rp a n ın  tü m  in d is le r i İk inc isin in  yaln ızca  b ir  in d is iy le  "eğriltilm iş" o l
m ak üzere,

a [r...ta u]v...w =  0 ya da =  o

o la rak  k arş ım ıza  ç ık a r.15 a  ve ıl> b irb ir in e  ik iliyse, b u  d u ru m d a  h e r  koşu l 
iç in  a l te rn a t if  o la rak , ı/j'nin tek  b ir  in d is i a 'n m  tek  b ir  in d is in e  büzü lm ek  
üzere,

T  U U V . . . W  u

yazab iliriz . Bu ifad en in  s im e tr is i g ö s te rir  ki, b a s i t  b ir  p -b iç im lis in in  ik ili
ği, te rs i  de geçerli olm ak üzere, b a s i t  b ir  (n — p )-v e k tö rü d ü r.[12161

ilişkin çeşitli yaklaşım larda öneme sah ip tir. Ne yazık ki burası, m atem atiksel yazının sın ır
lılık ların ın  yol açabileceği karışık lık lar a rasında  yalnızca b ir yerdir.

15 Bkz. Penrose ve Rindler, 1984, s. 165, 166.
[12.161 B asitlik için bu  koşulların  tüm ünün eşdeğerliğini doğrulayın; p = 2 durum unda 
&[rsau]v = O'm yeterliliğini kanıtlayın. İpucu: bu ifadeyi iki vektörle büzün.



12.8 Tensörler: soyut indis ve diyagram biçimli notasyon

B urada o rtay a  ç ıkan  ve bazen  m a tem atik ç in in  n o tasy o n u y la  fizikçin in- 
ki a ra s ın d a  b ir  çelişk i g ib i g ö rü n en  b ir  konu  m evcu ttu r. İk i n o tasyon , y u 
k arıd ak i p  • f  =  /?r f r denklem i ta ra f ın d a n  ö rnek lend irild i. M atem atikç in in  
n o ta sy o n u  açık o la rak  k o o rd in a tla rd a n  b ağ ım sız d ır  ve ((/?, f )  y a  da (/?, 
tü rü n d e  b ir  n o ta sy o n  k en d isi iç in  m atem atik se l y az ın d a  d ah a  genel o la b i
len) p  • f  ifad esin in , sk a le r  ça rp ım  işlem i b ü tü n ü y le  g eo m etrik /ceb irse l te 
rim le rle  tan ım lan m ış  o lm ak üzere, herh an g i b ir  k o o rd in a t s is tem in e  gön
derm ede bu lunm az. D iğer ta ra f ta n  fizikçin in  /?r <fr ifad e s i b e lirg in  o larak  
b ir  k o o rd in a t s is tem in d ek i b ile şen lerle  ilg ilid ir. Bu b ile şe n le r  k o o rd in a t 
y am asın d an  k o o rd in a t y am asın a  geçişte  değişir; d ah as ı, n o ta sy o n  (daha 
s ta n d a r t  m a tem atik se l k u llan ım la  çe lişk ili olan) " itiraz  ed ileb ilir"  to p lam a 
u z la ş ıs ın a  bağ lıd ır. Yine de fiz ikçin in  n o ta sy o n u n d a , özellikle, m a tem a tik 
çin in  b e lirli iş lem lerin in  a lan ı k a p sam ın d a  h az ır  o la rak  gelm eyen, yeni iş 
lem ler o lu ş tu rm ak  üzere ku llan ılab ilm e ko lay lığ ında b ü y ü k  b ir  esneklik  
m ev cu ttu r. B ir şekilde k a rış ık  o lan  h esa p la m a la r  (örneğin y u k a rıd a  g ö ste 
rilm iş  son  denklem  ç iftiy le  ilg ili o lanlar), in d is  se rb e s t ifade lere  b ağ lı k a l
m a k ta  ıs r a r  ed ilirse  n eredeyse  çoğu kez yönetilem ezd ir. Saf m a tem atik ç i
le r  k end ile rin i, b ir  a rg ü m a n d a  h esap la  ilg ili tem el b az ı b ile şe n le r  g e rek ti
ğ inde, s ık lık la  "koo rd ina t yam ası" h e sa p la m a la rın a  (b ir m ik ta r  utançla!) 
b a şv u ru rk en  b u lu r la r  ve to p la m a u z la ş ıs ın ı sey rek  o la rak  k u lla n ırla r .

B ana göre bu  çelişk i büy ü k  o ran d a  y ap a y d ır  ve b ir  tu tu m  değişik liğ iy le 
e tk ili b iç im de ön leneb ilir. F izikçi b ir  n iceliğ in i k u lla n d ığ ın d a  z ih n in 
de norm alde, ona a it ra sg e le  seçilm iş b ir  k o o rd in a t s is tem in d ek i b ile şe n 
le r  küm esi yerine  f  ile göste rm ek te  o lduğum  gerçek v ek tö r n iceliğ i b u lu 
nu r. A ynısı, gerçek b ir  1 -b içim li o la rak  d ü şü n ü le n  "aa" n iceliğ i iç in  de ge- 
çerlid ir. A slında b u  kav ram , so y u t in d is  n o ta sy o n u  o la rak  a d lan d ır ıla n  
şey  çerçevesinde b ü tü n ü y le  özenli b iç im de y a p ıla b ilir .16 Bu düzende in d is 
ler, b ir  k o o rd in a t s is tem in e  a tıf ta  b u lu n a n  1, 2 , ..., n 'd e n  b ir i yerine  geç
m ez, b u n u n  yerine  o n la r  y a ln ızca  ceb irin  kend ile ri b iç im inde  form üle 
ed ild iğ i so y u t işaretçilerdir. Bu, in d is  n o ta sy o n u n u n  p ra tik  av an ta jla rın ı, 
aç ık  o lsun  ya da o lm asın  b ir  k o o rd in a t s is tem in e  a t ıf ta  b u lu n m ak la  ilgili 
k av ra m sa l gerilem e zo ru n lu lu ğ u  o lm aksız ın , kaybetm em e o lanağ ı sağ lar. 
D ahası soyu t ind is  n o ta sy o n u n u n , özellikle sp in ö r tem elli fo rm alizm lerle  
ilin tis i iç inde, say ısız  ek p ra tik  av a n ta ja  sah ip  o lduğu  aç ığa  ç ık a r .17

Yine de soyu t in d is  n o ta sy o n u  hâ lâ , b ir  eş itlik tek i tü m  önem li a y r ın tı
la rın , in d is le r in  küçük  o lm a eğ ilim inde o lm ası ve o n la rın  b e lir li d ü zen le

16 Penrose, 1968, s. 135-141; Penrose ve Rindler, 1984, s. 68-103; Penrose, 1971.
17 Bkz. Penrose, 1968; Penrose ve Rindler, 1984, 1986; Penrose, 1971 ve O'Donnell, 2003.



n iş le r in in  a s lın ı öğ renm enin  zo rluk  ç ık arm ası neden iy le  fa rk ın a  v a rm a n ın  
zo r o lab ileceğine ilişk in  görsel so ru n d a n  z a ra r  görür. Bu zo rlu k la r b u n a  
rağm en , te n sö r  ceb iriy le  ilg ili d ah a  so n ra  k ısaca  aç ık layacağ ım  d iğer b ir  
n o ta sy o n u n  o rtay a  konm asıy la  k o la y la ş tır ıla b ilir . Bu d iy a g ra m  b iç im li 
n o ta sy o n d u r.

ilk  o la rak  b ir  ten sörün  gerçek te ne o lduğunu  bilm eliy iz. în d is  no tasyo- 
n u n d a , b ir  ten sö r, h e r  p, q > 0 iç in  p ad e t a lt ve q ad e t ü s t  in d ise  sa h ip  o la
b ilen  ve h iç b ir  özel sim etriye  gereksin im  duym ayan

a ...c '

g ib i b ir  n icelik le  göste rilir . B una b ir  değerlik  te n sö rü 18 (ya d a  b ir  

değerli te n sö r  ya da yaln ızca  b ir  [^]-tensörü) deriz. C ebirsel o la ra k  bu,

Q(A.............................................................................................. C; F.......... H) = Aa ... Cc Qfa [ Ff  ... Hh

olm ak üzere  p ad e t A, C v ek tö rü n ü n  ve q ad e t F, ..., H k o vek tö rünün  b ir
(çoklu  d o ğ ru sa l19 o la rak  b ilin en  özel b ir  tür) fonksiyonu  o la rak  d ü şünü le - 
b ilen  b ir  Q n iceliğ in i tem sil eder. D iyagram  b iç im inde n o ta sy o n d a , k en d i
s ine  aşağ ıy a  ("bacaklar") doğru  gen işleyen  q çizgi ve y u karıya  ("kollar") 
doğru  genişleyen  p çizgi ek lenm iş Q te n sö rü  ay ırt edici b ir  sem bol (uygun
luk  u y arın c a  d iyelim  ki b ir  d ikdö rtgen  ya da b ir  üçgen ya da b ir  oval) o la 
rak  g ö ste rilir . B ir te n sö r  ifad e s in in  h e rh an g i b ir  te rim in d e  b irb ir iy le  ç a r 
p ıla n  pek  çok elem an b ir  tü r  b itiş ik  konum da resm ed ilir  fa k a t say fa  b o 
yu n ca  d o ğ ru sa l b iç im de düzen lenm eleri gerekm ez. B irb irine  büzü lm üş 
h e rh a n g i iki in d is le  iç in  çizgiler, ü s tte k i a ltta k in e  o lacak  şe k ild e  b a ğ la n 
m ak zo ru n d ad ır. H enüz k arş ıla ş tığ ım ız  çeşitli denk lem lerin  ö rn ek le rin i de 
içeren  b az ı ö rnek ler şek ille r 12.17 ve 12.18'de gösteriliyo r. Bu n o ta sy o n u n  
p a rç a s ı o la rak , te rs  sim etrilem eyi y an s ıtm a k  üzere  in d is  çizg ileri üzerine, 
in d is  n o ta sy o n u n d ak i köşeli p a ra n te z  n o ta sy o n u n u  y a n s ıta n  (faktöriyel 
ç a rp a n la rla  ilg ili fa rk lı b ir  u z laş ı k ab u l e tm en in  u y g u n luğunu  k a n ıtla sa  
da) b ir  çubuk  çizilir. "Dalgalı" b ir  çubuk  b u n a  bağ lı o la rak  s im etrilem ey i 
y a n s ıtır . D iyagram  b iç im inde n o ta sy o n u  s ıra d a n  b iç im de b asm ak  zor o l
m a sın a  rağm en  pek çok el y az ıs ı h esap la m ad a  a ş ır ı  derecede k u llan ış lı 
o lab ilir. Ben de 50 y ıld an  fa z la d ır  b u n u  k u lla n ıy o ru m !20

18 p + q değeri için bazen m ertebe  terim i kullan ılır fakat bu “m ertebe"yle ilgili m atrislerle  bağ 
lan tılı farklı b ir  anlam  nedeniyle kafa karıştırıc ıd ır, bkz. not 13.10, §13.8.

19 Bu, A , ..., C; F, ..., H 'nin  her b iri için ayrı ayrı doğrusal anlam ına gelir; ayrıca bkz. §§13.7-10.
20 Bkz. Penrose ve Rindler, 1984, Ek; Penrose, 1971; CvitanoviC ve Kennedy, 1982.
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Ş ek il 12.17 D iyagram  b iç im li te n s ö r  n o ta sy o n u . [^ -d e ğ e r li  Q te n sö rü , genel [jjj-değerli 

te n sö r  resm i p  kol ve q b a c a ğ a  sa h ip  o lm ak üzere, 3 ko llu  ve 2 b acak lı b i r  oval ta ra f ın d a n  
tem sil ed ilir. Q“bgc -  2Qbgc“ g ib i b ir  ifad ed e  d iy ag ram  b iç im in d e  n o ta sy o n  b irey se l in d is  
h a r f le r i  k u llan m ak  y erine  h a n g i in d is in  h an g is i o ld u ğ u n u  tak ip  e tm ek  ü ze re  sa y fa  ü ze
r in d e  kol ve b a c a k la r ın  b itim in d e  k o n u m lan d ırm a  k u llan ır. T en sö r in d is le r in in  b ü zü lm e
le ri ifad esiy le  ilg ili d iy ag ram d a  g ö ste rild iğ i g ib i b i r  kol ve b ir  b acağ ı b ir le ş 
t irm e k  yo luy la  g ö ste rilir. Bu d iy ag ram  ay rıca  te rs  sim etrilem ey i göste rm ek  üzere  in d is  
ç izg ileri ü ze rin d en  geçen k a lın  b ir  çu b u k  ve sim etrilem ey i g ö ste rm ek  üzere  d a lg a lı b ir  
çu buk  k u llan ır. D iyag ram dak i ^  k a tsa y ıs ı, (h esap lam aları k o la y la ş tırm a k  üzere) sim etri-  
ley ic i ve te rs  s im etriley ic ile rle  ilg ili n o rm a l p ay d a  fak tö riy e lin in  d iy ag ram  b içim li n o ta s -  
y o n d an  ç ık a rılm a sı gerçeği so n u c u n d a  o r ta y a  ç ık ar (böylece b u ra d a  =  ~ 'y e g erek si
n im  duyarız). D iyag ram ın  a l t  y a r ıs ın d a  te rs  s im etriley ic i ve s im e tr iley ic ile r  "gövdesiz" 
ifa d e le r  o la rak  y az ılır  (§13.3 'te ve Şekil 13.6c'de su n u la cak  o lan  8 J K ronecker d e lta s ın ın  
d iy ag ram  b iç im in d e  g ö ste rim in in  k u llan ım ı yoluyla). D aha so n ra  b u f A ı / v e f A ? j A £  k a 
m a ç a rp ım la rın ı ifade  e tm ek  ü ze re  k u llan ılır .
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Ş ek il 12.18 D aha faz la  d iy ag ram  b iç im li n o tasy o n . B ir (1—biçim li) p  k o v ek tö rü n ü n  d iy a g 
ram ı, b ir  f  v ek tö rü n ü n  tek  koluy la b ir le ş tiğ in d e  sk a le r  ç a rp ım la rın ı veren  tek  b ir  b acağ a  

sa h ip tir . D aha genel o la rak  b ir  [p]-d e ğ e rli Q te n sö rü  ta ra f ın d a n  ta n ım la n a n  çok ludoğru- 

sa l biçim , p  a d e t k o lun  p a d e t k ovek tö r d eğ işken ine  ve q a d e t b acağ ın  q a d e t v ek tö r  d e 
ğ işk en in e  ek lenm esiy le  g ö s te rilir  (b u rad a  q = 3 ve p =  2 'd ir). Genel te n sö rle r in  s im etrik  
ve te rs  s im e tr ik  k ıs ım la rı Şekil 12 .17 'n in  iş lem lerin d ek i d a lg a lı ç izg iler ve k a lın  çu b u k la r  
k u lla n ıla ra k  ifad e  ed ileb ilir. A yrıca çu buk  n o ta sy o n u  (n -b o y u tlu  b ir  u zay la  ilgili) n -  
b iç im li h ac im i için , ilg ili b ir  d iy ag ram  b iç im li n o ta sy o n la  ve o n u n  ik ili e rs- w n -
vek tö rü y le  b ir le ş ir , £ „ ...lvers ,u' =  n! u y a r ın c a  n o rm a lle ş ir . n!<S“r5 j ... <5  ̂ =  eab f £rs .w (ters 

s im e tr ik  h a le  ge lm iş n  a d e t indis) ve en ~f  = p\(n  — p ) \ ... <5  ̂ (bkz. § 13.3ve Şe
kil 13.6c) ifad e le rin e  eşd eğ er b a ğ ın tı la r  da  ay rıca  ifad e  ed ilir. B içim lerin  d ışsa l 
ç a rp ım la rı p -b iç im lile r  ve (n  -  p )-v e k tö r le r i  a ra s ın d a k i "ik ililik” ve "basitlik "  iç in  k o şu l
la r  açık  ve k es in  o la rak  d iy ag ram  b iç im in d e  g ö ste rilir . (D ışsal tü re v  d iy a g ra m la rı iç in  
bkz. Şekil 14.18)

12.9 Karmaşık manifoldlar

Sonuç o larak , 10. bö lüm de b e lir tild iğ i üzere k a rm aşık  m an ifo ld la r  ko
n u su n a  geri dönelim . B ir R iem ann yüzey in i 1 -boyu th ı o la rak  d ü şü n d ü ğ ü 
m üzde y a ln ızca  karm aşık  sa y ıla r  ü ze rin d e  u y g u lan an  holom orfik  fonksi-



y o n la r  b iç im inde d ü şü n ü rü z . D aha yüksek b o y u tlu  m a n ifo ld la rd a  da, X1, 
. . . ,x n k o o rd in a tla rım ız ı a r tık  z 1, . . . ,z n k a rm aşık  sa y ıla rı b iç im inde  ele a la 
rak  kesin  b iç im de ayn ı d u ru şu  ve o n la rla  ilg ili fo nksiyon la rım ız ı holom or- 
fik  fon k siy o n la r o la rak  ben im seyeb iliriz . M an ifo ldum uzu  y ine b ir  m ik ta r  
k o o rd in a t yam asın ın , h e r  b ir  yam a a rtık  n o k ta la r ı k a rm a şık  sa y ıla rın  n -  
k a tı (z1, z 2, ..., zn) o lan  Cn k o o rd in a t uzay ın ın  (ve §10 .2 'den "C 'n in  k en d is i
n in  k a rm a şık  sa y ıla r  s is tem in in  yerine  k u llan ıld ığ ın ı an ım sayın) açık b ir  
bö lgesi olm ak üzere, "b irb irin e  y ap ış tır ılm ış"  h a li o la rak  alırız . K oord inat 
dö n ü şü m lerin i ifade  eden  geçiş fo n k s iy o n la r ı,  k o o rd in a t y am asın d an  ko
o rd in a t y am asın a  h a re k e t e ttiğ im izde , a r tık  tüm üyle  ho lo m o rfik  fo n k s i
y o n la r  ta ra f ın d a n  verilir. H olom orfik  v ek tö r a lan la rın ı, kovek tö rleri, p -b i-  
ç im lileri, ten sö rle ri, vb, tıp k ı d a h a  önce gerçek b ir  n -m an ifo ld u  d u ru m u n 
da yap tığ ım ız  g ibi tan ım la y ab ilir iz .

Bu d u ru m d a  fa k a t tü m  k arm a şık  k o o rd in a tla rım ız ı o n la rın  gerçel ve 
sa n a l k ısım la rı, z> =  x> -t- iy ’ , b iç im inde  (ya da eşd eğ er b iç im de, karm aşık  
eşlem e kavram ım ızı, iş lem lerin  d ah a  faz la  açık b iç im de holom orfik  o lm a
s ın a  gerek  k a lm am ası iç in , k ab u l ed ileb ilir  fonksiyon  kategorim ize dah il 
ederek, bkz. § 10.1) k en d isi u y arın c a  ifade edebileceğim iz a l te rn a t if  b ir  fe l
sefi b ak ış  aç ısı m evcu t o lur. Böylece "karm aşık  n -m an ifo ld u m u z  a rtık  d a 
h a  faz la  n -b o y u tlu  b ir  uzay  o la rak  görü lm ez fa k a t b u n u n  yerine  gerçel b ir  
2 n -m an ifo ld  o larak  d ü şü n ü lü r . E lb e tte  o, ka rm a ş ık  y a p ı  o la rak  a d la n d ır ı
lan  o ldukça özel tü rd e  b ir  2n -m an ifo ld  y ap ıs ıd ır .

Bu kavram ı fo rm üle e tm en in  çeşitli yo lla rı m ev cu ttu r. E sas ın d a  g ere 
ken C auchy-R iem ann  denk lem lerin in  (§10.5) d a h a  yüksek  b o y u tlu  b ir  çeşi
d id ir  fak a t b az ı şey ler b u n d a n  b ira z  fa rk lı b iç im de ifad e  ed ilir. Gelin, m a- 
n ifo ld  üzerindek i k a rm a şık  v ek tö r a lan la rıy la  gerçel v ek tö r a la n la rı a r a 
s ın d ak i ilişk iy i düşüne lim . K arm aşık  b ir  Ç v ek tö r a lan ın ın , (  ve i) 2n -m a- 
n ifo ld  üzerindek i s ıra d a n  gerçel v ek tö r a la n la rı olm ak üzere,

< =  f + i  r\

b iç im inde g ö ste rild iğ in i d ü şü n eb ilir iz . "K arm aşık y ap ı''n m  b iz im  iç in  y a p 
tığ ı, b u  gerçel vek tö r a la n la rın ın  b irb ir le r iy le  n a s ıl ilişk ilenm eleri g e rek ti
ği ve Ç 'nın "holom orfik" o la rak  n ite len eb ilm esi iç in  h an g i tü rev se l d enk 
lem leri sağ lam ala rı g e rek tiğ in i söy lem ektir. Şim di, k a rm a şık  £ a lan ı i'y le 
ça rp ıld ığ ın d a  o rtay a  ç ıkan  yeni karm aşık  vek tö r a la n ın ı göz önüne alın. 
T u ta rlılık  gereği, =  — ?j +  if  ifad esin e  sa h ip  o lm alıy ız, böylece gerçel £ 
v ek tö r a lan ın ın  - ı j 'y la  ve ben zer şek ilde  17'n ın  f 'y la  y e rle ri d eğ iş tir ilm e li
d ir. Bu y er değ işik lik lerin i etk ileyen  /  iş lem i (diğer b ir  dey işle  J{£) — ~ rl ve 
J(jl) =  0  genellik le "karm aşık  yapı" o la rak  an ılır.

îk i kez u y g u lan d ığ ın d a  / 'n in  etk i e ttiğ i şey in  iş a re tin i b as itç e  te rs  çe
v ird iğ in i n o t edelim , böylece



J 2 = - 1
y azab iliriz .

Tek b a ş ın a  bu  koşu l b ir  n ered eyse  ka rm a ş ık  ya p ı o la rak  an ılan  şeyi 
tan ım la r. M an ifo ld la ilg ili tu ta r l ı  b ir  "holom orfik" k av ram ın ın  o rtay a  ç ı
kab ilm esi iç in  /  n ice liğ in in  b e lir li b ir  tü rev se l denklem i21 sa ğ lan m alıd ır. 
Bize, / - y a p ı l ı  2 n -b o y u tlu  gerçel b ir  m an ifo ld u n  k arm aşık  b ir  n -m an ifo ld  
o la rak  yen iden  y o ru m lan m ası iç in  b u n u n  (gerekli olm ak yam sıra) ye terli 
o lduğunu  söyleyen d ikkate  değer b ir  teorem , N evvlander-N irenberg  te o re 
m i,22 m evcu ttu r. Bu teo rem  k arm a şık  m an ifo ld la rla  ilg ili ik i felsefi bak ış 
aç ıs ı a ra s ın d a  özgürce h a re k e t etm e o lanağ ı sağ lar.

21 Bu, lfadJl}/dxd + lcad ] f jd x b = 0 olarak ifade edebileceğimiz, den o luşturulm uş Nijenhuis 
tensörü" olarak ad land ırılan  b ir  ifadenin yok olm asıdır.

22 Nevvlander ve Nirenberg, 1957.



SİMETRİ GRUPLARI

13.1 Dönüşüm grupları

S im etrik  o lan  u z a y la r  m o d e m  fizik te  tem el b ir  önem e sa h ip tir . N eden böy- 
ledir? B ütünüyle k u su rsu z  s im etrin in  yaln ızca  is t is n a  ya da y a ln ızca  b ir  
yak laşık lık  ta h m in i o la rak  o rtay a  ç ıkab ild iğ i d ü şü n ü le b ilir. S im etrik  b ir  
nesne, b ir  kare ya d a  b ir  kü re , idealize  ed ilm iş ("Platoncu", bkz. §1.3) m a 
te m atik se l b ir  y ap ı o la ra k  k es in  b ir  v a rlığ a  sa h ip  o lsa  d a  bu  tü r  b ir  şey in  
h e rh a n g i f i z ik i  g e rç ek le ş tir iliş i genelde bu  P la to n cu  id ea lin  yaln ızca  b ir  
tü r  yak laşık lık  ta h m in i b iç im inde göste rim i o la rak  d eğ e rlen d irilir, bu  n e 
denle o k u su rsu z  o la rak  d eğ erlen d irileb ilen  h e rh a n g i b ir  gerçek  sim etriye  
sah ip  değ ild ir. Yine de, 20. yüzy ılın  o ldukça b a ş a r ılı fizik i k u ram la rı u y a 
rın ca  (kütleçekim  de dahil) tü m  fiziki e tk ileşim le r d ikka te  değer biçim de, 
açık konuşm ak  gerek irse , tem el b ir  aç ık lam a düzey inde esase n  zorun lu  
o la rak  tam  b ir  sim etriy e  sa h ip  b e lirli fizik i y a p ıla ra  k ritik  b iç im de bağ lı 
o lan  b ir  fik irle  uyum  iç inde  d av ran ır.

N ed ir bu  fikir? Bu, "ayar b ağ lan tıs ı"  o la rak  b ilin eg e len  b ir  kav ram dır. 
Bu isim  şu  haliy le  az şey  ak ta r ır . B una rağm en  fik ir, b ir  m an ifo ld  ü z e rin 
deki genel iş lem lere  (aslında, 12 . bö lüm de an la tıld ığ ı üzere  yaln ızca  d ışsa l 
tü rev  alm aya b ağ lı o la n la rd an , p -b iç im lile rd en , d a h a  genel işlem lere) e t
kiyen ("bükülmüş") incelik li b ir  tü rev  a lm a k av ram ı b u lm am ıza  o lanak  
sağ lay an  önem li b ir  f ik ird ir. Bu k o n u la r b u n u  iz leyen  iki bö lüm de ele a l ı
n ac ak  fak a t ön koşu l o la rak  öncelik le s im e tr i g ru b u  tem el kav ram ın ı in ce
lem eliyiz. Bu k av ra m ın  ay rıc a  fizik, k im ya ve k r is ta lo g ra f in in  önem li pek 
çok fa rk lı a la n ın d a  ve ay rıca  m a tem atiğ in  k e n d is in in  pek çok değişik  a la 
n ın d a  u y g u lam ala rı m evcu ttu r.

B asit b ir  ö rnek  ele a lalım . B ir /çarenin s im e tr ile ri nelerd ir?  K arenin  yö 
nelim in i te rs in e  çev iren  s im etrile re  iz in  verip  verm em em ize (diğer b ir  d e 
y işle  k a re n in  te rs  çevrilm esine) bağ lı o la rak  s o m  ik i fa rk lı y a n ıta  sa h ip tir . 
İlk o la rak  yönelim i te rs  çevirm e s im etrile rin e  iz in  verilm eyen  d u ru m u  ele 
alalım . Bu d u ru m d a  k are n in  s im etrile ri, k a re  düzlem indek i b ir  dik açı b o 



yu n ca  çeşitli sa y ıd a  y ine lenen  tek  b ir  döndürm e yo luy la  ü re tilir . U ygun
luk  b ak ım ın d an  bu  h arek e tle ri 5. B ölüm de yap tığ ım ız  g ib i k a rm a şık  sa y ı
la r  b iç im inde göste reb iliriz . D ilersek  k aren in  köşe lerin i k a rm aşık  düzlem 
deki 1, i, -1  ve - i  n o k ta la rı üze rine  o tu ru r  ve tem el döndürm em izi i'y le 
ça rp ım  (diğer b ir  dey işle "ix") h a lin d e  g ö s te rilir  b iç im de dü şü n eb ilir iz , i'- 
n in  çeşitli üsleri, h ep s i b irlik te  ay rık  d ö r t ad e t olm ak üzere, tü m  d ö n d ü r
m elerim izi g ö s te rir  (Şekil 13.1b):

i° =  1, i1 =  i, i2 -  —1 , i3 =  - i .

D ördüncü  üs i4 =  1 bizi b aş lan g ıca  geri g e tirir, böylece d ah a  b a şk a  e lem a
n a  sa h ip  değiliz. Bu d ö rt e lem an d an  h erh an g i ik is in in  ça rp ım ı y ine o n la r
d an  b ir id ir .

Bu d ö rt elem an bize g ru b u n  b a s i t  b ir  ö rneğ in i su n a r. Bu, b ir  e lem an la r 
küm esi ve o n la rın  ç iftle ri a ra s ın d a  ta n ım la n a n  b ir  "çarpm a" k u ra lın d an  
o lu şu r. Bu e lem an la rla  ilg ili o la rak ,

l a  =  a l  =  a

ifad e s in i sağ lay an  b ir  1 b irim  e lem anı m evcu t olm ak üzere ve

a -1a  =  a a -1 =  1

ifad esin d ek i g ib i h e r  a elem anı ters  b ir  a _1'e sa h ip  olm ak üzere, ç a rp m a
n ın  birleşm e  özelliği

a(bc) = (ab)c
g eç e rlid ir . 11311

Ci

-1

-Ci

(b)

(c)

Ş ek il 13.1 B ir k a re n in  sim e tris i, (a) K aren in  k ö şe le rin i k a rm a şık  C d ü zlem indek i 1, i, -1  ve 
- i  n o k ta la r ıy la  g ö ste reb ilir iz , (b) Y ansım alı o lm ay an  s im e tr ile r  g ru b u , C 'de s ıra s ıy la  
1 =  i°, i =  i1, - 1  =  i2, - i  =  i3 ile ç a rp m a  o la ra k  g ö ste rilir , (c) C 'de y an s ım a lı s im e tr ile r  C 
(k arm aşık  eşlem e), Ci, -  C ve -  C 'yle v erilir .

®  [13.11 Tüm a 'la r  için l a  = a ve a _1a  =  l ' i  b irleşm e özelliği a(bc) = (ab)c ile b irlik te varsay a r
sak bu radan  a l  =  a ve a a _I = 1 sonuçların ın  çıkan labild iğ in i gösterin. İpu cu : E lbette a 'm n  
tersi olan tek elem an olduğu ileri sürülm üyor, ö te  ta ra ftan  a l  = a, a -1a  = 1 ve a (bc) = 
(ab)c 'nin niçin yetersiz olduklarını gösterin.



Kendi içeris ine  b ir  n esn e  (kare o lm ası zo ru n lu  değil) a lan  s im etri i ş 
lem leri, g ru p  a ks iyo m la rı o la rak  ad la n d ır ıla n  bu  k u ra lla r ı h e r  zam an  sa ğ 
lar.

11 . bö lüm de önerilen , ab ç a rp ım ın d a  ilk  o la rak  b ve d a h a  so n ra  a 'y ı e t 
ki ed e r h a ld e  d ü şü n d ü ğ ü m ü z  uz laşıy ı an ım say ın . B un ları, sağ  ta ra fta k i 
b az ı n esn e le re  u y g u lan an  iş lem ler o la rak  değ erlen d ireb iliriz . Böylece b 
h a re k e tin i b ir  <t> n esn es in in  s im etris in i, 4> ı-> b(4>) o la rak , ifade ed e r b i 
çim de ele a lab iliriz . B unu b (0 )  >-» a(b(4>)) ifad esin i veren  b u  tü r  b a şk a  b ir  
a h a re k e ti izler. Bu, ab h a re k e tin e  karşılık  gelen, k ısaca  <P ■-» ab(&) b iç i
m inde yazdığ ım ız <f> >-» a(6(<f>)) b irle ş ik  harek etiy le  son u ç lan ır. Ö zdeşlik 
iş lem i nesney i yaln ız  b a ş ın a  b ıra k ır  (açıkça h e r  zam an  b ir  sim etri) ve te r 
si, verili b ir  s im etrin in  y a ln ızca  nesneyi geld iğ i konum a geri h erek et e t t i 
ren  te rs  çevrilm esi iş lem id ir.

Kareye ilişk in  y an s ım a lı o lm ayan  dö n d ü rm eler özel ö rneğim izde ek 
o la rak

ab = ba

değişm e özelliğ ine de sah ib iz . Bu an lam d a  değişm eli o lan  g ru p la r , tra jik  
b iç im de k ısa  y aşam ış  N orveçli m a tem atikç i N iels H enrik  Abel an ıs ın a  
A belci o la rak  a d la n d ır ılır .1 A çıktır ki, b a s it  o la rak  k a rm a şık  sa y ıla rın  ç a r 
p ım ı b iç im inde g ö ste rileb ilen  g ru p la r  (b ireysel k a rm aşık  sa y ıla rın  ç a r 
p ım la rın ın  h e r  zam an  değ işm esi nedeniyle) A belci o lm alıd ır. B unun diğer 
ö rnek lerin i, 5. bö lüm de b ir liğ in  n 'in c i dereceden  b ir  kökü ta ra f ın d a n  ü re 
tile n  son lu  b ir  dö n g ü se l 1n g ru b u n a  ilişk in  genel d u ru m u  ele a lırken  gö r
d ü k .113-21

Şim di de karem izin  yönelim  te rs  çevirm e y a n s ım a la r ın a  iz in  verelim . 
K aren in  karm aşık  sa y ıla r  b iç im indek i y u k arıd ak i g ö ste rim in i h â lâ  k u lla 
n ab ilir iz  fa k a t C ile g ö ste rd iğ im  ve ka rm a ş ık  eşlem e  ad ı verilen  yeni b ir  
iş lem e gerek duyacağız. (Bu, karey i y a tay  b ir  çizgi e tra f ın d a  te rs  çev irir, 
bkz. §10.1, Şekil 10.1.) Şu h a ld e  (bkz. Şekil 13.1c)

Ci = (-i)C, C(-l) = (-l)C , C(-i) = İC, CC = 1

1 Abel 1802'de doğdu ve 1829’da, 26 yaşında tüberkülozdan öldü. Abelci olm ayan [ab *  ba) 
daha genel grup kuram ı trajik  biçim de daha az yaşam ış, 21 yaşına ulaşm adan, b ir önceki 
tüm  geceyi, şim di Galois ku ra m ı denen, bu g rup lan  cebirsel denklem lerin çözülebilirlikleri- 
ni a raştırm ak ta  kullanm ayı da içeren devrimci fikirlerini not ederek geçirdikten sonra b ir 
düelloda öldürülen Fransız m atem atikçi Evariste Galois, 1811-1832, ta rafından  ileri sü rü l
dü.

E® [13.2) Grup "çarpma" işlem i vektör uzayının "toplama" işlem i olan herhangi b ir vektör uzayı
n ın neden, toplam sal Abelci grubu denen b ir  Abelci grubu olduğunu açıklayın.



"çarpm a k u ra lla r ı"n ı[13 31 b u lu ru z  (bundan  böyle2 (-i)C'yi -İC o larak , vb , y a 
zacağım ). A slında tü m  g rup  iç in  gerek li ça rp m a k u ra lla r ın ı, g ru p  son  
denklem de açıkça b e lir tild iğ i g ib i Abelci o lm ayan  olm ak üzere, yaln ızca

i4 =  1, C2 =  1, Ci =  i3C

tem el d en k lem lerinden 113 41 elde edeb iliriz . B ir g ru p tak i ay rık  e lem an la rın  
to p lam  say ıs ı o n u n  d ü z e n i  o la rak  a d la n d ır ılır . Bu b e lir li g ru b u n  düzen i 
8 'd ir.

Şim di, s ıra d a n  b ir  k ü ren in  döngüse l s im e tr ile r  g ru b u  denen  b a şk a  b ir  
b a s i t  ö rneği ele alalım . Önceki g ib i ilk  o la rak  y an s ım a la rın  d ış ta  tu tu ld u 
ğu d u ru m u  ele a lab iliriz . Bu kez s im e tr i g rubum uz sonsuz  sa y ıd a  e lem ana 
sa h ip  o lacak  çünkü  3 -b o y u tta  h e rh a n g i b ir  eksen e tra f ın d a  h e rh a n g i b ir  
açı boyunca döndürm e y ap ab iliriz . S im etri g ru b u  gerçekte 3 -b o y u tlu  b ir  
uzay, d iğ e r b ir  dey işle  12. bö lüm de 32'yle g ö ste rilen  3 -m an ifo ld u  o lu ş tu 
ru r. Şim di b u  g ru b u n  (3-m anifold) resm i ism in i vereyim . Ona, 3 b o y u tta

Ş ek il 13.2 B ir k ü re n in  d öngüse l s im e tr is i. T üm  0(3) s im e tr i  g ru b u  iki p a rç a d a n  o lu şa n  
b a ğ la n tıs ız  b i r  3 -m an ifo ld d u r. 1 b ir im  e lem an ın ı içe ren  b ile şe n  kü reye a i t  y a n s ım a lı o l
m ay an  s im e tr in in  S0(3) (norm al) a l t  g ru b u d u r. K alan  b ile şe n  y an s ım a lı s im e tr ile r in  3 -  
m a n ifo ld u d u r.

f S  [13.3] Bu bağ ın tıla rı (Ci’n in "C işlem i ta rafından  izlenen ix işlemi, vb" yerine kullanıldığını 
akılda tutarak) doğrulayın. İpucu : Bu bağıntıları, onların  yalnızca 1 ve i üzerindeki etk ileri
ni doğrulayarak kontrol edebilirsiniz. Neden?

2 Ayrıca "-C”nin, "karm aşık eşleniğini alın ve sonra -1 ’le çarpın", diğer b ir deyişle -C  = (-l)C
anlam ına geldiğini not etmeliyiz.



y an s ım a lı o lm ayan  o rto g o n al g rup , SO(3) d e n ir .3 Ş im di y a n s ım a la rı dah il 
edersek , ilk inden  b a ğ la n tıs ı ko p arılm ış , b aşk a  b ir  3 -m an ifo ld  değerinde 
b ü tü n ü y le  yen i b ir  s im e tr i küm esin i, d iğer b ir  dey işle  k ü ren in  yönelim in in  
te rs in e  çevrilm iş b ir  h a lin i içeren le ri elde ederiz. G rup e lem a n la rın ın  tüm  
a iles i y ine b ir  3 -m an ifo ld  o lu ş tu ru r  fa k a t o a r tık  b ağ lı ik i ay rı p a rç a d a n  
o lu şa n  b a ğ lan tıs ız  b ir  3 -m an ifo ld d u r (bkz. Şekil 13.2). Bu tü m  g ru p  u zay ı
n a  0(3) denir.

Bu iki ö rnek  g ru p la r ın  en  önem li k a teg o rile rin d en  ik is in i göste rir; so n 
lu  g ru p la r  ve sü rek li g ru p la r  (ya da Lie  g ru p la n ; bkz. §13.6).4 Bu ik i tip  - 
g rup  a ra s ın d a  büy ü k  b ir  fa rk  m evcu t o lm asın a  rağ m en  g ru p la r ın  önem li 
öze llik lerin in  pek çoğu h e r  ik is in d e  de o rtak tır.

13.2 Alt gruplar ve basit gruplar

Bir g ru b a  a i t  a lt g ru p  k av ram ı özel önem ded ir. B ir a l t  g ru b u  gösterm ek  
üzere  g rup  iç inde k en d ile ri de b ir  g rup  o lu ş tu ra n  e lem an la rın , tü m  g ru p ta  
geçerli o lan  aynı ça rp m a ve te rs  çevirm e iş lem lerin i k u lla n a ra k  b ir  to p la 
m ın ı seçeriz. Alt g ru p la r  p a rç ac ık  fiziğ ine ilişk in  pek  çok m o d e m  k u ram d a  
önem lid ir. D oğada çeş itli tü rd ek i p a rç ac ık la rı ve ay rıca  fa rk lı p a rçac ık  et- 

* k ile ş im lerin i b irb ir le r iy le  ilin tile n d iren  tem el b ir  s im e tr i b u lu n d u ğ u  v a r
say ım ı yayg ınd ır. Y ine de, bu  tü m  g ru b u n  h e rh a n g i açık  b ir  b iç im de b ir  
s im etri o la rak  d av ran d ığ ı, b u n u n  yerine  b u  s im e tr in in  o rijina l g ru b u n  b ir  
a lt g ru b u n a , b u  a lt g ru p  b ir  s im etri o la rak  açık  b ir  ro l oynam ak  üzere, b ö 
lü n d ü ğ ü  b u lu n a ra k  görü lem eyeb ilir. Bu neden le  v a rsa y ılm ış  "temel" b ir  
s im etri g ru b u n u n  o la s ı a l t  g ru p la r ın ın  gerçek ten  ne o ld u ğ u n u  bilm ek, a s 
lın d a  D oğada b e lirg in  o lan  b u  s im etrile rin , v a rsa y ılm ış  g ru b u n  a l t  g ru p la 
r ı o la rak  d ü şü n ü leb ilm esi iç in  önem lid ir. Bu tü rd ek i so ru la ra  §§25.5-8, 
§26.11 ve §28.1'de yöneleceğim .

Alt g ru p la ra  a i t  b e lir li b az ı d u ru m la rı ele a lage ld iğ im iz  örneklerle  ilg i
li o la rak  inceleyelim . K aren in  ya n s ım a lı o lm a ya n  s im etrile ri, k a ren in  tüm

3 S, günüm üzdeki bağlam ıyla bize yalnızca yönelim ters çevirme hareketlerin in  d ışta  bırakıl
dığını söyleyen ("birim de ten n in an tı” anlam ındal "özel"i belirtir. O, tem sil ettiği hareketle
rin  koordinat eksenlerinin “ortogonalliği”ni (diğer b ir  deyişle dik açı doğasını) korum ası 
gerçeğiyle ilgisi olan "ortogonal"i belirtir. 3, üç boyuttaki döndürm eleri ele alm akta olduğu
muz gerçeğini belirtir.

4 Bize, ayrıca her sürekli grubun  yalnızca p ü rü zsü z  (diğer b ir  deyişle §§6.3,6'daki gösterim de 
C°, C1 h a tta  C~ anlam ına gelir) olm ayıp aynı zam anda ana litik  (diğer b ir  deyişle C°, C ;! an la
m ına gelir) de olduğunu söyler. “H ilbert'in  5. problemi" olarak b ilin ir  hale gelmiş olan şeyin 
çözüm ünü tem sil eden bu ünlü  sonuç 1953'te Andrevv M attei Gleason, Deane Montgomery, 
Leo Zippin ve Hidehiko Yamabe ta rafından  elde edildi; bkz. M ontgomery ve Zippin, 1955. Bu 
durum  §13.6'da üslü  serilerin  kullanım ım  gerekçelendirir.



8-e le m an lı s im e tr ile r  g ru b u n u n  4 -e lem an lı b ir  a lt g ru b u n u  (1, i, -1 , - i  } 
o lu ş tu ru r . B enzer b iç im de y an s ım a lı o lm ayan  SO(3) döndürm e g ru b u  tüm  
0(3) g ru b u n u n  b ir  a lt g ru b u n u  o lu ş tu ru r . K arenin  s im e tr ile rin in  b aşk a  b ir  
a lt g ru b u  {1, -1 , C, -C) d ö r t e lem an ın d an  o lu şu r; y ine de b ir  b a şk a s ı iki 
e lem ana, {1, -1), s a h ip tir .113-51 D ahası tek  b a ş ın a  b irim  e lem andan , (1}, o lu 
şa n  "önem siz" a lt g rup  h e r  zam an  m e v c u ttu r  (ve tü m  g ru b u n  k end isi de 
e ş it derecede önem siz b iç im de h e r  zam an  b ir  a lt g rup tu r).

Az önce aç ık lad ığ ım  çeş itli a l t  g ru p la r ın  tü m ü  b e lir li önem deki özel b ir  
n ite liğ e  sa h ip tir . O nlar n o rm a l a l t  g ru p la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey lerin  ö r
neğ id ir. N orm al b ir  a lt g ru b u n  önem i, uygun  b ir  an lam d a , tü m  g ru b u n  
h e rh a n g i b ir  elem an ın ın  eylem i no rm al b ir  a lt g ru b u  yaln ız  b ıra k ır  ya da 
d ah a  tekn ik  b iç im de, b ü tü n  g ru b u n  h e r  b ir  elem an ı n o rm al a lt g ru p la  y e r  
d eğ iş tir ir  d iyebilm em izdir. D aha açık olayım . B ü tün  g ru b u  Ç ve a lt g ru b u  
S  o la rak  ad lan d ırın . Q g ru b u n u n  h e rh a n g i b e lir li b ir  g  e lem an ın ı seçersem  
böylece S g 'yle, S 'n in  h e r  b ir i b irey se l o la rak  g 'yle g  sağ  ta ra f ta  o lacak  ş e 
k ilde ça rp ılm ış  (p'yle so n ra d a n  ça rp ılm ış  şek linde a d la n d ır ıla n  durum ) 
tü m  e lem an la rın d an  o lu şan  b ir  küm eyi göste ririm . Bu neden le  kareye iliş 
k in  s im etri g ru b u n u n  b e lirli S  =  (1, -1 , C, -C} a l t  g ru b u  d u ru m u n d a  g  = i 
seçersek  böylece Si = (i, - i ,  Ci, -Ci) elde ederiz. B enzer b iç im de gS  no tasyo- 
n u , S 'n in  h e r  b ir i b ireyse l o la rak  ö 'y le  g  so l ta ra f ta  o lacak  şek ild e  ç a rp ıl
m ış (5 'y le önceden  çarp ılm ış) tü m  e lem a n la rın d a n  o lu şan  b ir  küm eyi g ö s
te r ir . Bu neden le  örneğim izde a r tık  İS = (i, - i ,  iC, -iC) ifad esin e  sa h ip  o lu 
ruz. S 'y le ilg ili, £ 'n in  no rm al b ir  a l t  g ru b u  o lm ası iç in  gerekli koşu l b u  iki 
küm en in  ayn ı o lm asıd ır, d iğer b ir  dey işle  S 'dek i tü m  g 'le r  iç in

Sg = gS

o lm asıd ır. B elirli ö rneğim izde, d a lg a lı p a ra n te z  iç indek i şey ler to p la m ın ın  
d ü ze n le n m e m iş  b ir  küm e o la rak  (böylece 5 i ve i<S açık b iç im de y az ıld ığ ın 
da, -İC ve İC e lem an la rın ın , e lem a n la r  to p lam ı iç inde te rs  düzende  g ö rü n 
m esi önem li değildir) a lın m ası ak lım ızda  tu tm a n ın  zo ru n lu  o lduğu  b ir  şey 
o lm ak üzere, d u ru m  a s lın d a  (Ci = -iC  ve -C i = İC o lduğundan) b u d u r.

K areye a it s im e tr ile r  g ru b u n u n  no rm al o lm a ya n  b ir  a lt g ru b u n u  {1,C) 
iki elem an lı a l t  g rup  o la rak  g ö ste reb iliriz . Bu n o rm al o lm ayan  b ir  a lt - 
g ru p tu r  çünkü  i{l, C) = {i, -Ci) iken (1, C)i = (i, CiJ'dir. K arem izi sağ  ta ra f ı  
g ö ste ren  y a ta y  b ir  okla işa re tled iğ im izd e  b u  a lt g ru b u n  yeni (indirgenm iş) 
s im etri g ru b u  o la rak  o rtay a  ç ık tığ ına  d ik k a t ed in  (bkz. Şekil 13.3a). K areyi 
b u n u n  y erin e  d iyagonal o la rak  aşağ ı sağ  ta ra f ı  g ö s te ren  b ir  ok la işa re tle r-

f® [13.5] Bu paragraftak ilerin  tüm ünün a lt g rup lar olduklarım  doğrulayın (ve no t 13.4'ü aklı- 
n ızda tutun).



O  <$>
(a) (b) (c) (d)

Ş ek il 13.3 (a) Şekil 13.1 'in  k ü re s in i sa ğ  ta ra f ı  g ö ste ren  b ir  ok la  işa re tle m e k  on u n  s im e tri - 
g ru b u n u  n o rm a l o lm ay an  b i r  {1, C) a l t  g ru b u n a  in d irg e r, (b) D iyagonal o la rak  sağ  aşağ ı 
ta ra f ı  g ö ste re n  b ir  ok la  işa re tle m e k  n o rm a l o lm ayan  fa rk lı b ir  (1, Ci) a l t  g ru b u  so n u c u n u  
v e rir, (c) Şekil 13 .2 'nin k ü re s in i tek  b ir  n o k tay la  işa re tlem ek  s im e tr is in i 0 (3 )'ün  (norm al 
o lm ayanl b ir  0 (2) a l t  g ru b u n a  in d irg e r: o rijin i b u  n o k tay a  b ir le ş t ire n  eksen  e ta fın d ak i 
d ö n d ü rm ele r, (d) Küre s ıra d a n  b ir  çok y ü z lü n ü n  k ö şe leriy le  iş a re t le n irs e  (b u rad a  b ir  do- 
d ek ahedron l, ona  a i t  s im e tr ile r  g ru b u  0 (3 )'ün  (norm al olm ayan) so n lu  b ir  a lt  g ru b u d u r.

sek n o rm al o lm ayan  b a şk a  b ir  a l t  g rup , d iğe r b ir  dey işle  (1, Ci), elde ede
b iliriz  (Şekil 13.3b).113-61 0(3) d u ru m u n d a  önem siz o lm ayan  y a ln ızca  b ir  n o r
m al a l t  g ru p ,113 71 d iğer b ir  dey işle  S0(3), o lduğu  o rtay a  ç ık ar fak a t pek  çok 
no rm al o lm ayan  a lt g rup  m ev cu ttu r. N orm al o lm ayan  ö rnek le r kü re  üze
r in d e  uygun  b ir  son lu  n o k ta la r  küm esi seçe r ve k ü ren in  b u  n o k ta la r la  iş a 
re tli s im etrile rin i a ra rsa k  elde ed ilir. Y alnızca tek il b ir  n o k ta  işa re tle rsek  
b u  d u ru m d a  a lt g rup  k ü ren in  o rijin i bu  nok taya  b ir le ş tire n  eksen e tra f ın 
dak i d ö n d ü rm ele rin d en  o lu şu r  (Şekil 13.3c). A lte rn a tif  o la rak , ö rneğ in  s ı
ra d a n  b ir  çok y ü zlü n ü n  köşe leri o lan  n o k ta la rı işa re tley eb ilir iz . Bu d u 
ru m d a  a lt g rup  son lu  o lu r  ve bu  b e lir li çok yüzlüye a it s im etri g ru b u n d an  
o lu şu r  (Şekil 13.3d).

N orm al a lt g ru p la rın  önem li o lu şu n u n  b ir  sebebi, b ir  Q g ru b u  önem siz 
o lm ayan  no rm al b ir  a lt g ru b a  sa h ip se  bu  d u ru m d a  Q'y i b ir  an lam d a , d ah a  
küçük  g ru p la ra  b ö leb iliriz . S 'n in  g 'y e  a it n o rm al b ir  a l t  g rup  o lduğunu  d ü 
şünün . Bu d u ru m d a  ay rık  Sg  küm eleri, g, S 'n in  tü m  e lem an la rı ü ze rin d en  
geçm ek üzere, k en d ile rin i b ir  g rup  o lu ş tu rm ak  üzere  te rs  çevirir. Verili b ir  
Sg  küm esi için  g  seç im in in  genellik le eşsiz  o lm ay ışına  d ik k a t edin; Q'ye a it 
fa rk lı g ı ,  g ı e lem an la rı iç in  S g ı = Sgı ifad es in e  sah ip  o luruz. Sg  b iç im in in , 
h erh a n g i b ir S  a l t  g ru b u y la  ilg ili küm elerine  </'nin eşkü m eleri d en ir  fak a t 
Q n o rm al o lu rsa  eşküm eler b ir  g rup  o lu ş tu ru r . B unun neden i, böy lesi iki 
Sg  ve S h  eşküm esine sa h ip  o lduğum uz d u ru m d a  S g 'n in  S h  ile  "çarpm m ı''

(Sg) (S h ) = S(gh)

■S [13.6] Bu sav lan  kontrol edin ve norm al olm ayan iki a lt grup daha olduğunu, başkaca olm a
dığını göstererek bulun.



olacak  b iç im de tan ım lay ab ilm em iz  ve tü m  g rup  aksiyom ların ın , S 'n in  n o r
m al o lu şu  sağ lan m ak  koşu luy la , e sa se n  sağ  ta ra fın , b u  denk lem in  sol t a 
ra fın d ak i eşküm elerin  g ö ste rim in d e  h an g i g  ve h 'n in  seçilm iş o lm asın d an  
b ağ ım sız  o la ra k  iyi ta n ım lı o lm ası neden iy le  yerine  g e tir ild iğ in i gö rm e
m iz d ir .113-81 Bu b iç im de ta n ım la n a n  so n u ç tak i g rup  kend i n o rm al a l t  g ru 
b u  S  a rac ılığ ıy la  § 'n in  ça rp a n  g ru b u  o la rak  ad lan d ır ılır . S  a rac ılığ ıy la  
ff'n in  ça rp a n  g ru b u  Q/ S  şek linde yaz ılır. S  n o rm al o lm asa  d ah i ay rık  Sg  
eşk ü m elerin in  (bir g rup  olm ayan) ç a rp a n  u za y ıy la  ilg ili h â lâ  Q/ S  y azab ili- 
r iz .113-91

Ö nem siz o lm ayan  h iç b ir  n o rm al a l t  g ru b a  sah ip  o lm ayan  g ru p la ra  ba
s it  g ru p la r  den ir. SO(3) g ru b u  b a s it  g ru p la ra  b ir  ö rnek tir. B asit g ru p la r  
b e rra k  b ir  an lam d a  g rup  k u ram ın ın  tem el y ap ı ta ş ıd ır . Bu neden le  tüm  
son lu  b a s it  g ru p la r ın  ve tü m  sü rek li b a s i t  g ru p la rın  a r tık  b ilin iy o r o lm ası 
19. ve 20. yüzyıl m a tem atiğ in in  önem li b ir  b a şa r ıs ıd ır . Sürekli d u ru m la  i l 
g ili o la rak  (diğer b ir  dey işle  Lie g ru p la rıy la  ilgili) b u n u n , tem el tez le ri 
1888-1890 'da  o rta y a  çıkm ış o ldukça e tk iley ici A lm an m a tem atik ç i W il- 
helm  Killing, 1847-1923, ta ra fın d a n  b a ş la n ıp  esasen  1894'te, şu  a n a  dek 
y az ılm ış en önem li m a tem atik se l tez le rd en  b ir iy le ,5 (bölüm  12 'de  k a rş ı la ş 
tığ ım ız ve bö lüm  17'de yen iden  bu luşacağ ım ız) m u h teşem  geom etric i ve 
ceb irc i felie C a rtan  ta ra fın d a n  ta m am lan m ası m a tem atik se l b ir  köşe ta ş ıy 
dı. Bu s ın ıfla n d ırm a  m a tem atik  ve fiz iğ in  pek çok a lan ın d a  bugüne  dek te 
m el b ir  ro l oynam aya devam  e tm iş tir. S ırasıy la  m (m  + 2), m (2m  + 1), m (2m  
+ 1), m (2m  -  1) b o y u tla r ın a  sa h ip  A m, Bm, Cm, Dm (m = 1, 2, 3, ... o lm ak ü ze
re) o la rak  b ilin ip  kla sik  g ru p la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  d ö rt a ile  (bkz. 
§13.10 'un  sonu) ve s ıra s ıy la  78, 133, 248, 52, 14 b o y u tla r ın d a  Es, E7, Es, F4, 
G2 o la rak  b ilin en  beş  o la ğ a n ü s tü  g ru p  m evcu t o lduğu  o rtay a  çıkar.

Sonlu b a s it  g ru p la r ın  s ın ıfla n d ır ılm a s ı 20. yüzy ılın  uzun  y ılla r ı b o y u n 
ca h a t ır ı  s a y ılır  say ıd a  m a tem atik ç i ta ra f ın d a n  g e liş tir ilip  ancak  1982'de 
tam am lan m ış  çok d ah a  yeni (ve h a t ta  d a h a  zor) b ir  k az am m d ır .6 Y ine baz ı 
s is te m a tik  a ile le r ve o la ğ a n ü s tü  son lu  b a s it  g ru p la rın  son lu  b ir  top lam ı 
m ev cu ttu r. Bu o la ğ an ü stü  g ru p la r ın  en  büyüğü , düzen i

= 808017424794512875886459904961710757005754368000000000
= 246 x 320 x 59 x 76 x 112 x 133x 17 x 19 x 23 x 29 x 31 x 41 x 47 x 59 x 71

[13.8] Bunu doğrulayın ve S  norm al değilse aksiyom ların başarısızlığa uğradık ların ı göste- 
rin.

•S  [13.9] g 'ya  a it herhangi b ir S  a lt grubuyla ilgili o larak Q/  S’deki elem an sayısının niçin S  d ü 
zenine bölünen Q düzeni olduğunu açıklayın.

5 Bkz. van der VVaerden, 1985, s. 166-174.
6 Bkz. Devlin, 1988.



olan  ve d e v  o la rak  a d la n d ır ıla n  g ru p tu r. O lağ an ü stü  g ru p la r  pek çok m o
d e m  k u ram sa l fizikçi iç in  b e lir li b ir  çekiciliğe sah ip  g ö rü n ü r. Pek çok in 
sa n  d ev asa  fak a t son lu  dev in  h e rh a n g i b ir  gelecek k u ram ın d a  ro l a lm ası 
u m u tla r ın ı aç ık la rken  Es g ru b u  sic im  k u ram ın d a  (§31.12) önem li b iç im de 
b ir  ro l o y n a r .7

B asit g ru p la r ın  s ın ıfla n d ır ılm a s ı, y u k arıd a  b e lir tild iğ i üzere, genel - 
g ru p la r ın  b a s it  g ru p la rd a n  (Abelci o la n la rla  b irlik te) o lu ş tu ru lm u ş  o larak  
değ erlen d irileb ilm esi neden iy le  genel o la rak  g ru p la rın  s ın ıfla n d ır ılm a s ın a  
yönelik  a tılm ış  önem li b ir  ad ım  o la rak  d eğ e rlen d irileb ilir. A slında tü m  öy
kü bu  d eğ ild ir  çünkü  b a s it  b ir  g ru b u n  b ir  d iğeri ü ze rin d en  n as ıl o lu ş tu 
ru ld u ğ u n d a  d ah a  faz la  b ilg i m ev cu ttu r. Bu k o n u n u n  a y r ın tıla r ın a  b u ra d a  
g irm eyi önerm iyorum  fa k a t b u n u n  o lab ilm esine  ilişk in  en b a s it  yo lu  a n 
m aya değer. Q ve 3C h e rh a n g i iki g ru p sa  b u  d u ru m d a  b u n la r  elem an la rı 
b a s i t  b iç im de (g, h) ç iftle ri o lan  Qx.3C ça rp ım  g ru b u  o la ra k  a d la n d ır ıla n  
şeyi, g  Ç'ye ve h J f 'y e  a i t  o lm ak ve g x 3 f 'n in  (gı, hı) ve (52, hı) e lem an la rı 
a ra s ın d a k i g ru p  ça rp m a k u ra lı

(g ı, hı) (<72, h2) = (gı<72, feı/12)

olm ak üzere, o lu ş tu rm a k  iç in  b ir le şe b ilir  ve g rup  ak s iy o m ların ın  sa ğ la n 
d ığ ın ı doğ ru lam ak  çok ko lay  o lur. P arçacık  fiz iğ inde ro l a la n  pek çok grup 
a s lın d a  b a s it  g ru p la r ın  (ya d a  o n la rın  b a s it  değ işik liğe u ğ ram ış  hallerin in ) 
ça rp ım  g ru b u d u r .113101

13.3 Doğrusal dönüşümler ve matrisler

Genel g ru p la r  ça lışm asın d a  s im etri g ru p la r ın ın  m erkezi b ir  ro l o y n ad ı
ğı b u lu n m u ş özel b ir  s ın ıfı m ev cu ttu r. B u n lar vek tö r u za y la rın ın  s im etri - 
g ru p la n d ır .  B ir vek tö r u za y ın a  ilişk in  s im e tr ile r  doğ ru sa l d ö n ü şü m le r  t a 
ra f ın d a n  v ek tö r uzay  y a p ıs ın ı k o ru y arak  ifade ed ilir.

§11.1 ve §12.3 'ten , b ir  V v ek tö r uzay ında , on u n  y a p ıs ın ı tan ım la rk e n  
v ek tö rle rin  sa y ıla rla  to p la m ı ve ça rp ım ı k av ra m ın a  sa h ip  o lduğum uzu  
an ım say ın . B ir say ıy la  ça rp m a, v ek tö rü  o say ı o ran ın d a  b üyü tm ek  (ya da 
küçültm ek) o la rak  göz önüne  g e tirilirk en , to p la m a n ın  geom etrik  resm in in  
p a ra le lk e n a r  k u ra lın ın  k u llan ım ı yo luy la  elde ed ild iğ i gerçeğ in i n o t edeb i
lir iz  (Şekil 13.4). B u rad a  onu  gerçel b ir  say ı o la rak  resm ed iy o ru z  fak a t ay 
r ıca  k a rm a şık  vek tö r u za y la rı da o la s ıd ır  (ve pek  çok b ağ lam d a  k arm aşık

7 Bkz. Conway ve Norton, 1972; Dolan, 1996.
i® [13.10] Herhangi iki Q ve J f  grubuyla ilgili o larak g x î f ’n in b ir grup olduğunu ve ! ç

çarpım  grubunu Jf 'y le  belirleyebileceğim izi doğrulayın.



Ş e k il  13.4 D oğrusal b ir  d ö n ü şü m  üzerin d e  
h a re ke t e ttiğ i v e k tö r  u za y ın ın  y a p ış ım  korur. 
B u  y a p ı (gerçel b ir  sa y ı ya  da  ka rm a şık  b ir  
v e k tö r  u za y ı d u ru m u n d a  ka rm a şık  b ir  sa y ı  
olabilen) b ir  X ska le r iy le  (paralelkenar kura lı  
ta ra fın d a n  g österilen ) to p la m a  ve  ça rp m a  iş 
lem ler in ce  tan ım lan ır. B u  tü r  b ir  d ö n ü şü m  
d o ğru lar ın  ve "paralel" ka vra m ın ın  "doğrulu
ğunu", O orijin in i sa b it  tu ta ra k  korur.

s ih ir  neden iy le  özellikle önem lidir!), y ine de b ir  d iy ag ram d a p o rtre lem ek  
güçtü r. V 'n in  d o ğ ru sa l dönüşüm ü , bu  tem el vek tö r uzayı kav ram ın ca  t a 
n ım lan d ığ ı üzere, V 'yi y ap ıs ın ı k o ru y arak  kend isine  ge tiren  b ir  d ö n ü şü m 
dür. D aha genel o la rak  ayrıca, b ir  v ek tö r uzay ın ı b ir  d iğerine  g ö tü ren  doğ
ru sa l d ö n ü şü m leri de ele alab iliriz .

B ir d o ğ ru sa l dönüşüm , m a tr is  ad ı verilen  b ir  say ı d iz ilim i k u lla n ıla ra k  
açık b iç im de aç ık lan ab ilir . M a tris le r  m a tem atik se l pek çok b ağ lam d a 
önem lid ir. Bu son  derece k u lla n ış lı k av ra m ları za rif  ceb irse l k u ra lla r ıy la  
b irlik te  bu  bö lüm de (ve §§13.4,5'te) inceleyeceğiz. A slında §§13.3-7 m a tr is  
k u ram ın ın  ve on u n  sü rek li g ru p la r  k u ram ın a  u y g u lan m as ın ın  se ri b ir  eğ i
tim i o la rak  değ erlen d irileb ilir. B u rada aç ık lan an  k av ra m la r  k u an tu m  k u 
ram ın ın  uygun  o la rak  an laş ılm as ı iç in  y aşam sa l önem ded ir fa k a t bu  m a l
zem eye h a lih a z ırd a  a ş in a  o lan  okuyucu lar, ya da kend isine  geld iğ im izde 
k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in  d ah a  az a y rın tılı b ir  kav ray ış ı te rc ih  edenler, 
en az ın d a n  ş im dilik  bu  bö lüm leri a tlam ay ı seçeb ilirle r.

D oğrusal b ir  dönü şü m ü n  neye benzed iğ in i görm ek üzere öncelik le 3 -  
bo y u tlu  b ir  v ek tö r uzayı d u ru m u n u  ele a la lım  ve on u n  §13.1 'de ta r t ı ş ı l 
m ış, k ü ren in  s im e tr ile rin i veren  0(3) (ya d a  S0(3)) döngü  g ru b u y la  ilişk is i
n i görelim . Bu kürey i ö k litç i E3 3 -u za y m a  (bu uzay  k ü ren in  m erkezindeki 
O orijin iy le  ilg ili b ir  vek tö r uzay ı o la rak  değerlend irilm ek  ü zere8) y e r le ş ti
r ilm iş, (x, y, z) s ıra d a n  K artezyen k o o rd in a tla r ı b iç im indek i

x 2 + y 2 + z 2 = 1

geom etrik  y er o la rak  d ü şü n e b ilir iz .113111 K ürenin  d ö n dürm eleri a r tık  E3'ü n  
d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ü  fa k a t §§13.1,8 'de (ayrıca bkz. §13.1) geleceğim iz orto- 
gon a l o la rak  b ilin en  çok özel tip te  b ir  dön ü şü m  b iç im inde ifad e  ed ilir.

B unun la b irlik te  genel d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler kürey i Şekil 13.5 'te g ö s te 
r ild iğ i g ib i b ir  elipso ide  s ık ış tır ır  ya da g en iş le tir . G eom etrik  o la rak  doğ-

“ §14.1'de öklitçi b ir  uzayın afin b ir  uzaya örnek olduğunu görüyor olacağız. Belirli b ir  O
(orijin) vektör uzayı seçtiğim izde o b ir  vektör uzayı haline gelir, 

i©  [13.11] Bu denklemin, O 'dan birim  uzaklıktaki nok ta lan  vererek nasıl §2.1'in P isagor teore
m inin sonucu olduğunu gösterin.



ru sa l b ir  dö n ü şü m  d o ğ ru la rın  ve "paralel" d o ğ ru la r  k av ra m ın ın  "doğrulu- 
ğu"nu O o rijin in i sa b it  tu ta ra k  k o ruyan  b ir  dö n ü şü m d ü r. B unun la  b irlik te  
d ik  ya d a  d iğer aç ıla rı k o ru m ası gerekm ez, böylece şe k ille r  düzen li fak a t 
eşyönsüz b ir  b iç im de s ık ış tır ıla b ilir  ya da gen iş le tileb ilir .

D oğrusal dönüşüm leri x , y, z  k o o rd in a tla r ı b iç im inde  n a s ıl ifade ed e
riz? Y anıt, yen i h er b ir  k o o rd in a tın  o rijina l o la n la rın  b ir  (türdeş) doğrusa l 
b irleşim i o la rak , d iğe r b ir  deyişle , a, fl ve  y  s a b it  sa y ıla r  olm ak üzere, 
a x  +  Py + y z  benzeri ay rı b ir  ifade  ta ra f ın d a n  ifade  e d ilm e s id ir .113121 H er 
b ir i yen i k o o rd in a tla rd a n  b iriy le  ilg ili o lm ak üzere  bu  tü r  3 ad e t ifadeye 
sah ib iz . Tüm  b u n la rı d ah a  özlü b iç im de yazm ak üzere  12. bö lü m ü n  in d is  
n o ta sy o n u y la  b ağ lan tı k u rm ak  y a ra rlı o lacak tır. B unun iç in  k o o rd in a tla rı,

o lm ak üzere, (xa, x 2, x 3) o la rak  (bu ü s t  in d is le r in  y ine ü s le ri g ö s te rm ed iğ i
n i ak ıld a  tu ta ra k , bkz. §12.2) yen iden  işa re tle riz , ö k litç i 3 -uzay ım ızdak i 
genel b ir  nok ta , a  = 1, 2, 3 olm ak üzere, x a k o o rd in a tla r ın a  sa h ip tir , in d is  
n o ta sy o n u n u  k u lla n m a n ın  b ir  av an ta jı h e r  say ıdak i b o y u tta  geçerli o lm a
sıd ır, böylece a 'm n  (ve tü m  d iğer in d is  harflerim izin ), n  s a b it  b ir  p o z itif  
ta m sa y ı olm ak üzere 1, 2, ..., n  ü ze rin d en  geç tiğ in i dü şü n eb ilir iz . B iraz ö n 
ce ele a lm an  d u ru m d a  n  = 3 'tü r.

E in s te in 'ın  to p lam a u z la ş ıs ıy la  (§12.7) b irlik te  in d is  n o ta sy o n u n d a , g e
nel d o ğ ru sa l dönüşüm  a r tık

Ş ek il 13.5 (x , y, z  K artezyen  k o o rd in a tla r ı  b iç im in d e  ifad e  edilen) E3 ü ze rin d e  h arek e t 
eden  d o ğ ru sa l b ir  dön ü şü m  x 2 +  y 2 + z 2 — 1 b ir im  k ü re s in i genellik le  b i r  e lip so id e  s ık ış tı
r ı r  y a  d a  g en iş le tir . 0(3) o rto g o n a l g ru b u  b ir im  k ü rey i k o ru y an  E3 d o ğ ru sa l d ö n ü şü m le 
r in d e n  o luşu r.

JS  [13.12] Neden olduğunu açık layabilir inisiniz? Basitlik için bunu yalnızca 2-boyutlu durum  
için yapm.

9 Bu kitabın  pek çok yerinde indisleri b ir  tensör tipi sembol üzerinde derecelendirm ek uygun 
ve bazen gerekli olacaktır. Bir doğrusal dönüşüm  durum unda buna m atris çarpım ının düze
nin i ifade etmek üzere gerek duyarız.

1 2  3x 1 = x, x  = y, x = z

x a !-> T gxb
b iç im in i a l ı r .9113131



Bu d o ğ ru sa l dönü şü m ü  T b iç im inde  ad la n d ır ırsa k , T 'n in  b u  Tg b ileşen
ler  k üm esince ta n ım la n d ığ ın ı gö rü rüz . Bu tü r  b ir  bileşenler  küm esi genel
lik le sa y ıla rın  ka re  b içim li, ya d a  b a şk a  b ağ lam la rd a  (aşağıya bakın) m x 

n -d ik d ö rtg en , b ir  d iz ilim i o la rak  d ü ze n le n ir  ve n x n  m a tr is  o la rak  a d la n d ı
rılır . Böylece y u k a rıd a  g ö ste rilen  denklem  3 -b o y u tlu  du ru m  için

bu  ifad e  X1 ■—» r **1 + T j x 2 + T$x2 ile b a ş la y a n  üç ay rı b ağ ın tı iç in  k u lla 
n ılm ak  üzere, b iç im inde y az ılır .113141

Ayrıca b u n u  in d is le r  ya da açık  k o o rd in a tla r  o lm aksız ın , x  •—* T x  o la 
rak  da y azab ilir iz . D ilersek, “x a >—> T *xb"m n  b ir  b ile şen  ifad esi o lm a m a sı 
fak a t as lın d a  b u  soyu t x  •—> T x  d ö n ü şü m ü n ü  tem sil e tm esi do lay ısıy la  so
y u t  in d is  n o ta sy o n u n u  ben im seyeb iliriz . (înd islenm iş b ir  ifad en in  soyu t 
o la rak  ya da b ile şe n le r b iç im inde  okunm ası önem li o ld uğunda  b u  sözcük 
seçim i yo luy la açık hale  getirilecek tir.) A lte rn a tif  o larak , Şekil 13 .6a'da ç i
zild iğ i üzere  d iy a g ra m  b iç im in d e k i  n o ta sy o n u  k u llan ab ilir iz . Benim  aç ık 
la m a la rım d a  say ı m a tr is i (T£) ya da so y u t T  d o ğ ru sa l dönüşüm ü , b u  iki 
konu  (ilki V vek tö r uzay ım ızın  b e lirli b ir  k o o rd in a t ta n ım ın a  bağ lıyken  
İk incisi değildir) a ra s ın d ak i tekn ik  a y r ın tıla r la  ilg ilenm ediğ im  sü rece  d ö 
n ü şü m lü  o la rak  ku llan ılacak .

7 'n in  u y g u lan m as ın ı iz leyerek  u y g u lan an  ik inci b ir  5 d o ğ ru sa l d ö n ü şü 
m ü n ü  ele a lalım . İk is in in  R = ST  o la rak  y az ılan  R ça rp ım ı b ir

b ile şen  (ya da so y u t indis) ta n ım ın a  sa h ip  o lu r  (b ileşen ler iç in  to p la m a uz- 
la ş ıs ı !).113151 ST  ça rp ım ın ın  d iyag ram  b iç im i Şekil 13.6b 'de veriliyor. D iyag
ram  b iç im indek i n o ta sy o n d a  d o ğ ru sa l d ö n ü şü m lerin  a rd ış ık  b ir  ça rp ım ın ı 
o lu ş tu rm a k  üzere o n la rı aşağ ı doğru  o lan  b ir  çizgide d izd iğ im ize d ikkat 
edin . Bu, n o ta sy o n d a  uygun  o la rak  ç a lış ır  fa k a t iç indek i bağ lay ıc ı "indis 
çizg ileri"n in  y a tay  b iç im de çizild iğ i fa rk lı b ir  u z laş ı d a  m ükem m el d erece
de iyi b iç im de k ab u l ed ileb ilir. (Öyleyse b u ra d a  ceb irse l ve d iyag ram  b iç i
m indek i g ö s te rim le r a ra s ın d a  d ah a  yak ın  b ir  uyum  m evcuttur.)

f© [13.14] Bunun nasıl x “ *—> T£xb'yi ifade ettiğ in i açıklayarak tüm ünü ayrın tılı olarak yazın.
[13.15] R, S ve T arasındaki, bileşenlerin  3x3 kare dizilim li elem anları biçim inde açık olarak 
yazılan ilişki nedir? Bu, "m atrislerin  çarpım ı"nm  norm al kuralı, size tan ıd ıksa bunun fa r
k ında olabilirsiniz.



(a)

Ş ek il 13.6 (a) x a w T%xb d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ü  ya  da  in d is le r  o lm ak sız ın  d iy ag ram  b iç im in 
de  x  ı—* T x  o la ra k  (ya d a  in d is le r le  b ir lik te  §12.8 'deki g ib i so y u t o la ra k  okuyun) yaz ılm ış 
ha li, (b) S, T, U d o ğ ru sa l d ö n ü şü m le ri ve o n la r ın  ST  ve  STU  ç a rp ım la rıy la  ilg ili d iy ag ram 
la r . A rd ışık  b i r  ça rp ım d a  o n la rı a şağ ı d oğru  b i r  ç izgi bo y u n ca  d izeriz , (c) 8£ K ronecker 
d e lta s ı ya  da  /  özdeşlik  d ö n ü şü m ü  "gövdesiz" b ir  çizgi o la ra k  g ö s te rilir , böylece 
TJSJ =  T “ = S j r j  b a ğ ın tıla r ı  n o ta sy o n d a  o to m atik  h â le  g e lir  (ayrıca b kz . Şekil 12.17).

/  özd eşlik  d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ü  n o rm al o la rak  5£ (K ronecker deltası; 
s ta n d a r t  u z la ş ıd a  b u  in d is le r  n o rm ald e  derece lend irilm em iş olm ak üzere) 
şek linde y az ılan  b ile şen lere  sa h ip tir . Bu du ru m d a

ifad esin e  sa h ip  o lu ru z .113151 Sg b ile şe n le rin in  k are  m a tr is i, ü s t  so l köşeden  
sağ  a lta  u za n an  ve a n a  köşegen  o la ra k  a d la n d ır ıla n  şey  o lan  aşağ ı doğru  
l 'le re  sa h ip tir , n =  3 d u ru m u n d a  bu

b iç im inded ir. D iyagram  b iç im indek i göste rim de K ronecker d e lta s ın ı b a 
sitçe  "gövdesiz" b ir  çizgiyle g ö ste ririz  ve y u k arıd ak i ceb irse l b a ğ ın tıla r  
n o ta sy o n d a  o tom atik  h a le  gelir; bkz. Şekil 13.6c.

V ektör uzay ın ın  tü m ü n ü  b u  uzay  iç inde d ah a  küçük  b ir  bölgeye (alt 
uzay) k a d a r  gönderen  b u  d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler tek il o la rak  a d la n d ır ıl ır .10 
T 'n in  tek il o lm ası iç in  eşd eğ er b ir  koşu l

f® [13.16] Doğrulayın.
10 Bu bölge r  boyutunda b ir  vektör uzayıdır, r 'y i (r < n  olmak üzere) m atris in  ya da doğrusal T 

dönüşüm ünün derece si olarak ad landırırız. Tekil olm ayan  b ir  n x n  m atris i n derecesine sa 
h ip tir. ("Derece" kavram ı ayrıca dikdörtgen m atris ler için de geçerlidir.) Not 12.18'le k a rş ı
laştırın .

ifad e s i g eçerlid ir ve  T l = T = IT  ceb irse l b ağ ın tıs ın ı veren

7» 6? =  Tca =  sg r*

T v  = 0



Ş e k il  13.7 Tekil o lm a ya n  b ir  (nxn) T m a t
ris in in  T~1 te rs i b u ra d a  d iya g ra m  b iç i
m inde, §12 .7 'de su n u lu p  Şekil 12.18'de  
g ö ste r ile n  (ea,„c e“ c =  n! ile  norm a lize  
ed ilm iş) L e v i-C iv ita  ters s im e tr ik  ea c ve  
ea c n ice lik le r in in  d iya g ra m  b iç im ler i k u l
la n ıla ra k  a ç ık  o larak ver ilm ek ted ir .

olacak  b iç im de s ıf ır  o lm ayan  b ir  v  v ek tö rü n ü n  v a r lığ ıd ır .113171 D önüşüm ün 
tek il o lm ay ışı sa ğ la n ırsa  böylece o, T 'n in  te rs i T-1 o lm ak üzere, b ir  te r 
se113181 sah ip  o lu r ve b ir  te rs te n  bek leneceği üzere

olur. Bu te rs in  açık ifad esin i d iy ag ram  b iç im indeki n o ta sy o n d a  da uygun  
şek ilde vereb iliriz ; §12.7 ve Şekil 12.8 'de su n u lm u ş113191 te rs  s im etrik  (L ev i-  
C ivita ) ea c ve ea- c (norm alleştirm ey le  ea c ea ■c =  n!) n icelik leriy le  ilg ili y a 
ra r lı  d iy a g ra m la rı sunduğum  Şekil 13.7'ye bak ın .

M atris  ceb iri (ilk o la rak  1858'de m uazzam  ü re tk e n  İng iliz  m a tem atik ç i 
ve av u k a t A rth u r Cayley ta ra f ın d a n  b a ş la tılm ış  o lan )11 o ldukça geniş b ir  
uygu lam a a la n ın a  (örn. İ s ta t is tik , m üh en d islik , k ris ta lo g ra fi, psiko lo ji, h e 
sap lam a; k u an tu m  m ekan iğ in i saym ıyorum  bile) sa h ip tir . Bu, §§11.3, 5, 
6 'd a  ü ze rin d e  d u ru lan  d ö rdey le r ve C lifford  ve G rassm ann  ceb irle rin i ge
neller. Gerçek m a tr is le ri o lu ş tu ra n  (kendileri iç in  k a im  ita lik  h a r f le r  k u l
la n ıla n  soyu t doğ ru sa l d ö n ü şü m ler yerine) b ile şe n le rin  d iz ilim i iç in  d ik  
k a lın  h a rf le r  (A, B, C, ...) ku llan ıyorum . Sabit n  iç in  n x n  m a tr is in e  d ikkati 
s ın ırla y arak , içeris in d e  to p lam a ve ça rp m a k av ra m la rın ın  ta n ım la n d ığ ı 
b ir  s is tem e, s ta n d a r t

A + B = B + A, A + (B + C) = (A + B) + C, A(BC) = (AB)C,
A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + AB

ceb ir k u ra lla r ı geçerli olm ak üzere, sa h ip  o luruz. (A + B 'n in  h e r  b ir  e lem a
n ı A ve B 'n in  ilg ili e lem an la rın ın  b a s it  b iç im deki top lam ıd ır.) B unun la 
b ir lik te  ça rp m an ın  değişm e özelliğ ine sah ip  o lm ayız, bu  d u ru m d a  genel
lik le AB * AC olur. D ahası y u k a rıd a  gördüğüm üz g ib i s ıf ır  o lm ayan  n x n  
h e r  zam an  te rse  sah ip  olm az.

[13.17] Neden? Bunun özellikle, bileşenler dizilim inin, sü tunun  bütününde O'lara ya da iki 
özdeş sü tuna  sahip olduğu durum da m eydana geldiğini gösterin. Ayrıca bu, iki özdeş sıra 
var olduğu durum da neden geçerlidir? İpucu: Bu son kısım  için aşağıdaki determ inant koşu
lunu göz önünde bulundurun.

M. [13.18] Niçin açık ifadeler kullanılm adığını gösterin.
•S  [13.19] Şekil 12.18’de verilen diyagram  biçim indeki bağ ın tıla rı kullanarak  bu tanım ın 

T T 1 = I = r -1T ifadesini verdiğini dolaysız biçim de kanıtlayın.
11 M atris kuram ının  tarihiyle ilgili, bkz. MacDuffee, 1933.

’PT~ ı — l  — T*- 7̂*



A yrıca ceb irin  m x n  d ik d ö r tg e n  m a tr is  d u ru m u n a, m 'n in  n 'ye e ş it olm a 
zo ru n lu lu ğ u  bu lu n m am ak  üzere, gen işled iğ i de b e lir tilm e lid ir. Buna k a r
ş ın  b ir  m x n  m a tr is iy le  p x q  m a tr is i a ra s ın d ak i to p lam a y a ln ızca  m  = p ve 
n — q o ld u ğ u n d a  ta n ım la n ır ; b u n la r  a ra s ın d ak i ça rp m ay sa , sonuç b ir  m x q  
m a tr is i  olm ak üzere y a ln ızca  n = p o ld u ğ u n u d a  ta n ım la n ır . Bu genişlem iş 
ceb ir, x "sü tu n  vektörü" b ir  n x l  m a tr is  o la rak  d ü şü n ü lm ek  üzere, y u k a r ı
d a  ele a lm an  Tx gibi ç a rp ım la rı k a p s a r .113 201

GL(n) g ene l d oğrusa l g ru b u  n -b o y u tlu  b ir  vek tö r uzay ın ın  s im etri g ru 
b u d u r  ve açık  b iç im de tek il-o lm a y an  n x n  m a tr is in  ça rp ım sa l g rubu  o la
rak  k av ran ır. V ektör uzay ım ızın  gerçel o lduğunu  ve b u n a  bağ lı o la rak  
m a tris im izd e  görünen  sa y ıla rın  gerçel sa y ıla r  o lduğunu  v u rg u lam ak  is te r 
sek bu  d u ru m d a  bu  d o ğ ru sa l g ru b u n  b ü tü n ü n ü  GL(n, R) o la ra k  a d la n d ır ı
rız. Ayrıca k a rm aşık  d u ru m u  da ele a lıp  GL(n, C) ka rm a ş ık  d o ğ ru sa l g ru 
b u n  b ü tü n ü n ü  elde edeb iliriz . S ırasıy la  SL(n, M) ve SL(n, C) şek linde, ya da 
d ah a  k ısaca  tem elde b u lu n a n  İR ya d a  C a la n la rı {bkz. §16.1) an la ş ıld ığ ın 
da, y az ılan  bu  g ru p la rın  h e r  b iri, özel doğ ru sa l g rup  o la rak  ad lan d ırılır. 
B u n la r m a tr is le ri l 'e  e ş it d e te rm in a n tla ra  sa h ip  o lm akla s ın ırla y a ra k  el
de ed ilir. S ırada d e te rm in a n t k av ram ın ın  aç ık lan m ası olacak.

13.4 Determinantlar ve izler

n x n  b ir  m a tr is in  d e te rm in a n tı ned ir?  M a tris in  e lem an la rıy la  h e s a p la 
nan , y a ln ızca  ve yaln ızca  m a tr is  tek il o lduğunda  k ay b o lan  b ir  tekil sa y ı
dır. D iyagram  b iç im indek i n o ta sy o n  d e te rm in a n tı aç ık  şek ilde  uygun  o la
rak  açık lar; bkz. Şekil 13.8a. B unun in d is -b iç im li no tasy o n u , ea- d ve se h 
n ice lik le ri te rs  s im etrik  (Levi-Civita) te n sö rle r i o lm ak üzere  ve n -b o y u tlu  
b ir  u zay  için , a, ..., d ve e, ..., h in d is le r in in  h e r  b ir i say ıca  n ad e t o lacak 
şekilde ,

ea- d£e...d =  n!

u y a rın c a  norm alize  edilm ek üzere

 ̂ -.ab...d'reT’/  
j 6 l a l b ■■■ l d £ ef .. .h

ifad esid ir .

Bu d e te rm in a n tı d e t (Tg) ya da d e t T  (ya d a  bazen  | r |  ya d a  p a ra n tez in  
y e rin i d ik  çizg ilerin  a ld ığ ı m a tr is i o lu ş tu ra n  dizilim ler) o la rak  g ö ste re b ili
riz. 2x2  ve 3x3 belirli m a tr is  d u ru m la rın d a  d e te rm in a n t

t©  [13.20] Bunu açıklayın ve dikdörtgen m atrislerle  ilgili cebirsel kura lların  tüm ünü ortaya ko
yun.
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53
Ş ek il 13.8 (a) d e t ( rj)  = d e t T = |T| ile  ilg ili d iy ag ram  b iç im in d ek i göste rim , (b) d e t (SD = 
d e t S  d e t T  ifad es in in  d iy ag ram  b iç im in d ek i k an ıtı. T ers s im etrilem e ç izg isi o r ta  te rim e 
ek len eb ilir  çünkü  onu n  k es tiğ i in d is  ç izg ile rin d e  te rs  s im e tr i za te n  m ev cu ttu r . B kz. şe k il
le r  12.17, 12.18.

d e t ( a =  ad — bc 
'c  d >

(a b c 
d e f

9 h j

ile v e r il ir .113-211 D eterm inan t, d iyag ram  b iç im indek i n o ta sy o n d a  (Şekil 
13.8b) çok n e t şekilde doğru  o la rak  görü leb ilecek  önem li ve o ldukça kayda 
değer

d e t AB =  de t A d e t B 

b a ğ ın tıs ın ı sağ lar, in d is  n o tasy o n u y la  y az ıld ığ ında

e*~cef ...n = rH8[; . . . 6 ch]

ve
eab- c£/6 ...c =  (n -  1)! 6f

ifad e le rin e  benzeyen  k ilit b ile şe n le r  Şekil 12.18 'de113221 gösteriliyo r.
A yrıca b ir  m a tr ise  (ya da d o ğ ru sa l dönüşüm e) ait,

iz T =  r “ =  Tl + T i + -  +  T”,

iz  k av ram ın a  da (diğer b ir  dey işle  ana  köşegen üzerindek i e lem an la r to p 
lam ı, bkz. §13.3), bu  d iyag ram  biç im li o la rak  Şekil 13 .9 'da gösterilm ek  
üzere, sah ib iz . B ir d e te rm in a n tla  ilg ili d u ru m d ak in in  aks ine  iki m a tr is in  
AB ça rp ım ın ın  iziyle b irey se l o la rak  A ve B 'n in  iz leri a ra s ın d a  b e lir li h iç 
b ir  ilişk i m evcut değ ild ir. B unun  yerine

ü? [13.21] B unlan  Şekil 13. 8 'deki ifadeden türetin . 
®  [13.22] B unlann niçin geçerli olduğunu gösterin.

=  aej — a fh  + b fg  — bdj + cdh — ceg

(a)

(b) n! n!



iz (A +  B) =  iz A +  iz B

b a ğ ın tıs ın a  sa h ib iz .113 231
D eterm inan tla , kend isiy le  ilg ili e say ıs ın ın , k a re s i e2'y i (ve ay rıca  d ah a  

yüksek ü s le r  e2, e2, vb) göz a rd ı edebileceğim iz k a d a r  "sonsuz küçük  b i
çim de küçük" o la rak  değ erlen d irild iğ i b ir  I +  eA n x n  m a tr is iy le  verilen  
"sonsuz küçük" b ir  d o ğ ru sa l dönü şü m ü n  d e te rm in a n tıy la  ilg isi o lan  iz 
a ra s ın d a  önem li b ir  b a ğ la n tı m evcu ttu r. Böylece (e2, vb 'y i göz a rd ı ederek)

d e t ( I + eA) = 1 + e iz A

ifad e s in i b u lu ru z .113 241 Özellikle, SL(n)'nin sonsuz  küçük  e lem an la rı, d iğer 
b ir  dey işle b irim  d e te rm in a n t olm ak üzere  SL(n)'nin sonsuz  küçük d ö n d ü r
m elerin i tem sil eden  e lem an la rı (GL(n)'ninkilere k a rş ı t  olarak), I +  eA 'daki 
s ıf ır  ize sah ip  A ta ra f ın d a n  n ite len ir. B unun önem in i §13.10 'da görüyor 
olacağız. A slında y u k arıd ak i denklem , m a tr is le rle  ilg ili eA s ıra d a n  sa y ıla r 
dak i g ib i aynı ta n ım a  sa h ip  olm ak üzere,

de t eA =  elzA

ifad e s i113 251 ü ze rin d en  so n lu  d o ğ ru sa l dönüşüm lere , d iğe r b ir  deyişle 

eA =  I +  A +  1/2A 2 + 1/6A3 +  1/24A4 + ••• 

ifad esin e  gen iş le tileb ilir . Bu k o n u la ra  §13.6 ve §14 .6 'da döneceğiz.

Ş ek il 13.9 T( = T“) iziy le  ilg ili d iy ag ram  b iç im indek i n o tasyon .

13.5 Öz değerler ve öz vektörler

D oğrusal dö n ü şü m lerle  b ağ lan tılı k av ra m la r  a ra s ın d ak i en  önem lileri 
"öz değerler" ve "öz vek tö rler" o la rak  a d la n d ır ıla n la rd ır . B un lar §21.5 ve 
§§22.1 ,5 'te göreceğim iz üzere k u an tu m  m ekaniğ i iç in  ve m a tem atiğ in  d i
ğer pek çok a lan ı ve u y g u lam as ı iç in  y aşam sa ld ır . D oğrusal b ir  T dönüşü-

ffî [13.23] Bunu gösterin.
[13.24] Bunu gösterin.

®  [13.251 Bununla ilgili ifadeyi oluşturun. İpucu: Bir m atrisle ilgili "kanonik biçimi", (§13.5'te 
açıklandığı gibi) onun öz değerleri biçim inde, ilk olarak bu öz değerlerin eşit olm adıklarını 
varsayarak  (ve bkz. a lıştırm a [13.27]) kullanın. Daha sonra bazı öz değerlerin eşitliğinin bu 
tü r  kavram ları geçersiz kılam ayacağım  gösterm ek üzere genel b ir  argüm an kullanın.



m ü n ü n  b ir  ö z  vektörü , T 'n in  k en d is in in  b ir  k a tm a  gönderd iğ i s ıf ır  o lm a
yan  k arm a şık  b ir  v  v ek tö rü d ü r. Bu dem ek o lu r ki,

o lacak  şek ilde  karm aşık  b ir  X say ıs ı, ilg ili öz değer, m evcu ttu r. Bu denk le
m i ay rıca  (T — XI)v  = 0 o la rak  da yazab iliriz , böylece X T 'n in  b ir  öz değeri 
o lacaksa  T — XI n iceliğ i tekil o lm ak zo ru n d ad ır. T ersine  T — XI tek ilse  bu  
d u ru m d a  X T 'n in  b ir  öz değerid ir, v  b ir  öz değerse bu  d u ru m d a  ayrıca  
v 'n in  s ıf ır  o lm ayan  h erh an g i k a rm aşık  b ir  k a tı da öz değerd ir. Bu k a tla r ın  
1 -boyu tlu  karm aşık  uzayı T dönüşüm ünce değişm em iş b ırak ılır ; v 'y i  öz 
v ek tö r o la rak  n ite leyen  b ir  özellik (Şekil 13.10).

Y ukarıdak ilerden  A'nm T 'ye a it b ir  öz değer olm a koşu lu n u n

o lduğunu  görü rüz . B unu y azarak  n 'in ce  dereceden  X b iç im inde b ir  poli- 
nom  denk lem i113 261 elde ederiz. "C ebirin  tem el teorem i", §4.2, arac ılığ ıy la  
d e t (T — XI) şek lindeki ^ -p o lin o m u n u , doğ ru sa l ç a rp a n la r  olm ak üzere, 
ç a rp a n la rın a  ay ırab iliriz . Bu, y u k arıd ak i ifadeyi, Xx, X2,X 3, ..., Xn karm aşık  
sa y ıla rı T 'n in  çeşitli öz değerleri olm ak üzere,

ifad esin e  ind irger. B elirli d u ru m la rd a  bu  ç a rp a n la rın  b a z ıla rı çak ışır, bu  
d u ru m d a  ka tlı  b ir  öz değere sah ip  o luruz. Bir Xr öz değerine ilişk in  m  k a t
illiğ i Xr — X ça rp an ın ın  yuk arıd ak i ça rp ım d a  görünm e sık lığ ın ın  say ıs ıd ır . 
T 'n in  öz değerlerin in , k a tlılık la ra  uygun  b iç im de say ılan  to p lam  say ıs ı b ir  
rıxn  m a tr is i iç in  h e r  zam an  n 'ye  e ş i t t i r .113 271

T v  =  X T, d iğer b ir  dey işle Tbv b = Xva

det (T — XI) = 0

(Ai -  X)(X2 -  X){X3 -  X) ... U n -  X) =  o

Ş e k il  13.10 D oğrusal b ir  T d ö n ü şü 
m ü  eylem i. Ûz değerleri her za m a n  
o rijinden  g eçen  doğrusa l u za y la r  
(burada üç  doğru) o lu ş tu ru r . B u  
u za y la r T ta ra fın d a n  d eğ işm em iş  
b ırak ılır . (Bu ö rn e k te  ik i (eşit o lm a 
yan) p o z i t i f  ö z  değer (d ışa  yö n e len  
oklar) ve  b ir  n e g a ti f  ö z  değer (içe y ö 
n e len  oklar) m evcu ttu r .)

££ [13.26] Bu polinom un katsayıların ı diyagram  biçim li olarak gösterebilir m isiniz? Bunları 
n = 1 ve n  = 2 için çözün, 

t®  [13.27] detT = AjA2 ••• A„ ve iz T = A, + + •■•An olduğunu gösterin.



r  k a tlılığ m d ak i b e lir li b ir  X öz değeri iç in  ilg ili öz d eğ erle rin  uzay ı d 
b o y u tlu lu ğ u n d a , 1 <  d < r  olm ak üzere, do ğ ru sa l b ir  uzay  o lu ş tu ru r . Ü ni
te r, H erm itse l ve k u an tu m  m ekan iğ inde en çok ilg ilen ilen  no rm al m a tr is 
le ri (bkz. §13.9, §§22.4,6) içeren  b e lir li tip tek i m a tr is le r  iç in  h e r  zam an  (ve
rili  r  iç in  d =  l ' i n  en "genel" d u ru m  o lm ası gerçeğine karşın ) en  yüksek 
d =  r  b o y u tlu lu ğ u n a  sa h ip  o luruz. Bu şa n s lı b ir  d u ru m d u r çünkü d < r  
iç in  geçerli (daha genel) d u ru m la rla  b a şa  çıkm ak d ah a  zo rdur. K uantum  
m ekan iğ inde öz değer k a tlılık la r ı b o zu lm a la r  o la rak  a d la n d ır ılır  (krş. 
§§22.6, 7).

n -b o y u tlu  b ir  V vek tö r u zay ın a  ilişk in  b ir  tem el, n a d e t e 1, ..., en vek tö 
rü n ü n , b u n la r  a lt ..., a n 'n in  h ep s i 0 o lm am ak üzere  a1e 1 +  — I- anen = 0 b i
çim iyle h e rh an g i b ir  ilişk i m evcu t o lm am ak an lam ın a  gelecek şek ilde doğ
rusa l o larak b a ğ ım sız  o lm ak üzere, b ir  e =  (e1, ..., en) düzen lenm iş küm e
sid ir. Böylece V 'n in  tü m  e lem an la rı bu  tem el e lem an la rın  eşsiz  b iç im deki 
d o ğ ru sa l b ir  b ir le ş im id ir .113 281 A slında bu  özellik, d o ğ ru sa l bağ ım sız lığ ın  
tek  b a ş ın a  ye terli o lm ayıp  V 'n in  so n su z  boyu tlu  o lab ild iğ i d ah a  genel d u 
ru m d a  b ir  tem eli n ite ley en  şeydir.

Bu neden le  verili b ir  e = (e1( ..., en) tem eli iç in  V 'n in  h erh an g i b ir  x  
e lem an ı eşsiz  biçim de, (x 1, x 2, ..., x n) e 'n in  x 'e  göre düzen lenm iş bileşenler  
küm esi o lm ak üzere (§12.3'le k a rş ıla ş tırın ),

x  = x 1e1 + x ze2 +  — l- x nen 
= x J ej

(bu j  in d is le r i b u ra d a  so y u t o lm a m a k  üzere) o la rak  y az ılab ilir . Tekil-o l- 
m ay an  d o ğ ru sa l b ir  T d ö n ü şü m ü  b ir  tem eli h e r  zam an  d iğer b ir  tem ele 
g önderir; d ah a s ı e ve  f  v erili h e rh an g i ik i tem else  b u  d u ru m d a  h e r  b ir  
ea 'y ı k en d is in e  k a rş ılık  gelen  / / y e  gönderen  eşsiz  b ir  T m evcu ttu r:

TeJ = f j ■

e 'ye  göre a lın an  b ile şe n le r  b ak ım ın d an  e lt e 2, ..., entem el e lem an la rın a  a it 
b ile şe n le rin  kend ileri s ıra s ıy la  (1, 0 , 0, ..., 0), (0 , 1, 0 , ..., 0), ..., (0 , 0 , ..., 0 , 
l) 'd ir . D iğer b ir  dey işle  e /n in  b ile şen leri (öf, 6f ,  8f ,  ..., S p 'd ir .113-291 Tüm  b i
le şen le r e ta b a n ın a  göre a lın d ığ ın d a  T 'nin, / / n i n  e ta b a n ın d a k i b ile şe n le 
ri

(7}1, 7}2, T f .......TJ1)

olm ak ü ze re ,113 301 Tf m a tr is i o la rak  g ö ste rild iğ in i gö rü rüz . D oğrusal b ir  dö 
n ü şü m le  b ir  m a tr is  a ra s ın d a k i k av ra m sa l fa rk ın , ilki soyu tken  ve b ir  ta-

®  [13.28] Bunu gösterin.
®  [13.29] Bu notasyonu açıklayın.
££  [13.30] Niçin? e /n in  /  taban ındak i bileşenleri nedir?



b a n a  dayanm azken  so n rak in in  ta b a n a  bağ lı b ir  su n u m a k a rş ılık  gelm esi 
o lduğu  an ım san m alıd ır .

Artık, (varsa) T 'ye a it h e r  b ir  k a tlı öz değerin  d =  r 'y i  sağ lam ası k o şu 
luy la , d iğe r b ir  dey işle  öz uzay  b o y u tlu lu ğ u  kend i k a d ılığ ın a  e ş it olm ak 
koşu luy la , V iç in  h e r  b ir i T 'ye a it b ir  öz değer o lan  b ir  ta b a n  (e1( e 2, ..., en) 
b u lm ak  o la s ıd ır .113-3" İlg ili öz d eğ e rle r A1( Az, ..., A„:

T e ı ^ ı^ ir  T e2 ^ 2e 2* •••' ^n^n*

T, y u k arıd a  o lduğu  g ib i e ta b a n ın ı /  ta b a n ın a  g ö tü rü rse  bu  d u ru m d a  f  t a 
b an ın d ak i e lem an la r y u k arıd ak i g ib id ir, böylece = A1e 1, f 2 =  e2e 2, ..., 
/ „  =  Anen'ye sah ip  o luruz. B u rad an  e ta b a n ıy la  ilg ili T 'n in

köşegen  m a tr is  b iç im in i a ld ığ ı sonucu  çıkar; şöyle ki, k a lan  b ile şe n le r s ı
f ır  o lm ak üzere, T* =  A1( T2 =  A2, ..., T£ = A„'dir. D oğrusal b ir  dönüşüm le 
ilg ili b u  k a n o n ik  b iç im  hem  k av ra m sa l hem  de h esap la m ay a  ilişk in  o la rak  
o ldukça k u lla n ış lıd ır .12

13.6 Temsil kuramı ve Lie cebiri

G ru p ların  tem sil k u r a m ı  o la rak  a d la n d ır ıla n  önem li (özellikle k u an tu m  
ku ram ı iç in  önem li) b ir  f ik ir le r  b ü tü n ü  m evcu ttu r. §13.1'dek i ta r t ışm a d a  
b ir  kareye ilişk in  y an s ım a lı-o lm a y an  s im e tr ile rin  k a rm aşık  sa y ıla r  t a r a 
f ın d an  te m sil ed ileb ild iğ in i, g rup  ça rp ım ı k a rm aşık  sa y ıla rın  gerçek ç a r 
p ım ı o la rak  b ire  b ir  tem sil ed ilm ek üzere, gözlem lediğim izde g ru p  g ö s te ri
m iyle ilg ili o ldukça b a s it  b ir  ö rnek  gördük. B unun la b irlik te  Abelci o lm a
yan  g ru p la ra , karm aşık  sa y ıla rın  ça rp ım ı değ işm eli o ld u ğ u n d an  bu  derece 
b a s it  h iç b ir  şey uygu lanam az. Öte ta ra f ta n  d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler (ya da

®  [13.31] Bunu kanıtlayabilir m isiniz? İpucu: r  katilliğinin her b ir  öz değeriyle ilgili doğrusal 
olarak bağım sız r  adet öz değer seçin. Tüm bu toplam ın vektörleri arasındak i doğrusal b ir  
bağıntının, bu bağıntı T'yle ard ışık  biçim de ön çarpım a uğratıld ığ ında b ir çelişkiye yol aç tı
ğını gösterin.

12 öz  değerlerin  tüm  uzayı kapsadığı o bozulm uş durum larda (diğer b ir deyişle b ir  d 'n in  ilgili 
r 'd en  küçük olduğu durum larda) hâ lâ  kanonik b ir  biçim  bulabiliriz fakat artık  l'le rin , b u n 
la r  yalnızca, köşegen terim leri eşit öz değerler (Jordan norm al biçimi) olan kare bloklar 
içinde bulunm ak üzere, ana köşegenin hemen üzerinde görünm esine izin veririz; bkz. Anton 
ve Busby, 2003. Açıktır ki W eierstrauss bu norm al biçimi, Jo rdan 'dan  iki yıl önce, 1868'de 
(etkileyici biçimde) bulm uştu; bkz  Havvkins, 1977.



m atris le r)  genellik le değ işm eli değ ild ir, bu  d u ru m d a  A belci o lm ayan  g ru p 
la n  o n la r  b iç im inde te m sil e tm eyi ak la  yak ın  b ir  bek len ti o la ra k  d eğ erlen 
d ireb ilir iz . A slında b u  tü r  b ir  şeyle, 0(3) döngü g ru b u n u  üç b o y u tta  d o ğ ru 
sa l d ö n ü şü m ler b iç im inde göste rd iğ im iz  §13.3 'ün  b a ş ın d a  k arş ıla şm ış tık .

22. bö lüm de göreceğim iz üzere  k u an tu m  m ekan iğ i tü m ü y le  doğ rusa l 
d ö n ü şü m lerle  ilg ilid ir. D ahası, ç e ş itli s im etri g ru p la n  m o d e m  p arçac ık  f i
ziğ inde, ö rneğ in  0(3) döngü  g ru b u , görelilik  ku ram ıy la  ilg ili s im etri g ru p 
la n  (bölüm  18) ve p a rç ac ık  e tk ile şim le rin in  tem elindek i s im etrile rle  (bö
lüm  25) ilg ili y aşam sa l önem e sa h ip tir . Şu h a ld e  b u  g ru p la n n  özellikle 
d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler b iç im inde  tem sil ed ilm esin in  k u an tu m  k u ram ın d a  
tem el ro lle re  sah ip  o lu şu  ş a ş ır tıc ı değ ild ir.

K uan tum  k u ram ın ın  (özelde 26. bö lüm deki k u an tu m  a la n  kuram ı) s ık 
lık la  so n su z  b o y u tlu  u z a y la n n  d o ğ ru sa l dön ü şü m leriy le  ilg ilend iğ i o rtay a  
çıkıyor. B unun la b ir lik te  b a s itlik  iç in  b u ra d a  şey leri yaln ızca , son lu  b o 
y u tlu  d u ru m d ak i d o ğ ru sa l d önüşüm lerce  tem sil ed iliş le riy le  ilg ili o la rak  
ifad e  edeceğim . Bazı d u ru m la rd a  önem li say ılab ilecek  fa rk lılık la r  o lm a sı
n a  k a rş ın  k a rş ıla şa ca ğ ım ız  f ik ir le r in  çoğu sonsuz  b o y u tlu  g ö ste rim le r iç in  
de geçerlid ir.

G rup göste rim i ne an lam a  gelir? B ir ç g ru b u n u  ele alın . T em sil kuram ı 
GL(7i) 'n in , g 'd ek i h e rh a n g i b ir  g  e lem anı iç in  ona k arş ılık  gelen  (GL(n)'ye 
ait) d o ğ ru sa l b ir  T(g) d ö n ü şü m ü n ü n , £ 'd ek i ça rpm a k u ra lla r ı GL(n)'nin i ş 
lem leri ta ra f ın d a n  k o ru n acak  şek ilde , d iğer b ir  dey işle  Ç 'nin  h e rh an g i iki 
g v e h  e lem anı için

n  g) T(h) = r(gh)

İ fa d es in e  sah ip  o lacağ ım ız şek ilde , m evcu t o lm ası özelliğ indeki b ir  a l t  - 
g ru b u n u  (diğer b ir  dey işle  n x n  m a tr is in  ça rp ım sa l b ir  g rubu) b u lm ak la  i l 
g ilen ir. (7'n in  h 'd en  fa rk lı o lduğu  h e r  d u ru m d a  T(g), T(h) 'den  fa rk lıy sa  g ö s
te rim  bire b ir  o la rak  a d la n d ır ılır . Bu d u ru m d a  GL(n)'nin b ir  a lt g ru b u  o la 
rak  Ç g ru b u n u n  b ir  ö zd eş k o p y a sın a  sah ip  oluruz.

A slında son lu  h e r  g ru p  GL(n, R)'de, n  Ç 'n in  düzeni o lm ak  ü ze re ,113 321 b i 
re  b ir  tem sile  s a h ip tir  ve b ire  b ir  o lm ayan  o ldukça faz la  g ö ste rim  m ev cu t
tu r . Öte ta ra f ta n  h e r  sü rek li g ru b u n  b ir  GL(n)'de b ire  b ir  tem sile  sa h ip  o l
duğu  pek  de doğru  değ ild ir. B unun la  b irlik te  g ru b u n  ev rensel görünüm leri 
h ak k ın d a  kayg ılanm azsak  (yerel) b ir  te m sil h e r  zam an  o la s ıd ır .13

[13.32] Bunu gösterin. İpucu: Tem sil edici m atrisin  her b ir  sü tununu  sonlu ç grubunun ayrı 
b ir  elem anıyla ve ayn ca  h er b ir sırayı ilgili grup elem anıyla işaretleyin. M atriste, g 'n in  s ı
rayı işaretleyen elemanı, sü tunu  işaretleyen elem anı ve g 'n in  bu belirli m atris tarafından  
tem sil edilen elemanı a rasında  belirli b ir  bağ ın tın ın  (bunu bulun!) geçerli olduğu her konu
m a b ir  1 yerleştirin . Bu bağ ın tın ın  geçerli olmadığı durum larda O yerleştirin .

13 Bu noktayı örneklemek üzere SL(n, K)'yi (diğer b ir deyişle GL(n, R l'nin kendisinin b irim -de- 
te rm inan t elemanları) ele alın. Bu grup temelde, §11.3'te b ir  k itaba  ilişkin kem er bağlam ay-



Son derece kend ine özgü N orveçli m a tem atik ç i Sophus Lie'a, 1842- 
1899, a tfed ilen  ve sü rek li g ru p la ra  ilişk in  yere l k u ram ın  b ü tü n lü k lü  o la 
rak  ele a lın m a sın a  yol açan  güzel b ir  k u ram  m evcu ttu r. (Aslında sü rek li - 
g ru p la r  genellik le "Lie g rup ları"  o la rak  a d lan d ır ılır ; bkz. §13.1.) Bu ku ram  
so n su z  k ü ç ü k  g rup  e lem an la rın a  ilişk in  b ir  ça lışm aya  d a y a n ır .14 G rubun  
yerel y ap ıs ın a  ilişk in  b ü tü n lü k lü  b ilg i su n a n  b u  sonsuz  küçük  e lem an la r 
b ir  tü r  ceb ir, Lie cebiri o la rak  a d la n d ır ıla n  cebir, tan ım la r. Lie ceb iri g ru 
b u n  tü m  evrensel y ap ıs ın ı o rtay a  koym asa  d a  b u  no rm alde  d ah a  az önem e 
sa h ip  b ir  konu  o la rak  değerlend irilir.

Lie ceb iri ned ir?  Sürekli b ir  Q g ru b u n a  a it "sonsuz küçük" b ir  a e lem a
n ın ı tem sil eden  b ir  I + sA m a tris in e , e "küçük" o la rak  k ab u l edilm ek ü ze
re, sah ip  o lduğum uzu  d ü şü n ü n  (§13.4 'ün sonuy la  k arş ıla ş tırın ). Bu tü r  iki 
a ve b e lem an ın ın  ab ça rp ım ın ı tem sil e tm ek üzere I  + sA ve /  +  eB 'n in  
m a tr is  ç a rp ım la rın ı o lu ştu rd u ğ u m u zd a , e 2 n ice liğ in i "hesap lam ak  iç in  çok 
küçük" o la rak  görm ezden  gelm em ize iz in  v e rilirse

(7 +  eA )(I  + £«) =  / - 1- e (A +  B) + e2 AB  
= I + e(A + B)

ifad e s in i elde ederiz. B unun la uyum lu  o la ra k  A +  B  m a tr is  to p la m ı  iki 
sonsuz  küçük  a v e b  e lem an ın ın  ab g ru p  ç a p ım ın ı  tem sil eder.

A slında to p la m a işlem i Lie ce b irin in  A, B, ... n icelik lerine  ilişk in  p a rç a 
s ıd ır. B unun la  b irlik te  to p lam ı işlem i Q A belci o lm ayan  b ir  g rupken  de d e
ğ işm elid ir, böylece y a ln ızca  to p la m la rı (aslında  yaln ızca  Q boyutunu) ele 
a lırsak  g ru b u n  y ap ıs ın a  ilişk in  pek  faz la  şey  yakalayam ayız , g 'n in  Abelci 
o lm ayan  doğası

a b a -1 b_1

şek linde ifad e le r  o lan  g ru p  çeviricilerinde  ifade  ed ilir. B unu, ( / -I- eA) _1 = 
I -  eA + e2 A 2 — e3 A3 + ■■■ ü s lü  se ri ifad es in e  (bu se ri h e r  iki ta r a f  I  + eA ile 
ç a rp ıla ra k  kolayca k o n tro l ed ilm ek üzere) d ik k a t ederek  I  + eA b iç im inde 
yazalım . Şu h ak d e  "hesap lam ak  iç in  çok küçük" o la rak  göz a rd ı e ttiğ im iz  
şey £3'tü r ,  fa k a t e2'y i

la ilgili döndürm eleri ele alm ak yoluyla SO(3)'ün S0(3) ikili örtüsünü  etkin biçim de bulduğu- 
muz aynı yolla SL(n, IR)'den elde edilen b ir  SL(n, E) "ikili örtü"süne (n > 3 olmak koşuluyla) 
sahip tir. Bu nedenle S0(3) olağan 3-uzaydaki b ir sp inör nesnenin  döndürm elerine a it (yansı
malı olmayan) gruptur. Aynı biçimde, §13.3'te ta rtış ıld ığ ı üzere, "sıkıştırm a" ya da "ger- 
me"ye izin veren daha genel doğrusal dönüşüm lere bağlı olan "spinör nesneleri" ele a lab ili
riz. Bu yolla yerel olarak  SL(n, R)'yle aynı olan fakat aslında h içb ir GL{m)'de bire b ir  biçim de 
tem sil edilem eyen SL(n, E) grubuna ulaşırız. Bkz. no t 15.9.



(/ + eA ) ( I  +  eB ) ( I  + £j4) 1( I  +  eA ) ~ X 

= (/ + SA)ÇI +  e B ) ( I  — eA  +  e2A 2) ( I  — eB +  e 2B 2)

= 1 +  e2(AB -  BA)

o ld u ğ u n d an  tu ta r ız .113-341 Bu bize, </'n in  Abelci o lm ayan  g rup  o lm ası d u ru 
m u n d ak i kesin  yo lun  iz in i sü re rsek  "çeviriciler"e ya da

[A,B] = A B - B A

Lie p a ra n te z le r in e  d ik k a t etm ek zo ru n d a  o lduğum uzu  söyler. Lie ceb iri a r 
tık  + , onun  te rs i -  ve [ ,]  p a ra n te z  iş lem lerin in  y ineleyen  u y g u lan m ası 
a racılığ ıy la , ay rıca  (gerçel ya d a  k a rm a şık  o labilen) b a s it  s a y ıla rla  ç a rp 
m aya iz in  verilm esi de o lağan  olm ak üzere, o lu ş tu ru lu r . C ebire ilişk in  
"top lam sal" görünüm  (§11 .1'dek i dö rdey le rde  o lduğu  gibi) a lış ıld ık  vek tö r 
uzay ı y a p ıs ın a  sa h ip tir . Ek o la rak  Lie p a ra n te z i dağ ılm ayı, vb, b ir  d iğer 
deyişle

[A +  B,C] =  [A, C] +  [B, C], [XA, B] = k[A, B],
özelliğini,

[A,B]  =  - [ B . A ]

te rs  s im e tr i özelliğ in i (b u rad an  ay rıca  [A,C + D] = [AC] + [AD], [yİ,AB] = 
A[A, B] olur) ve Jacobi ö zdeşliğ in3 35] o la rak  b ilin en  (daha genel b ir  b iç im iy 
le §14 .6 'da k a rş ıla ş ılac ak  olan) za rif

[A, [B, C]] + [B, [C, i4]] + [C, [A, B]] = 0

b a ğ ın tıs ın ı sağ lar.
M a tris le rim iz  A, B, C, ... ‘ye  ilişk in  v ek tö r u zay la rı iç in  (tem sil b ire  b irse , 

N, Ç g ru b u n u n  b o y u tu  olm ak üzere) b ir  (.E1,E2, — ,EN') tem eli seçeb iliriz . 
Ç eşitli [Ea,Ep] çev iric ilerin i o lu ş tu ra ra k  b u n la rı

[Ea,Ep\ = Yap*Ex

b a ğ ın tıla rın ı (top lam a u z la ş ıs ın ı ku llanarak) elde etm ek üzere  ta b a n  e le
m a n la rı b iç im inde ifad e  edeb iliriz . N 3 b ile şen  n icelik leri, Yap*- 8  iç in  ya p ı 
sab itleri o la rak  a d lan d ır ılır . Y ukarıdak i te rs  s im etri ve Ja co b i özdeşliğ i 
nedeniy le

Y a p *  - - Y p a * '  Y ia p f Y * ] ^  =  0

ifad e s in i sa ğ lad ık la rı iç in  (p aran tez  n o ta sy o n u  iç in  § 11 .6 'ya  bakın) tü 
m üyle bağ ım sız  d eğ ild ir le r .113361 Bu b a ğ ın tıla r  Şekil 13.11'd e  d iyag ram  b i
çim li o la rak  veriliyor.

X? [13.34] Bu “e2 düzeni" hesaplam asın ı ayrın tılı o larak açıklayın.
M  [13.35] Tüm b u n lan  gösterin.

[13.36] Bunu gösterin.



B ireb ir tem sille  ilg ili Lie ce b irin in  y ap ıs ın ın  (tem el o la rak  Yap* y a p 1 

sa b itle r in in  bilgisi) Q g ru b u n a  a i t  k es in  yerel doğasın ı b elirlem ek te  ye terli 
o lu şu  kayda değer b ir  gerçek tir. B u rad a  "yerel", özdeşlik  elem anı / ' yı, nok
ta la r ı  g 'n in  fa rk lı e lem an la rın ı te m sil eden  Ç "grup m anifo ldu" iç inde çev
releyen  (yeterince küçük) /V -boyutlu açık b ir  K  bö lgesi an lam ın a  gelir 
(bkz. Şekil 13.12). A slında, ilg ili so n lu  (diğer b ir  dey işle  sonsuz  küçük  o l
m ayan) b ir  gerçek grup  e lem an ın ı b ir  A Lie g ru b u  e lem an ın d an  b a ş la y a ra k  
§13 .4 'ün  so n u n d a  ta n ım la n an  eA "üs alm a" işlem i a rac ılığ ıy la  o lu ş tu ra b ili
riz. (Bu, §14 .6 'da b iraz  d ah a  b ü tü n lü k lü  o la rak  ele alınacak.) Bu neden le  
sü rek li g ru p la r ın  d o ğ ru sa l dön ü şü m lerle  tem sili k u ram ı büyük  o ra n d a  Lie 
ceb irin in , a s lın d a  fizik tek i no rm al uygu lam a o lan  b u  tü r  dö n ü şü m lerle  
tem sil ed ilm esi ça lışm asın a  a k ta rılm ış  o lab ilir .

Bu, Lie ceb iri e lem an la rın ın  k en d ile rin in , d ikkat çekici b ir  b iç im de, do 
laysız  o la rak  sık lık la  fiziki n ice lik le r (daha so n ra  §22.8'de  göreceğim iz 
üzere  Q g ru b u  döngü  g ru b u  o ld u ğ u n d a  örneğ in  aç ısa l m om entum ) b iç i
m inde y o ru m la n ışa  sah ip  o lduğu  k u an tu m  m ekan iğ inde özellikle önem li
dir.

Lie ceb iri m a tr is le r i y ap ısa l o la rak  ilg ili Lie g ru b u  m a tris le rin d e n , 
d o ğ ru sa l o lm ayan  s ın ır la m a la r  yerine  d o ğ ru sa l o la n la ra  b ağ lı o lacak  b i
çim de önem li ölçüde b a s it  o lm aya eğ ilim lid ir. Bu işlem  k u an tu m  fiz ikçile
r in in  sevgilisid ir!

Ş ek il 13.11 (a) a , p  ve (b) Ja c o b i ö zd eşliğ in d ek i te r s  s im e tr iy i g ö ste ren  d iy ag ram  b iç i
m in d ek i Yaf* y ap ı sa b itle r i.

(a)

(b) = 0, i.e. 0



0  . !

Ş e k il  13.12 B ir  Ç L ie  g ru b u n u n  te m s iliy le  
ilg ili L ie  ceb ir i (tem el o la rak  y apz ya p ı  
sa b itle r in in  bilgisi), Ç 'n in  yere l y a p ıs ın ı  
belirler, d iğ er b ir  d ey iş le  /  ö zd e ş lik  e le
m a n ın ı çevre leyen  (ye terince  küçük) aç ık  
b ir  JV bö lg es i iç in d ek i Ç 'n in  y a p ıs ın ı  
ayarlar fa k a t  b ize  Ç 'n in  evren se l do 
ğ a sın a  i l i ş k in b ir  ş e y  sö y lem ez.

13.7 Tensör temsil uzayları; indirgenebilirlik

Bir Q g ru b u n u n  d ah a  özenli g ö ste rim le rin i, be lirli b ir in d e n  b aş lay a ra k  
o lu ş tu rm a n ın  y o lla rı m evcu ttu r. B unu n a s ıl yaparız?  Ç 'n in  n -b o y u tlu  b ir
V v ek tö r uzay ı üzerinde  e tk iyen  d o ğ ru sa l d ö nüşüm lere  a i t  b ir  T  a iles ince  
tem sil ed ild iğ in i dü şü n ü n . Bu tü r  b ir  V, £ 'y le  ilg ili b ir  te m s il u za y ı  o la rak  
a d la n d ır ılır . </'nin h e rh a n g i b ir  t e lem anı a rtık , T V 'ye a i t  h e r  b ir  x 'e , 
x  ı—> T x  b iç im inde etki etm ek üzere, J 'd e k i  ilg ili b ir  T d o ğ ru sa l dönü şü m ü  
ta ra f ın d a n  te m sil ed ilir. B unu (soyut) ind is n o ta sy o n u n d a  (§12.7), §13.3 'te- 
ki g ib i x a ı—> T bx b g ib i ya d a  Şekil 13 .6a'daki g ib i d iyag ram  b iç im li o la rak  
g ö ste reb iliriz . Gelin verili V 'den  yo la ç ık arak  Ç'yle ilg ili n a s ıl  b aşk aca  
tem sil u za y la rı bu lab ileceğ im iz i görelim .

Bir ilk  ö rnek  o larak  §12 .3 'ten  V 'n in  ik ili u za y ı  V*'ı an ım say ın . V*'ın 
e lem an la rı V 'den sk a lerle re  y ap ılan  do ğ ru sa l gönderim ler o la ra k  ta n ım la 
n ır . y 'n in  V 'deki b ir  x  e lem an ı ü zerindek i eylem ini in d is  n o ta sy o n u n d a  
(§12.7) yax a o la rak  yazab iliriz , y  • x  n o ta sy o n u  d ah a  önce b u  (y  • x  = yax a') 
ifad e s i iç in  k u llan ılm ıştı, fa k a t a rtık , y 'y i b ir  sıra  v ek tö rü  ( lx n  m atris) ve 
x ’i s ü tu n  v ek tö rü  (n x l m atris) k ab u l ederek,

y x  = yax a

m a tr is  n o ta sy o n u n u  k u llan ab ilir iz . A rtık  b ir  m a tr is  d ö n ü şü m ü  o la rak  d ü 
şü n ü le n  x ı—* Tx  dönüşüm üm üzle  uyum lu  o larak  ik ili V* uzayı,

y >—» yS, d iğe r b ir  dey işle  ya >—> y b Sg 

d o ğ ru sa l dönüşüm üne u ğ rar. B u rad a  S, T 'n in

S = T 1

tersid ir  ve böylece x <—> Tx ise  yx 'in  ■—» ta ra f ın d a n  k o ru n d u ğ u n u  g a ra n ti 
a ltın a  alm ak üzere y ı—» yT_1'e gereksin im  duym am ız neden iy le

Sf}Tc = 6?
olur.



Y ukarıda  b ir  y s ıra  v ek tö rü  k u llanm am ız b ize s ta n d a r t  o lm ayan  b ir  
ça rp ım  düzeni verir. Şeyleri, b ir  A m a tr is in in  AT devriğ ine  a it n o ta sy o n la  
d iğer tü r lü  yazm ak d ah a  a lış ıld ık tır . AT m a tr is in in  e lem an la rı A 'n ınk ilerle  
ayn ıd ır, fak a t s ıra  ve s ü tu n la r  yer d eğ iş tirm iş tir . A kare  (n x n ) ise, e le
m a n la rı A 'n ın  an a  köşegeni boyunca y an s ıtılm ış  e lem an la r o lan  AT'de öy
le d ir  (bfcz.§13.3). A d ikdö rtgen  m x n  ise  AT uygun  b iç im de y an s ıtılm ış  n x  
m 'd ir. Bu neden le  yT s ta n d a r t  b ir  sü tu n  v ek tö rü d ü r ve y u k arıd ak i y >—> 
yS'yi, T y er değ iş tirm e işlem i ça rp m an ın  düzen in i (AB)T =  BTAT b iç im inde 
d eğ iş tird iğ in d en

yT STyT

o la rak  yazab iliriz . Bu neden le  h e rh a n g i b ir  V te m sil u za y ın a  ilişk in  ik ili 
V* u zay ın ın  k en d isin in  </'nin b ir  tem sil uzay ı o lduğunu  görü rüz . Ters _1 i ş 
lem in in  de ça rp m a düzen in i, (AB) -1 =  B_1A-1 ,113 371 d eğ iş tird iğ in e , böylece 
b ir  tem sil iç in  gerekli ça rp m a düzen in in  yen iden  o lu ş tu ğ u n a  d ik k a t edin.

B enzer tü rd ek i d ü şü n c e le r te n sö rle r in  V 'den o lu ş tu ru lm u ş  çeşitli vek

tö r  u za y la rı iç in  de geçerlid ir; bkz. §12.8. değerlik li b ir  Q te n sö rü n ü n  

(V vek tö r uzay ı üzerinde) q a l t  ve p ü s t  in d is le riy le  b irlik te

Q r . . . h
Va...c

n iceliğ i b iç im inde b ir  ta n ım la m a y a  sah ip  o lduğunu  an ım say ın . T ensö rle ri 
ayn ı değerlik tek i d iğer te n sö rle re  ek leyeb ilir ve o n la rı sk a le rle rle  ç a rp a b i

liriz; S ab it değerlik li te n sö rle r i n p+q (b ileşen lerin  to p lam  sayısı) b o y u t

lu  b ir  v ek tö r uzay ı o lu ş tu ru r .113 381 K uram sal o la rak  Q 'yu ik ili uzay  V*'ın q 
kopyası ve V 'n in  p kopyasıy la  (p, q >  0) ilg ili ten sö r çarp ım ı,

V* 0  V* ®  ... ®  V* ®  V ®  V ®  ... ®  V,

b iç im inde ad lan d ırd ığ ım ız  b ir  v ek tö r u zay ın a  a it o la rak  d ü şü n ü rü z . ("Ten
sö r çarp ım ı"na ilişk in  bu  k av ram a b iraz  d ah a  ay rın tılı o la rak  §23.3 'te ge
leceğiz.) B ir te n sö re  ilişk in  §12.8 'de çoklu d o ğ ru sa l b ir  fonksiyon  o la rak  
v erilen  soyu t k u ram sa l ta n ım ı an ım say ın . Bu, (§23.8'de gerek  duyacağım ız 
çok p arçac ık lı k u an tu m  d u ru m u n d ak i u y g u la m a la rla  ilg ili, sonsuz  b o y u t
lu  b ir  V d u ru m u n d a  b e lir li in ce lik le r m evcu t o lsa  da) b u ra d a k i a m aç la rı
m ız iç in  y e te r lid ir .15

D oğrusal b ir  x a ►—» T £xb d ö n ü şü m ü n ü n  V 'ye uygu land ığ ı h e r  d u ru m d a  
bu, y u k arıd ak i te n sö r  ça rp ım  uzay ın ın

®  [13.37] Niçin?

®  [13.38] Niçin bu  sayı? 
Bkz. Thirring, 1983.
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ifadesiy le  verilen 113-391 ilg ili b ir  d o ğ ru sa l d önüşüm üne sebep  olur. T üm  bu  
in d is le r, ney in  neyle to p la n d ığ ın d a n  em in olm ak iç in  iy i b ir  gö rüş gücü  ve 
d ik k a tli b ir  incelem e gerek tirir; o h a lde  Şekil 13.13 'te g ö s te rilen  d ah a  açık 
d iyag ram  biç im li n o ta sy o n u  öneririm . Q;;;'nun h e r  b ir  a l t  in d is in in , y a 'dak i 
gibi, te rs  S =  T -1 m a tr is i  (ya d a  d a h a  çok ST) ta ra f ın d a n  ve h er b ir  ü s t  in 
d is in in , xa 'd ak i g ib i T ta ra f ın d a n  d ö n ü ş tü rü ld ü ğ ü n ü  görürüz . Bu nedenle

V ü zerindek i ^ j-d e ğ e r l i  te n sö r  u zay la rı ay rıca  G 'yle ilg ili np+q b o y u tlu  b ir  

g ö ste rim  uzayıd ır.
B unun la  b irlik te  g ö ste rim  u za y la rı in d irg en eb ilir  o la rak  a d lan d ır ıla n  

şey lere benzerd ir. Bu d u ru m u  örneklem ek üzere  |g ]-d e ğ e rli b ir  Qab tensö-

rü  d u ru m u n u  ele a lalım . Bu tü r  herh an g i b ir  te n sö r  kend i s im e tr ik  Q(ab'> ve 
ters s im e tr ik  Q k ısım la rın a ,

ç(ab ) _  I  y ç a b  +  Q[“*] =  i  _  Q »a)

o lm ak üzere, ay rılab ilir:
QUb _  Q(ab) +  ç[ab]

S im e tr ik  uzay  V+'nın b o y u tu  ^n (n  + 1) ve ters s im e tr ik  u zay  V -'nin b o yu tu  

^ n (n  — l ) 'd i r .113-401 x a *—> T £xb dönü şü m ü  ve böylece Qab >—> TçT%Qcd, a l t ın 
d a  s im etrik  ve te rs  s im etrik  k ıs ım la r  y ine s ıra s ıy la  s im etrik  ve te rs  sim et-

H H H t r

Ş ek il 13.13 V v ek tö r u zay ın d ak i x 'e  u y g u lan an  x a 1 > T£;t',d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ü , (siyah  b ir  

ü çgen  o la ra k  gösterilen) te r s  S =  T -1 'in  k u llan ım ıy la  V* ik ili u z a y ın a  ve b u ra d a n  

değerli Q te n sö rle r in in  V* ®  ... ®  V* ®  V ®  ... ®  V u z a y la r ın a  g en iş le r, p  =  3 ve q  = 2 d u 
ru m u , Q, Qcadb ı—* S*'Shb'T cc,Tee,Qa%,e"n e  u ğ ra y a n  üç  b acak lı ve iki ko llu  b ir  oval n esn e  o la rak  
g ö ste rilm ek ted ir.

[13.39] Bunu gösterin.
[13.40] Bunu gösterin.



rik  te n sö rle re  d ö n ü şü r .113411 Bu neden le  V+ ve V- u zay la rı Q iç in  ay rı ayrı 
göste rim  u zay la rıd ır. V için , tem el e lem an la rın  ilk  ^ n (n  +  1) aded i V+'da 

ve k a lan  ^ n (n  -  1) aded i V-'de o lm ak üzere, tü m  m a tr is le r  n 2x n 2 "blok kö

şegen"

b iç im inde o lacak  şe k ildek i göste rim im izi elde ederiz. B u rad a  A b ir  
-n (n  + l ) x -n (n  + 1) m a tr is i, B b i r - n ( n  -  l ) x - n ( n  -  1) m a tr is i  ve ik i 0 s ı

f ır la ra  a i t  uygun  d ikdö rtgen  b iç im li b lo k la r yerine  ku llan ılır.

Bu b iç im deki b ir  gösterim , A m a tris le riy le  verilen  gösterim le  B m a tr is 

leriy le  v erilen le rin  d o la ysız  to p la m ı  o la rak  a d lan d ır ılır . Öyleyse [^j-de-

ğerli te n sö rle r  b iç im indek i göste rim  bu  an lam d a  in d irg en e b ilird ir .113421 
"D olaysız top lam " kavram ı ay rıca  h e r  tü r  (belki sonsuz) sa y ıd a  d ah a  küçük  
göste rim e genişler.

A slında "ind irgeneb ilir gösterim " terim iy le , d iğer b ir  dey işle g ö s te rim 
lere a i t  tü m  m a tr is le rin  b ir  şek ilde d ah a  karış ık

b iç im ine k onu lab ild iğ i b ir  ta b a n  seçim iyle ilgili, 
A px p ,  B q xq , C p x q  ve p, q >  1 (sab it p ve q için) olm ak üzere, d ah a  genel 
b ir  an lam  m evcu ttu r. G österim  m a tr is le rin in  tü m ü n ü n  bu  b iç im de olduğu  
d u ru m d a  A ve B m a tr is le rin in  h e r  b ir i b ireyse l o la rak  g 'n in  (daha küçük) 
b ir  g ö ste rim in i o lu ş tu ru r .113 431 C m a tr is le rin in  tü m ü  s ıf ırsa , g ö ste rim in  bu  
iki d ah a  küçük  gö ste rim in  to p lam ı o lduğu  d ah a  önceki d u ru m u  elde ede
riz. B ir göste rim  in d irg e n eb ilir  değ ilse (C o lsun  ya da olm asın), in d irg e n e 
m e z  o la rak  a d lan d ır ılır . B ir gösterim e, onun  ind irgenem ez g ö ste rim le rin  
do laysız top lam ı o lduğu  y u k arıd ak i d u ru m la  (sıfır o lm ayan  C'yle b irlik te) 
h iç b ir  zam an  k arş ıla şm azsak , tü m ü y le  in d irg en eb ilir  denir.

Sürekli g ru p la ra  a it ya r ı b a sit  o la rak  b ilin en  önem li b ir  s ın ıf  m ev cu t
tu r . Y aygın o larak  ça lış ılm ış bu  g rup  §13.2 'de değ in ilen  b a s it  g ru p la r ı içe 
rir. Y arı b a s i t  tık ız  g ru p la r  tü m  g ö s te rim le rin in  tüm üyle  in d irg e n eb ilir  o l
du ğ u n a  ilişk in  hoş b ir  özelliğe sa h ip tir . ("Tıkız"ın aç ık lam ası iç in  §12.6 ve 
Şekil 12.13'e bakın.) Bu tü r  b ir  g ru b u n  in d irg e n e m e z  g ö ste rim le ri ü ze rin 
de, h e r  b ir  gösterim  bu  ind irgenem ez o la n la rın  y a ln ızca  do laysız b ir  top-

I® [13.41] Bunu açıklayın.

[13.42] [JJ-değerli tensörlerin  gösterim  uzayların ın  da indirgenebilir olduklarını gösterin. 

ipucu: Bu tü r  herhangi b ir  tensörü  "iz serbest" b ir parçayla "iz"li b ir parçaya ayınn.
[13.43] Bunu doğrulayın.



lam ı olm ak üzere, ça lışm ak  y e te rlid ir . A slında b u  tü r  b ir  g ru b u n  in d irg e 
nem ez h e r  göste rim i son lu  b o y u tlu d u r (tüm üyle in d irg e n eb ilir  o lm ay an  
g ö ste rim le rin  o rtay a  ç ıkab ild iğ i d u ru m la rd a  y arı b a s i t  b ir  g ru b u n  tık ız  o l
m ayan  o lu şu n a  iz in  v erirsek  d u ru m  bu  olmaz).

Bir y a n  b a s it  g rup  ned ir?  Lie p a ra n tez le rin i b e lir tip  Q g ru b u n u n  yerel 
y ap ıs ın ı ta n ım la y an  §13 .6 'daki "yapı sab itle ri"n i, y£f an ım say ın . "Killing 

biçim i", k , o la rak  b ilin e n 16 ve y ^ / d e n  o lu ş tu ru la b ile n  h a t ır ı  sa y ılır  ö lçü 
de önem li b ir  n icelik  m e v c u ttu r :113 441

Bu ifad en in  d iyag ram  d u ru m u n d ak i b iç im i Şekil 13.14 'te veriliyor, g 'n in  
y a rı b a s i t  o lm asın ın  koşu lu  Kap m a tr is in in  tek il o lm am asıd ır.

Y an  b a s it  b ir  g ru b u n  tık ız lığ ıy la  ilg ili b az ı aç ık la m a la r  uygun  olacak. 
Yap* YaPi sa b itle rin in  verili b ir  küm esi için , o n la rı gerçel sa y ıla r  o la rak  
kabu l edebileceğim iz varsay ım ıy la , o n la rd a n  elde ed ilen  gerçel ya da k a r 
m aşık  Lie ceb irin i ele a lab iliriz . K arm aşık  d u ru m d a  tık ız  b ir  Ç g ru b u  elde 
etm eyiz, fak a t gerçel d u ru m d a  böyle o lab ilir. A slında tık ız lık  gerçel d u 
ru m d a  —Kpa, p o z i t i f  belirli (an lam ına §13.8 'de geleceğim iz terim ) o larak  
ad la n d ır ıla n  şey o ld u ğ u n d a  o rta y a  çıkar. S ab it yapx iç in , gerçel b ir  Ç g ru 
bu  d u ru m u n d a , y a ln ızca  ayn ı yapxfak a t Lie ceb irindek i k a rm aşık  k a tsa y ı
la r la  b irlik te  k u lla n ıla ra k  o rtay a  çıkan Ç 'ye ilişk in  Cff k a rm a ş ık la ş tırm a 
sın ı (en az ın d a n  yere l olarak) o lu ş tu ra b ilir iz . B unun la b ir lik te  fa rk lı gerçel 
Q g ru p la r ı bazen  a y n ı17 Cg'ye ned en  o lab ilir . Bu fa rk lı gerçel g ru p la rı k a r 
m aşık  g ru p la rın  fa rk lı gerçel b iç im leri o la rak  a d la n d ır ılır . B una ilişk in  
önem li ö rnek leri d a h a  so n rak i bö lüm lerde, özellikle, 4 b o y u tta  Ö klitçi h a 
rek e tle r ve özel göreliliğe ilişk in  L orenz/P o incare s im e tr ile rin in  k a rş ıla ş tı-

16 Burada yine m atem atiksel kavram ların  adlandırılm asıyla ilgili b ir  kapris örneğimiz mevcut. 
Bu konuda geleneksel olarak C artan 'ın  adına bağlanan, örn. "C artan cebiri, C artan tam sayı
sı", büyük önemdeki pek çok kavram  orijinal olarak Killing'e aitken, bkz. §13.2, "Killing b içi
mi" olarak andığımız şey aslında C artan 'a  aittir; bkz. Havvkins, 2000, §6.2. Bununla birlikte, 
§30.6’da karşılaşacağım ız “Killing vektörü” gerçekten Killing'e a it tir. Havvkins, 2000, s. 128, 
no t 20.

ı®  [13.441 Neden Kap = Kp„'dır?
17 "Aynı" sözcüğünü bu tü r  bağlam da kullanışım  esnasında m atem atiksel olarak kasıtlı biçim 

de b iraz özensizim. Kesin m atem atiksel terim  “izomorfik"tir.

Ş ek il 13.14 Ya(l y ap ı s a b itle r i  ile  Ka/S = y a<(Yf (< 
o la rak  ta n ım la n a n  Kaf "K illing biçim i".



rıld ığ ı §18.2 'de görüyor olacağız. H erhang i y a rı b a s i t  k a rm aşık  b ir  Lie - 
g ru b u n u n , tık ız  o lan  kesin  o la rak  b ir  tek  gerçel Q b iç im ine sa h ip  o lm ası 
d ik k a t çekici b ir  özellik tir.

13.8 Ortogonal gruplar

Şim di o rtogonal g ru b a  dönelim . §13.3’ün  b a ş ın d a  0(3) ya d a  S0(3)'ün 
o lağan  K artezyen (x , y, z) k o o rd in a tla r ın a  sah ip  3 -b o y u tlu  gerçel b ir  vek
tö r  uzay ın ın  doğ ru sa l d ö n ü şü m leri o larak ,

x 2 + y 2 + z 2 = 1

k ü resi (üst in d is  2, o lağan  "karesi" an lam ın a  gelir) değişm ez b ıra k ılm ak 
üzere, b ire  b ir  b iç im de n a s ıl g ö ste rild iğ in i gö rm üştük . Gelin bu  denklem i 
ind is  n o ta sy o n u  b iç im inde (§12.7) yazalım , böylece onu  n b o y u ta  genelle
yeb iliriz . K ürem izin denklem i a rtık , (X1) 2 + ••• +  O " ) 2 =  1 yerine  k u lla n ıla n

g abx ax b = 1

b iç im inde , g ab b ile şen leri
_  ( l ,a  = b ise

®ab lO,a *  b ise

ta ra f ın d a n  verilm ek üzere, y az ılab ilir. D iyagram  b iç im li n o ta sy o n d a  g ab
iç in  Şekil 13 .15a'da göste rild iğ i üzere b a s it  şe k ild e  b ir  "nal" ku llanm ay ı
öneriyorum . ^ ai,n o ta sy o n u n u  (gai)'dek i a y n ı  açık b ileşen lerle) ay rıca  ters

9 a b 9 bC =  «a =  9 Cb9ba 

niceliğ i (Şekil 13 .15a'daki "ters çevrili nal") iç in  de ku llanacağ ım .

K afası k arışm ış  okuyucu h ak lı o la rak  neden  §13.3 'te Sg'yle gösterd iğ im  
kesin  b iç im de ayn ı m a tr is  b ile şen leriy le  ilg ili o la rak  iki yeni no tasyonu , 
d iğe r b ir  dey işle  g ab ve g ab'yi o rtay a  koyduğum u so rab ilir! Sebep no tasyo- 
nu n  tu ta r lılığ ıy la  ve b ir

(a) gab gab —> U

«n-a. u-tf f\j-ı
Ş ekil 13.15 (a) "Nal" d iy ag ram  b iç im li n o ta sy o n d a  m e trik  g ab ve te r s i  g ab. (b) D iyagram  
b iç im li n o ta sy o n d a  g ab =  g ba (diğer b i r  d ey iş le  g r = g), g ab = g ba ve g abg bc = S£ 
b a ğ ın tıla rı.



Xa ı—> tbx b

y e r değ işik liğ i u y arın ca , ko o rd in a tla ra  d o ğ ru sa l b ir  d ö n ü şü m  u y g u la n d ı
ğ ında  ne o lduğuy la  ilg ilid ir. Bu değişik lik tek i tfi tek il d eğ ild ir  ve böylece 
b ir  sb te rs in e  sah ip tir :

_  M  _  a t b C j,ic — o c — s b ı c .

A slında b iç im sel o la rak  bu , §§13.3,7 'de ele ald ığ ım ız d o ğ ru sa l dönüşüm  
tip iy le  ayn ıd ır, fa k a t a r tık  onu  o ldukça fa rk lı b ir  yo lla  d ü şü n ü rü z . O b ö 
lü m lerd e  do ğ ru sa l dönüşüm üm üz a k t i f  o la rak  d ü şü n ü lü y o rd u  ve böylece
V vek tö r uzay ı a s lın d a  (kendi üzerinden) h a re ke t e tm iş  o la rak  g ö rü lü y o r
du. D önüşüm ü b u ra d a , ele ald ığ ım ız nesnele ri, ve a s lın d a  V vek tö r u zay ı
n ın  kend isin i, n o k ta sa l o la rak  sa b it  ka lm ası an lam ın d a  p a s i f  o la rak  d ü şü 
nüyoruz, fak a t k o o rd in a tla r  b iç im indek i g ö ste rim le r d eğ iş tir ilir . B unu o r 
ta y a  koym anın  d iğer b ir  yolu  d ah a  önce (v ek tö r/ten sö r n ice lik le rin in  b ile 
şe n le r  b iç im indek i g ö s te rim le ri iç in 18) b ir  sü re  k u lland ığ ım ız  (ev  ...,e„) t a 
b a n ın ın  b aşk a  b ir  ta b a n la  d eğ iş tir ilm esid ir. Bkz. Şekil 13.16.

B ir te n sö rü n  a k tif  dönü şü m ü y le  ilg ili §13.7 'de gö rdüğüm üz şeyle do 
laysız  uygun luk  iç inde b ir  Q te n sö rü n ü n  Qp "r b ile şen le rin d ek i ilg ili p a s if  
değ işim

Ş ek il 13.16 B ir V v ek tö r u zay ın d ak i p a s if  b ir  d ö n ü şü m  V 'yi n o k ta s a l o la ra k  s a b it  b ıra k ır  
fa k a t  k o o rd in a t ta n ım la m a s ın ı d e ğ iş tir ir , d iğ e r  b ir  d ey iş le  e „  e 2, ..., e„ ta b a n ı d iğ e r  b ir  
ta b a n la  d e ğ iş tir il ir  (n =  3 d u ru m u  göste riliyor).

18 Bu noktaya kadar bu işlem  hakkında pek açık olmadım. V için b ir  ..., e„) tabanı 

e‘ • e. = gj özelliğine sahip , V* için e ' =  {e1,...,e n) tabanındaki b ir ikili uzayla  ilgilidir. j^J- 

değerli b ir  Q tensörünün  bileşenleri §12.8'in çoklu doğrusal fonksiyonunu p adet ikili ta 
banlı elemanı ve q adet tab an  elem anına uygulayarak elde edilir:
Qa.'.î = Q(.ef , ..., eh; e„..... ec).
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ifad esiy le  v e r il ir .113-451 B unu 6j}'ye uy g u lay arak  ona a it b ile şe n le rin  tü m ü 
n ü n  değ işm em iş o lduğunu  g ö rü rü z 113 461 oysa ki d u ru m  g ab iç in  böyle değ il
d ir. D ahası b u  tü r  genel b ir  k o o rd in a t değ işim inden  so n ra  g ab b ile şen leri 
5 at/d e n  (ters m atris le r)  o ldukça fa rk lı o lacak tır. Bu neden le  ek g ab ve gab 
sem bolle riy le  ilg ili neden  on la rın , 6{}'nin k o o rd in a t s is tem in in  özel b iç im 
le rin d e  ("Kartezyen" o lanlar) y ap tığ ı g ib i yaln ızca  aynı b ile şe n le r m a tr is in i 
tem sil edeb ilm eleri ve genelde b ile şe n le rin  yaln ızca  fa r k lı  o lm asıd ır. Bu, 
k o o rd in a t s is tem in in  n o rm ald e  bu  özel b iç im e (Kartezyen) sa h ip  o lacak  b i
ç im de düzen lenem ediğ i genel gö relilik le  ilg ili özel b ir  önem e sa h ip tir .

Genel b ir  k o o rd in a t değ işim i g ab b ile şe n le r m a tr is in i, tüm üy le  genel 
b ir  m a tr is  o lm asa  da d ah a  k a rış ık  h a le  g e tireb ilir. S im e tr ik  b ir  m a tr is  ve
ren  a ve b a ra s ın d ak i s im etri özelliğ in i korur. "Sim etrik" te rim i bize b ile 
şe n le rin  k are  d iz ilim in in  ken d isin e  a i t  a n a  köşegen boyunca sim etrik , d i
ğ e r b ir  dey işle  g  = g  o lduğunu  söyler. în d is  n o ta sy o n lu  te rim le rd e  bu  s i
m etri iki

9ab = 9ba. 9 ab = 9 ba

denk 113-471 b iç im in d en  b ir i o la rak  ifade ed ilir; bu  denk lem lerin  d iyag ram  b i
ç im leri iç in  Şekil 13.15b'ye bak ın .

T ers yönde g itm ek ten  ne haber?  Tekil o lm ayan  h erh an g i b ir  gerçel n x n  
s im etrik  m a tr is  K ronecker d e lta s ın a  ilişk in  b ir  b ile şen  b iç im ine in d irg e n e
b ilir  mi? Pek değil; k o o rd in a tla r ın  gerçel b ir  d o ğ ru sa l dönüşüm üy le  in d ir 
genem ez. Bu şek ilde ind irgeneb ileceğ i şey  an a  köşegen ü ze rin d e  m evcu t 
b az ı 1 ve -1  te rim le ri d ış ın d a  ayn ı b iç im d ir. Bu 1 te rim le rin in  p say ıs ı ve -
1 te rim le rin in  q sa y ıs ı b ire r  değ işm ezd ir; dem ek o luyo r ki b aşk a  baz ı g e r
çel d o ğ ru sa l d ö n ü şü m leri deneyerek  fa rk lı b ir  say ı elde edem eyiz. Bu de
ğişm ez (p, q) p 'n in  im za s ı  o la rak  a d la n d ır ılır , (imza o la rak  a d la n d ır ıla n  
b azen  p — g 'd u r; bazen  y a ln ızca  h e r  b ir  işa re t uygun  say ıd a  olm ak üzere 

şek linde yazılır.) A slında bu  yaln ızca  tekil b ir  g  iç in  iş le r, f a 
k a t böylece an a  köşegen üzerin d e  ay rıca  b irk aç  O'a gerek  du y arız  ve O 'lar 
d a  l 'le r in  ve - l 'l e r i n  sa y ıs ı g ib i im zan ın  b ir  p a rç a s ı h a lin e  gelir, g  tek il ol
m ayacak  ve q =  1 o lacak  şek ilde  y a ln ızca  l 'le re  sa h ip sek  böylece g  p o z i t i f  
belirlid ir  deriz, p = 1 ve q + 0 iç in  tek il o lm ayan  b ir  g , bu  b ağ lam dak i 
önem li ça lışm ası görelilik  k u ram ın ın  yap ı ta ş la r ın d a n  b ir in i o lu ş tu ra n  
H ollandalI fizikçi H. A. L oren tz (1853-1928), a n ıs ın a  Lorerıtzci o la rak  a d 
la n d ır ılır ; bkz. §§17.6-9 ve §§18.1-3.

.§! [13.451 Bunu kurm ak üzere no t 1.18'i kullanın. 
I® [13.461 Niçin? 
t©  [13.471 Neden denk?



P ozitif b e lirli b ir  A m a tr is in in  b e lir li b a şk a  b ağ la m la rd a  k ay d a  değer 
önem deki a l te rn a tif  b ir  n ite le n d iriliş i gerçel s im etrik  A m a tr is in in  tüm  
x  =£ O 'lar için

x t A x  >  0

b ağ ın tıs ın ı sağ lam asıd ır. İn d is  n o ta sy o n u n d a  bu  şu d u r: "xa v ek tö rü  k ay 
bo lm adıkça Aabx ax b > O."113481 Bu du rum  >  yerine  > 'le  sa ğ lan ırsa  (öyleyse 
a r tık  s ıf ır  o lm ayan  b ir  x iç in  xTAx =  0' izin  veririz) A n e g a t i f  o lm a y a n  be
lirlid ir  (ya da p o z i t i f  ya r ı belirli) deriz.

U ygun k o şu lla r  a l tın d a  tek il o lm ayan  s im etrik  b ir  g ab [^ j-te n sö rü  m e t

rik, ya da g  p o z itif  b e lir li o lm ad ığ ında  bazen  sö zd e  m e tr ik  o la rak  a d la n d ı
rılır . Bize b iraz  eğ rile r  ü ze rindek i "uzaklık" kav ram ı h ak k ın d a  f ik ir  su n a n  
d s2 =  g abd xad xb k a re siy le  ta n ım lı ds n iceliğ in i k u llan acak sak  bu  te rm in o 
loji geçerlid ir. Bu kav ram ın  eğik m a n ifo ld la rd a  n a s ıl uygu land ığ ın ı 
§14.7 'de ve L orentzci d u ru m d a  bize gerçek te görelilik  k u ram ın ın  z a m a n ı  
o lan  b ir  "uzaklık" k av ram ın ı n as ıl su n d u ğ u n u  §17.8 'de gö rüyor olacağız. 
Bazen

M  = (9abVaVb)2

n iceliğ ine v a in d is  b iç im indek i v  v ek tö rü n ü n  u z u n lu ğ u  o la rak  değ iniriz.
O(n) o rtogonal g ru b u n u n  ta n ım ın a  dönelim . Bu b a s it  o la rak  verili b ir  

p o z itif  b e lirli g 'yi k o ru y an  n boy u ttak i, ortogona l d ö n ü şü m ler o la rak  a d 
la n d ır ılan , doğ ru sa l d ö n ü şü m lerin  g ru b u d u r, flf'yi "korum ak" b ir  T  o rtogo 
n a l dön ü şü m ü n ü n

dab^c  =  9cd

b ağ ın tıs ın ı sağ lam ak  zo ru n d a  olduğu an lam ın a  gelir. Bu, §13.7 'de aç ık la
n a n  (aktif) te n sö r  d ö n ü şü m  k u ra lın ın  g ab ye u y g u lan an  b ir  ö rn eğ id ir  (ve 
b u  denklem in  d iy ag ram ın  b iç im li d u ru m u  iç in  Şekil 13.17'ye bakın). B unu 
söylem enin  b aşk a  b ir  yo lu  önceki p a ra g ra fta k i d s2 m e tr ik  b iç im in in  o rto 
gonal dönüşüm lerce  değ iş tir ilm em esid ir . g ab b ile şe n le rin in  gerçek ten  Kro- 
necker d e lta s ı (bu a s lın d a  §§13.1,3 'te verilen  0(3)'ün  ta n ım ın ı sunar) o ld u 
ğ unda  ıs r a r  edeb iliriz , fa k a t g ab n in  p o z itif  b e lirli n x n  d iz ilim in i ne şek il
de seçersek  seçelim  g ru b u n  a y n ı19 o lduğu  o rtay a  ç ık a r .113 491

5 a()'n in  K ronecker d e lta s ı o la rak  b e lirli b ile şen  şe k lin d e  g erç ek le ş tir
m esiy le o rtogonal dön ü şü m lerim iz i

j -1 __ j ’T

M  [13.48] Bu nitelendirm eyi doğrulayabilir misiniz?
19 Bkz. no t 13.3.

[13.49] Neden olduğunu açıklayın?



i s e  ( o r to g o n a ld i r  Ş ek il 13.17 dat'^'c^'d ~  9cd is® ^  o rtogonal 
b i r  d ö n ü şü m d ü r.

ifad e s in i sa ğ lay a ra k  aç ık layan  m a tr is le r113 501 ortogona l m a tr is ler  o la rak  
a d la n d ır ılır . Gerçel o rtogonal n x n  m a tr is le r  O(n) g ru b u n a  ilişk in  som ut 
b ir  gerçek leştirm e su n a r. Y ansım alı o lm ayan  SO(n) g ru b u n a  özelleşm ek 
iç in  d e te rm in a n tın  b ire  e ş it o lm asına  gerek d u y a rız :113-511

d e t r  =  1 .

Ayrıca, d ah a  genel (p, q) im zas ın a  sah ip  47'n in  tek il o lm asa  da p o z itif  b e 
lir li o lm ası zo ru n lu  o lm adığı d u ru m d a  elde ed ilen  ilg ili sö zd e  ortogona l 
O(p ,q)  ve SO(p,<7) g ru p la rın ı da ele a lab iliriz , p =  1 ve q = 3 (ya da eşdeğer 
b iç im de p =  3 ve q = 1) o lan  d u ru m  L o ren tz  g ru b u  o la rak  a d la n d ır ılır  ve 
y u k a rıd a  b e lir tild iğ i üzere görelilik  k u ram ın d a  tem el b ir  rol oynar. Ayrıca 
L oren tz g ru b u n u n  (zam an y an s ım a la rın ı göz a rd ı edersek) §2 .7 'de aç ık la 
n a n  h ip erb o lik  3 -u zay a  ilişk in  s im etri g ru b u y la  ve ay rıca  (uzay y a n s ım a 
la r ın ı göz a rd ı edersek) §8.2 'de gö rü ld ü ğ ü  üzere  ç ifte -d o ğ ru sa l (Möbius) 
d ön ü şü m lerle  gerçek leştir ilen  R iem ann  k ü resin e  ilişk in  s im etri g ru b u y la  
ayn ı o lduğunu  bu lacağ ız. Bu d ikkate  değer gerçek lerin  aç ık lam asın ı özel 
görelilik  k u ram ın a  ilişk in  Minkovvski uzayzam an  geom etrisin i inceleyece
ğim iz zam ana k a d a r  (§§18.4,5) erte lem ek  en iy isi o lacak. A yrıca §33.2 'de 
b u  gerçek lerin  b u rg aç  ku ram ıy la  ilg ili yen i u fu k la r  açıcı b ir  önem e sah ip  
o lduğunu  göreceğiz.

S ab it b ir  n  ve p + q = n  ile ilg ili çeş itli 0 (p ,q )  g ru p la r ı ne k a d a r  "fark lı
dır?" (Şekil 13.18'de n =  2 ve n =  3 iç in  p o z itif  b e lir li ve L orentzci d u ru m 
la rı k a rş ıla ş tırılıy o r.)  Tüm ü aynı ^ n(n  -  1) b o y u tu n a  sa h ip  o la rak  b irb ir le -  

riy le  y ak ın d an  ilişk ilid ir; b u n la r  0 (n )'n in  k a rm a şık la ş tır ılm a s ı  o lan  b ir  ve 
ayn ı k a rm aşık  0(n, C) g ru b u n u n  gerçel b iç im leri o la rak  a d la n d ır ıla n  şey 
dir. Bu k arm a şık  g rup  O(n) (= O(n, R))'yle ayn ı b iç im de, fak a t d o ğ ru sa l dö 
n ü şü m le rin  k a rm a ş ık  o lm asına  iz in  verile rek  ta n ım la n ır . A slında bu  b ö 
lüm dek i d ü şü n cele rim i gerçel d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler b iç im inde ifad e  etm iş 
o lsam  da, "karm aşığ ın" h e r  yerde "gerçel" yerine  geçtiğ i p a ra le l b ir  t a r t ı ş 
m a d a  söz k o n u su d u r. (Bu neden le  x a k o o rd in a tla r ı ve de böylece m a tr is le 
r im iz in  b ile şen le ri k a rm aşık  h a le  gelir.) Y ukarıda söy lenen ler a ra s ın d ak i

[13.50] Bunu açıklayın. Sözde ortogonal (sonraki parag rafta  tanım lanan) durum lardaki T-1 
nedir?
(13.51] Bunun niçin sa c hacim  biçim ini korum ayla eşdeğer, diğer b ir  deyişle ea...c^p •••7’r = 
£p ,.r/ olduğunu açıklayın. Dahası işa re tin in  korunm ası niçin yeterlidir?



(b)

Ş ek il 13.18 (a) 0(2, 0) ve 0(1, 1) k a rş ıla ş tır ılm a k ta d ır , (b) H er b ir  d u ru m d a  "b irim  küre" 
g ö ste rile rek  0(3, 0) ve 0(1, 2) b e n z e r b iç im de k a rş ıla ş tır ıl ır . 0(1, 2) iç in  (bkz. §§2.4,5, 
§18.4] bu  "küre" h ip e rb o lik  b ir  d ü z lem d ir  (ya da o tü rü n  iki kopyası).

tek  tem el fa rk  im za  k av ram ıy la  o rta y a  çıkar. g ab'n in  köşegen  b iç im li g er
çek leşm esinde - l ' i  + l 'e  çev ireb ilen  karm aşık  d o ğ ru sa l k o o rd in a t dö n ü 
şüm leri m e v c u ttu r ,113-521 ay rıca  tersi de geçerlid ir, böylece elim izde an lam lı 
b ir  im za kavram ı m evcu t değ ild ir. K arm aşık  d u ru m d a  flf'nin tek  değ işm e
zi20 onun, köşegen şek lindek i gerçek leştirm esin d e  b u lu n a n  s ıf ır  o lm ayan 
te rim le rin  say ıs ı olup m erteb e  şek linde a d la n d ır ıla n  şeyd ir. Tekil o lm ayan 
b ir  flf'yle ilg ili m erteb e  en  büyük, d iğe r b ir  dey işle  n o lm ak zo ru n d ad ır. Bu 
çeşitli gerçel b iç im le r a ra s ın d a k i fa rk  ne zam an  önem lid ir, ne zam an  d e
ğild ir?  Bu h a s sa s  b ir  so ru  o la b ilir  fak a t f iz ikçile r a y rım la r  hakk ında, b u n 
la r  önem li o lab ilse le r b ile , o ldukça ra h a ttır la r .  P o zitif  b e lir li du ru m  g ru 
b u n  tık ız  o lm ası g ib i b ir  ü s tü n lü ğ e  s a h ip tir  ve b u  tü r  d u ru m la rla  ilg ili ço 
ğu m atem atikç i h u z u r lu d u r  (bkz. §13.7). İn sa n la r  bazen  so n u ç la rı kayg ı
sızca  tık ız  d u ru m la rd a n  tık ız  o lm ayan  d u ru m la ra  (p *  O =£ q) n ak led erle r

M  [13.52] Niçin?
20 Bkz. no t 13.10. Okuyucunun, §13.5’teki Tb bu kadar çok değişmeze, diğer b ir deyişle 

X1,X2,X3,...,A„ öz değerlerinin  tüm üne, sahip olabilirken gab'n in  neden olm adığıyla ilgili ka
fası karışabilir. Yanıt b a s it biçimde, farklı indis konum landırm ada gizlenen dönüşüm  dav
ranışındaki fark ta  bulunm aktadır.



fa k a t bu  çoğu kez doğru  değ ild ir. (Örneğin tık ız d u ru m d a  y a ln ızca  son lu  
b o y u tlu  g ö ste rim le rle  ilg ilen ilm esi gerek ir  fa k a t tık ız  o lm ayan  d u ru m d a  
ek o la rak  so n su z  b o y u tlu  g ö ste rim le r o rta y a  çıkar.) Öte ta ra f ta n  ay rım ları 
görm ezden  gelerek  kayda değer k a v ra y ış la rın  elde ed ileb ileceğ i b aşk aca  
d u ru m la r  da m evcu ttu r. (Bunu, h ip e rb o lik  b ir  üçgen in  a lan ın ın , §2 .4 'te v e
r ilen , L am b ert'in  keşfi o lan  aç ıla r  b iç im indek i denklem iy le k a rş ı la ş t ıra b i
liriz . Bu b az ı k o o rd in a tla r ın  sa n a l değerlere  sa h ip  o lm ası an lam ın a  gelen  
b ir  im za değ işim iy le benzerd ir. §18 .4 'tek i Şekil 18.9 'da L am b ert'in  Ö klitçi 
o lm ayan  geom etriye y ak laşım ın ın  m ükem m el derecede gerekçelend irileb i- 
l ir  o lduğu  d u ru m u  o lu ş tu rm ay a  çalışacağım .)

0 (n, C)'nin o lası fa rk lı gerçel b iç im le ri m a tr is  e lem an la rı üzerindek i b e 
lir li eş its iz lik ler  küm esiyle a y ır t e d ilir  (örneğin d e t T > 0). K u a n tu m  k u r a 
m ın ın  b ir  özelliği bu  tü r  e ş its iz lik le re  fizik i sü reç le rd e  çoğu kez u yu lm a -  
m a s ıd ır . Ö rneğin  sa n a l  n ice lik le r b ir  an lam d a  k u an tu m  m ekan iğ inde fiz i
ki o la rak  gerçel b ir  önem e sa h ip  o la b ilir le r  böylece fa rk lı im z a la r  a ra s ın 
dak i ay rım  b u la n ık la şab ilir . Ö te ta ra f ta n  kendi izlen im im e göre fiz ikçile r 
bu  k o n u la rla  ilg ili çoğu kez o lm ala rı gerekenden  b ir  m ik ta r  d a h a  az d ik 
k a tlid ir le r. A slında bu  so ru n  b ir ta k ım  m o d em  ku ram  incelem em izde 
(§28.9,§31.11, §32.3) b izim  iç in  d ikka te  değer b ir  an lam a  sah ip  o lacak  f a 
k a t d ah a  faz la s ın ı so n ray a  sak laya lım . Bu d ah a  önce §11.2 'de ç ıtla ttığ ım  
"k u rtlu  konserve ku tusu"dur!

13.9 Üniter gruplar

O(rı, C) g ru b u  b ize b ir  "döndürm e g rubu" k av ram ın ın  gerçel sa y ıla rd a n  
k arm aşık  sa y ıla ra  genelleneb ild iğ i b ir  yol su n a r. B unun la b ir lik te  b e lirli 
b ağ lam la rd a  d ah a  büyük  b ir  önem e sa h ip  b aşk a  b ir  yol da m ev cu ttu r. Bu 
ü n ite r  g ru p  kav ram ıd ır.

"Ü niter" ne an lam a gelir? O rtogonal g rup , eşdeğer b iç im de g abx ax b ya 
d a  xTgx o la rak  yazab ild iğ im iz  b ir  ik in c i dereceli b iç im in  ko ru n u m u y la  il
g ilid ir. Ü n ite r b ir  g ru p la  ilg ili o la rak , b u n u n  yerine  (önemli 19. yüzyıl 
F ra n sız  m a tem atik ç is i C harles H erm ite, 1822-1901, a rd ından ) b ir  H erm it- 
sel b iç im i denen  şeyi k o ruyan  k a r m a ş ık  d o ğ ru sa l dön ü şü m leri k u llan ırız .

H erm itse l b iç im  ned ir?  tik  o la rak  o rto g o n al d u ru m a  dönelim . İk inci d e 
receli b ir  b iç im  (x'te) yerine  eşd eğ er şek ilde  ç ifte -d o ğ ru sa l

g { x ,y )  = g abx ax b =  xTgy

b iç im in i k u lla n ab ilird ik . Bu, §12.8 'de v erilen  g  [^ j-te n sö rü n e  uygu land ığ ı 

g ibi, b ir  te n sö re  ilişk in  "çoklu d o ğ ru sa l fonksiyon" ta n ım ın ın  b e lir li b ir



örneği o la rak  o r ta y a  ç ık a r (ve y  =  x  koyarak  y u k arıd ak i ik inc i dereceli b i
çim i yen iden  elde ederiz). 3 'n in  s im e tr is i böylece

9 İ x , y ) =  g(y,x)
o la rak  ve

g{x, y + w ) = g(x, y)  + g{x, w ), g(x, Ay) =  Ag(x, y)

o la rak  ifad e  ed ilir. Ç ifte -d o ğ ru sa llık  iç in  ay rıca  ilk  değ işken  x 'te  d o ğ ru sa l
lığa gereksin im  duyarız  fa k a t b u  a r tık  s im e tr in in  so n u cu d u r.

B ir h(x,y) H erm itsel b iç im i, d a h a  çok,

h { x , y ) = h & * )

H erm itse l s im etris i ile b irlik te  ik inc i değ işken  y 'd ek i

h(x,y +  vv) =  h(x,y) +  h(x, w ), h(x, Ay) =  Ah(x,y)

d o ğ ru sa llığ ı sağ lar. H erm itse l s im e tr is i a r tık  ilk  değ işkendek i karşı-doğ -  
rusa llık  denen şey an lam ın a  gelir:

h (x  + w, y )  =  h { x ,y ) -I- h (w ,y ), h(X x ,y )  =  Xh(x, y).

O rtogonal b ir  g rup  (tek il-o lm ayan) ç ifte -d o ğ ru sa l s im e tr ik  b ir  b iç im i ko
ru rk e n  k arm aşık  d o ğ ru sa l d ö n ü şü m leri k o ruyan  tek il o lm ayan  b ir  H erm it
se l b iç im  bize ü n ite r  b ir  g ru p  verir.

Bu tü r  b iç im le r b iz im  iç in  ne yapar?  Tekil o lm ayan  ç ifte -d o ğ ru sa l b ir  
g  biçim i (sim etrik  o lm ası ş a r t  değil) bize, x ve y 'n in  k en d isin e  a it o lduğu  
ve ik ili uzay ı V* o lan  V v ek tö r uzay ın ı sa p ta m a n ın  a ra ç la rın ı su n a r. Bu 
ned en le  v  V 'ye a itse  g(v,)  bize V 'n in  x e lem anın ı V ü ze rin d e  g(v,x) sa y ıs ı
n a  d ö n ü ş tü ren  d o ğ ru sa l b ir  gönderim  su n a r. F ark lı b ir  an la tım la , g(v, ) 
V*'a a i t  b ir  e lem an d ır (bkz. §12.3). în d is  b iç im inde V*'a a i t  bu  elem an  ge
lenek lere  göre ayn ı çek irdek  v  h arfiy le  fa k a t in d is i g ab ta ra fın d a n

v b =  v ag ab

u y a rın c a  d ü şü rü lm ü ş (ayrıca bkz. §14.7) b iç im de y az ılan  v ag ab kovektörü- 

dür. Bu iş lem in  te rs i  va 'n m  in d is i te rs  m etrik  g ab |^ ]- te n sö rü n ü n  k u lla n ı

m ıy la  y ü kse ltile rek  g erçek leştirilir:

v a =  g abvb.

H erm itsel d u ru m u n d a  b u n u n  b enzerine  gereksin im  duyacağız. Önceki 
g ib i, v  e lem an ın ın  V v ek tö r u za y ın d a n  h e r  b ir  seçim i b ize  V* ik ili uzay ın ın  
b ir  h (v , ) e lem an ın ı su n a r. B unun la  b ir lik te  fa rk  a r tık  h (v ,) ,  v 'y e  do ğ ru sa l 
o lm al yerine  k a rş ı-d o ğ ru sa l b iç im de b ağ lıd ır; b u  ned en le  h(A v,) = A h(y , ) 
o lur.



B unu söy lem enin  eşdeğer b ir  yo lu  /ı(v ,) 'n in  v 'd e , bu  v  v ek tö r n iceliğ i 
v 'n in  "karm aşık  eşleniği" olm ak üzere, doğrusa ld ır. Bu k arm a şık  eşlen ik  
v ek tö rle rin i ay rı b ir  v  v ek tö r uzayı o lu ş tu rm a k  üzere d eğerlend iririz . Bu 
b ak ış  aç ısı, k a rm a şık  eşlen ik  e lem a n la r  iç in  ap re li ve ap resiz  in d is le r  a r a 
s ın d a  kay n aşm ay a (toplam a) iz in  verilm eyen  fa rk lı b ir  "a lfabe"nin , d iye
lim  ki a ',b ', c ', ...,'nin ku llan ıld ığ ı (soyut) in d is  n o ta sy o n u  iç in  özel o la rak  
k u lla n ış lıd ır . K arm aşık  eşlem e işlem i ü s lü  in d is le r in  y e rle rin i ü ssü z le rle  
d eğ iş tir ir . İn d is  n o ta sy o n u n d a  H erm itse l b iç im im iz h e r  tip te n  b ir  (alt) in 
d is le  ha,b n ice lik le rin in  b ir  d iz ilim i o la ra k  g ö ste rilir , böylece "H erm itsel- 
lik"

h-aıb ~  h-bıa

b iç im inde  ifade  edilm ek üzere  (x°', x a e lem an ın ın  k a rm aşık  eşlen iğ i o lacak  
şekilde)

h (x ,  y ) =  h a,bx a' y b
olur.

ha,b n ice lik le rin in  d iz ilim i b ir  in d is i d ü şü rü p  yükse ltm em ize o lanak  
sa ğ la r  fak a t o a r tık  ü slü  in d is le r i ü ssü z  o la n la r la  d eğ iş tir ir , ay rıca  te rs i 
de geçerlid ir, böylece b iz i k a rm aşık  eşlen ik  uzay ın  ik iliğ ine sevk eder:

” b = v a ' h a t b , v a , =  h a ,b v b .
Bu iş lem lerin  te rs i  için, H erm itse l b iç im  tek il o lm ayan  (diğer b ir  dey işle  
hab' b ile şn le rin in  m a tr is i tek il o lm ayand ır) o la rak  v arsay ılm ak  üzere, 
ha,j 'n in  te rs i hab"y e  gerek duyarız;

hab'h b,c =  6?, halbhb,c =  8a'
b u ra d a n  d a 113-531

v a' = v bhb,a, v a = hab'v b„

Tüm  ü s lü  in d is le r in  h e r  tü r  te n sö r  n iceliğ ine  in d is - te n - in d ise  u y g u la 
n ab ilen  y u k arıd ak i b a ğ ın tıla rın  etk isiy le  ha,b k u lla n ıla ra k  o rta d a n  ka ld ırı-  
la b ild iğ in e  d ik k a t edin. Bu sebep le  k a rm a şık  eşlen ik  uzay ı o ldukça ay rı 
b ir  uzay  olm ak zo ru n lu lu ğ u  yerine  ik ili uzay la  " tan ım lan ır."

Bu tan ım la m a y ı ikiliyle (genelde in d is  n o ta sy o n u n d a  y az ılm am asın a  
karşın ) b ir lik te  k arm a şık  eşlem e k av ra m ın a  dah il eden "karm aşık  eşlem e" 
işlem i m a tem atik  ve fiziğ in  pek  çok d iğer a lan ın d a  (örneğin b u rg aç  k u ra 
m ı, bkz. §33.5) o lduğu  g ib i k u an tu m  m ekan iğ i iç in  de m erkezi önem dedir. 
K uan tum  m ekaniğ iy le ilg ili y az ın d a  bu , sık lık la  b ir  hançerle , " t"  fa k a t b a 
zen de b ir  y ıld ız  işaretiy le , g ö ste rilir .

[13.53] Bu bağ ın tıları hab 'ne ilişkin notasyon tu tarlılığ ın ı açıklayarak doğrulayın.



Ben m a tem atik  y az ın ın d a  d ah a  o lağan  o lan  y ıld ız  iş a re tin i te rc ih  ed i
yorum , b u ra d a  onu k a lın  h a r f  k arak te riy le  ku llanacağ ım . Y ıldız iş a re ti b u 
ra d a  u y g u n d u r çünkü V vek tö r uzay ıy la  onun V* ik iliğ in in  ro lle rin i d eğ iş

tir ir . K arm aşık  değerlik  te n sö rü  (yukarıdak i g ib i tü m  ü s lü  in d is le r  o r

ta d a n  kald ırılarak ) * ta ra f ın d a n  b ir  değerlik  te n sö rü n e  d ö n ü ştü rü lü r .

Bu neden le  * 'ın  eylem iyle ü s t  in d is le r  a lt, a lt in d is le r  ü s t  in d is  h a lin e  ge
lir. Skalerlere u y g u lan d ığ ın d a  *, b a s it  o la rak  o lağan  k arm a şık  eşlem e iş le 
m id ir. * işlem i H erm itse l h  b iç im in in  kend isine  eşdeğer b ir  kav ram dır.

En b ilin d ik  (ha,b b ile şe n le ri K ronecker d e lta s ı o la rak  k ab u l ed ild iğ inde 
o rtay a  çıkan) H erm itse l eşlem e işlem i, b ile şen le ri ü s t  in d is le r in  a lt ve a lt 
in d is le r in  ü s t  ind is  o la rak  okunacağ ı şekilde yen iden  düzen leyerek  h e r  b ir  
e lem an ın  b as itç e  k a rm aşık  eşlen iğ in i alır. B undan  dolay ı, d o ğ ru sa l b ir  dö 
n ü şü m ü n  b ile şe n le r m a tr is i, k a rm a şık  eşlen iğ in in  devriğ ine  (bazen m a tr i
s in  eş len ik  devriğ i o la rak  ad lan d ırılır)  g ö tü rü lü r, böylece 2x 2 d u ru m u n d a

C İ ) ' - G  I )
ifad es in e  sa h ip  oluruz. H erm itsel m a tr is  bu  an lam d a  kend i H erm itse l e ş 
len iğ ine  e ş it  o lan  m a tr is tir . Bu kav ram  ve d ah a  genel so y u t H erm itsel iş
lem ci k u an tu m  k u ram ın d a  son  derece önem lidir.

H erhang i b ir  k a rm aşık  z say ıs ı iç in  h e r b ir i ayn ı d eğerlik te  o lan  T ve U 
te n sö rle r in e  u y g u lan an  *

(T +  u y  =  T* +  t/*, 

izTY = zT'

an lam ın d a  ka rşı-d o ğ ru sa ld ır . * eylem i ay rıca  te n sö rle r in  ça rp ım ın ı da ko
ru m ak  z o ru n d a d ır  fak a t in d is  k o n u m la rın ın  te rs  çevrilm esi nedeniy le o 
k ay n aşm a düzen in i de te rs  çevirir; özellikle * do ğ ru sa l d ö nüşüm lere  uygu 
la n d ığ ın d a  ça rp m a d üzen i te rs in e  döner:

(JLAf)* =  w * r .

D iyagram  biçim li n o ta sy o n d a  bu  tü r  b ir  eşlem e iş lem in i y a tay  d ü zlem 
deki b ir  y an s ım a  o la rak  gö ste rm ek  o ldukça k u lla n ış lıd ır . Bu, gerek tiğ i g ib i 
ü s t  ve a l t  in d is le r i d eğ iş tir ir ; bkz. Şekil 13.19.

* işlem i V 'n in  iki elem an ı v  ve w a ra s ın d a  b ir  H erm itsel ska ler çarp ım , 
d iğ e r b ir  dey işle v '  kovektörüyle w  v ek tö rü n ü n  sk a le r  ça rp ım ın ı (farklı 
b ağ lam la rd ak i fa rk lı k a v ra m la r  y a ra rlı o lm ak üzere) tan ım lam am ıza  o la 
n ak  sağ lar:

<v|w) = v* • w  = h (v ,w )



T t  *

U
9

Ş ek il 13.19 Y atay  b ir  düzlem dek i y an s ım a  o la rak  u y g u n  b iç im de g ö ste rilen  H erm itse l e ş 
lem e (*) işlem i. Bu, "kollar"la "bacak la r"ı y e r  d e ğ iş tir ir  ve ç a rp m a  d ü zen in i te rs  
r ir: (ST)‘ = T 'S '.  H e rm itse l sk a le r  (rlıv) =  v 'w  ç a rp ım ıy la  ilg ili d iy ag ram  b iç im li ifad e  v e 
r iliy o r  (böylece o n u n  k a rm aşık  e ş len iğ in i a lm ak  d iy ag ram ı sağ  k öşede  a l t - ü s t  o lacak  b i
ç im de yan sıtır) .

(v|ıv) =  (iv | v)

ifad esin e  sa h ip  o luruz, w = v  b e lir li d u ru m u n d a  r 'n in  *'a göre n o rm u n u  
elde ederiz:

||v || =  <v|v).

V iç in  b ir  (e 1,e 2 -  ,e n) ta b a n ı  seçeb iliriz  ve böylece b u  tem eldek i halb 
b ile şen le ri b as itçe , H erm itse l b ir  m a tr is in  e lem an la rın ı o lu ş tu ra n  n 2 k a r 
m aşık

h-a'b  ^ C e a» e b )

sa y ıla n d ır , ( e ^ ..., e„) ta b a m

( e \ e )  = \ ± 1 İ = j İ S e  \e *l eı> ( o  i * j i s e

ifad esi sa ğ lan ıy o rsa  *'a göre sö zd e  o r to n o rm a l  o la rak  ad lan d ır ılır; ±  i ş a 
re tle r in in  tü m ü n ü n  +  olduğu , d iğe r b ir  dey işle  h e r  b ir  + l ' i n  y a ln ızca  1 o l
duğu, d u ru m d a  ta b a n  ortonorm a ld ir.

Sözde o rto n o rm al ta b a n  h e r  zam an  b u lu n a b ilir  fa k a t pek çok seçenek 
m ev cu ttu r. Bu tü r  h e rh an g i b ir  ta b a n la  ilg ili o la rak  ha,b m a tr is i köşegenli- 
d ir  ve köşegen boyunca yaln ızca  l ' l e r  ve - l ' l e r  m ev cu ttu r, l 'le r in  to p lam  
sa y ıs ı p, ve b u ra d a n  h arek etle  - l ' l e r i n  to p la m  sa y ıs ı q, v erili b ir  * iç in  h e r 
h an g i b e lir li b ir  ta b a n  seçim inden  b ağ ış ız  o la rak  h e r  zam an  ay n ıd ır. Bu 
bize, * işlem iy le ilg ili (p, </) im za sın a  ilişk in  değişm ez kav ram ı ta n ım la m a 
o lanağ ı su n a r.

Eu01
X

S  ~*(J) r ~ . |

ayna

1 I (ST)* A
S* =T*S* T



<7 =  0 ise, * p o z i t i f  belirlid ir  deriz . Bu d u ru m d a 21 s ıf ır  o lm ayan  h e rh a n 
gi b ir  v ek tö rü n  no rm u  h e r  zam an  p o z itif tir :113-541

v  =£ 0, ||v || >  0 a n la m ın a  gelir.

Bu "pozitif belirli"  k av ra m ın ın  §13 .8 'dekini k a rm aşık  d u ru m a  gene lled iğ i
ne d ik k a t edin.

T ersi T* o lan  d o ğ ru sa l b ir  T  dönüşüm ü,

T' 1 =  T*, d iğ e r b ir  dey işle TT* =  l  =  T'T,

* 'ın  p o z itif  b e lirli o lduğu  d u ru m d a  ü n ite r  ve d iğer d u ru m la rd a  sö zd e  ün i-  
te r  o la rak  a d la n d ır ıl ır .113-551 "Ü niter m a tris"  te rim i, * o lağan  eşlen ik  d eğ iş
tirm e  işlem i o larak , T"1 = T  o lacak  şek ilde , k u lla n ıld ığ ın d a  y u k arıd ak i b a 
ğ ın tıy ı sağ lay an  b ir  T m a tr is in e  k a rş ılık  gelir.

n b o y u tta k i ü n ite r  d ö n ü şü m lere  ya da (n x n ) ü n ite r  m a tr is le re  ilişk in  - 
g ru p la r  ü n ite r  U (n) g ru b u  o la rak  ad lan d ır ılır . D aha genel o la rak , * (p, q) 
im z as ın a  sa h ip  o ld u ğ u n d a  sözde ü n ite r  U(p, q~) g ru b u n u  elde ed e riz .22 Dö
n ü şü m le r  b irim  d e te rm in a n ta  sa h ip se  b u ra d a n  h are k e tle  SU(n) ve 
SU(p, <?)'yu elde ederiz. Ü n ite r d ö n ü şü m ler  k u an tu m  m ekan iğ inde tem el b ir  
ro l o y n ar (ve ay rıca  pek çok s a f  m atem atik se l b ağ lam  iç e ris in d e  büyük  d e
ğere sah ip tir).

13.10 Simplektik gruplar

Önceki iki bö lüm de o rto g o n a l ve ü n ite r  g ru p la r la  k a rş ıla ş tık . B un lar 
k la sik  g ru p la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey lerd ir , d iğe r b ir  dey işle  is t is n a  o la n 
la rd a n  fa rk lı b a s it Lie g ru p la rıd ır ; bkz. §13.2. K lasik g ru p la ra  a it lis te  
s im p le k tik  g ru p  a ilesiy le  ta m am lan ır. S im plektik  g ru p la r  özellik le §20.4 'te 
göreceğim iz üzere k la sik  fiz ik te  ve ay rıca  k u an tu m  fiz iğ in in  özellikle so n 
suz b o y u tlu  d u ru m u n d a  (§26.3) büy ü k  önem e sa h ip tir .

S im plektik  grup  ned ir?  Y eniden ç ifte -d o ğ ru sa l b iç im  k av ram ın a  d öne
lim  fa k a t o rtogonal g ru b u  ta n ım la m a k ta  gereken (g ( x ,y ) =  g (y ,  x)) s im e t
r is i yerine

21 Pozitif belirli durum da (eI' , e 2‘ ...,e„’) ’m (et,e 2 ...,e„)'ye, not 13.18'deki anlam da, b ir ikili 
taban olduğuna dikkat edin.
[13.54] Bunu gösterin.

&  [13.55] Bu dönüşüm lerin kesin biçim de v  vektörleriyle v ' kovektörleri arasındak i Herm itsel 
uyum luluğu ve hab terim ini koruyan dönüşüm ler olduğunu gösterin.

22 Sabit p + q — n 'yle ilgili GL(n, R)'nin yan ısıra  U(p,g) grupların ın  tüm ü aynı karm aşıklaştır- 
m aya, diğer b ir  deyişle GL(nf C), sah ip tir  ve b u n lan n  tüm ü bu  karm aşık  grubun farklı gerçel 
biçim leri olarak değerlendirilebilir.



s(x, y) = —s(y,x)

ters s im e tr is in i, ilk  değişken  x 'tek i d o ğ ru sa llığ ın  a r tık  ters s im e tr in in  so 
n u cu  o larak  geld iğ i

s(x,y + w) =  s(x, y) + s(x, w ), s(x,Ay) =  As(x,y)

d o ğ ru sa llığ ıy la  b irlik te  konuya ka ta lım . T ers s im etrik  b iç im im izi tıp k ı s i
m etrik  d u ru m d ak i g ib i

s (x ,y )  =  x asaby b =  xTSy

o la rak  fa k a t S saiJ'n in  b ile şen le r m a tr is i olm ak ve sab

s ba =  ~ s ab d iğer b ir  dey işle  ST =  —S

ifad esi b iç im de te rs  sim etrik  olm ak üzere, yazab iliriz . S 'n in  tek il o lm am a
s ın a  gerek duyarız . Böylece sab,

sabs bc =  8 ca = s cbsba

ifad esin i, s ab =  —s ba olm ak üzere sa ğ lay a n 23 b ir  te rse , s ab, sa h ip tir .
B ir s im etrik  m a tr is le  benzerlik  k u ra rak  te rs  s im etrik  b ir  S m a tr is in in  

kendi devriğ in in  eksi işa re tlis in e  e ş it o lduğunu  belirte lim . T ers sim etrik  
b ir  n x n  m a tr is i S 'n in  yaln ızca  n 'n in  ç ift o lm ası d u ru m u n d a  tek il o lm ayan  
o lab ileceğ in i gözlem lem ek ö n em lid ir .113-561 B u rad a  rı, x ve y 'n in  a it o lduğu  V 
uzay ın ın  b o y u tu d u r  ve as lın d a  n 'y i ç ift k ab u l ederiz.

Bu tü r  tek il o lm ayan  te rs  s im etrik  b ir  sa6'y i (ya da eşdeğer o la rak  çif
te—d o ğ ru sa l s b içim ini)

sabT?T% =  scd, d iğe r b ir  dey işle  T t ST =  S

an lam ın d a  k o ruyan  GL(n)'ye a it T e lem an la rı s im p le k tik  o la rak  ve b u  ele
m a n la rın  g ru b u  b ir  s im p le k tik  g ru p  o la rak  a d la n d ır ılır  (§20.4'te göreceği
m iz üzere k lasik  m ekan ik te  o ldukça d ikka te  değer önem deki b ir  grup). B u
n u n la  b ir lik te  b u  term inolo jiy le  ilg ili y az ın d a  baz ı kafa k a r ış tır ıc ı şe y le r  
m evcu ttu r. S im plektik  (gerçel) b ir  g ru b u  m a tem atik se l o la rak , ka rm a ş ık  
Tb ' n in  (ya da T) y u k arıd ak i b ağ ın tıy ı sağ lay an  g ru b u  o lan , k a rm a ş ık  s im p 
lektik  Sp(^n, C) g ru b u n a  ilişk in  gerçel b ir  b iç im  şe k lin d e  ta n ım la m a k  çok 

d ah a  doğ rudur. H enüz ta n ım la n a n  b e lir li gerçel b içim  tık ız  d eğ ild ir  fak a t

25 Şu halde sab v e sab'yi, tıpkı gab ve t/af)'deki gibi, tensörlerin  indislerin i yükseltir ve düşürür 
biçim de kullanabiliriz, böylece va = sabvbva = sabvb olur, bkz. §13.8; fakat ters sim etri nede
niyle indislerin  düzeninin tu ta rlı biçim de o luştu ru lm asında b iraz dikkatli olmak zorunda
yız. 2 -sp inör analizini bilen okuyucular, bkz. Penrose ve Rindler, 1981, cilt 1, sab'm iz ve o 
kalkülüsün £JB'si a rasında  bulunan hafif b ir  notasyon uyuşm azlığını fark etmiş olabilirler. 
[13.56] Bunu kanıtlayın.



§13.7 'n in  so n u n d ak i u y a n la r la  uyum lu  biç im de, Sp(^n,C) y a r ı b a s i t  olm ak 

üzere, bu  k arm aşık  g ru b u n  tık ız  olan  b aşk a  b ir  b iç im i m e v cu ttu r  ve n o r
m alde (gerçel) s im plek tik  Sp(^n) g ru b u  o larak  an ılan  bud u r.

Bu fark lı gerçel b iç im le ri n a s ıl bu lu ruz?  A slında o rto g o n al g ru p la rd ak i 
g ibi, o rto g o n al ve ü n ite r  g ru p la r  d u ru m u n d ak i k a d a r  iyi b ilinm eyen  b ir  
im za  k av ram ı m evcu tu r. saft'y i k o ruyan  gerçel d ö n ü şü m lere  ilişk in  s im p 
lek tik  g rup  (~n .^ n) im zas ın ın  "ayrık im za" d u ru m u  olur. S im plektik  grup  

tık ız  d u ru m d a  (n, 0) ya da (0, n ) im z as ın a  sa h ip tir .
Bu im za n a s ıl tan ım lan ır?  p ve q doğal say ıla rın ın , p + q = n  o lacak  şe 

k ilde h e r  b ir  çifti iç in  k a rm a şık  Sp(^n, C) g ru b u n a  ilişk in  ilg ili b ir  "gerçel 

biçim "i, yaln ızca  (p ,q) im zası iç in  ay rıca  sözde ü n ite r , d iğ e r b ir  dey işle 
U(p, ?)'ya a it  ° lan  (b k z . §13.9) o elem an la rı a la ra k  ta n ım la y ab ilir iz . Bu b i
ze (sözde) sim p lek tik  Sp(p, q) g ru b u n u  v e rir .24 (Bunu d ile  g e tirm en in  d iğer 
b ir  yo lu  Sp(p, q,) 'n u n  Sp(-n, <C) ile U(p, q ) 'n u n  kesişim i o ld u ğ u n u  söylem ek

tir.) İn d is  n o ta sy o n u  b iç im inde Sp(p,<7) 'yu , te rs  s im etrik  sab ve ha,b b ile 
şen le rin in  H erm itse l b ir  H m a tr is in in  h e r  ik is in i de, H (p ,q ) im zas ın a  s a 
h ip  olm ak üzere (böylece H 'n in  p ad e t 1 g iriş li ve q ad e t -1  g iriş li o lduğu  
sözde o rto n o rm al b ir  tem el b u lab ilir iz ; bkz. §13.9),25

Tb,'Tgha,a = hblb

ifad esin d ek i an lam d a y u k arıd ak i g ib i ko ruyan  k arm a şık  d o ğ ru sa l Tb dö 
n ü şü m le rin in  g rubu  o la rak  tan ım la y ab ilir iz . K lasik  tık ız  s im p lek tik  Sp(-n) 

g ru b u  ben im  Sp(n, 0 )'ım dır (ya da Sp(0, n)) fa k a t k lasik  fiz ik tek i en önem li 
b iç im  S p Q n ,^ n ) 'd ir .113-571

O rtogonal ve ü n ite r  g ru p la rd a  o lduğu  gibi kend isiy le  ilg ili sab b ile şe n 
le rin in  özellikle b a s it  b ir  b iç im e sa h ip  o lduğu  tem el seçim leri bu lab ilir iz . 
B unun la  b irlik te  tek  te rs  s im etrik  köşegen m a tr is  s ıf ır  o ld u ğ u n d an  a rtık  
bu  b iç im i köşegen b iç im li o la rak  k ab u l edem eyiz! B unun y erin e  sab m a tr i
sin i an a  köşegen boyunca 2x 2 b lo k ta n  o lu şan

( °V -l 0'

24 Bu çeşitli gerçel biçim lerle ilgili s ta n d a rt b ir term inoloji ya da notasyondan h aberdar deği
lim, o halde Sp(p,q) notasyonu v ar olan am açlar için uydurulm uştur.

23 Aslında Spf^n, O 'n in  her elem anı birim  determ inanta sah ip tir, böylece SO(n) ve SU(n)'yle 

benzerlik içinde, b ir  "SSp(^n)"ye gerek duymayız. Bunun nedeni, Levi-C ivita'nın e ...'sı için 

sab biçim inde b ir  ifadesinin ("Pfaff") m evcut oluşudur.
- 0  [13.571 Bu reçeteyi kullanarak Sp(l) ve Sp(l, l)'le ilgili açık tan ım lar bulun. Sp(n, 0) g rup ları

n ın  niçin tıkız olduklarını görebiliyor musunuz?



b iç im inde  o la rak  kabu l edeb iliriz . T an ıd ık  Sp(^n,^n) ay rık  im za d u ru m u n 

d a  b u  b iç im i ko ruyan  gerçel d o ğ ru sa l d ö n ü şü m leri a lab iliriz . Genel 
Sp(p, q) d u rum u , gerçel d ö n ü şü m ler y erin e  (p, q ) im zalı sözde ü n ite r  o la n 
la r  a lın a rak  g ö s te rilir .113 581

0 ve g 'n u n  çeşitli (küçük) değerleri iç in  o rtogonal, ü n ite r  ve s im plek tik  
g ru p la r ın  b a z ıla rı aynı Lie ceb irine  (kr ş . §13.6) sa h ip  olm ak an lam ın d a  ay 
n ı ("izomorfik") ya da en az ın d an  yerel o la rak  a y n ıd ır  ("yerel o la rak  izo 
m orfik ").26 En tem el örnek, b ir  çem berin  y an s ım a lı o lm ayan  s im etri g ru b u 
n u  aç ık layan , k a rm aşık  e10 sa y ıla rın ın  (6 gerçel) b irim  m odü lüne  ilişk in  
ça rp ım sa l g rup  o lan  ü n ite r  U(l) g ru b u y la  ayn ı olm ak üzere, SO(2) g ru b u 
d u r .113591 SU(2) ve S p(l) 'in  aynı o lm a la rı ve yerel o la rak  SO(3)'le ayn ı o lm a
la r ı (bu son  g ru b u n , §11.3 'te aç ık lan d ığ ı üzere, 3 -u zay d ak i dön d ü rm elerin  
dö rdey lerle  ilg ili g ö ste rim le rin in  ik i k a tlı doğasıy la  uyum lu  o lan  iki katlı 
ö r tü sü  olarak) gerçeği fizik  iç in  b e lirli b ir  önem e sa h ip tir . Bu sp in le  ilg ili 
(§22.8) k u an tu m  fiziği aç ıs ın d an  b ü yük  önem e sa h ip tir . Sp(l,C)'yle aynı o l
m ak üzere SL(2,C)'nin Lorentz g ru b u  0 ( l,3 ) 'ü n  (yine on u n  iki k a tlı b ir  ö r tü 
sü  olarak) y an s ım a lı o lm ayan  k ısm ıy la  yere l o la rak  ayn ı o lm ası görelilik  
ku ram ı b ak ım ın d an  önem lid ir. A yrıca SU(1, 1), Sp(l, 1) ve SO(2, l) 'in  aynı 
o ld u k la rın ı b u lu ru z  ve pek çok b aşk ac a  ö rnek  de m ev cu ttu r. SU(2, 2) ve 
0(2, 4) g ru b u n u n  y an sım a lı o lm ayan  k ısm ı a ra s ın d ak i yerel özdeşlik  b u r 
gaç k u ram ı b ak ım ın d an  özellikle d ikka te  d eğ e rd ir  (bkz. §33.3).

S im plektik  b ir  g ru b a  ilişk in  Lie ceb iri

XTS +  S X =  O, d iğe r b ir  dey işle  S X =  (S X)T

m a tr is  denk lem inde X iç in  çözüm ler a ra y a ra k  elde ed ilir , böylece sonsuz 
küçük  (Lie ceb iri elem anı) X d ö n ü şü m ü  b as itç e  s im etrik  b ir  n x n  m a tr is in  
S-1 'le  ça rp ım ıd ır . Bu s im p lek tik  g ru b u n  - n (n  + 1) b o y u tlu lu ğ u n u n  d o ğ ru 

d a n  g ö rü lm esine  o lanak  sağ lar. X 'in iz se rb e s t o lm ası zo ru n lu lu ğ u n a  (di
ğ e r b ir  dey işle  X =  0; bkz. §13.4) d ikka t e d in .113601 A yrıca o rtogonal ve ü n i
te r  g ru p la r la  ilg ili Lie ceb iri s ıra s ıy la  te rs  s im etrik  m a tr is le r  ve H erm itse l 
m a tr is le r in  s a f  sa n a l k a tla r ı b iç im inde , ilg ili b o y u tla r  n (n  -  l )/2  ve n 2 o l
m ak üzere, ko lay lık la  elde e d ilir .113-611

[13.58] p — q =  1/2 durumu için bu iki farklı tanımın niçin eşdeğer olduğunu gösterin.
“  Bkz. not 13.17 
I® [13.591 Niçin aynılar?
-Ç? [13.601 XTS + S X = 0 denkleminin nereden geldiğini ve neden S X = (S X)T olduğunu açıkla

yın. İz X niçin yok olur? Lie cebirini açık olarak gösterin. O neden bu boyuttadır?
®  [13.611 Lie cebirlerini açıklayın ve bu boyutları elde edin.



§13.4 'ten  hareketle , d ö n ü şü m lerin  b irim  d e te rm in a n ta  sa h ip  o lm ala rı 
iç in  so n su z  küçük  X elem an ın ın  yok o lm ası gerek tiğ in i belirte lim . Bu, (yu
k a rıd a  belirtilen ) s im p lek tik  d u ru m d a  o to m a tik tir  ve o rto g o n al d u ru m d a  
so n su z  küçük  e lem an la rın  h ep s i b irim  d e te rm in a n ta  s a h ip t i r .113 621 Ü n ite r 
d u ru m d a , ek b ir  koşu l SU (n)'yle ilg ili k ıs ıtla m a d ır  (iz X =  0) böylece g ru 
b u n  b oyu tu  n 2 -  l 'e  ind irgen ir.

§13.2 'de değinilen , b az en  (m =  1,2,3,... için) Am, Bm, Cm, Dm'yle  g ö s te ri
len  k la sik  g ru p la r  b a s itç e  s ıra s ıy la , §§13 .8-10 'da inceled iğ im iz S U (m + 1), 
SO(2tti + 1), Sp(m) ve SO (2m )'d ir ve y u k a rıd a n  a s lın d a , §13.2 'de ile ri s ü 
rü ld ü ğ ü  gibi, ilg ili m (m  + 2), (2m  +  1), m (2m  +  1) ve m (2m — 1) b o y u tla r ı
na  sa h ip  o ld u k la rın ı görü rüz . Böylece okuyucu, k lasik  b a s it  g ru p la rın  tü 
m üne k ısacık  b ir  sü re  b ak ış  a tm a  f ırs a tın a  sa h ip  o ldu. G ördüğüm üz üzere 
b u  tü r  g ru p la r  ve d iğer b az ı çeşitli "gerçel b iç im ler" (on lara a it k a rm a ş ık 
la ş tırm a la rı fizik te önem li ro lle r  oynar. Sonraki bö lüm de b u n u n la  ilg ili b ir  
m ik ta r  ta n ış ık lık  k azanacağ ız . Bu bö lüm ün  b a ş ın d a  b e lir tild iğ i üzere  m o
d e m  fiziğe göre tü m  fizik i e tk ileşim le r, tekn ik  o la rak  ta m  sim etrile re  s a 
h ip  u za y la ra  y aşam sa l b iç im de b ağ lı o lan  "ayar b a ğ la n t ı la r ın c a  yönetilir. 
B unun la  b ir lik te  h â lâ  "ay ar ku ram ı"n ın  ne o ld u ğ u n u  b ilm eye gerek d u y 
m aktay ız. Bu, 15. b ö lüm de aç ığa  çıkacak.

&  (13.621 Neden ve bu geometrik olarak ne anlama geliyor?



MANİFOLDLAR ÜZERİNDEKİ ANALİZ

14.1 Bir m anifold  üzerinde tü rev  alma?

Önceki bö lüm de (§§ 13.3,6—10'da) s im etri g ru p la rın ın  vek tö r u za y la rı ü ze 
rinde, bu  u za y la ra  a it do ğ ru sa l d önüşüm lerce  g ö ste rile rek  n a s ıl etk i ede
b ild ik le rin i gördük. B elirli b ir  g ru p la  ilg ili o la rak  vek tö r uzay ın ı, d ö n ü 
şüm lerce  k o ru n an  özel b ir  ya p ıya  sa h ip  b iç im de d ü şü n eb ilir iz . Bu "yapı" 
kav ram ı önem lid ir, ö rn eğ in , o rto g o n al g ru p  d u ru m u n d a  (§13.8) m etrik , b ir  
yap ı o la b ilir  ya d a  ü n ite r  b ir  g rup  (§13.9) ta ra f ın d a n  k o ru n u r b iç im deki 
H erm itse l b ir  yap ı o lab ilir. D aha önce b e lir tild iğ i gibi, g ru p la r ın  vek tö r 
u za y la rı üze rindek i h a re k e tle r b iç im inde göste rim  ku ram ı genel b ir  şek il
de m a tem atik  ve fiziğ in  pek çok a lan ın d a , özellikle d ah a  so n ra  göreceğ i
m iz üzere (özellikle §22.2'de), H erm itse l (skaler çarpım ) yap ılı v ek tö r u zay 
la rın ın  kend isi iç in  e sas lı b ir  a rd a la n  o lu ş tu rd u ğ u  k u an tu m  fiz iğ inde b ü 
yük  önem e sa h ip tir .

B unun la b ir lik te  b ir  vek tö r u zay ın ın  kend isi çok özel b ir  uzay  tü rü d ü r  
ve m o d em  fiz iğ in  büyük  k ısm ın ın  m a tem atiğ iy le  ilg ili çok d ah a  genel b ir  
şey ler gerek lid ir. Ö klit'in  eski geom etris i b ile  vek tö r uzay ı d eğ ild ir  çünkü 
b ir  vek tö r uzay ı b e lir li b ir  a y ır t ed ilm iş nok taya , d iğe r b ir  dey işle  (sıfır 
vek tö rüy le  verilen) başlang ıç  n o ta s ın a  sa h ip  olm ak zo ru n d ad ır, oysa ki 
Ö klitçi geom etride  h e r  nok ta  e ş it b ir  tem elded ir. G erçekte Ö klitçi uzay  
a fin  uzay  o la rak  ad la n d ır ıla n  şey in  b ir  ö rneğ id ir. Afin uzay  b ir  vek tö r 
u zay ın a  ben zer fa k a t b aş lan g ıç  n o k ta s ın ı "unuturuz"; a s lın d a  o tu ta r l ı  b ir  
paralelkenar* '*11 11421 kavram ı b u lu n d u ra n  b ir  uzayd ır. B elirli b ir  nok tay ı

JÛ [14.1] [a,b-,c,d] “abcd bir paralelkenar oluşturur ifadesi yerine kullanılsın (a, b, c ve d  §5.1'de 
olduğu gibi döngüsel olarak alınmak üzere). Şunları aksiyom olarak kabul edin: (i) herhangi 
a , b  ve c için [a, b; c, d] olacak biçimde bir d  mevcuttur; (ii) [a, b; c, d] ise bu durumda [b, a\ d, c] 
ve [a,c;b,d]; (iii} [a ,b ;c ,d ] ve [a ,b )e , f]  ise bu durumda [c ,d;e ,f ] . Herhangi seçili bir nokta 
aynlıp başlangıç noktası olarak işaretlendiğinde bu cebirsel yapının bir "vektör uzayı"nın- 
kine, §11.1'de verilen biçimde bir "skaler çarpım" işlemi olmaksızın indirgendiğini gösterin; 
bu demek oluyor ki ek bir Abelci grubuna ilişkin kuralları elde ederiz, bkz. alıştırma 13.2.

^  [14.21 Bunun Abelci olmayan duruma nasıl genelleneceğini görebiliyor musunuz?



b aş lan g ıç  n o k ta sı o la rak  b e lir le r  belirlem ez b u  b ize "p a ra le lk en a r kuralı"  
yo luy la vek tö r top lam ay ı ta n ım la m a  o lanağ ı sa ğ la r  (b k z . §13.3, Şekil 13.4).

E in s te in 'm  kayda değer genel görelilik  k u ram ın ın  eğik uzayzam an ı b ir  
vek tö r u zay ın d an  kesin lik le  d ah a  geneldir; o b ir  4—m an ifo ld d u r. Yine de 
onun  u zayzam an  geom etris i kavram ı, tek b a ş ın a  (12. bö lüm de ça lış ılm ış 
olan) p ü rü zsü z  b ir  m an ifo ld  y ap ıs ın a  ek o la rak  (yerel) b ir  yap ıya gereksi
n im  duyar. Benzer şek ilde  (§12.1'de k ısaca  ele a lınm ış olan) fizik i s is tem 
le rin  düzenlem e u za y la rı ya d a  faz u zay la rı da yerel y a p ıla ra  sa h ip  o lm a
ya eğ ilim lid ir. Bu gerek li yap ıy ı n a s ıl ta y in  ederiz? Bu tü r  (m etrik  b ir  yapı 
du rum undak i) yerel yap ı, n o k ta la r  a ra s ın d a k i "uzaklığın" ya da (sim plek- 
tik  b ir  yap ı d u ru m u n d a  b e lir tild iğ i gibi, krş. §13.10) b ir  yüzey in  "alanının" 
ya d a  (bir R iem ann yüzey in in  konfo rm al y ap ıs ın d ak i gibi; bkz. §8.2) eğ ri
le r  a ra s ın d a k i "açının", vb b ir  ö lçü sü n ü  su n a b ilir . D eğinilen tü m  ö rnek le r
deki v ek tö r uzay  k av ram ları, so rg u lan a n  vek tö r uzay ı M  m a n ifo ld u n u n  t i 
p ik  b ir  p n o k ta s ın a  a i t  n -b o y u tlu  Tp ta n ja n t  u za y ı  o lm ak üzere (J^'yi 
M  'dek i p 'n in  yakın  çev resinde  "sonsuz b iç im de gerilm iş" o la rak  d ü şü n e b i
liriz; bkz. Şekil 12.6), b ize b u  yerel geom etrin in  ne o ld u ğ u n u  söylem esi ge
reken  şey lerd ir.

Bu nedenle , 13. bö lüm de k arş ılaş tığ ım ız  çeşitli g rup  y a p ıla r ı ve ten sö r- 
ler, b ir  m an ifo ld u n  b irey se l n o k ta la r ın d a  yere l b ir  an lam a  sa h ip  o lab ilir. 
E in s te in 'm  eğri u zay zam an ın ın  a s lın d a  h e r  b ir  ta n ja n t u zay ın d a  Lorentzci 
b ir  (sözde ) m etrik  (§13.8) ta ra f ın d a n  verilen  yerel b ir  yap ıya  sah ip  o ld u 
ğunu  bu lacağ ız , oysa  ki k lasik  m ekan iğ in  faz u za y la rı (krş. § 12 .1) yerel 
s im plek tik  y ap ıla ra  (§13.10) sa h ip tir . Y apıya sah ip  m an ifo ld la ra  ilişk in  
tü m  b u  ö rnek ler m o d em  fizik i k u ram d a  y aşam sa l ro lle r  oynar. B ununla 
b irlik te , b u  tü r  u za y la r  iç inde k a lk ü lü sü n  h an g i b iç im i u y g u lan ab ilir?

H enüz b e lir tild iğ i g ib i, 12. bö lüm de ça lış tığ ım ız  n -b o y u tlu  u zay la rın  
d ah a  faz la  yerel yap ı b e lir tilm e d en  yaln ızca  p ü rü zsü z  o lm a la rı gerek lid ir. 
Bu tü r  y ap ış ız  b ir  p ü rü zsü z  M  m an ifo ld u n d a  o la rak  az sa y ıd a  ana liz  te 
m elli an lam lı işlem  m ev cu ttu r. En önem lisi, genellik le M  iç e r is in d e  uygu
lanab ilecek  genel b ir  tü rev  a lm a k av ram ın a  b ile  sah ip  değiliz.

Bu n o k tay ı açık lam alıy ım . H erhang i b e lir li b ir  k o o rd in a t y am asın d a  il
g ilen ilen  çeşitli n icelik lerin , o yam adak i h e r  b ir  X1, x 2, ..., x n k o o rd in a tın a  
göre tü rev in i d /d x 1, d /d x 2, ..., d /d x n (kısmi) tü rev  iş lem c ile rin i k u lla n arak  
(bkz. §10.2) b a s it  b iç im de kesin lik le  a lab iliriz . Çoğu d u ru m d a  fak a t y a n ıt
la r  geom etrik  o la rak  a n lam s ızd ır  çünkü  k o o rd in a tla r ın  y ap ılm ış  o lan  b e 
lir li (rasgele) seçim lerine b a ğ lıd ır la r  ve y a n ıtla r  b ir  y am ad a n  d iğerine  ge
çerken  genellik le b irb ir in e  uym az (krş. Şekil 10.7).

B unun la  b irlik te  §12.6 'da, gerçek te genel (yapışız) b ir  p ü rü zsü z  rı-m a- 
n ifo ld d a  geçerli o lan  ve b ir  y am ad a n  d iğerine  değ işm eyen  önem li b ir  tü 



rev  a lm a kavram ın ı, d iğe r b ir  dey işle  tü rev se l b ir  b iç im in  d ışsa l tü rev in i, 
n o t e tm iştik . Yine de bu  işlem , y a ln ızca  p -b iç im lile rd e  uygu land ığ ı, d a h a 
sı b u  tü r  b ir  p -b iç im lin in  n a s ıl değ iştiğ iy le  ilg ili pek faz la  b ilg i v e rm ed i
ğ inden , kend i k ap sam ın d a  b ir  şek ilde s ın ırlıd ır . Genel b ir  p ü rü zsü z  m an i- 
fo ld  üzerindek i b ir  n iceliğe a it d ah a  tam  b ir  "türev" kavram ı v e re b ilir  m i
yiz? Bu tü r  b ir  kavram  h erh an g i b ir  k o o rd in a t y am ası üzerindek i n o k ta la rı 
işa re tlem ek  üzere seçilm iş o lab ilecek  h erh an g i b e lir li b ir  k o o rd in a tta n  b a 
ğ ım sız o la rak  tan ım lan m alıd ır . A slında m a n ifo ld la rd a  uygu lanab ilecek  ve 
k o num dan  konum a h a re k e t e ttiğ im izde  b ir  vek tö r ya da te n sö r  a lan ın ın  
n a s ıl d eğ iş tiğ in i ifade  etm em ize o lanak  sağ layacak  b ir  tü r  k o o rd in a ttan  
bağ ım sız  kalkü lüse  sah ip  olm ak iyi o lu rdu . Bu n a s ıl b a şa rıla b ilir?

14.2 Paralel taşıma

§10.3 ve §12.3 'ten , genel b ir  p ü rü zsü z  n -m an ifo ld u  M  üze rindek i b ir  
ska ler <P a lan ı d u ru m u n d a  a s lın d a  onun  "değişim  o ran ı''n a  ilişk in  uygun  
b ir  ö lçü  o larak , d iğer b ir  deyişle , d<î> =  0 «P'nin (.Af'nin b a ğ la n tılı  bölgeleri 
boyunca) sa b it  o lduğu  koşu l o lm ak üzere, 1-b iç im li d<î>'yi sa ğ lay a b ild iğ i
m izi an ım say ın . B unun la  b ir lik te  b u  f ik ir  genel b ir  te n sö r  n iceliğ i iç in  ge
çerli o lm ayacak tır. B ir f  vek tö r a lan ı iç in  b ile  geçerli o lm ayacak tır. N için? 
B ir so run , genel b ir  m an ifo ld d a  s a b it  o lan  h e rh a n g i uygun  b ir  f  k av ra m ı
n a  (b irazdan  göreceğim iz üzere) sa h ip  o lm ay ışım ızd ır, oysa ki f 'y e  u y g u la 
n a n  h erh an g i özgüvenli b ir  tü re v  a lm a işlem i ("gradyan"), o r ta d a n  yok o lu 
şu n u n  f 'n in  sab itliğ in e  iş a re t e tm esi özelliğine sah ip  o lm a lıd ır  (aslında 
d4> =  0 sk a le r b ir  <f> a lan ın ın  sa b itliğ in e  iş a re t eder). D aha genel o la rak  
"sab it olm ayan" b ir  f 'y le  ilg ili bu  tü r  b ir  tü rev  iş lem in in  f 'n in  sa b itlik ten  
sa p m asın ı ö lçüyor olm a zo ru n lu lu ğ u n u  bekleriz.

Genel b ir  n -m an ifo ld u  M  ü ze rindek i bu  vek tö r "sab itliğ i" k av ram ın d a  
ned en  b ir  so ru n  m evcu ttu r?  O lağan Ö klitçi uzaydak i s a b it  b ir  f  v ek tö r a la 
nı, geom etrik  tan ım ın d ak i tü m  "oklar"ın  b irb ir in e  p a ra le l o lm ası öze lliğ in 
de o lm alıd ır. Bu neden le  b ir  tü r  "parale llik" kav ram ı M 'n in  y ap ıs ın ın  p a r 
çası o lm alıd ır. B ununla ilg ili o la rak , 2. bö lüm deki ta r t ışm a n ın  m erkezinde 
o lan  Ö klit'in  beş inc i önerm esi k o n u su  ak ılda  tu tu la ra k  kay g ılan ılab ilir . 
H iperbo lik  geom etri örneğin , h e r  yerde  açıkça "parale l" o la rak  ele a l ın a b i
len  v ek tö r a lan la rın ı kabu l etm ez. H er koşu lda , "parale llik" kavram ı, 
M 'n in  y a ln ızca  p ü rü zsü z  b ir  m an ifo ld  o lm an ın  ü s tü n lü ğ ü  yo luy la  sah ip  
o lacağ ı b ir  şey  değ ild ir. Şekil 14.1'de, Ö kitçi düzlem in  iki y am as ın d an  b ir  
a ra y a  ek lenm iş b ir  2-m a n ifo ld  d u ru m u n u n  güçlüğü  g ö ste rilm ek ted ir. Ök
litç i n o rm al "parale l" kav ram ı b ir  y am ad a n  d iğerine  tu ta r l ı  değ ild ir.



Tu ta rs ız
p ara le llik ler

Ş e k ü  14.1 Ö klitç i "paralel" ka vra m ı ko 
o rd in a t y a m a la n  a ra s ın d a k i ça k ışm a  
ü ze rin d e  tu ta rs ız  o lm a  eğ ilim in d ed ir .

p  kuzey kutbu

Şekil 14.2 S2 küresi üzerindeki paralellik. Greenvvich m eridyeni boyunca uç veren v  ta n 
ja n t vektörüyle birlikte kuzey kutbundaki p 'yi seçin. S2'nin diğer noktalarındaki hangi 
tan jan t vektörlerini v ’ye "paralel" olarak değerlendirm eliyiz? (a) S2'n in  E3 içerisine yer
leştirilm esinden elde edilen ök litç i dolaysız "paralel" kavram ı (Greenwich m eridyenine 
dik olan m eridyeni d ışta  tu tarsak) geçerli olmaz çünkü paralel v 'le r S2'ye tan jan t olarak 
kalmaz, (b) Bu, v 'yi verili b ir y  eğrisi boyunca, küreye olan tanjantlığ ı sürekli biçim de ge
ri yansıtm ak yoluyla hareket ettirerek  düzeltilebilir, (y'nın her aşam ada geri yansıyan 
çok fazla sayıdaki küçük p„P ı,P ıP 2.P 2P3 . parça larından  oluştuğunu düşünün. Sonra 
pa rça la r git gide daha küçük hale getirilirken lim it alın.) Bu p a ra le l ta ş ım a  kavram ı 
Greenwich meridyeniyle ilgili fak at ayrıca genel b ir y 'yla da ilgili o larak belirtilir.

Ne tü r  p a ra le llik  k av ra m ın ın  u y gun  o lduğuna ilişk in  b ir  m ik ta r  k a v ra 
yış kazanm ak  üzere, ilk  o la rak  o lağan  b ir  2 -b o y u tlu  S2 k ü re s in in  gerçek 
geo m etris in i incelem ek y a ra r lı  o lacak tır. S2 üze rinde  b e lir li  b ir  p n o k ta sı 
(kesinlik  iç in  kuzey k u tb u  ü ze rin d e  diyelim ) ve p 'de  de b e lir li b ir  v  ta n ja n t 
vek tö rü  (Greenvvich m eridyen i b o yunca  uç veren  diyelim , bkz. Şekil 14.2a) 
seçelim . S2'n in  d iğer n o k ta la r ın d a k i d iğer h an g i ta n ja n t vek tö rle rin i v 'ye  
"parale l" o la rak  değerlendirm eliy iz? B asitçe, S2'n in  Ö klitçi 3 -u zay  iç e ris i
ne s ta n d a r t  b iç im de y e rle ş tir ilm es in d en  m iras  k a lan  Ö klitçi "paralel" kav
ram ın ı k u lla n ırsak  böylece S2'ye a i t  (j'nun çoğu n o k ta s ın d a  Sz'ye ta n ja n t 
o lan  v 'ye  b u  an lam d a  "parale l" h iç b ir  vek tö rün , c/'daki ta n ja n t düzlem i



v ’n in  d o ğ ru ltu su n u  genellik le içerm ediğ i iç in  m evcut o lm ad ığ ın ı görürüz. 
(Yalnızca p 'dek i Greenvvich m eridyen ine dik olup p 'd en  geçen büyük  çem 
ber, ü ze rin d e  S2'ye ta n ja n t o lan  v 'y e  bu  an lam d a  "paralel" vek tö rle rin  b u 
lu n d u ğ u  n o k ta la r  içerir.) S2 ü ze rindek i uygun  p ara le llik  kav ram ı yaln ızca  
ta n ja n t vek tö rlerine  a t ıf ta  b u lu n m a lıd ır, o h a lde  v 'n in  d o ğ ru ltu su n u  cj'ya 
a it ta n ja n t düzlem ine geri çekebilm ek için  (7'yu  p 'd en  derece derece u za k 
la ş tıra ra k  elim izden  gelen in  en iy is in i yapm ak  zorunday ız. A slında b u  f i
k ir ça lış ır  ve son derece güzel ça lış ır  fak a t a r tık  içerisinde , elde ettiğ im iz 
p a ra le llik  k av ram ın ın  üzerin d e  q 'yu  p 'd en  u zak la ş tırd ığ ım ız  yola  bağlı ol
duğu  yeni b ir  özellik m e v c u ttu r .1 P ara le llik  kav ram ın d ak i b u  yol b ağ ım lı
lığı yeni tem el b ile şe n d ir  ve ona a i t  v e rs iy o n la r E in s te in 'ın  genel g ö re lili
ğine ek o la rak  p arçac ık  e tk ileşim le rine  ilişk in  m odern  k u ra m la rın  tü m ü 
n ü n  tem elin i o lu ştu ru r.

B unu b iraz  d ah a  iyi an lam ay a  ça lışa lım . S2 üze rinde  p n o k ta s ın d a  b a ş 
layıp  b aşk a  b ir  q n o k ta s ın d a  b ite n  b ir  y yo lunu  ele alalım , y 'n ın  çok faz la  
say ıdak i, N, küçük  p0p1( P ıP 2, P2P3. ■ ■■■ Pn- i Pn p a rç a la r ın d a n  o lu ştu ğ u n u , 
b aş lan g ıç  n o k ta s ı p0 =  p ve son  p a rç a  pN = q 'd a  b itm ek  üzere, d ü şü n m e li
yiz. K afam ızda v 'y i, kend isine  p a ra le l o la rak  bu  pr- \p r p a rç a la rın d a n  h e r  
b ir i boyunca y  üze rinde  h a re k e t e tttird iğ im iz i, d ah a  önce ö k litç i çevre 3 -  
uzay ı k u llanm am ız an lam ın d a , c a n la n d ırır ız  ve son ra  v 'y i pr 'deki ta n ja n t 
u zay ına y an s ıtır ız . Bkz. Şekil 14.2b. Bu işlem le b irlik te , b ü tü n ü y le  yüzey 
iç inde yapm a o lanağ ın ın  yak ın lığ ı k ad ar, y  ü ze rin d e  k ab a  b ir  an lam d a  
p 'd en  q 'ya  ken d isin e  p a ra le l şek ilde kayd ığ ın ı düşüneb ileceğ im iz  ç 'd a k i 
b ir  ta n ja n t vek tö rüne u la ş ır ız . A slında bu  işlem  hafifçe  y 'n ın  b irb ir in i iz 
leyen p a rç a la r  ta ra fın d a n  n a s ıl y a k la ş ık la ş tır ıld ığ ın a  bağ lı o la ca k tır  fak a t 
p a rç a la r  g it gide d ah a  küçük  h a le  gelirken, lim itte , y 'y ı p a rç a la rın a  a y ırd ı
ğım ız yo lun  kesin  a y r ın tıla r ın a  b ağ lı o lm ayan  iyi ta n ım lı b ir  y a n ıt elde 
ederiz. Bu işlem  v 'n in  y  boyunca para le l ta ş ım a s ı  o la rak  a d lan d ır ılır . Şe
kil 14.3 'te b u  p a ra le l ta ş ım a n ın  p 'd en  b aş lay a n  beş fa rk lı yol (tüm  büyük  
çem berler) üze rinde  neye benzeyeceğin i b e lir ttim .

Öyleyse y u k arıd a  değ in ilen  b u  yol fa rk ı bağ ım lılığ ı ned ir?  Şekil 14.4 'te 
S2 ü ze rinde p ve q n o k ta la r ın ı ve b ir i do laysız  büyük  çem ber ro ta s ı ve d i
ğeri a ra  r  n o k ta s ın d a  b ir le ş tir ilm iş  b ir  büyük  çem ber yayı ç iftin d en  o lu 
şan  p 'd en  q 'y a  iki yolu  işa re tled im . Şekil 14 .3 'ün geo m etris in d en  b u  ik i yol 
üzerindek i (biri kendi üzerin d e  b ir  köşeye sa h ip tir  fak a t b u  önem li değil)

1 Aslında, ne olursa olsun v'ye  S2'n in  tüm  nok ta lannda sürekli biçimde b ir "paralel" a tam a
n ın h içbir yolu olam am asının topolojik b ir nedeni m evcuttur ("küresel b ir  köpeğin saçların ı 
taram a" sorunu!). Bununla b irlik te S3'le ilgili benzer b ir  ifade, §15.4'te verilen Clifford p a ra 
lellerinin o luştu ru luşunun  gösterdiği üzere doğru değildir.



Ş e k il  14.3 v 'r ıin  beş fa r k lı  yo l (tüm  b ü yü k  
çem berler) ü zer in d ek i para le l ta şın m a s ı.

Ş e k il  14.4 Paralel ta ş ım a n ın  yol 
b a ğ ım lılığ ı. B u  b ir i d o la y s ız  b ü y ü k  
ç em b e r ro tas ı ve  d iğeri ara  r  nok
ta s ın d a  b ir le ş tir ilm iş  b ir  b ü y ü k  çem b er  
y a y ı ç ift in d e n  o lu şa n  p 'd e n  q 'd a n  g eçen  
ik i  a y n  yo l k u lla n ıla ra k  göste rilir . B u  
ik i  yo l ü ze r in d ek i p a ra le l ta ş ım a  q 'd a  
b ir  d ik  aç ılık  d ö n d ü rm e  kad a r  
fa rk lı la ş a n  so n u ç la r  verir.

p a ra le l ta ş ım a n ın  b irb ir in d e n , b u  du ru m d a b ir  d ik  açılık  döndürm e k ad a r  
a y rışa n  o ldukça fa rk lı iki sonuç verd iğ in i gö rü rüz . F ark lılığ ın  yaln ızca 
vek tö rü n  yönündek i dön d ü rm e o ldu ğ u n a  d ikkat edin. Bu b e lir li b iç im de 
ta n ım la n a n  p a ra le l ta ş ım a  k av ram ın ın  vek tö r u z u n lu ğ u n u  h e r  zam an  ko 
ru y acağ ın a  ilişk in  genel n ed en le r m evcu ttu r. (B ununla b irlik te  durum un , 
k end is i iç in  bu  o lm ad ığ ı fa rk lı tü rd e  "para le l ta ş ım a la r"  d a  m evcuttur.) Bu 
k o n u la r  b iz im  iç in  ile rleyen  bö lüm lerde  (§14.8, §§15.7,8, §19.4) önem e s a 
h ip  o lacak. Bu aç ısa l fark lılığ ı, y  yolum uz, p a ra le l- ta şm m ış  ta n ja n t vek tö 
rü n ü n  b aş lan g ıç ta k i ve so n u ç tak i yön leri a ra s ın d a  b ir  fa rk lılığ ın  o lası o l
duğu  k ap a lı b ir  döngü  (böylece p = q) o lduğu  d u ru m d a  uç b ir  b iç im de gö
reb iliriz . A slında b ir im  y a rıç a p ta k i kesin  b ir  geom etrik  kürey le ilg ili o la 
rak  fark lılık , ra d y a n la  ö lçü ldüğünde  kesin lik le  d ö ngünün  top lam  (negatif 
kabu l ed ilen  n eg a tif  an lam d ak i bö lgelerle  çevrili) a la n ın a  eş it o lan  b ir  
dön d ü rm e a ç ıs ıd ır .114 31

££  (14.3) Bu savı, H arrio t'un  küresel b ir üçgenin alanıyla ilgili §2.6'da verilm iş 1603 tarih li 
denklem idenklem ini kullanabileceğiniz küresel b ir  üçgen (S2 üzerinde büyük çem ber yayla
rından oluşm uş üçgen) durum unda doğrulayabilir m isiniz bakın.



14.3 Kovaryant türev

Ö rneğin  b u n u n  g ib i b ir  "p ara le l ta ş ım a" kav ram ın ı vek tö r a la n la rın a  
(ve b u ra d a n  hareketle  genel o la rak  tensö rlere) ilişk in  uygun  b ir  tü re v  a l
m a  k av ram ın ı tan ım la m a k ta  n a s ıl k u llan ab ilir iz?  E sas düşünce , b ir  vek
tö r  (ya da tensör) a lan ın ın  a s lın d a  p n o k ta s ın d a n  uzak  b ir  yöndeki d a v ra 
n ış şek lin i, p 'd en  o aynı yönde so n rak in d en  ilk in i ç ık ara rak  elde ed ilen  ay 
n ı vek tö rü n  p a ra le l ta ş ım a s ıy la  k a rş ıla ş tıra b ilm em iz d ir . B unu son lu  b ir  y 
eğ risi ü zerin d e  uygu layab iliriz  b ir  v ek tö r a lan ın ın  (ilk) tü rev in i ta n ım la 
m ak iç in  yaln ızca  p 'd en  uzak  sonsuz  küçük b ir  y er değ işik liğ ine gerek d u 
yarız  ve bu  eğ rin in  yaln ızca  p 'd en  "başlad ığ ı" yola, d iğer b ir  dey işle  o y a l
n ızca  y 'm n  p 'dek i w  ta n ja n t v ek tö rüne  (Şekil 14.5) bağ lıd ır. Bu tü rd e  b ir  
yolla o rtay a  çıkan tü rev  alm a k av ram ın ı, k o v a ry a n t tü re v  işlem cisi ya da 
k ısaca  b a ğ la n tı o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  V sem bolüyle gösterm ek  o lağand ır.

Bu tü r  b ir  işlem cideki (ve S2'y le ilg ili ü s ttek i öze tte  ta n ım la n m ış  k av 
ram  iç in  doğru  o lduğu  açığa çıkan) tem el gereksin im  onun  d oğ ru sa l o la
rak  w v ek tö rüne  bağ lı o lu şu d u r. Bu nedenle , w 'n u n  y er d eğ iş tirm esiy le  t a 
n ım lan an  ko v ary an t ^ tü rev in i y az a rsa k  bu, bu  tü r  iki ı v v e u  v ek tö rünün  
y er değ iş tirm esiy le  (yön) ilg ili

V V V
—  +

W  +  U  W U

ifad e s in i sa ğ lam a lıd ır  ve b ir  A sk a le r  ça rp an ı için

Ş e k i l  14.5 K ova rya n t tü re v  k a v 
ram ı para le l ta ş ım a y la  b a ğ ın tılı 
olarak  an la şıla b ilir . W d e k i  b ir  
(  v e k tö r  a la n ın ın  b ir  n o k ta d a n  
d iğerine  (siyah  u ç lu  oklar) d e 
ğ işm e  b iç im i pa ra le l ta ş ım a y la  
su n u la n  (beyaz u ç lu  oklar) s ta n 
d a r tta n  a yr ılm a sı yo lu y la  ö lçü 
lür. B u  k ıy a s la m a  (p 'den  başl a- 
yarak) tü m  b ir  y  eğrisi b o yu n ca  
ya p ıla b ilir  fa k a t  p 'd e k i  * ko va r
y a n t ilk  tü re v iy le  ilg ili y a ln ızc a  
y 'y a  p 'd e  ta n ja n t o lu p  p 'd e k i  
f 'n i n  w  y ö n ü n d e k i k o va rya n t  * f  
tü re v in i b e lir ley en  w  ve k tö rü n ü  
b ilm e m iz  gerekir.

V V
ı =AAW W



olur. V ektör sem bo lünü  V sem b o lü n ü n  a ltm a  y erle ştirm ek  n o ta sy o n  o la 
rak  tu h a f  gö rü leb ilir , a s lın d a  öy led ir de! B unun la b irlik te , ö rneğ in  "Vw" g i
b i b ir  ifad en in  k u llan ım ıy la  ilg ili m atem atik ç ile rin  ve fiz ikç ile rin  no tasyo- 
n u  a ra s ın d a  gerçek b ir  k a rış ık lık  m evcu ttu r. M atem atikç im ize göre b u 
nun , ben im  b u ra s ı iç in  ku llan d ığ ım  işlem in i g ö ste rm esi o lasıyken  f i
zikçim iz vv'yu b ir  vek tö r a lan ı yerine  b ir  in d is  o la rak  y o ru m lam ay a y a t 
k ınd ır. F iz ikç in in  n o ta sy o n u n d a  * iş lem cisin i

şek linde ifade ederiz  ve ü s tte k i d o ğ ru sa llık  b a s it  o la rak  n o ta sy o n d ak i t u 
ta r l ılığ ı y an s ıtır :

(vv“ +  u a)Va=  w aVa + u aVa ve (Aw“)Va= A(ıv“Va).

V ü ze rin e  b ir  a lt in d is  y e rle ş tirm ek  onun  b ir  v ek tö r a lan ın a  ik ili o lu 
şuy la  (üsttek i d o ğ ru sa llık ta  y a n s ıtıld ığ ı üzere; bkz. §12.3) tu ta r lıd ır ,  d iğer 

b ir  dey işle  V ( |J d e ğ e r l ik l i  b ir  işlem ci an lam ın a  gelen) b ir  kovek tö r iş lem 

cis id ir. Bu nedenle V b ir  £ vek tö r a lan ın a  ([J] değerlikli) e tk i e ttiğ in d e  so 

n u ç tak i Vf n iceliğ i ^ J -d e ğ e r l i  b ir  ten sö rd ü r. Bu, in d is  n o ta sy o n u n d a  Vf

ten sö rü y le  ilg ili b ile şen  (ya d a  so y u t indis) ifad e s i iç in  Vaf  “ n o ta sy o n u n u n  
k u llan ım ı yo luyla açık h a le  g e tir ilir . A slında V iş lem c is in in  u fk u n u  v ek tö r
le rd en  genel değerlik li te n sö rle re  gen işle tm en in  doğal b ir  yo lu  m evcu ttu r;

V iş lem c is in in  [^ j-d eğ erli T  te n sö rü  üzerin d e  ^  +  jJ -d e ğ e r li VT  ten sö rü y le

so n u ç lan a n  etk isi. B unu b a şa rm a y a  ilişk in  k u ra lla r  in d is  n o ta sy o n u y la  
uygun  b iç im de a k ta r ıla b ilir  fa k a t m atem atik ç in in  n o ta sy o n u n d a  b iraz d an  
göreceğim iz b ir  tu h a flık  söz kon u su d u r.

V ektör a la n la rı ü ze rin e  e tk is in d e  V, tü rev se l d iş lem c is in in  §12.6 'da 
sağ lad ığ ı tü rd ek i k u ra lla r ı, (  ve »| vek tör a la n la rı ve X sk a le r  b ir  a lan  ol
m ak üzere, sağ lar:

V(f + V )  =  Vf + V tj

ve Leibniz y asas ı

V(Af) = AVf + fVA.

B ir b a ğ la n tın ın  no rm al gerek lerin in  p a rç a s ı o la rak  V 'nın sk a le r b ir  a lan  
ü zerindek i e tk is i d g rad y a n ın ın  (d ışsa l türev) o sk a le r  ü ze rin d ek i e tk isiy le  
özdeş o lm ak tad ır:

V0  =  d<*>.



V 'nın genel b ir  te n sö r  a la n ın a  gen işlem esi iz leyen iki k u ra l ta ra f ın d a n  e ş 
siz b iç im de11441 ta n ım la n ır . îlk i (aynı değerlik tek i T ve U ten sö rle riy le  ilgili) 
to p la n ır lık

V(T + U) = V T+  VU,

ve İk incisi Leibniz y a sa s ın ın  uygun  b iç im in in  geçerli o lu şu d u r. İn d is le r
den  k aç ın an  bu  Leibniz y a sas ın ın , özellikle m a tem atik ç in in  n o ta sy o n u n 
da, ifad e  ed ilm esi b iraz  tu h a ftır . Bu y a san ın  k ab a  b içim i

V (r • (/) =  (V 7> U + T  • VU

ifa d e s id ir  fak a t b u n u n  aç ık lan m ası gerekir. N okta, •, d a ra ltılm ış  b ir  ç a r 
p ım  b iç im in i, T 'n in  b ir  ü s t  ve a l t  in d is  küm esin in  l/ 'n u n  b ir  ü s t  ve a lt in 
d is küm esiy le d a ra ltıld ığ ı (küm elerin  an lam sız  o lab ilm esine , ça rp ım a  h iç 
b ir  d a ra lm a  o lm aksız ın  b ir  d ış  çarp ım  h a lin e  gelecek şe k ild e  iz in  veren) 
b ir  b iç im i b e lirtm ek  iç ind ir. Ü sttek i denklem de sağ  ta ra f ta k i tü m  te rim le 
rin  d a ra lm a la rı kesin  b iç im de sol ta ra ftak ile r!  y a n s ıtm a lıd ır  ve V ü z e rin 
deki in d is  h a rf le r i tü m  ifad e  boyunca aynı o lm alıd ır.

M atem atikç in in , Leibniz te n sö r  y asas ıy la  ta m  o la rak  an la tm ak  is te d i
ğim iz şeyi ifade eden  denklem i yazm akla  ilgili, in d is le re  değinilm eyen, 
n o ta sy o n u n d a  özel b ir  tu h a flık  m evcu ttu r. V y erine  ^  k u lla n ırsak  b u  d u 
rum , ıv V üzerindek i in d is i iz led iğ inden  hafifçe  az a lır  ve d ile rsek  b u n a  
b en zer b ir  şeyi d iğe r in d is le rle  de, h e r  b ir in i (V ta ra f ın d a n  etk i edilm eyen) 
b ir  v ek tö r ya da kovektör a lan ıy la  d a ra lta ra k  y ap ab iliriz . Benim  görüşüm e 
göre iş le r  in d is le rle  d a h a  a ç ık tır  fak a t tü rev  a lm an ın  tü rev i a lın acak  ş ey 
e tra f ın a  b ir  h a lka  çizilerek  g ö ste rild iğ i d iyag ram  b iç im li n o ta sy o n d a  çok 
d ah a  aç ık tır. Şekil 14.6 'da b u n u  Leibniz te n sö r  y asa s ın ı tem sil eden b ir  
ö rnekle gösterd im .

Ş ek il 14.6 D iyagram  b iç im li n o ta sy o n d a  k o v a ry an t tü re v  a lm a  tü re v i a lın a c a k  n ice liğ in  
e tra f ın a  b ir  h a lk a  çizerek  k o layca  g ö ste rilir . B u rad a  b u , L eibn iz  te n sö r  y a sa s ın ın  

ifa d e sin e  u y g u la n a n  ö rnek le  g ö ste riliy o r (bkz. Şekil 12.17). (Ters s im e tr i 
ç a rp a n ı "12"yi verir.)

[14.4] Neden eşsiz biçim de olduğunu açıklayın, tpucu: V 'nın a  • ( , vb üzerindeki etkisini göz 
önüne alın.



Tüm  b u n la r  ay rıc a  Va yerin e  k u lla n ıla n  k o o rd in a t tü rev i" işlem cisi 
d /(d x a ) için  de doğ ru d u r. A slında h erh an g i b ir  k o o rd in a t y am asın d a  
d /(d x a ) 'y ı o yam adak i, k o o r d in a t ba ğ la n tıs ı o la rak  ad lan d ırac ağ ım  b elir li 
b ir  b ağ lan tıy ı ta n ım la m a k ta  k u lla n ab ilir iz . K o o rd in a tla r rasg e le  o ld u ğ u n 
d an  b u  çok da ilg inç b ir  b a ğ la n tı değ ild ir. (Bu, tü m  k o o rd in a t çizg ilerin in  
"paralel" say ıld ığ ı b ir  "para le llik" kav ram ı sunar.) ik i k o o rd in a t yam ası 
a ra s ın d a k i çak ışm ada  b ir  yam a üzerindek i k o o rd in a tla r la  tan ım lı b ağ lan tı 
genellik le d iğeri ü ze rin d e  ta n ım la n a n la  uyuşm az (bkz. 14.1). K oord inat 
b a ğ la n tıs ı "ilginç" (kesinlikle fizik i o la rak  ilg inç değil) o lm asa  da açık ifa 
delerde çok s ık lık la  k u lla n ış lıd ır . N edeni, iki b ağ lan tı a ra s ın d ak i fa rk ı a l
d ığ ım ızda b ir  T te n sö r  n iceliğ i ü ze rindek i bu  fa rk  a lm a eylem i h e r  zam an  

T  ve [2] değerlik li b ir  b e lir li T te n sö r  n iceliğ i b iç im inde  tüm üy le  ceb irse l

o la rak  (diğer b ir  dey işle  h e rh a n g i b ir  tü rev  a lm a o lm aksızın) ifade ed ileb i
l i r .114-51 Bu durum , V 'nın h e rh a n g i b ir  T  te n sö rü  ü ze rin d ek i eylem ini, açık 
o la ra k  k o o rd in a t tü re v le r in in 2 T%;;f b ile şen leriy le  b ir lik te  b ile şen le rin i 

içeren  b az ı ek te rim le r  b iç im inde  ifade  etm em ize o lanak  sa ğ la r .114-61

14.4 Eğrilik  ve torsiyon

K oordinat b a ğ la n tıs ı, genel d u ru m u n  aksine  kend i iç in d e  yola bağ lı o l
m ay an  b ir  p a ra le llik  ta n ım la y an  o ldukça özel tü rd e  b ir  b ağ lan tıd ır . Bu,

®  [14.5] İfadeyi açık biçim de yazarak bunu gösterebilir misiniz? tpuçlan:  İlk olarak b ir (  vek
tö r a lanı üzerindeki iki bağ lan tı arasında, yanıtı ( crb% indis biçim li olarak veren fark  alma 
eylemine bakın; İkincisi, b ir  a  kovektörü üzerine etki eden bağ lan tıların  bu farkının - a cr„ca 

indis biçim ine sahip olduğunu gösterin; üçüncüsü, [^ -d eğ e rli b ir  T  tensörünün tanım ını q 

vektörlerinin p kovektörleri üzerindeki çoklu-doğrusal b ir  fonksiyonu biçim inde kullanarak 
Ikrş. §12.8), T üzerine etki eden b ağ lan tıla r arasındaki farkla ilgili genel indis ifadesini b u 
lun.

2 Fizik ve daha eski m atem atik lite ra tü rünün  çoğunda d /d x a koordinat türevi, türevi alınacak 
niceliğe eklenmiş indis lis tesin in  en sağ ta ra fın a  virgülü izleyen b ir a lt a indisi eklenerek 
belirtilir. V„ durum unda virgül yerine sıklıkla noktalı virgül kullanılır.
"Vn"notasyonu soyu t-ind is notasyonuyla (§12.8) uyum ludur ve Kitabın ana m etninde bu lu 
nan  daha sonraki denklem ler bu şekilde okunabilir/okunm alıdır. Ayrıca bu notasyonda ko
o rd inat ifadeleri de oldukça etkili biçim de ele alınabilir fakat ay ırt edilebilir iki tü r  indis 
gereklidir; bileşen ve soyut, bkz. Penrose, 1968; Penrose ve R indler 1984.

®  (14.6] Bunun b ir uygulam ası olarak  iki bağlantıyı V ve koordinat bağ lan tısı biçim inde alın. 
V'nın herhangi b ir tensör üzerindeki eylemiyle ilgili, b ileşenlerin in  rb\  = VjSJ, . . . . =  
V„6“ ifadesinden hareketle, d iğer b ir deyişle V 'nın her b ir 8“, ..., koordinat vektörü üzerin
deki eylemi biçim inde, açık biçim de nasıl elde edildiğini göstererek, b ir  koordinat ifadesi 
bulun. (Burada a §12.8'le uyum lu olarak b ir "soyut indis" biçim inde düşünülebilecek olan 
b ir  vektör indisid ir, böylece "6J", vb, aslında bas it olarak bileşen küm elerini değil vektörleri 
gösterir fakat n yalnızca uzayın boyutunu gösterir. K oordinat bağ lan tısın ın  bu koordinat 
vektörlerinden her b irin i o rtadan  kaldırdığına dikkat edin.)



k o o rd in a t tü rev i iş lem cile rin in  (§10.2'd e  d2f / d x d y  = d 2f / d y d x  b iç im inde 
b e lir tilm iş  olan) y e r değ iştirm e gerçeğiyle ilg ilid ir:

d 2 d 2 
dxadxb dxbdxa'

B unu söy lem enin  b aşk a  b ir  yolu  d 2/ d x adxb n iceliğ in in  (ab ind is lerinde) s i 
m etrik  o lduğunu  b e lirtm ek tir . B unun  p ara le lliğ in  yol bağ ım sız lığ ıy la  ne 
ilg is i o lduğunu  b ira z d a n  göreceğiz. Genel b ir  V b ağ lan tıs ıy la  ilg ili o la rak  
bu  s im etri özelliğ i VaVb iç in  geçerli değ ild ir. V[aV6] te rs  s im etrik  k ısm ı, b i

ri r  te n sö rü n ü n  to rs iyo n u  o la rak  a d la n d ır ıla n  değerlik li, d iğeri R ten -

sö rü n ü n  eğriliği o la rak  a d la n d ır ıla n  [*] değerlik li özel iki te n sö r  so n u cu n a  

neden  olur. T orsiyon , V[aVb]'n in  sk a le r  b ir  n icelik  üzerindek i eylem i yok 
olm ayı b aşa ra m a d ığ ın d a  söz k onusu  olur. Fiziki k u ram la rın  çoğunda V 
to rs iyon  serbest, d iğer b ir  dey işle  r  =  0 , o la rak  kabu l ed ilir  ve bu , h ay a tı 
kesin lik le  k o la y laş tır ır . Yine de örneğin , önem li b ir  fizik i rol oynayan  s ıf ır  
o lm ayan  b ir  to rs iy o n u  k u lla n an  sü p e r  kü tleçek im  ve E in s te in -C a rta n -S c i-  
am a-K ibb le  sp in /to rs iy o n  k u ram la rı g ib i baz ı k u ram la r  m evcu ttu r; bkz. 
n o t 19.10, §31.3. T orsiyon  söz k o nusu  o ld u ğ u n d a ,  kend isine  a it ab 'de  te rs  
s im etrik  o lan  t£c in d is  ifadesi

(Va V„ -  VöVa ) 0  =  r a£ V c0

ile  ta n ım la n ır .114-71 T orsiyon  se rb e s t d u ru m d a114 81 R eğrilik  te n sö rü

(VaVb -  V„Va) ^  =  R tbc?

ile11491 ta n ım la n a b ilir .3

Bu konuda  genel o la rak  pek çok göz ko rk u tu cu  küçük ifadey le  u ğ ra ş a 
cağız bu  neden le  bu  k ilit ifad e le rin  d iyag ram  b iç im li tü rü n ü  öneririm , 
örn. Şekil 14.7a, b. A yrıca in d is li ifad e le rin  uygun  o lan  h e r  ko şu ld a  
§ 12.8'd e  o lduğu  g ib i soyu t in d is li te n sö rle r  o la rak  okunm asın ı öneririm , 
(înd is düzeni, işa re tle r , vb hakk ın d ak i y az ın d a  fa rk lı pek çok eğilim  b u lu 
n u r. O kuyucuyu eğilim li o lduğum  k u llan ım a  m aruz b ırak ıyo rum , en az ın 
d an  tek  y az arı o lduğum  sayfa larda!). R ^ 'n i n  ilk  in d is  ç ifti ab 'de  te rs  s i 
m etrik , d iğer b ir  deyişle

®  114.7] Sağ tarafın  niçin bu genel biçime sahip olm ası gerektiğini açıklayın; tJJc bileşenleri
ni rb“c biçim inde bulun. Bkz. alıştırm a [14.61.

®  [14.81 Torsiyon söz konusu olunca bu ifadeyi daha tu ta rlı yapm ak üzere fazladan hangi te ri
m in gerektiğini gösterin.

[14.91 Bir kovektör üzerinde etkiyen VaV„ -  VbVa için ilgili ifade nedir? [^] değerlikli genel 

b ir tensörle ilgili ifadeyi türetin .
3 İndis dereceleme gereksinim i, b ir  m etrik  sunulduğunda (§14.7) indislerin  düşürülüp yüksel

tilm esi için boşluklara gerek olm asından kaynaklanır.



o lm ası (bkz. Şekil 14.7c) gerçeğ i VQVb -  VbVa= 2V[aVi,)'n m  ilg ili te rs  s im e t
r is i  do lay ıs ıy la  aç ık tır. Bu te rs  s im e tr in in  önem ini b ira z d a n  göreceğiz. 
T o rsiyon  se rb e s t d u ru m d a  ek b ir  s im etri b a ğ ın tıs ın a 114101 (Şekil 14.7d),

sah ib iz . Bu b ağ ın tı bazen  "ilk B ianchi özdeşliği" o la rak  a d la n d ır ılır . Bunu 
B ianch i s im e tr is i o la rak  ad lan d ıracağ ım . B ia n ch i özdeşliğ i te rim i (Şekil 
14.7e) n o rm ald e  to rs iy o n  y o k luğunda  bu  tü r  "ikinci" b ir

v [a^6c]d =  d iğer  b ir  dey işle  VaRebcd + v bRcad + ^cRlbd =  0

özdeşliğ i114111 iç in  saklı tu tu lu r .  B ianchi özdeşliğ i §19.6 'da göreceğim iz 
üzere  E in s te in 'ın  a lan  denk lem in in  tem el ta ş ıd ır .

E ğrilik , b a ğ lan tın ın  yol b ağ ım lılığ ın ı ifad e  eden tem el n ic e lik tir  (en 
az ın d a n  yerel ölçekte). B ir vek tö rü  M  uzay ındak i küçük  b ir  döngü  e tra fın 
da, V 'y la  ta n ım la n an  p a ra le l ta ş ım a  k av ram ın ı k u lla n a rak  ta ş ım a y ı k a fa 
m ızda c a n la n d ırırsa k  böylece b aş lan g ıç  n o k ta s ın a  döndüğüm üzde o vek
tö rü n  ne k a d a r  değ iş tiğ in i ö lçen in  R o lduğunu  b u lu ru z . En ko lay ı döngüyü 
M  u zay ın d a  çizilm iş b ir  "sonsuz küçük  p ara le lkenar"  o la rak  dü şü n m ek tir . 
(V to rs iy o n  se rb e s t o lduğunda , göreceğim iz üzere, b u  tü r  p a ra le lk e n a r la r
d an  y e te ri k a d a r  "bulunur".) B unun la  b irlik te  ilk  o la rak  b u ra d a k i çeşitli 
k av ra m la rın  aç ık lanm ası gerek.

Ş ek il 14.7 (a) E ğrilik  te n s ö rü  R dabc iç in  d iy ag ram  b iç im li u y g u n  b ir  n o ta sy o n . (b) R icci öz
deş liğ i, (VaVt -  VbVa) f d =  R dabA ‘ . (c) T ers s im e tr i, R dbac = - R dabc. (d) R dabc + R dbca + R dcab = O'a 
in d irg e n en  B ianch i s im e tr is i, =  0 (e) B ianch i özdeşliğ i, V[aRJc]d =  0.

J 5  [14.101 tik  olarak "diğer b ir deyişle"yi açıklayın; sonra bunu Rİbc'yi tan ım layan  yukarıdaki 
denklem den, V[aV(,(^dVd]iJ>) ifadesin i açmak yoluyla türetin . (Diyagramlar yardım cı olabilir.) 

■S! [14.111 Bunu Rİbc'yi tanım layan yukarıdaki denklem den, V[aV1)V<1]fe ifadesin i iki biçimde aç
mak yoluyla türetin . (Diyagramlar yine yardım cı olabilir.)

Kfa&c] =  °> d iğer b ir  dey işle  R%bc + R$ca + R?ab = 0,

= 0

(d) (e)



14.5 Jeodeziler, para lelkenarlar ve eğrilik

K endim ize b ir  p a ra le lk e n a r  o lu ş tu rm a k  için  ilk o larak  V b ağ la n tıs ıy la  
ta n ım la n m ış  haldek i je o d e z i  k av ram ın ı ele alalım . Jeo d ez ile r b iz im  iç in  
fa rk lı n ed en le rden  do lay ı önem lid ir. O nlar Ö klitçi g eom etrin in  düz çizg ile
r in in  b enzerid ir. Ü stte  ele a lm an  S2 kü re  ö rneğ im izde (Şekiller 14.2-14.4) 
jeo d ez ile r kü re  üzerindek i büyük  çem berle rd ir. D aha genel o la rak  Ö klitçi 
uzaydak i eğik b ir  yüzeyle ilg ili o la rak  en k ısa  u zu n lu k tak i eğ rile r (yüzey 
boyunca sık ıca gerilm iş b ir  sic im le k ap lan m ış şekildeki) jeo d ez ile rd ir . J e 
odezile rin  E in s te in 'ın , uzay zam an d a  se rb e s t d ü şü ş y ap an  c is im leri aç ık la 
yan  y o lla rı göste ren  genel göreliliğ iy le  ilg ili tem el b ir  önem e sa h ip  o ld u 
ğunu  d ah a  so n ra  (§17.9) göreceğiz. V b ağ lan tım ız  b ize jeodezi kav ram ın ı 
n a s ıl sağ lar?  Tem el o la rak  jeodezi, V 'yla ta n ım la n a n  p a ra le llik  u y arın ca , 
"kendisine p ara le l"  devam  eden b ir  y  eğ ris id ir. Bu gereksin im i tam  o larak  
n a s ıl ifade edebiliriz? t  v ek tö rü n ü n  (diğer b ir  dey işle  t a) y 'ya  tü m  y  b o y u n 
ca ta n ja n t o lduğunu  d ü şü n ü n . Y önünün y  b o yunca  ken d isin e  p a ra le l k a l
m ası gereksin im i

vt t  oc t, d iğer b ir  dey işle  t aVat b oc t b

o la rak  ifade ed ileb ilir4 (oc sem bolü  "o ran tılıd ır"  yerine  k u llan ılm ak  üzere; 
bkz. §12.7). Bu koşul sa ğ lan d ığ ın d a  t, onu y  boyunca iz led iğ im izde esneye
b ilir  ya da d a ra la b il ir  fak a t V 'yla ta n ım la n a n  p ara le llik  kavram ı u y arın c a  
yönü  "aynı şek ilde uç verm eye devam  eder." Bu "esnem e ya da dara l-  
m a"n ın  t  v ek tö rü n ü n  kend isi y  boyunca s a b it  ka lacak  şek ilde gerçek leşm e
d iğ in i id d ia  etm ek is te rsek  bu  d u ru m d a  t  ta n ja n t v ek tö rü n ü n  y  üze rinde  
para le l ta ş ın d ığ ın a  ilişk in , d iğe r b ir  deyişle , t  (ta in d is  biçim li) vek tö rü  
y 'ya  y  boyunca ta n ja n t  o lm ak üzere, tü m  y  boyunca geçerli o lan

j  t  = 0, d iğe r b ir  dey işle  t aVat b =  0

d a h a  güçlü  k oşu lu  isteriz .

Bu d ah a  güçlü  denklem  a rac ılığ ıy la  y a ln ızca  t 'n in  yönü  değil fak a t "öl
çeği" de y  boyunca sa b it tu tu lm u ş  o lur. Bu ne dem ektir? B elirtilm esi gere
ken ilk  şey (uygun b ir  şekilde pürüzsüz) b ir  u  k o o rd in a tı ta ra f ın d a n  p a ra -  
m e tre le ş tir ilm iş  (ille de jeodezi o lm ası gerekm eyen) h e rh an g i b ir  eğrin in , 
eğri boyunca kendi t  ta n ja n t vek tö rleriy le  ilg ili b e lirli b ir  ölçeklem e seç i
m iyle ilg ili o lu şu d u r. Şöyle ki b u  t 'n in , eğri üze rindek i u 'y a  göre tü rev

4 Açıkçası V yalnızca M ''de bulunan eğriler boyunca değil M"'de tanım lı a lan larda  da etki eder 
fakat bu denklem işlem ci yalnızca eğri boyunca olan yönde türev  aldığı için anlam lıdır. Di
lersek t 'n in  tanım  bölgesini > f 'n in  içine y 'dan  d ışa n  doğru rasgele şekilde pürüzsüzce ge
n işletilm iş olarak düşünebiliriz. Bunun yapıldığı kesin biçim  yersizdir çünkü t  üzerindeki 
denklem in geçerliliğini yalnızca y boyunca ararız.



(d/du) a lın m ası yerine  k u lla n ılm asıd ır. Bu koşu lu  a l te rn a t if  o la rak  eğri b o 
y unca

t (u ) =  1

ya da
j u = 1 , d iğer b ir  deyişle t aVau  = 1

b iç im inde y az ab ilir iz .114121 D aha güçlü  seçenek t-ö lçek lem esi, kend isi için  
j t  =  O'm b elirli tip te  b ir  u  p a ra m e tre s iy le  ilg ili o lduğu  b ir  y  jeodeziğ i d u 
ru m u n d a  y  boyunca b ir  a fin  p a ra m e tre s i114131 o la rak  b ilin ir . Bkz. Şekil
14.8. E ğ rile r boyunca uygun  b ir  "uzaklık" k av ram ın a  sa h ip  o lduğum uzda 
a fin  p a ram etrem iz i genellik le bu  uzak lığ ın  ö lçüsü  o la rak  seçeb iliriz . Yine 
de a fin  p a ra m e tre le r i d ah a  geneld ir. Ö rneğin görelilik  k u ram ın d a  b u  tü r  
p a ra m e tre le re  ış ık  ışın ları iç in  gerek  duyduğum uz aç ığa  çıkar, b u rad a k i 
uygun  "uzaklık  ö lçüsü" y a ra rs ız d ır  çünkü  sıfırd ır! {Bkz. §17.8 ve §18.1.)

Şim di jeodez ile rden  o lu şan  b ir  p a ra le lk e n a r  o lu ş tu rm a y a  çalışalım . 
M  'dek i p n o k ta s ın d a n  b a ş la y ın  ve p 'dek i ilg ili L ve M ta n ja n t vek tö rle ri ve 
l ve m  a fin  p a ram etre le riy le  b irlik te  p n o k ta s ın d a n  ik i A ve p. jeo d ez is i ç i
zin. P ozitif  b ir  £ say ıs ı seçin  ve p 'd en  q n o k ta s ın a  u la şm a k  üzere  A boy u n 
ca / =  e a fin  uzak lığ ın ı ve ay rıca  p 'den  r  n o k ta s ın a  u la şm a k  üzere p. b o 
y unca m  = e a fin  uzak lığ ın ı ö lçüp  ayırın; bkz. Şekil 14.9a. (Sezgisel o larak  
jeodezi p a rç a la rı pq ve p r 'y i küçük  b ir  e iç in  s ıra s ıy la  eL ve eM "ok u zu n lu 
ğ u m a sah ip  b iç im de d ü şü n eb ilir iz . P a ra le lk en a rı tam am lam ak  üzere, 
q 'd a n  yeni b ir  p' jeo d ez is i b o yunca  M 'ye "paralel" b ir  yönde ayrılm alıy ız. 
Bu "para le l" k oşu lunu  b a şa rm a k  iç in  Af'yi p 'd en  <7'ya  A b o yunca  h a re k e t e t 
tirm eliy iz  (bu, A b o yunca  M 'n in  VLM = O'ı sa ğ lam asın a  gerek  duyduğum uz 
an lam ın a  gelir). Şim di, p a ra le lk e n a rın  son köşesin i, g 'd a n  p' boyunca 
m =  1 a fin  uzak lığ ıy la  ö lçü lüp  ay rılm ış s n o k ta s ın a  yerleştirm eye  ça lışırız . 
B unun la  b irlik te  b u  son  köşeyi a l te rn a tif  b iç im de d iğer y o ldan  ilerleyerek  
yerleştirm eye  ça lışab iliriz : r 'd e n  A' boyunca son  s ' n o k ta s ın a . A' jeodezisi 
r 'd e n  n boyunca p 'd en  r 'ye p a ra le l ta ş ım a y la  ta ş ın m ış  M yönünde l =  e 
a fin  uzak lığ ı k a d a r  ilerley in . B ü tünüy le ta tm in  edici b ir  p a ra le lk e n a r  için 
b u  son  a l te rn a tif  s ve s' n o k ta la r ın ın  ayn ı n o k ta  (s =  s') o lm asın a  gerek d u 
yarız!

B unun la  b irlik te  (örneğin Ö klitçi geom etri gibi) çok özel d u ru m la r  d ı
ş ın d a  b u  iki nok ta  fa rk lı o lacak tır. (§2. 1 'deki kare  o lu ş tu rm a  g ir iş im le ri
m izi anım sayın!) Bu n o k ta la r , eL ve eM v ek tö rle ri gerek li şek ilde "küçük" 
o la rak  k ab u l ed ilirse , "çok" fa rk lı o lm ayacak tır. Tam  o la rak  ne k ad a r  fark-

&£ [14.121 Tüm bu  koşu llann  eşdeğer olduğunu gösterin.
[14.13] u ve v  t 'n in  y üzerindeki iki farklı seçimiyle ilgili olarak iki afin param etresiyse, A ve 
B y üzerindeki sab itle r olmak üzere, v  = Au + b olduğunu gösterin.



Ş e k i l  14.8 B ir y  eğris i bo yu n ca  
ta n ım lı herhangi b ir  u  p a ra m e tre 
s i iç in  y 'y a  ta n ja n t o la n  t  v e k tö r le 
r in in  b ir  a lanı, t  y  b o yu n ca  d /d u  
(eşdeğer o larak  t ( u ) =  1 y a  da  
t“Vau =  1,1 yerin e  k u lla n ılm a k  ü ze 
re u 'y la  ilg ilid ir, y  b ir  jeo d ez iy se , t  
y  b o y u n c a  para le l ta ş ın d ığ ın d a  
u 'y a  b ir  a fin  p a ra m e tres i denir, 
b ö y lece  ya ln ızc a  v, t  K t  o lm a k  y e 
rine  vct  = O olur. B ir  a fin  p a ra m e t
resi V uya rın ca  y  b o yu n ca  “eş it  
şe k ild e  ayrılm ış"tır .

(a) (b) (c)

Ş ek il 14.9 (a) Je o d ez ile rd e n  o lu şa n  b ir  p a ra le lk e n a r  yap m ay a  ça lışm a , p 'd e k i ilg ili i  ve Af 
ta n ja n t  v ek tö rle ri ve / ve m  a fin  p a ra m e tre le riy le  b ir lik te  p  n o k ta s ın d a n  geçen iki i v e  fi 
jeo d ez is i a lın . q 'y u  X b oyunca  p 'd e n  geçen b ir  1 = e  a fin  uzak lığ ı ve r 'y i  (sab it b ir  e  > 0 
k üçük  sa y ıs ıy la  b irlik te) p  bo y u n ca  p ’d en  geçen b ir  m  =  e a f in  uzak lığ ı o la rak  k ab u l edin. 
p q  ve p r  jeodezi p a rç a la r ı  s ıra s ıy la  eL ve eM  "ok u z u n lu k la r ın a  sa h ip tir . P a ra le l k e n a n  
tam am lam ak  üzere  M ’yi, X bo y u n ca  p 'd e n  q 'y a  p a ra le l ta ş ım a  yo luy la  b ize, p! b oyunca  
ı j 'd a n  s 'y e  yen i "para le l"  eM ’ ü ze rin d ek i b ir  a f in  uzak lık  ta ra f ın d a n  g en iş le tilen  /ı"n d en  
p 'ye k o m şu  b ir  jeo d ez i verecek şek ilde  ta ş ıy ın . B enzer şek ilde  L'yi, p  b o y u n ca  p 'd e n  r 'ye 
p a ra le l ta ş ım a  y o luy la  h a rek e t e t t ir in  ve X' b o y u n ca  m  = e  a f in  uzak lığ ı q 'd a n  ö lçü lüp  
ç ık a rılm ış  b ir  eL' p a ra le l oku yo luy la  r 'd e n  s " n e  g en iş le tin , (b) G enellikle s  *  s  o lu r  ve 
p a ra le lk e n a r  ta m  o la ra k  k ap a n m a k ta  b a ş a r ıs ız  o lu r  fa k a t b u  b o şlu k  t  to rs iy o n u  yok o lu r 
s a  y a ln ızca  0 ( e 3)  o lur, (c) S ıfır o lm ay an  b ir  t  to rs iy o n u  söz k o n u su y sa  b u  k en d in i b ir
O (e2) te r im i o la ra k  göste recek tir .

lı o lduk la rı t  to rs iy o n u y la  ilg ilid ir. B unu hakk ıy la  an lam ak  iç in  ka lkü lü s 
k av ra m ları y o lu n d a  şu  an a  dek su n d u ğ u m d a n  oldukça faz la s ın a  gerek  d u 
yacağız. Tem el nok ta , Ö klitçi geom etriden  ilg ili s a p m a la rı küçük  e n ic e li
ğ im izin  seçim ine bağ lı b ir  ölçekte o rtay a  çıkyor o la rak  düşüneb ilm em iz- 
d ir. D üzlük ten  sa p m a ö lçü lerin in  gerçek b o y u tla r ıy la  değil fa k a t e g it g ide



küçü lü rken  s ıf ıra  g itm e eğ ilim lerin in  o ran ıy la  ilg ilenm ekteyiz. Bu nedenle 
b u  n ice lik le rin  kesin  değeriy le  özel o la rak  ilg ili değiliz fa k a t b u  tü r  b ir  Q 

n ice liğ in in  e, y a  da e2 ya d a  £3 k a d a r  ya d a  belk i e 'u n  b e lir li b aşk a  b ir  
fonksiyonu  k a d a r  h ız lı y ak laş ıp  y ak laşm ad ığ ın ı öğrenm ek is te riz . (Bu tü r 
deki b ir  şeyi §13.6 'da za te n  görm üştük .) B urada "kadar hızlı", b ir  k o o rd i
n a t  s is tem in d e  ifade  ed ild iğ inde  Q 'nun  b ile şe n le rin in  m u tlak  değerin in  
p o z itif  b ir  sa b itle  e ya d a  e2 ya da £3'ü n  ya da d u ru m  g e rek tird iğ in d e  e 'u n  
b e lir li b a şk a  b ir  fonksiyonuy la  ça rp ım ın d a n  küçük o lm ası an lam ın a  gelir. 
(Bunun sonucu  o larak  "k ad ar hızlı", "-den  hızlı"yı da içerir.) Bu d u ru m la r
d a  Q s ıra s ıy la  e , e 2 ya d a  s 3 , vb d ü z e n in d e d ir  deriz  ve b u n u  O(e) y a  da 
0 (e 2) ya d a  0 ( e 3), vb şek linde  y azarız . Bu, "küçüklük düzeni" kav ram ın ın  
h a s sa s  ve güçlü  b ir  k av ram  o lu şu n u n  n ed en le rin d en  b ir i o la rak  k o o rd i
n a tla r ın  b e lirli seçim inden  bağ ım sızd ır. B uradak i aç ık lam am  çok k ısa  o l
du , g irişken  o lm ayan  ilg ili okuyucuyu  bu  kayda değer ve h e r  yerde b u lu 
n a n  konuy la  ilg ili y az ın a  sevk ed iy o ru m .5 Sezgisel o la rak  yaln ızca  
0 (£3) 'ü n , k en d isi de 0 ( f ) 'te n  çok küçük  o lan  0 ( f 2) 'd e n  o ldukça faz la  k ü 
çük o lm asın ı ak lım ızda tu tm a y a  gerek  duyarız .

G iriştiğ im iz p a ra le lk e n a ra  geri dönelim , p 'dek i o rijina l eL ve eM  vek
tö rle rin in  ik is i de 0 (e ) 'd u r, böylece pq ve pr  k en a rla r ın ın  ik is i de 0 (£ )'du r 
ve böylece qs ve rs "n d e  öy led ir, ss' "boşluğu"nun  ne k a d a r  b ü y ü k  o lm asın ı 
bekleriz? Y an ıt şu d u r  ki, b a ğ la n tı to rs iy o n  se rb estse , b u  d u ru m d a  ss' h e r  
zam an  0 (£ 3) 'tü r .  Bkz. Şekil 14.9b. A slında b u  özellik  to rs iy o n  se rb e s t d u 
ru m u  tüm üy le  n ite le r. S ıfır o lm ayan  b ir  t  to rs iy o n u  söz k o n u su  o lduğunda 
b u  k en d is in i b ir  0 (£2) te rim i o la rak  (bir) p a ra le lk e n a rd a  gösterecek tir. 
Bkz. Şekil 14.9c.114141 Bazen to rs iy o n u n  yok o lm ası, ("£2 düzen ine kapalı"y ı 
ifade  etm ek üzere) p a ra le lk e n a r la rın  (görece h a f if  b içim de) k ap a n m a sın ın  
k o şu lu d u r deriz.

Şim di to rs iy o n u n  yok o ld u ğ u n u  varsay ın . P ara le lk en arım ız ı eğriliğ i yo 
ru m lam ak  üzere  k u lla n a b ilir  m iyiz? A slında y ap ab iliriz , p 'd e  ü çüncü  b ir  N 
v ek tö rüne  sa h ip  o lduğum uzu  düşünelim . B unu p ara le lk en arım ız  e tra fın d a  
q ü ze rin d en  p 'd en  s 'ye p a ra le l ta ş ım a  yo luyla ta ş ıy a lım  ve b u  d u rum u  
vek tö rü  r  ü ze rin d en  p 'd e n  s"n e  ta ş ım a k la  k a rş ıla ş tıra lım . (Bu k a rş ı la ş t ır 
m a to rs iy o n  yok o ld u ğ u n d a  e2 düzen inde an lam lıd ır  çünkü  böylece s  ve s ' 
a ra s ın d a k i b oşluk  0 ( e3) o lu r  ve göz a rd ı ed ileb ilir. T orsiyon  yok o lm ad ı
ğ ın d a  ek to rs iy o n  te rim leriy le  ilg ili kaygılanm alıy ız; bkz. a lış tırm a  [14.7].) 
pqs ta ş ım a s ı ve prs' ta ş ım a s ın ın  so n u ç la rı a ra s ın d a k i fa rk a  ilişk in  y an ıtı

s 2LaM bN cR%bc

5 Örn. bkz. Nayfeh, 1993; Simmonds ve Mann, 1998. 
38 [14.14] Bu terim i bulun.



/V-vektörlerindeki 
fark eğriliğin 
ölçüsüdür:
EİRabJ LaMbNc

Ş e k il  14.10  t  =  O o ld u ğ u n d a  eğriliğ i yo ru m la 
m a k  üzere  para le lken a rı ku lla n ın . Ü çüncü b ir  N 
v e k tö rü n ü  q  ü ze r in d en  p 'd e n s 'y e  para le l ta ş ım a  
yo lu y la  ta ş ıy ın  ve  b u n u , o n u  r  ü ze r in d en  p 'd e n  
s 'y e  ta ş ım a k la  ka rşıla ştır ın . F arkı ö lçen  O (e2) 
te r im i £2LaMbN cR*bc’dir, d iğer b ir  d eyişleR  eğri
lik  te n sö rü n ü n  d o la y s ız  g eo m e tr ik  b ir  y o ru m u 
n u  su n a n  e2 R (L ,M ,N ).

o la rak  bu lu ru z . Bu bize R eğrilik  te n sö rü n ü n  oldukça do laysız  geom etrik  
b ir  yo ru m u n u  sunar; bkz. Şekil 14.10. (Bu y o ru m lam an ın  eşd eğ er b ir  v e rs i
yonu, N 'yi tü m  p a ra le lk e n a r  e tra fın d a , p a ra le lk e n a rın  köşe lerindek i O (e3) 
çe lişk ile rin i göz a rd ı etm ek üzere, ayn ı p n o k ta s ın d a n  b aş lay ıp  o rad a  b i
ten  b ir  ta ş ım a  işin i d ü şü n ü rsek  elde ed ilir. ^V'nin b aş lan g ıç  ve b itiş  d eğ e r
leri a ra s ın d ak i fa rk  y ine y u k arıd ak i E2La M bN c R ^bc niceliğ i olur.)

Rabc n in ab 'dek i te rs  s im e tr is in i an ım say ın . Bu, ü s tte k i ifaden in , 
LaMb'n m  yaln ızca  te rs  s im etrik  lSaMb 1 k ısm ına, d iğer b ir  dey işle  LAM  k a 
m a ça rp ım ın a  d u y arlı o lm ası an lam ın a  gelir; bkz. §11.6. Bu neden le  o, 
p 'dek i ilg ili L ve M ta ra fın d a n  k ap sa n a n  b ir  2 -düzlem  e lem anıd ır. .Af'nin 
k en d isin in  b ir  2-y ü zey  o lduğu  d u ru m d a  (2-y ü zey  elem an ın ın  p 'd e  M 'y e  
ta n ja n t o lm ası gerektiğ inden) yaln ızca  b ir  tek  bağ ım sız  eğrilik  elem anı 
m evcu ttu r. Bu b ileşen  b ize §2 .6 'da b ah se ttiğ im , küre, Ö klitçi düzlem  ve 
h ip e rb o lik  uzay ın  yerel geo m etrile rin i a y ır t etm eye h izm et eden b ir  2-y ü - 
zeyli G auss eğriliği su n a r. Yüksek b o y u tla rd a  işler, LAM  iki düzlem  e lem a
n ın ın  o lası fa rk lı seç im lerinden  k ay n ak lan an  eğ riliğ in  d ah a  çok b ileşen i 
olduğu iç in  d ah a  k a rış ık tır .

Özel önem e sa h ip  eğ riliğ in  bu  geom etrik  yo ru m u n u n  b e lir li b ir  v e rs i
yonu  m ev cu ttu r. Bu, N  v ek tö rü  L'yle ayn ı o lacak  b iç im de se ç ilirse  o rtay a  
çıkar. Böylece p a ra le lk en arım ız ın  pq ve r s ' k e n a rla r ın ı s ıra s ıy la  yak ındak i 
iki y  ve y' je o d ez is in in  p a rç a la r ı o la rak  ve L v ek tö rü n ü  bu  jeodezile re  ta n 
ja n t  o la rak  d ü şüneb iliriz , p 'dek i sM  v ek tö rü  p n o k ta s ın d a k i y "nden  u za k 
la şa n  y 'n ın  y er değ işik liğ in i ölçer. M  bazen  bağlayıcı ve k tö r  o la rak  a d la n 
d ırılır. y ve y' jeodez ile ri yola b irb ir le r in e  (bu bağ lay ıc ı vek tö rü n  iki 
"ucu"nda k a rş ıla ş tır ı ld ığ ın d a , d iğe r b ir  dey işle p r  boyunca) p a ra le l o la rak  
b aş la r . L (=  N) v ek tö rü n ü  ik inci p rs ' ro ta s ı boyunca p a ra le l ta ş ım a y la  
s"ne ta ş ım a k  onu s ' n o k ta s ın d a  y' jeodez is ine  ta n ja n t o la rak  b ırak ır. Bu-



Ş e k il  14.11 J e o d e z ik  sapm a: Şek il 14 .10 'un  pa ra 
le lken a rın d a  N  =  L seçin . pq  ve  r s ' k e n a r la n  ik i 
k o m şu  <y, X o lm a k  ve  y ', X  o lm a k  üzere) y  ve y '  
jeo d ez is in in , p a ra le l-g e lişe n  L ve L' ta n ja n t vek
tö rler iy le  b ir lik te , p ’d ek i bağ layıc ı v e k tö r  Af ol
m a k  üzere, s ıra s ıy la  p  ve  r 'd e n  b a şla y a n  parça
la n d ır . y  ve  y '  a ra s ın d a k i je o d e z ik  sa p m a  L 'n in  
p r s ' ve  p q s  ro ta la n  b o y u n c a  para le l y e r  d e ğ iş
tirm e le r in in  so n u ç la n  a ra s ın d a k i fa rk la  ö lçülür, 
b u  d a  tem e ld e  £1LaMbN eR*bc'dir.

Ş ek il 14.12 Af b i r  2 -y ü zey  o ld u ğ u n d a  jeo d ez ik  sapm a; (a) y  ve  y '  jeo d ez ile ri b irb ir le r in e  
d oğru  b ü k ü ld ü ğ ü n d e  p o z itif  (Gauss) eğ riliğ in d e  ve (b) d ışa  d oğ ru  b ü k ü ld ü ğ ü n d e  n e g a tif  
e ğ rilik ted ir.

n u n la  b irlik te  L'yi ilk  ro ta  pqs boyunca p a ra le l ta ş ım a y la  s 'ye  g e tir irsek  
böylece y 'n ın  y ak ın ın d ak i b a şk a  b ir  y " 'n e  ilişk in , y "  h a fifçe  "sonraki" b ir  q 
n o k ta s ın d a n  y 'y a  p a ra le l o la rak  yola çıkm ak üzere , b aş lan g ıç  vek tö rüne 
v arırız . L 'nin b u  ik i versiy o n u  (biri s "n d e  ve d iğeri s'de) a ra s ın d ak i 0 ( s 2) 
fa rk ı, d iğer b ir  dey işle  e2LaMbN cRabc, y "n d en  u za k la şa n  y 'n ın  "göreli iv 
m esin i" ya d a  "jeodezik sapm a"sın ı ölçer. Bkz. Şekil 14.11. (Bu jeodezik  
sap m a m a tem atik se l o la rak  Jacobi d en k le m i  o la rak  b ilin en  şey ta ra f ın d a n  
açık lan ır.) Şekil 14.12'de b u  Jeodezik  sapm ayı, > f 'n in  s ıra s ıy la  p o z itif  ve 
n e g a tif  (Gauss) eğ riliğ indek i b ire r  2 -yüzey  o lduğu  d u ru m d a  gösterd im . 
E ğrilik  p o z itif  o ld u ğ u n d a  p a ra le l o la rak  b aş lay a n  kom şu  jeodez ile r b irb ir 
le rin e  doğru  b ükü lü r; n e g a tif  o lduğunda  d ışa  doğru  b ü k ü lü r. B unun E ins- 
te in 'ın  genel göreliliğ iy le  ilg ili derin  önem ini §17.5 ve §19.6 'da göreceğiz.



14.6 Lie türevi

Bir V b ağ la n tıs ıy la  ilg ili p a ra le lliğ in  yola bağ lılığ ın a  ilişk in  yuk arıd ak i 
ta r t ışm a d a  şey leri f iz ikçin in  in d is  n o ta sy o n u n u  k u lla n a rak  g ö ste riy o r
dum . M atem atikç in in  n o ta sy o n u n d a  b u  b e lir li ifad e le rin  do laysız b en z e r
le ri ko layca yazılm az. B unun y erin e  hafifçe  fa rk lı b ir  ro ta  izlem ek doğal 
h a le  gelir. (N otasyondaki fa rk lılık la r ın  b ir  konuyu bazen  k av ra m sa l o la rak  
n a s ıl fa rk lı yön lere  sü rü k led iğ in i görm ek d ikkat çekicidir!) Bu ro ta , 
§13 .6 'da ayn ı isim le su n u la n d a n  d ah a  genel b ir  iş lem  o lan  Lie p a ra n te z i  
o la rak  b ilin en  b aşk a  b ir  tü re v  a lm a işlem in i içerir. S onuçta b u  Lie tü re v i 
o la rak  b ilin en  önem li b ir  k av ram la  ilg ili b e lirli b ir  ö rnek tir. Bu iş lem ler 
a s lın d a  b ağ lan tıy a  ilişk in  h e rh a n g i b e lir li b ir  seçim den  b ağ ım sız d ır  (ve 
böylece p ü rü zsü z  b ir  genel y ap ış ız  m an ifo ld d a  geçerli olur) ve Lie tü rev i 
ile Lie p a ra n tez in i, bu  bö lü m ü n  so n u n d a  o n la rın  eğ rilik  ve to rs iy o n la  i l iş 
k ile rine  dönm eden  önce genel o la rak  ta r t ışm a k  yerin d e  o lacak tır.

B ununla b irlik te  b ir  Lie tü rev in i b ir  M  m an ifo ldu  üzerinde tan ım lam ak  
iç in  b ir  f  vek tö r a lan ın ın  M  üze rinde  önceden a tan m ış o lm asına gerek d u 
yarız . Öyleyse |  şek linde y az ılan  Lie tü rev i f  vek tö r a lan ıy la  ilgili o la rak  

kabu l ed ilen  b ir  işlem dir. |  Q tü rev i b ir  Q n iceliğ in in , o f  vek tö r a lan ı ta r a 

f ın d an  b a s it  b iç im de "sü rük lenm iş olsa" ne o lacağ ıy la  k a rş ıla ş tır ıla ra k  n a 
sıl değ iştiğ in i ölçer. Bkz. Şekil 14.13. G enellikle te n sö rle r  (ve h a t ta  ten sö r- 
le rd en  fark lı baz ı kavram lar, ö rneğin  bağ lan tıla r)  iç in  geçerlid ir. B aşlangıç 
o la rak  yaln ızca  b ir  ij (=  Q) vek tö r  a lan ın ın  b aşk a  b ir  f  vek tö r a lan ın a  göre 
tü rev in i ele alırız . A slında b u n u n  §13.6 'da "Lie paran tez i"  o la rak  değ ind iğ i
m iz işlem le d ah a  genel b ir  b ağ lam d a aynı o lduğunu  görürüz. B unun b ir  Q 
te n sö r  a lan ın a  n a s ıl genelleneceğini d ah a  son ra  göreceğiz.

Ş e k il  14.13 Genel b ir  M  m a n ifo l
d u  ü ze r in d e  ta n ım lı  * L ie  tü re v i M  
ü ze rin d e  ver ili b ir  p ü r ü z s ü z  f  v e k 
tö r  a la n ın a  göre  a lın ır. B u  du ru m -  
d a e( Q b ir  Q n ice liğ in in  (örn. b ir  T] 
v e k tö r  a la n ı y a d a Q  te n sö r  alanı), 
f  ta ra fın d a n  " sü rü k len en "n ice liğ e  
k ıya s la  nasıl d e ğ iş tiğ in i ölçer.



§12.3 'ten , b ir  v ek tö r a lan ın ın  k en d is in in  ska ler a la n la r  0 , V ,... ü z e rin 
de, (i) +  W) =  *(<*>) +  f (¥ 0 , (ü) ve (iii) k  sa b itse
f (k )  =  0 y a sa la rın ı sa ğ lay a ra k  etk iyen  tü rev se l b ir  iş lem ci o la rak  y o ru m 
lan ab ilir.

« ( * )  =  f  Ö f(*)) -  * » ( 4 0 )

ifadesiy le  ta n ım la n a n  a> iş lem c is in in  b u  aynı üç yasay ı, f  ve ı; ve böylece 
tü 'n ın  d a  ay rıca  b ir  v ek tö r a lan ı o lm ala rı zo ru n lu lu ğ u  koşu luy la , sa ğ la d ı
ğ ın ı görm ek114151 do laysız  b ir  konudur, f  ve ı/ iş lem lerine  a i t  ü s ttek i çeviri
ci s ık lık la  Lie p a r a n te z i  n o ta sy o n u n d a  (§13.6 'daki gibi) yazılır:

*> =  ?»!-»?< =  t?.»»]-

ik i vek tö r a lan ı {  ve j/ 'n in  a ra s ın d a k i işlem ciye ilişk in  geom etrik  an lam  
Şekil 14.14'te göste riliyo r. A lte rn a tif  b iç im de (her b ir i 0 (e ) o la rak  kabu l 
edilen) f  ve ı/'d en  y ap ılm ış  b ir  "oklar" dö rtg en i o lu ş tu rm a y a  ça lış ırız  ve 
w 'n m  (O(e2) düzenindeki) "boşluğu" ö lç tüğünü  b u lu ru z . D eğişm enin

[f. V] = -  [II. f l .  [? +  n. f l  =  [f. <] +  fo. f l

[?.[>!. fl] +  k  K .fl]  +  [f.K .i|]  =  o

b ağ ın tıla rın ı, §13 .6 'da gö rdüğüm üz üzere  b ir  Lie g ru b u n u n  sonsuz  küçük 
e lem an la rın a  a it çev iric in in  y ap tığ ı g ib i sağ lad ığ ın ı d o ğ ru lay a b ilir iz .114161

D eğişm e özelliğ im iz ü s t te  ta n ım la n d ığ ı üzere, b ir  Lie g ru b u n u n  sonsuz 
küçük  e lem an la rıy la  ilg ili ceb irle  n a s ıl ilişk ilen ir?  B unu aç ık lam ak  üzere 
k ısaca  konu d ış ın a  çıkayım . G rubu, n o k ta la r ı Lie g ru b u m u zu n  e lem an la rı 
o lan  (g ru p  m an ifo ldu  o la rak  ad lan d ırılan ) b ir  Ç m a n ifo ld u  o la rak  d ü şü n ü 
rüz. D aha genel o la rak  e lem an la rın  üzerine  e tk i e ttiğ i h e rh a n g i b ir  K  m a- 
n ifo ld u n u  p ü rü zsü z  d ö n ü şü m le r  o larak  (örneğin S2 k ü res i gibi; döndürm e 
g ru b u  Q =  50(3) d u ru m u n d a , bkz. Şekil 13.2) d ü şü n eb ilir iz . Yine de ş im d i
lik  öncelik li o larak , d a h a  genel b ir  X  d u ru m u  yerine , tü m  Q g ru b u  n u n  Lie

Ş e k il  14.14 İk i v e k tö r  a lan ı Ç ve  ı; a ra s ın d a k i [f, n ](=  
L( Tf) L ie  p a ra n te z i, a l te r n a ti f  b iç im d e  ve er]'dan  
ya p ıla n  O (e) “o k la n " m n  ta m a m la n m a m ış  b ir  d ö rtg e
n in d ek i  0 (£ 2) b o şlu ğ u n u  ölçer.

f® [14.151 Gösterin. 
(©  [14.16] Yapın.



ceb irin in  y ap ıs ıy la  n a s ıl ilişk ilend iğ iy le  ilg ili o lduğum uzdan , ç grup  m a- 
n ifo ld u y la  ilg ilenm ekteyiz. Sonsuz küçük  grup  e lem an la rı Q ü ze rindek i (ya 
da a s lın d a  K ) b e lirli vek tö r a la n la r ı  o la rak  resm ed ilm elid ir. Şöyle ki, Q'yi, 
Ç ü ze rindek i ilg ili vek tö r a lan ı f  boyunca sonsuz  küçük  b iç im de "hareket 
ettirm eyi", g ru b u n  h e r  b ir  e lem an ın ı f 'y le  gö ste rilen  so n su z  küçük  e le 
m a n la rla  ö n -ça rp m a y a  k a rş ılık  gelen  dönü şü m ü  ifade etm ek üzere  d ü şü 
n ü rüz . Bkz. Şekil 14.15a. Küçük b ir  p o z itif  e  niceliğ i seçerek, I  özdeşlik  - 
g rup  elem an ı s ıf ır  ha rek e te  k a rş ılık  gelm ek üzere, £^'yi ff'n in  (  v ek tö r a la 
nı boyunca b ir  0 (e ) h a rek e ti o la rak  dü şü n eb ilir iz . Bu tü r  iki küçük  g rup  
h are k e tin in  e f  ve etj ç a rp ım ı O (e)'a, ik is in in  s (  +  ei] to p lam ın ca  verilir, 
böylece e f  ve eı/'yi gö ste ren  "oklar" p a ra le lk e n a r  y asas ı u y arın c a  to p la n ır  
(Şekil 14.15b). Bu b ize fak a t g ru b u n  y ap ıs ı hak k ın d a  (aslında g ru b a  a it I 
özdeşlik  e lem an ındak i ta n ja n t u zay ın ın  to p la m sa l y ap ıs ın ı henüz o rtay a  
koyduğum uzdan  yaln ızca  b o yu tu  hakkında) çok az b ilg i verir. G rup y a p ı
s ın ı elde etm ek üzere 0 (e 2)'ye  g itm em iz gerek ir ve bu  §13 .6 'daki gibi, 
f j/ — j/f  =  [£, rj] çeviric isine  b ak a rak  yap ılır. Şu h a ld e  s 2[(, ?/], b aş lan g ıç  k e
n a r la r ı  I o rijin inde  e f  ve e tj  o lan  " p a ra le lk e n a rd a k i 0 (e2) b o ş lu ğ u n a  k a r 
şılık  gelir. İlg ili "parale llik" k av ram ı grup  ey lem inden , to rs iy o n a  esasen  
h erh an g i b ir  eğrilik  değil am a b ağ la n tı veren  gerekli "para le l ta ş ım a" k av 
ram ın ı su n a ra k  g e lir .114 171 Bkz. Şekil 14.15c.

§13 .6 'da b e lir ttiğ im iz  üzere, bu  vek tö r a la n la rın a  ilişk in  Lie ceb iri g ru 
b u n  tü m  (yerel) y ap ıs ın ı sağ lar. O lağan b ir  son lu  (diğer b ir  dey işle  sonsuz 
küçük  olm ayan) x  g rup  elem an ın ı b ir  f  Lie ceb iri e lem anı yo luy la  elde e t
m e işlem i b u ra d a  b e lir tile b ilir . B una üs a lm a  d en ir  (krş. §5.3, §13.4):

,  1 7 1 ,x = e* =  /  +  f  +  - f 2 + - f 3 +  - ,
Z o

B urada f 2 " f 'y i iki kez uygu lam aya ilişk in  ik inci tü re v  işlem cisi", vb a n la 
m ına ge lir (ve /  b irim  işlem cidir). Bu tem el o larak , §6 .4 'te aç ık land ığ ı ü ze 
re  T ay lo r teo rem in in  b ir  b iç im id ir .114181 Sonlu ik i g rup  elem anı x  ve y 'n in  
ça rp ım ı böylece e*en ifad e s in d e n  elde ed ilir. Bu, ef+ , 'd an  (§5.3'le k a rş ı la ş 
tırın), tüm üy le  f  ve jj'lı şek ildek i Lie ceb iri ifad e s in d e n 6 o lu ş tu ru la n  b ir  
ifadey le  fa rk lıla ş ır .

®  114.17] Niçin torsiyon vaken hiç eğrilik bulunm adığını açıklam aya çalışın.
(14.18] a sab it olduğunda neden ead/dy f ( y )  = f ( y  + a) olduğunu açıklayın.

6 Çeviricilere ilişkin Lie cebirinin açık rolünü, ilk birkaç terim i üç nokta (  ve t] katlı çeviricile
ri, diğer b ir  deyişle f  ve ıj ta ra fın d an  o luştu ru lan  b ir Lie cebiri elem anı şeklinde devam 

eden ifadeler yerine kullanılm ak üzere e(e’t = ifadesinde açık b i
çimde verilen Baker-Cam pbeU -H ausdorff denklem inde görürüz.



(a)

Ş ek il 14.15 Sürekli Ç g ru p  m a n ifo ld u n d a  g eom etrik  o la rak  y o ru m la n m ış  Lie ceb iri iş lem 
leri. (a) g 'y a  a i t  h e r  b i r  e lem an ın  so n su z  k ü çük  b ir  (  e lem an ıy la  (Lie ceb iri elem anı) ö n - 
ça rp ım ı Ç'ye ilişk in  so n su z  küçü k  b i r  y er d eğ iş tirm e  so n u c u n u , d iğ e r  b ir  dey işle  Q ü ze
rin d ek i b ir  { v ek tö r a lan ın ı, v e rir, (b) B irince derecede, b u  tü r  so n su z  k ü çük  {  ve ıj here- 
k e tin in  ça rp ım ı, y a ln ızca  (/'daki) ta n ja n t  u zay ın ın  y a p ıs ın ı y a n s ıta ra k , f  + 7/'y ı v e rir, (c) 
/ 'd a k i  a l te rn a tif  k e n a r la r  e f  ve £J/'ya sa h ip  " p a ra le lk e n a rd a k i O (e1) b o ş lu ğ u n u  su n a n  
£2 [f , ıj] yere l g ru p  y a p ıs ı ik inci d erecede  gö rü n ü r.

Üs alm a iş lem in in  b ir  versiyonu  e^ 'nin (M  ve f  an a litik , d iğe r b ir  de
y işle  C ^ -p ü rü zsü z  v arsa y ılm a k  üzere, bkz. §6.4) genel b ir  M  m an ifo ldun - 
dak i (  v ek tö r a la n ın d a  da geçerli o lu şu  b e lir tile b ilir . §12 .3 'ten  (ve Şekil 
10.6) seçili küçük  f 'l a  b irlik te  £f(<f>)'nin, e^ 'yi g ö s te ren  "ok''un so n u n d an  
u cu n a  sk a ler b ir  <P'ye ilişk in  O (e) a r tış ın ı ö lç tüğünü  an ım say ın . D aha tam  
biç im de, e ^ ( 0 ) n iceliğ i b ir  O b aş lan g ıç  n o k ta s ın d a n  u = t  p a ra m e tre  değe
riyle, u p a ra m e tre  değeri Ç(u) =  1 şek linde ölçeklenm ek üzere, v erilen  b ir  
son nok taya  "^-okları" b o yunca  g ittiğ im izde u la ş ıla n  <P to p la m  değerin i 
ö lçer (krş. §14.5 ve Şekil 14.8). e£*(<f>)'yle ilg ili ü s lü  se ri ifad esin d ek i tüm  
tü re v le r  (diğer b ir  dey işle  ( r (<P) d u ru m u n d ak i r 'in c i  türev) O 'da (yak ınsak
lık  varsay ıla rak ) d eğ erlend irilm elid ir. "O klar b o yunca  gitm ek", ta n ja n t 
vek tö rle ri ^ -v ek tö rle ri o lan  eğri an lam ın d ak i f 'n in  " in teg ra l eğrisi" boy u n 
ca g itm ek an lam ın a  gelir. Bkz. Şekil 14.16.7

7 Biraz daha kesin olarak bu eğri üzerinde sab it x 2,x 3, ...,xn koordinatların ı X 1 = t'y le birlikte 
seçebiliriz; böylece eğri boyunca f  =  d /â t  olur. Yukarıdaki reçetenin bize kısaca et?(i>) ver
diğini söyleyen Taylor teorem idir, §6.4.



Ş e k i l  14.16 M  'deki b ir  f  v e k tö r  
a la n ın ın  in teg ra l eğr isi " f-o k la n n ı  
iz le y e n " d iğ er b ir  d ey iş le  ta n ja n t 
vek tö r leri f -v e k tö r le r i olan, 
f (u )  =  1 a n la m ın d a k i ilg ili u  p a ra 
m e tres in e  sa h ip  b ir  y  e ğ r is id ir  (krş. 
§14.5 ve  Şekil 14.8). M  ve  f ’n in sk a -  
le r  a lan  <t> g ib i a n a litik  (Ca) o ld u ğ u 
n u  ve  y 'n ın  b ir  O (u  =  0 ) ta b a n  n o k
ta s ın d a n  b a şk a  b ir  p  (u  = t)  n o k
ta s ın a  g er ild iğ in i varsayın . B öylece  
(yakın sa k lık  varsayarak) <P'nin 
p 'd e k i değeri O 'da h esa p la n a n  
e‘*(_0) n iceliğ iyle , e '{ =  1 +  t f  +
^ t 2f 2 +  t 3^ f 3 +  ••• o lm a k  ve  f  y  b o 
yu n ca  O ’daki r 'in c i tü re v  d r / d u r y e 
rine  k u lla n ılm a k  üzere, verilir .

Şu halde, Lie tü re v in in  ta n ım ı ned ir?  İlk  o la rak  Lie p a ra n te z in i b as itç e  
ıj v ek tö r a lan ı ü ze rin e  etk iyen b ir  (f 'y e bağlı)  ̂ işlem i o la rak  yen iden  y az a 

rız:

Bu b ir  [^ ]- ten sö rü  ı/ 'n ın  |  Lie tü rev in e  {f'ye  göre) ilişk in  ta n ım ıy la  ilg ili

d ir. B unu v erili b ir  to rs iy o n -se rb e s t V b a ğ la n tıs ı b iç im inde yazm ak  is te 
riz. G erekli

I »I =  f Il ~ ( f f  d iğe r b ir  dey işle  ( |  ?/) =  f “ VaT]b -  r)aVaÇb

ifad e s i (d iyagram  b iç im iy le ilg ili o la rak  bkz. Şekil 14.17a) f(4>) =  f “Va</>, 
vb k u lla n a rak  do laysızca  elde ed ile b ilir .11419L114201 Genel b ir  te n sö re  ilişk in  
Lie tü rev in i elde etm ek iç in  | 'n in ,  b ir  J  b ağ lan tısm ın k ile re  benzeyen  k u ra l

la rı sa ğ lam ası k u ra lın ı (f 'd e  d o ğ ru sa llık  yokluğu  d ışında) devreye sokarız . 
B unlar; b ir  0  sk a le rin e  ilişk in  ^<P =  ( ( 0 ) ,  ayn ı değerlik li T ve U te n sö rle ri-  

ne ilişk in  |  (T +  U) =   ̂T +   ̂U, h e r  b ir  te rim d ek i d a ra lm a  düzen lem esi aynı 

olm ak üzere   ̂(T • U) =  • U +  T • ^ l/ 'd u r . Sonuç o la rak  h e rh a n g i b ir

te n sö r  ü zerindek i  ̂ eylem i b u n la rı ve  ̂jj =  [f,ı/] 'y ı eşsiz  b iç im de iz le r .8

^  [14.19J Bu denklemi için türetin .

(14.20) Torsiyon alıştırm a [14.18]'in denklem ini nasıl değiştirir?
8 Skaler b ir <P niceliğinin değerini sonlu b ir  uzaklıkta elde eden f 'y e  ilişkin üs alm aya, e 

benzer şekilde sonlu b ir  uzaklıkta "sürüklenm iş" b ir  karşılaştırm a noktasına karşı ölçülmek 
üzere b ir  Q tensörü  elde etmek için £ yerine ilgili b ir  ̂  ifadesi m evcuttur.



Ö zellikle b ir  a kovek tö rü  ([^ -d eğ e rlik li)  iç in  (V to rs iy o n  se rb e s t olm ak 

üzere)

|  a  =  ^ a  +  a  • (Vf), d iğe r b ir  dey işle  ( | a ) a =  SbVba a +  abVaÇb

olur; bkz. Şekil 14.17b. D iyelim  ki j^ jdeğerlik li b ir  Q te n sö rü y le  ilg ili böy

lece

]  Q cab =  t u VuQZb +  Q cub v ar  + <?s«v6f “ -  Q M C.

ifad esin e  sa h ip  o lu ruz  (Şekil 14.17c)114211
(  ve üzerine  etk i e ttiğ i b ir  Q (ten sö r alanı) n ice liğ in in  h e r  ik is ine  ilişk in  

b ir  fonksiyon  o la rak  ele a lm an  Lie tü rev in in  b a ğ la n tıd a n  b a ğ ım sız  o ld u 
ğunu , d iğe r b ir  dey işle  h an g i to rs iy o n  se rb e s t Va iş lem c isin i seçersek  se
çelim  ayn ı o lduğunu  b e lirte lim . (Bu sonuç, ^ 'n in  eşsiz  b iç im d e "d" g rad y an

işlem cisiy le  ta n ım la n m a s ın ı iz leyen  b ir  sonuçtu r.) Özelde, Va yerine  (seçe
ceğim iz h e rh an g i b ir  yerel k o o rd in a t sistem inde) k o o rd in a t tü re v  işlem cisi 
d /d x a'y ı  k u lla n ab ilir iz  ve ayn ı y a n ıtla  k a rş ıla ş ırız . T o rs iyon la  b ir  b a ğ la n 
tıy a  sa h ip  o lsak  b ile  onu , to rs iy o n  se rb e s t o lup, v erili b a ğ la n tıd a n  eşsiz  
b iç im de, b u  b a ğ la n tın ın  to rs iy o n u n u  ilk in d en  "ç ıkararak" elde edilm ek 
şek linde ta n ım la n a n  ik inc i b ir  b ağ la n tı b iç im inde  ifade  ederek  h â lâ  k u lla 
n a b ilir iz .114221

Lie tü rev i bu  b a ğ la n tı b ağ ım sız  özelliği,

d(«)ab...d =  ^ a ı , . . .* ] ,

a b d in d is  ifade li h e rh a n g i p -b iç im li b ir  a  yo luy la  d ış sa l tü rev le  (bkz. 
§12.6) p ay laşır; bkz. Şekil 14.18. Bu, §12.6 'daki ifadeyle, o rad a  ko o rd in a t 
b a ğ la n tıs ı d /d x a'nvo. aç ık  b iç im de k u llan ılm ası d ış ın d a  aynı ifaded ir.

i 1 - 1 - 1 .

(a) (b) (c)

Ş ek il 14.17 Lie tü rev i d iy a g ra m la rı, (a) B ir ı; vek tö rü  için: Q  Jj) =  f aVaIlb ~  V“v a (b': (W 

b ir  a  k ovek tö rü  için: a )a = ÇbVba a + a bVa( b; ve  (J^]—değerli) b i r  Q te n sö rü  için:

f Q lt = fV u O a t  + +  Q l J b -  QZ„VU( '.

M  (14.21] Üstteki kovektör denklem ini doğrulayarak eşsizliği o luştu run  ve genel b ir  tensöre 
ilişkin Lie türevini açık biçim de verin.

®  [14.22] Bu ikinci bağ lan tın ın  nasıl bulunduğunu, b ağ lan tıla r arasındak i T ” farkını a lt  iki in 
disinde ters sim etrik olacak biçim de alarak  gösterin.



Ü sttek i ifad en in  a s lın d a  to rs iy o n  se rb e s t b ağ lan tıy a  ilişk in  seçim den  b a 
ğ ım sız o lduğu  za ten  b ilin iy o rd u .114231 D ahası d2a  =  0 k ilit özelliği hem en 
bu  ifade  so n u cu n d a  g e lir .114241 Bu an lam d a  b ağ lan tı bağ ım sız  b e lir li d ah a  
b a şk a  özel ifad e le r  de ay rıca  m e v c u ttu r .9

En so n u n d a , M  m an ifo ldum uz ü zerindek i V b a ğ lan tılı eğiklik  so ru n u 
n a  döndüğüm üzde eğriliğ in  ta n ım ı iç in  m atem atik ç in in  n o tasy o n u n d ak i 
Lie p a ra n te z in e  gereksin im im iz o ld u ğ u n u  görürüz; R (L ,M ,N ) LaMbN cR%bc 
an lam ın a  gelm ek üzere

o lu r .114-251 Ek b ir  çev irici te rim in  d ah il o lm ası b u  n o ta sy o n u n  b ir  d ezav an 
ta jı o la rak  kabu l ed ilirken  (fizikçinin n o ta sy o n u n d a  ek b ir  te rim e gerek 
du y an  to rs iy o n u n  aksine) a r tık  to rs iy o n a  o to m atik  o la rak  iz in  verilen  d en 
geleyici b ir  av an ta j m evcu ttu r. Ç evirici te rim in  geom etrik  önem ini an ım 
say ın  (Şekil 14.14). O, L ve M v ek tö r a la n la r ın d a n  y ap ılm ış  O(e) d ö rtg en in 
deki b ir  0 ( f 2) "boşluğu"na iz in  verir. A slında şim di e tra f ın d a  N v ek tö rü n ü  
ta şıd ığ ım ız  d ö ngünün  (daha önce gereken  düzende) b ir  "para le lkenar" o la 
rak  d ü şü n ü lm esin in  gerekm em esine, y a ln ızca  (eğri çizgisel) b ir  dö rtgen  
o la rak  düşü n ü leb ileceğ in e  ilişk in  ek b ir  av an ta j m evcu ttu r. Bkz. Şekil 
14.19. [L, M] =  0 o lu rsa  bu  d u ru m d a  dö rtgen  (0 (e2) düzeninde) k ap an ır.

Ş ek il 14.18 B ir p -b iç im lin in  d ( a ) ab d =  Viaa b di d ış tü rev in e  ilişk in  d iyag ram .

®  [14.231 Bunu oluştu run  ve b ir  t  torsiyon tensörünün  varlığının ifadeyi nasıl değiştirdiğini
gösterin.

®  [14.24] Bunu gösterin.
5 Bkz. Schouten, 1954; Penrose and Rindler, 1984, s. 202.
.©  [14.25] Fizikçinin önceki ifadesiyle (torsiyon yok olursa) denkliğini ortaya koyun.

p-biçimli

p + 1



Ş ek il 14.19 "M atem atik ç in in  n o ta sy o n u "  (jL M — '  L — (Mçt J  N  =  R(L, M, A/)'deki b ir  N  v ek tö 

rü n ü n  eL.eM , eL '.eM ' k e n a r la r ın a  sa h ip  (tam am lanm am ış) b i r  "dörtgen" e tra fın d a k i p a r a 
le l ta ş ım a s ın d a k i 0 (e 2) u y u m su z lu k ta n  k ay n a k la n a n  eğrilik . Lie p a ra n te z i ka tk ısı, 
e 2 [ t . M], O (e2) b o ş lu ğ u n u  O (e3) d ü zen in d e  d o ld u ru r. (R (L ,M ,N ) v e k tö rü n ü n  in d is  b içim i 
LaMbNcRdabc'ÖLİı.)

14.7 Bir metriğin sizin için yapabileceği şey

Bu nok taya  k a d a r  V b a ğ la n tıs ın ın  m an ifo ldum uz M 'ye b as itç e  a ta n 
m ış  o lduğunu  göz önünde  b u lu n d u ru y o rd u k . Bu du ru m  M 'y e  b e lir li tip te  
b ir  yap ı sağ lar. B unun la  b ir lik te  b ir  b ağ lan tıy ı d ah a  çok, M  ü ze rin d e  t a 
n ım lı b ir  m e tr ik te n  k ay n ak lan an  ik incil b ir  y ap ı o la ra k  düşünm ek  epey 

o lağ an d ır. §13.8 'den, b i r  m e triğ in  (ya da sözde m etrik) tek il o lm ayan  j^ ]-

değerli b ir  g  te n sö rü  o ld u ğ u n u  an ım say ın , g 'n in  p ü rü zsü z  b ir  te n sö r  a lan ı 
o lm asın a  gerek duyarız , böylece g  M 'y e  a it değ işik  n o k ta la rd ak i ta n ja n t 
u za y la rın d a  geçerli o lur. K endisine b u  şek ilde  b ir  m e trik  a tan m ış  b ir  m a- 
n ifo ld  R ie m a n n c ı  y a  d a  belk i sö zd e  R ie m a n n c ı  o la rak  a d la n d ır ıl ır .10 (Bü
yük  m atem atikç i B e m h a rd t R iem an n 'la  7 ve 8 . b ö lüm lerde  k arş ıla şm ış tık . 
R iem ann, b ir  m etriğe  sa h ip  n -b o y u tlu  b ir  m an ifo ld a  ilişk in  b u  konuyu, 
G au ss 'u n  "R iem anncı" 2 -m a n ifo ld la r  üzerine  o lan  d ah a  önceki ça lışm asın ı 
iz leyerek  tem ellend ird i. N orm alde "R iem anncı" te rim i flf'nin p o z itif  b e lirli 
o lduğu  d u ru m la r  [bkz. §13.8) iç in  sak lan ır. Bu d u ru m d a  h e rh a n g i p ü rü z 
süz  b ir  eğ ri boyunca, on u n  ü zerindek i d s 'n in  in teg ra liy le  (Şekil 14.20) t a 
n ım lan a n  (pozitif) b ir  u za k lık  ö lçüsü ,

d s 2 =  gabd xad x b

10 Bazı m atem atik k itap larında  belirsiz durum  için "yan Riemanncı" terim i kullanılm ıştır, bkz. 
O'neill, 1983 fakat bana  öyle geliyor ki "sözde Riemanncı" daha uygun b ir  term inolojidir.



olm ak üzere, m evcu ttu r. Bu, eğriy le  ilg ili, g  p o z itif  b e lirli o ld u ğ u n d a  k e li
m en in  b ilin d ik  an lam ıy la  "uzunluk" o lan  b ir  u z u n lu k  tan ım lam ak  üzere, 
eğri b o yunca  in te g ra li a lın m a sı uyg u n  o lan  b ir  şeydir, ds h e r  ne k a d a r  b ir  
1-b iç im li o lm asa  da b ir  eğ ri b o yunca  in teg ra llenm ek  üzere m eşru  b ir  n i 
celik  say ılm ak  iç in  b ir  1 -b içim liy le y e te ri k a d a r  özellik p ay la ş ır. B u rad an
h are k e tle  b ir  A n o k ta s ın ı b ir  B n o k ta s ın a  b ağ lay an  b ir  eğ rin in  l u zu n lu ğ u ,  

1
ds =  (gabd x ad x b) î  o lm ak üzere,

«=
'a

o la rak  ifad e  e d ilir .11

Ö klitçi u zay  d u ru m u n d a  b u n u n  tam  o larak , en kolay  b iç im de b ir  K ar
tezyen  k o o rd in a t sis tem in d e , gab b ile şe n le ri §13 .3 'ün  s ta n d a r t  "K ronecker 
de ltas ı"  (diğer b ir  dey işle  a = b 'y se  1 ve a =£ b 'y se  0) b iç im in i a lm ak  üzere, 
g ö rü ldüğü , b ir  eğ rin in  u zu n lu ğ u n a  ilişk in  o lağan  ta n ım la m a  o lduğu  b e lir 
tileb ilir . ds 'ye ilişk in  ifad e  tem el o la ra k  §13.3 'te b e lir tild iğ i üzere  (bkz. 
a l ış tırm a  [13.11]) P isago r teo rem in in  (§2.1) so n su z  küçük  düzeyde işleyen  
b ir  y an s ım a sıd ır . B unun la  b irlik te  R iem anncı m an ifo ld d ak i b ir  eğ rin in  
u zu n lu ğ u n u n  ö lçüsü  y u k arıd ak i denklem  u y arın c a  b ize Ö k lit'ink inden  
fa rk lıla şa n  b ir  geom etri sağ la r. Bu d u rum , P isag o r teo rem in in  (sonsuz k ü 
çüğün  aksine) son lu  a ra lık la rla  ilg ili y e te rs iz liğ in i y a n s ıtır . Y ine de b u  a n 
tik  teo rem in  kend i tem el ro lü n ü  h â lâ  b ir  şek ilde oynam ası, a r tık  sonsuz  
küçük  düzeyde, kayda değerd ir. (§2.7 'nin son  p a ra g ra fın ı an ım sayın .)

§17.7 'de im zan ın  H----------d u ru m u n u n  görelilik te , (sözde) m etrik  a r tık
ideal b ir  s a a t ta ra fın d a n  k ay ıt ed ilm iş zam anı do laysız b iç im de ölçm ek

11 Bu ifadeye anlam  verm enin genel b ir  biçimi, eğri üzerinde b ir param etre, u  diyelim, ortaya 
koymak ve ds =  (ds/du)du yazm aktır, ds/du niceliği u 'nun  dxa/du  biçim inde ifade edilen 
olağan b ir  fonksiyonudur.



üzere, b e lir li b ir  önem e sa h ip  o lduğunu  gö rüyor o lacağ ız. Ayrıca, k e n d i
siy le ilg ili p o z itif  b e lir li  b ir  g 'n in , v  yok olm adığ ı sü rece  p o z itif  o lduğu

M 2 =  9abv av b

ifadesiy le  ta n ım la n a n  h erh an g i b ir  v  v ek tö rü  |v | u zu n lu ğ u n a  s a h ip tir . Bu
n u n la  b irlik te  görelilik  k u ram ın d a  d ah a  çok L o ren tzc i  b ir  m etriğe  (§13.8) 
gerek  duyarız  ve \v \2 h e r  ik i işa re te  de sah ip  o lab ilir . B unun  önem ini d ah a  
so n ra  göreceğiz (§17.9, §18.3).

Tekil o lm ayan  b ir  g  (sözde) m e triğ i to rs iy o n  s e rb e s t b ir  V b ağ la n tıs ın ı 
eşsiz  b iç im de n as ıl be lir le r?  V hakk ındak i gerek liliğ i ifade etm en in  b ir  yo 
lu, b ir  vek tö re  ilişk in  p a ra le l ta ş ım a n ın  kend i u zu n lu ğ u n u  h e r  zam an  ko 
ru m ak  zo ru n d a  o ld u ğ u n u  söy lem ektir (§14.2'de S2 k ü res i ü ze rindek i p a r a 
lel ta ş ım a y la  ilg ili ile r i sü rd ü ğ ü m  özellik). Bu gerek liliğ i eşd eğ er b iç im de

\ g  = 0

o la rak  ifade edeb iliriz . Bu k oşu l (to rsiyonun  yok o lm asıy la  b irlik te) V'yi 
tüm üy le  o n arm ay a  y e te r lid ir .114-261 Bu V b a ğ la n tıs ı değ işken  o la rak  (hepsi 
de b u  kav ram la ilişk ili o la ra k  önem li f ik irle rle  k a tk ıd a  b u lu n m u ş o lan  
B e m h a rd t R iem ann, 1826-1866, E lw in  C hristo ffel, 1829-1900 ve Tullio  
Levi-C ivita , 1873-1941 a rd ından ) R ie m a n n c ı, C hristo ffe l y a  d a  Levi-C ivi- 
ta  b a ğ la n tıs ı o la ra k  a d la n d ır ıl ır .114 271

Bir (pozitif b e lir li diyelim ) g  m e triğ in in  b ir  b ağ lan tıy ı b e lirlem esi g e r
çeğini a n lam a n ın  b a şk a  b ir  yo lu  da m evcu ttu r. Jeo d ez i k av ram ı m e trik ten  
do laysız b iç im de elde ed ileb ilir . O nun iki s a b it  n o k ta  a ra s ın d a k i /  ds 
u zu n lu ğ u n u  (Şekil 14.20'de gö ste rilm iş  nicelik) en aza  in d ire n  M  ü ze rin d e
ki b ir  eğri a s lın d a  g  m e triğ iy le  ilg ili b ir  jeodezid ir. Jeodez i y e rle rin i b il
m ek V b a ğ la n tıs ın ı b ilm ek te  gereken şey in  çoğunu  b ilm ek tir. V'yi ta m a 
m en on arm ak  iç in  geri k a lan  b ilg i jeo d ez ile r ü ze rin d ek i a fin  p a ra m e tre le 
rine  ilişk in  b ilg id ir. B un lar, eğ rile r ü ze rindek i yay  u zu n lu k la rın ı ö lçen p a 
ram e tre le r  ve b u  tü r  p a ra m e tre le r in  s a b it  k a t la n  o ld u k la rı aç ığa ç ık ar ve 
b u  y ine g  ta ra f ın d a n  o n a r ıl ır .114-281 g  p o z itif  b e lir li  o lm ad ığ ın d a  arg ü m an  
tem el o la rak  a y n ıd ır  fak a t a r tık  jeodezile r, in te g ra l b ir  jeodezi iç in  "d u ra 

®. [14.261 Bağlantı nicelikleri rbc'yle, Christoffel sembolleri, ilgili, = ^ g a i{Sgbd/d x c + dgcd/8 x b — 

dgcb/d x d ) açık bileşen ifadelerini türetin.
®  [14.27] Christoffel sem bolleri biçim indeki eğrilik tensörüyle ilgili klasik  R^bc = drcdb/d x a — 

drĉ ,/dxb + r*br*a — rc“r*b ifadesin i türetin , tpucu: Eğrilik tensörünün  §14.4'teki, f d'n in  dö
nüşüm lü olarak 6 f ,..., 6JJ koordinat vektörlerinin her biri olduğu tanım ı kullanın. Alıştırm a 
İ14.6]'daki gibi 5?, 6f, vb nicelikleri, ü s t indis a §12.8'le uyum lu olarak soyut b ir  indis gibi 
görülebilm ek üzere gerçek tekil vektörler olarak düşünülm elidir.



ğan" o la rak  a d la n d ır ıla n  şey  olm ak üzere, /  ds 'y i en aza  ind irm ez. (Bu ko
n u y a  d ah a  so n ra  yen iden  yönelinecek; bkz. §17.9 ve §20.1.)

(Sözde) R iem anncı geom etride g ab m e triğ i ya d a  (gabgbc =  6“ 'y le ta n ım 
lı) te rs i  g ab, b ir  te n sö rü n  in d is le r in i a lça ltıp  yükse ltm ek te  k u llan ılab ilir . 
Özellikle, §13 .9 'daki g ib i v ek tö rle r kovektörlere ve kovek tö rler (yeniden 
geriye) v ek tö rle re  d ö n ü ştü rü le b ilir :

va =9ab v b ve a a =  g abab.

Aynı çek irdek  sem bole bağ lı kalm ak  ve b u  n iceliğ in  geom etrik  k a ra k te rin i 
ay ırt etm ek üzere in d is  k o n um land ırm ay ı ku llanm ak  o lağand ır. Bu işlem i 

eğrilik  te n sö rü n ü n  ü s t  in d is in i a lça ltm ak  üzere  k u lla n a rak  değerliğ ine 

sa h ip  o lan  R ie m a n n  ya da R ie m a n n -C h r is to ffe l  ten sö rü n ü ,

R abcd  ~  R a b c  Qed<

tan ım la rız . D aha önceden  sah ip  o lduğum uz iki b ağ ın tıy a  (ah 'deki te rs  s i
m e tri ve B ianchi s im etris i, d iğe r b ir  dey işle  afac'deki te rs  s im etrik  k ısm ın  
yok olm asına) ek o la rak  kayda değer b az ı s im etr ile ri de b a r ın d ırır . Ayrıca 
cd 'de  ve ab 'n in  cd 'y le yer d eğ iş tirm esin d e  de te rs  sim etriy e  sa h ib iz :114 291

^ a b c d  ~  ~ ^ a b d c  ~  ^ c d a b •

B un ların  d iyag ram  biç im li g ö ste rim le ri iç in  Şekil 14.21'e  bakın . B ir n -m a- 

n ifo lddak i genel b ir  [®]-değerlikli te n sö r  n 4 b ileşene sa h ip tir  fa k a t b ir  R i

em ann  te n sö rü  iç in  bu  s im e tr ile r  nedeniy le , bu  b ile şen le rin  yaln ızca  
^ n 2(n 2 — 1) aded i b ağ ım sız d ır .114301

Bu n o k tad a  b ir  (sözde ) R iem ann m an ifo ld u  M  üze rindek i b ir  K illing  
ve k tö rü  k av ram ın ı okuyucunun  d ik k a tin e  sunm ak  uygun  olur. Bu, k en d i
sine göre Lie tü rev  a lm a iş lem in in  m etriğ i yok e ttiğ i b ir  k  v ek tö r a lan ıd ır:

İ 9  =  O-

Bu denklem  in d is  n o ta sy o n u n d a , V L evi-C iv ita  b ağ lan tıs ı yerine  k u lla n ıl
m ak üzere  (paran tez le rin  §12.7 'deki g ib i s im etrilem ey i göste rm esiy le  b i r 
likte; ay rıca  bkz. Şekil 14.21),

VbKb + V(,/ca =  0, d iğe r b ir  dey işle  V{aKb) = 0

&  [14.29] Bu bağ ın tıla rı ilk olarak ViaVb^gcd = O'dan cd’deki ters sim etriyi türeterek  ve sonra 
iki ters sim etriyle Bianchi sim etrisin i değişken sim etriyi elde etmek üzere kullanarak  o luş
turun.



- i  . = f i  - A- L? - «îJ

Ş ek il 14.21 İn d is le r in  "nal" n o ta sy o n u n d a  y ü k se ltilip  d ü şü rü lm es i: v a = g„bv b = v bg ba,
V a — g a b V ij =  V ^ g 1*0 , R a ı,cd ~  R 'a b c S e d ' ^ a b c  =  R a b c c d * * '  ^ a b c d  ~  ~ ^ a b d c  ~  R c d a b > ^(aK fi) — 0  Sa 

k“ b ir  K illing v ek tö rü d ü r.

o la rak  yen iden  y a z ıla b ilir .114311 B ir (sözde ) R iem anncı M  m a n ifo ld u  ü ze
rin d ek i b ir  K illing vek tö rü  M 'n in  sü rek li s im e tr i (M  tık ız  o lm ayan  o ld u 
ğ u n d a  y a ln ızca  y e re l12 o lab ilecek  b ir  sim etri) ü re tic is id ir . M  b ağ ım sız  b ir  
K illing vek tö rü n d en  faz la s ın ı b a r ın d ır ır s a  böylece ik is in in  çev iricisi de 
b aşk a  b ir  K illing vek tö rü  o lu r .114 321 Killing vek tö rle ri, §19.5 ve §§30.4, 6, 
7 'de göreceğim iz üzere görelilik  k u ram ın d a  özel önem e sa h ip tir .

14.8 Simplektik manifoldlar

B enzersiz b ir  b ağ lan tıy ı ta n ım la y an  pek faz la  yere l te n sö r  y ap ıs ı b u 
lun m ad ığ ı b e lir tilm e lid ir, öyleyse m etrik le rin  (ya da sözde m etrik ler) bize 
sık lık la  fiziki b iç im de verilen  şey ler o lm ası k o n u su n d a  ta lih liy iz . B ununla 
b ir lik te  d u ru m u n  eşsiz lik  o lm ad ığ ı önem li b ir  ö rnek ler a iles i, Sab b ile şe n 
leriy le  verilen  (tekil olm ayan) ters  s im etrik  b ir  5 te n sö r  a lan ıy la  verilen  b ir  
yap ıy a  sah ip  o lduğum uzda elde ed ilir. Bu tü r  b ir  yap ı k la s ik  m ekan iğ in  
f a z  u za y la rın d a  m e v c u ttu r  (§20.1). Bu u za y la rla  ilg ili o la ra k  d ah a  sonra , 
§§20.2, 4 ve §27.3 'te söyleyecek d a h a  faz la  şeyim  olacak. B u n la r s im p le k 
t ik  m a n ifo ld la r  o la rak  b ilin en  şey lerin  ö rnek le rid ir. T ers s im etrik  ve tek il 
o lm ay ıştan  ay rı o la rak  S s im p le k tik  ya p ıs ı

[14.31] Bu denklemi türetin .
12 Bu "yerelsellik" şu anlam da anlaşılab ilir. M 'n in  her b ir  p noktası için K'nın, p içeren açık 

b ir  kümeyi M 'de özdeş m etrik  yapıdaki başka b ir  açık kümeye götüren sıfır  olmayan küçük 
b ir  sab it katın ın  üslü b ir  ifadesi (§14.6) m evcuttur.

.©  [14.32] "Geometrik olarak açık" olan bu  gerçeği doğrulayın. Bu neden açıktır?

Killing vektörü

dS  =  0



ifad e s in i sa ğ la m a lıd ır .114331 (Bu, yerel s im e tr in in  s im p lek tik  Sp(m,m) g ru 
b u n u n  o lağan  "ayrık im za"sıy la  v erild iğ i 2m -b o y u tlu  gerçel b ir  m an ifo ld  
ü zerindek i gerçel b ir  s im p lek tik  b iç im e ilişk in  s ta n d a r t  du ru m  olur; bkz. 
§13.10. G eniş o la rak  ça lış ılm ış  d iğe r im z a la ra  ilişk in  "sim plek tik  m ani- 
fo ld la r" ın  fa rk ın d a  değilim.)

Sa6'n in  (SabSbc = <S“ 'yle tan ım lı) te rs i  S ab (1781'den 1840'a k a d a r  y a ş a 
m ış o lan  çok seçk in  F ran sız  m a tem atik ç i Sim eon D eniş P o isso n 'u n  a rd ın 
dan  ad lan d ırılan ) "Poissorı p a ra n te z i"  o la rak  b ilin en  şeyi tan ım la r. Bu, b ir  
faz u zay ın d a  iki <P ve W sk a le r  a lan ın ı b ir  ü çü n c ü sü n ü  sunm ak  üzere (—-  

ça rp an ı y a ln ızca  geleneksel k o o rd in a t ifade leriy le  tu ta r lılık  iç in  eklenm iş 
o lm ak üzere) b ir le ş tir ir :

{<p,W} =  - l s abV a<PV„V.

K lasik m ekan ik te  bu  önem li b ir  n ice lik tir. D aha so n ra  (§20.4) b u n u n  Ha- 
m ilto n  den k lem lerin i, b u n la r  k lasik  fiz iğ in  d inam iğ in i k u şa ta n  tem el b ir  
yön tem  su n a n  ve k u an tu m  m ekaniğ iy le b ağ lan tıy ı sağ lay an  denk lem ler o l
m ak  üzere, n a s ıl ş ifre led iğ in i göreceğiz. S 'n in  te rs  s im e tr is i ve dS =  0 ko
şu lu  bize za rif

{0, W] =  - { V ,  0 }, {e,  {<*>, V}} + {<*>, [V, 0}} + {</', {e, 0}} = 0

b a ğ ın tıla r ın ı s u n a r .114 341 Bu, §14 .6 'dak i ilg ili çev iric ilerle  (Lie p aran tez i) 
k a rş ıla ş t ır ı la b ilir . (Jacobi denklem in i an ım sayın .) §20.4 'teki k lasik  m eka
n iğ in  geom etrik  b iç im li aç ık lam asın ı ele a ld ığ ım ızda sim p lek tik  m an ifo ld - 
la n n  k ay d a  değer zengin lik tek i geom etrile rine  yen iden  döneceğiz.

S im plektik  b ir  m an ifo ldun  yerel y a p ıs ı "esnek" b ir  yap ı o la rak  ad lan d ı- 
r ıla b ile n  şey in  b ir  ö rneğ id ir. Ö rneğin  sim p lek tik  b ir  m an ifo ld la  ilg ili, ye
re l o la rak  b ir in i d iğ erin d en  a y ır t e tm eye h izm et edebilecek  h iç b ir  eğrilik  
kav ram ı yok tu r. Aynı b o y u tta  (ve ayn ı "im za"ya sah ip , krş. §13.10) gerçel 
ik i s im p lek tik  m an ifo ld a  sa h ip sek  b u  d u ru m d a  b u n la r  yerel o la rak  (bir 
m an ifo ld  ü ze rin d ek i h e rh an g i b ir  p ve d iğer b ir  m an ifo ld  üzerindek i h e r 
h an g i b ir  q n o k ta sıy la  ilg ili o la rak  p ve ı^'nun özdeş o lan  açık  k üm elerin in  
v a r  o lm ası a n la m ın d a )13 tüm üy le  özdeştir. Bu du rum , (sözde) R iem anncı 
m an ifo ld la rı ya d a  iç lerinde y a ln ızca  b ir  b ağ la n tı b e lir tilm iş  m a n ifo ld la r 
d u ru m u y la  b ü sb ü tü n  z ıttır . Bu d u ru m la rd a  eğrilik  te n sö rü  (ve örneğ in , çe

dÛ [14.33] H erhangi b ir torsiyon se rbest V bağ lan tısın ı kullanarak  şu n u n  niçin yazılabildiğini 
açıklayın: VaSbc + VbSca + VcSab = 0 

®  114.34] Bu bağ ın tıla rı önce =  0’ kurarak  gösterin.
13 Burada "özdeş", her birin in  b ir  diğerine sim plektik yapıların  uyuştuğu b ir biçim de dönüştü 

rülebilm esi gerçeğine a tıfta  bulunur.



ş itli  ko v ary an t tü rev leri) b u  tü r  fa rk lı m a n ifo ld la r  iç in  b ü y ü k  o lasılık la  
fa rk lı o lan  b az ı ay ırt ed ici yere l y a p ıla r ı ta n ım la r.

A ra la rın d a  2m -b o y u tlu  gerçel b ir  m an ifo ld u n  m -b o y u tlu  k a rm a şık  b ir  
m an ifo ld  o larak  yen iden  y o ru m la n m asın a  o lanak  sa ğ lay a n  §12 .9 'da t a 
n ım lan m ış k a rm aşık  y ap ın ın  o lduğu  bu  tü r  "esnek" y a p ıla r ın  b aşk a  ö rnek
le ri de m evcu ttu r. Bu d u ru m d a  esneklik  a ç ık tır  çünkü  k a rm a şık  m  bo y u 
tu n d a n  ay rı o la rak  b ir  k a rm a şık  m an ifo ld u  d iğ erin d en  (ya d a  Cm'den) y e
re l o la rak  a y ır t eden  aç ık tır  k i h iç b ir  özellik b u lu n m az. K arm aşık  (holo- 
m orfik) s im p lek tik  b ir  y ap ı on a  a tan d ığ ın d a  h â lâ  esnek  k a lır114-351 (ve h a t ta  
a r tık  k a rm aşık  5ab'y le ilg ili b ir  "imza" kavram ı h ak k ın d a  kayg ılanm am ız 
gerekm ez; bkz. §13.10).

E snek y a p ıla r la  ilg ili pek  çok b aşk a  ö rnek  b e lir tile b ilir . Bu tü rd e n  b ir  
ö rnek, üze rinde  h iç b ir  yerde  o r ta d a n  kaybo lm ayan  b ir  v ek tö r a la n ın a  s a 
h ip  gerçel b ir  m an ifo ld d u r. Öte ta ra f ta n  ü zerin d e  genel ik i v ek tö r a lan ı 
b u lu n a n  gerçel b ir  m an ifo ld  esnek  o lm az .114361 §33.11'd e  göreceğim iz üzere 
esnek lik  k onusu  b u rg a ç  k u ra m ıy la  ilg ili b ir  önem e sa h ip tir .

Ü! [14.35] Nedenini açıklayın.
®  [14.36] Her b ir durum da nedenini açıklayın. İp u cu : f  =  d /d x 1'le b ir  koordinat sistem i o luş

tu run; sonra b ir çerçeve o luşturm ak üzere ard ışık  olarak  Lie türevi alın , vb.



LİF DEMETLERİ VE AYAR BAĞLANTILARI

15.1 Lif demetleriyle ilgili bazı fiziki güdüler

14 ve 15. bö lüm lerde su n u la n  m ekan izm a E in s te in 'm  genel göreliliğ iy le 
u ğ raşm ak  ve k la s ik  m ekaniğe ilişk in  faz u zay la rı iç in  y e te rlid ir . B unun la 
b ir lik te  p a rçac ık  e tk ileşim leriy le  ilg ili pek çok m o d e m  k u ram  §14.3 'te s u 
n u lm u ş o lan  özel "bağ lan tı" k av ram ın ın  (ya da k o v ary an t türev) b ir  genel
lem esine, bu  genellem e a ya r  b a ğ la n tıs ı o la rak  ad lan d ır ılm ak  üzere, d a y a 
n ır. T em elde o rijina l k o v ary an t tü rev  kavram ım ız, b ir  v ek tö rü n  M  m ani- 
fo ldum uz üzerindek i b ir  eğri boyunca p a ra le l ta ş ın m a s ı yo luy la an la tm ak  
isted iğ im iz  şeyle tem ellenm ekteyd i (§14.2). V ektörlere ilişk in  p a ra le l t a ş ı 
m ay ı b ile rek  b u n u  h erh an g i b ir  te n sö r  n ice liğ in in  ta ş ın m a s ın a  (§14.3) b e n 
ze rsiz  b iç im de gen iş le teb iliriz . A rtık  v ek tö rle r ve te n sö rle r  M 'n in  n o k ta la 
rı üze rindek i ta n ja n t u za y la rın a  a tfed ilen  n ice lik le rd ir  (bkz. §12.3, §14.1 
ve Ş ek il 12.6). B unun la b irlik te  b ir  a y a r  b a ğ lan tıs ı en iyi, 3 f 'd e k i b ir  p 
n o k ta s ın d a k i ta n ja n t uzay ın d an  fark lı tü rd e  fak a t h â lâ  b ir  an lam d a  " p 'de  
konum lanm ış" b ir  uzaya k arş ılık  o la rak  d ü şü n ü le n  özel fizik i ilgiye sah ip  
b e lir li n ice lik le rin  "para le l ta ş ım a "s ın a  k a rş ılık  gelir.

B u rad a  gereken i b iraz  ay d ın la tm ak  üzere  §§12.3, 8 'den , b ir  v ek tö r u z a 
y ına, b u ra d a  b ir  n o k tad ak i ta n ja n t v ek tö rle rin in  uzayı, b ir  kez sah ip  o ld u 

ğum uzda onun  eşlen iğ in i (kovektör uzay ları) ve değerli te n sö rle re  il iş 

k in  çeşitli u za y la rın  tü m ü n ü  o lu ştu rab ileceğ im iz i an ım sayalım . Bu n ed e n 

le açık b ir  an lam d a  (kovektörler ^ j - te n s ö r le r  olm ak üzere  k o ta n jan t u za y 

la r ı içeren) [^ j-te n sö rle r i, p n o k ta la r ın d a  b ir  kez Tp ta n ja n t u za y la rın a  s a 

h ip  o lduğum uzda "herhang i yen i b ir  şey" değ ild ir. (N eredeyse b en z er b ir  
u y a rı p 'dek i sp in ö r  u zay la rı iç in  de, en  az ın d a n  ben im  şey leri kend i görüş 
b iç im im  u y arın ca , geçerlid ir; bkz. §11.3. Bazı b a şk a la rı sp in ö rle re  ilişk in  
fa rk lı b ir  yak laşım  benim sem eye ç a lış a b ilir  fa k a t konu  hakk ın d ak i b u  a l
te rn a tif  b ak ış  a ç ıla rı b iz im  b u ra d a  ilg ileneceğim iz şey ler olm ayacak.) P a r 
çacık  e tk ileşim le rine  (kütleçekim den başkaca) ilişk in  ay a r  k u ram la rıy la  i l



gili gerek  duyduğum uz u za y la r  b u n la rd a n  fak lıd ır  (ve böylece b u n la r  ye n i 
o lan  b ir  şeydir) ve b u n la rı s ıra d a n  uzay  ve zam an ınk ine ek b ir  tü r  "uzam 
sal" b ir  b o y u ta  a tfe d ilir  o la rak  düşünm ek  en iy is id ir. Bu ek "uzam sal" b o 
y u tla r  s ık lık la  iç  b o y u tla r  o la rak  ad lan d ır ılır , böylece b u  tü r  b ir  "içsel 
yön" b o yunca  ilerlem ek b iz i a s lın d a  yerleşik  b u lu n d u ğ u m u z  uzayzam an  
n o k ta s ın d a n  uzağa taşım az.

Bu fik irle  ilg ili geom etrik  an lam  o lu ş tu rm a k  üzere b ir  l i f  k av ram ına  
gerek duyarız . Bu, m ükem m el b iç im de ta m  b ir  m atem atik se l k av ra m d ır ve 
b u n a  uygun  şek ilde §15.2 'de geleceğiz. Saf m a tem a tik te 1 k u lla n ış lı o lduğu, 
fiz ikç ile rin  d ah a  önceleri ku llan m ış o lduk ları önem li k av ra m la rın  b a z ıla 
r ın ın  a s lın d a  lif  te rim leri o la rak  a n la ş ıld ığ ın ı fa rk  e tm elerin d en  çok d ah a  
önce b u lu n m u ştu . İz leyen  y ılla rd a  k u ram sa l fiz ikçile r gerek li m a tem a tik 
sel k av ra m la rla  o ldukça ta n ış ık  h a le  g e ld ile r ve b u n la rı kend i k u ra m la r ı
n a  ek lem lediler. B unun la b irlik te  b az ı m o d em  k u ram la rd a  b u  kav ram lar, 
uzay zam an ın  ken d isin in  ek b o y u tla r  ed in ir  b iç im de düşü n ü lm esiy le  b a ğ 
la n tılı  o la rak  değ işm iş b ir  b iç im de sunu ldu .

A slında tem el fizikle ilg ili v a r  o lan  daha d erin  b ir  çerçeve b u lm a  g ir i
şim lerin in  (örn. sü p e r  kü tleçek im  ya d a  sicim  kuram ı) pek  çoğunda (ya da 
çoğunda?) s a f  "uzayzam an" kav ram ı d ah a  yüksek  b o y u tlu lu ğ a  gen işle tilir . 
Böylece "iç boyu tla r"  b u  ek u zam sa l b o y u tla r  arac ılığ ıy la , b u  ek uzam sa l 
b o y u tla r  s ıra d a n  uzay  ve zam anınk iy le  esasen  e ş it b ir  d ay an ak  üzerine 
yüklenm ek üzere, o rtay a  çıkar. Bu neden le  son u ç tak i "uzayzam an" s ta n 
d a r t o lan  d ö rtte n  d ah a  faz la  b o y u t kazan ır. Bu doğadak i f ik ir le r  yak laşık  
o la rak  1919'a, T heodor K aluza ve O skar K lein 'ın  E in s te in 'ın  genel g ö re lili
ğ inde, u zayzam an ın  b o y u t sa y ıs ın ı 4 'te n  5 'e y ü k se lte rek  b ir  genişlem e 
su n d u k la rı zam ana  dek u zan ır. Ek boyut, M axw ell'in , b e lirli b ir  an lam da, 
"geom etrik  uzayzam an  aç ık lam ası"na  d ah il edilecek o lan  m ü th iş  e lek tro 
m anyetizm a k u ram ın a  (bkz. §§19.2, 4) o lanak  sağ lad ı. B unun la  b irlik te  bu  
"5. boyut" "küçük b ir  h a lk ay a  dolanm ış" o la rak  d ü şünü lm ek  zo rundad ır; 
b u  neden le  onu, s ıra d a n  u zam sa l b ir  b o y u ttak i g ib i d o laysızca  fa rk  ede
m eyiz.

B enzerlik  çoğu kez, 1 -b o y u tlu  b ir  ev ren in  K aluza-K lein  tip in d e  b ir  d e 
ğ işim in i g österm ek te  o lan  b ir  su  h o rtu m u y la  su n u lu r  (bkz. Şekil 15.1). Bü
yük  ölçekte bak ılınca  h o rtu m  a s lın d a  1-b o y u tlu  görünür; u zu n lu ğ u n a  a it 
boyut. D aha yak ın d an  ince lend iğ indeyse  h o rtu m  yüzey in in  a s lın d a , h o r tu 
m u n  u zu n lu ğ u n d an  çok d a h a  küçük  b ir  ölçekte sık ıca  ilm ek lenen  ek bo-

1 Bkz., örn. Steenrod, 1951. Fizikçilerin "ayar kuramı" kavram ının gerçekten b ir  demet üzerin
deki bağlantıy la  ilgili olduğunu, 1967 dolaylarında, kavrayan ilk fizikçilerden b irin in  Andr- 
zej T rautm an olduğu görülür; bkz. T rautm an, 1970. Ayrıca Penrose vd., 1997, s. A4.



Ş ek il 15.1 H ortum  b enzetm esi. B üyük ö lçek te  b ak ıld ığ ın d a  1 -b o y u tlu  g ö rü n ü r  fa k a t  d ah a  
y ak ın d a n  incelen d iğ in d e  2 -b o y u tlu  b ir  yüzey  o la rak  g ö rü n ü r. B enzer b iç im d e  K alu za- 
Klein fik ri u y a rın ca  o lağan  b ir  ö lçekte, incelenm eyen  ek "küçük" b o y u tla r  b u lu n a b ilir .

y u tla  b irlik te  2 -b o y u tlu d u r. Bu, 5 -b o y u tlu  K aluza-K lein to p lam  "uzayza- 
m anı" iç inde yaln ızca  4—b o y u tlu  b ir  f i z ik i  uzayzam an ı n a s ıl  a lg ılay acağ ı
m ıza ilişk in  do laysız  b ir  benzetm e o la rak  k ab u l ed ilm elid ir. K aluza-K lein 
5 -u zay ı 2 -yüzey  h o rtu m la  ilgili, a lg ılad ığ ım ız  4—uzay esasen  h o rtu m u n  te 
m elde 1-b o y u tlu  gö rü n ü m ü n ü n  do laysız b en zeri olm ak üzere, do laysız  b ir  
ben zer o lm ak tad ır.

Pek çok yönden  bu, çekici ve kesin lik le  zekice b ir  fik ir. M odem  k u rg u 
sa l fizik i k u ram ları (örneğin 31. bö lüm de k arş ıla şacağ ım ız  sü p e r kütleçe- 
kim  ve sic im  kuram ı) o rtay a  koyan  k iş ile r  a s lın d a  k en d ile rin i K aluza-K le
in  fik rin in  d ah a  da yüksek  b o y u tlu  tü r le r in i (a ra la rın d a  en p o p ü le rle ri 
to p la m d a  26, 11 ve 10 b o y u tlu la r ı olm ak üzere) ele a lm aya y ö n e ltilir  bu l- 
m a k ta la r. Bu tü r  k u ram la rd a , e lek tro m an y etizm ad an  fa rk lı o lan  e tk ile 
ş im lerin  b iraz d an  geleceğim iz a y a r  b a ğ la n tıs ı f ik rin in  k u llan ım ıy la  içeri- 
leb ileceğ i fa rk  edilir.

B unun la  b irlik te  K aluza-K lein  f ik rin in  h â lâ  k u rg u sa l b ir  f ik ir  o lduğu  
v u rg u lan m alıd ır. P arçacık  etk ileşim le riy le  ilg ili v a r  o lan  geleneksel ay a r 
k u ra m la r ın a  d ay an an  "iç bo y u tla r"  s ıra d a n  uzayzam an  b o y u tla r ıy la  eş it 
düzeyde o la rak  d ü şü n ü lm em elid ir  ve b u  neden le  K aluza-K lein  tip li b ir  d ü 
zenden  kaynak lanm az. Bu onun, v a r  o lan  ay a r  k u ra m la r ın a  ilişk in  iç b o 
y u tla rı, h e rh an g i b e lirli b ir  an lam d a  son  n o k ta  o la rak  bu  tü r  (Kaluza-Kle- 
in  tipli) "genişlem iş uzay zam an "d an  k ay n ak lan ır b iç im de değerlend irecek  
k a d a r  h a s s a s  olup o lm ad ığ ına  ilişk in  ilg inç b ir  k u ram sa l d ü şü n ü ş  k o n u 
s u d u r .2 Bu konuya d ah a  so n ra  döneceğim  (§31.4).

2 Aslında sicim  kuram ına ilişk in  ek uzayzam an boyutları dolaysız biçim de b ir lif  dem etinin



Bu iç b o y u tla r ı d ah a  yüksek  b o y u tlu  b ir  uzay zam an ın  p a rç a s ı o la rak  
değerlend irm ek  yerine  o n la rı b ize uzayzam an  ü ze rin d ek i l i f  d e m e ti  (ya da 
b a s itç e  b ir  dem et) şek linde a d la n d ır ıla n  şeyi su n u y o r o la rak  düşünm ek  
d a h a  uygun  o lacak tır. Bu, p a rçac ık  e tk ileşim le riy le  ilg ili m o d e m  a y a r  k u 
ra m la rın ın  m erkezinde d u ra n  önem li b ir  kav ram d ır. "Üstteki" uzayzam a- 
n ın  h e r  b ir  n o k ta s ın ın  l i f  o la rak  ad la n d ır ıla n  b aşk a  b ir  uzay  o lduğunu  d ü 
şü n ü rü z . Lif, ü s t te  değ in ilen  fizik i resim  u y arın ca  tü m  iç b o y u tla rd an  o lu 
şu r. D em et k av ram ıy sa  b u n d a n  çok d ah a  geniş u y g u la m ala ra  sa h ip tir , öy
leyse kendim izi zo ru n lu  o la ra k  bu  tü r  fizik i y o ru m lam ala ra , en  az ından  
şim dilik  bağ lam am am ız en iy is i olacak.

15.2 Matematiksel demet fikri

Bir B d e m e ti  (ya da l i f  dem eti) d iğer iki M  ve V  m a n ifo ld la n  b iç im inde, 
M  (fiziki u y g u la m ala rın  çoğunda u zayzam an ın  k en d is i olan) ta b a n  u za y ı  
ve V l i f  (fiziki u y g u la m a la rın  çoğunda iç uzay) o la ra k  ad lan d ır ılm ak  üzere, 
ta n ım la n a n  b ir  yap ıy a  sa h ip  b ir  m an ifo lddu r. B dem etin in  k end isi b ü tü 
nüyle V  lif le rin in  tü m  a iles in d en  o lu şm uş o la rak  d ü şü n ü leb ilir; a s lın d a  
"V 'ler değerinde b ir  M "  b iç im inde o luşur; bkz. Şekil 15.2. En b a s it  dem et 
tü rü  ça rp ım  u za y ı  o la rak  a d lan d ır ıla n d ır . Bu b ir  ö n e m s iz  ya d a  "çözül
m üş" dem et o la b ilir  fa k a t d ah a  ilg inç o la n la r  b ü k ü lü  dem etle rd ir. B un la
r ın  h ep s in e  ilişk in  ö rnek leri hem en b ira z d a n  vereceğim . V  u zay ın ın  d a  b a 
zı s im etrile re  sa h ip  o lm ası önem lid ir. D em et k av ram ın ı ilg inç y a p a n  b ü k 
m eye se rb e s tlik  veren  b u  s im etrile rd ir. V 'n in  s im etrile riy le  ilg ili, ilg ilen 
diğim iz Ç g ru b u  B dem etin in  g ru b u  o la rak  a d la n d ır ılır . S ıklıkla B, M  ü ze 
r in d e k i bir Ç d e m e tid ir  deriz. Pek çok d u ru m d a  V b ir  v ek tö r uzay ı o la rak  
k ab u l ed ilir  ve b u  d u ru m d a  dem ete b ir  vek tö r  d e m e ti  deriz. Böylece Ç g ru 
b u  ilg ili b o y u tu n  genel doğ ru sa l g ru b u d u r  ya d a  ona a it b ir  a lt g ru p tu r  
(bkz. §§13.3, 6-10).

M 'yi B 'n in  b ir  p a rç a s ı o la rak  düşünm em eliy iz ; b u n u n  yerine B, b ir  a n 
lam da M  ta b a n  uzay ı ü ze r in d e  d u ru r  o la rak  değerlend irm eye eğilim li o la 
cağım ız, > f 'd e n  ay rı b ir  u zay  o la rak  gö rü lm elid ir. L iflerin  tü m  kopyaları 
b irb ir in d en  ay r ıd ır  (diğer b ir  deyişle h içb iri kesişm ez) ve b irlik te  tü m  B 
dem etin i o lu ş tu ru r . M 'y i  B 'y le  b ağ lan tılı o la rak  d ü şü n m en in  yolu , onu V 
lif  a iles i yo luy la B d em etin in  b ir  ça rp a n  u za y ı  o la rak  düşü n m ek tir. Bu, 
•M 'nin h er b ir  n o k ta s ı V 'n in  ay rı b ir  b ireyse l k o p y as ın a  k a rş ılık  gelir de
m ektir. B 'den  M 'ye, h e r  b ir  V lifin i üze rin d e  d u rd u ğ u  b e lir li M  n o k ta s ın a

"lifleri" olarak düşünülm em elidir. O lifler Calabi-Yau uzaylarındaki belirli spinör alan ları
na a it uzaylardır. Calabi-Yau uzayları; bkz. §31.14.



Ş e k il  15.2 M  ta b a n  u za y lı ve  V  lifli b ir  
B  d em e ti "V'ler d eğerinde  b ir  M "d e n
o lu şm u ş o larak  d ü şü n ü le b ilir . V d e n  
M 'y e  doğ ru  ka n o n ik  p ro je ksiyo n , her  
b ir  V  lifi tek il b ir  n o k ta ya  d ü şe r  b iç im 
de  görü leb ilir.

d ü şü ren , k a n o n ik  izd ü ş ü m  ad ı verilen  sü rek li b ir  gönderim  m evcu ttu r. 
(Bkz. Şekil 15.2)

M 'n in  V 'yle çarp ım  u za y ı  (M  ü ze rindek i önem siz V  dem eti) M x V  o la 
rak  yaz ılır. M x V 'm n  n o k ta la rı (a ,b ), a M ’ye  ve b V 'ye  a it o lm ak üzere, 
e lem an  çiftleridir; bkz. Şekil 15.3a. (Aynı fik rin  §13.2 'deki g ru p la rd a  geçer
li o lduğunu  za ten  g ö rm ü ştü k .)3 M  üze rindek i d ah a  genel b ir  "bükülü" S 
dem eti, yerel o larak, S 'n in  M ’ye  a i t  y e te ri derecede küçük h erh an g i b ir  
açık bö lgesi ü ze rin d e  b u lu n a n  k ısm ın ın  y a p ısa l o la rak  M 'y e  a it ayn ı açık 
bölge üzerinde  b u lu n a n  M x V 'n in  o p a rç a s ıy la  özdeş o lm ası an lam ın d a , 
M x V 'y i  an d ırır. Bkz. Şekil 15.3b. M  e tra fın d a  h a re k e t e ttiğ im izdeyse ü s t 
tek i lifle r, b ir  b ü tü n  o larak , S 'n in  M x V 'd e n  fa rk lı o lacağ ı (sıklıkla to p o lo 
jik  o la rak  farklı) b iç im de bük ü leb ilir. S 'n in  b o y u tu  h e r  zam an, bükm eden  
bağ ım sız  o la rak  M  ile V 'n in  b o y u tla r ı to p la m ıd ır .11511

Tüm  b u n la r  epey kafa k a r ış tır ıc ı o lab ilir , o h a ld e  b ir  dem etin  ne o ld u 
ğ una  ilişk in  d ah a  iyi b ir  algı elde etm ek üzere b ir  ö rnek  vereyim . İlk  önce 
M  uzay ım ızı b ir  S1 çem beri ve V  lif in i (topolojik o la rak  0 işa re tli orijin le 
b ir lik te  gerçel M d o ğ ru su n u n  b ir  kopyası biçim inde) 1 -boyu tlu  b ir  vek tö r 
u zay ı o la rak  k ab u l edin. Bu tü r  b ir  dem et S1 üze rindek i (gerçel) b ir  doğru  
d e m e ti  o la rak  a d lan d ır ılır. M x V  a r tık  2 -b o y u tlu  b ir  s il in d ird ir; bkz. Şe-

3 Çarpım uzayına ilişkin tam  b ir tanım  için daha fazla bilgi gereklidir, böylece M xV'yle ilgili 
topoloji ve pürüzsüzlük kavram ları doğru biçim de tanım lanır. Bir hacim  ölçüsü M  ve V 'nin 
her birine atanabildiğinde M x V'nin hacm i M  ve V 'nin hacim leri çarpım ı olur. Burada bu 
konulara uygun biçimde girmek, teknik olarak konuşursak  gerekli olsa bile benim  için dik
kat dağıtıcıdır. Uygun b ir kaynak için bkz. Kelley, 1965; Lefdhetz, 1949; ya da Munkres, 
1954.
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M x V

(a)
M

Ş ek il 15.3 (a) M  ile  V 'n in  ça rp ım  u zay ı M xV  o lan  "önem siz" b ir  d em ete  ilişk in  b e lir li d u 
rum . JVTxV'nin n o k ta la rı, a M 'd e  ve b V’de o lan  (a, b) e lem an  ç if tle ri b iç im in d e  y o ru m la 
n ab ilir . (b) M  üzerin d ek i V  lifli "bükülü" genel B  dem eti yerel o la rak  JV fxV yi a n d ır ır; d i
ğ er b i r  dey işle  S 'n in  M 'ye a i t  y e te ri d erecede  küçük  h e rh an g i b ir  aç ık  bö lgesi üzerin d ek i 
k ısm ın ın  M 'ye  a i t  aynı aç ık  bö lge  ü z e rin d e  b u lu n a n  M x V 'n in  o p a rç a s ıy la  özd eştir. Bu
n u n la  b ir lik te  lif le r  b ü k ü lü r  ve böy lece  B  b ü tü n se l  o la rak  M xV 'y le  ayn ı değ ild ir.

Ş ek il 15.4 Bu b ü k ü lm en in  n a s ıl  m ey d an a  g e ld iğ in i a n lam ak  iç in  JVf'nin b ir  S1 çem beri ve 
V  l if in in  1 -b o y u tlu  b ir  v ek tö r  uzay ı o ld u ğ u  (diğer b i r  dey işle  M ü ze rin d e  m odellenm iş, 0 
o rijin i d ış ın d a  h iç b ir  değerin , ö rn eğ in  b ir im  elem an  1, işa re tlen m ed iğ i, b i r  u zay  d u ru m u 
n u  ele a lın , (a) B u rad a  2 -b o y u tlu  b ir  s i l in d ir  o lan  önem siz M x V  d u ru m u , (b) B ükülü  d u 
ru m d a  (Şekil 12.15 'teki gibi) b i r  M öb ius şe rid i e lde ederiz .

kil 15.4a. M  ü ze rin d e  V  lif le rin e  sa h ip  b ü kü lü  b ir  S  dem etin i n as ıl o lu ş tu 
rab iliriz?  B ir M öbius şerid i a lab iliriz ; bkz. Şekil 15.4b (ve Şekil 12.15). Bu
n u n  n eden  b ir  dem et o lduğunu; "yerel o larak" s ilin d ir le  ayn ı o lduğunu  gö
relim . S1'd en  b ir  p n o k ta s ı ç ık a ra rak  S1 ta b a n  uzay ın a  a i t  uygun  b ir  "yerel" 
bölge o lu ş tu ra b ilir iz . Bu, ta b a n  çem berin i b as itç e  b ağ lı4 b ir  S1 -  p p a rç a 
s ın a 5 a y ırır  ve bu  tü r  b ir  p a rç a n ın  üzerinde b u lu n a n  B 'ye a i t  k ısım  S1 —

4 "Basitçe bağlı"m n genel b ir  anlam ı için b k z .  §12.1.
s Notasyondaki basitlik  için, S1'den oluşan  fakat p  noktası çıkarılm ış uzayla ilgili olarak 

" S1 -  p" yazarak notasyonun (hafif) b ir  kötüye kullanım ını benim siyorum . Saflık yanlıları



p 'n in  ü ze rin d e  y er a lan  s ilin d ire  a i t  k ıs ım la  tıp a tıp  ayn ıd ır. B M öbius d e 
m etiy le  s il in d ir  a ra s ın d ak i fa rk  y a ln ızca  tü m  S1 üze rinde  ney in  y e r a ld ığ ı
na  bak tığ ım ızd a  o rtay a  çıkar. S1(i b u  tü r  ik i y am an ın  b irb ir in e  b ağ lan m ış 
h a li, sözgelim i S1 — p ve S1 — q o larak , p ve q S ^e  a it iki ay rı n o k ta  olm ak 
üzere, dü şü n eb ilir iz ; so n ra  B 'n in  tü m ü n ü , h e r  b ir i S ^e a i t  b irey se l y a m a 
la rd a n  b ir i üzerinde  önem siz b ir  dem et o lan  ilg ili iki yam ayı b irb ir in e  ek
leyerek  o lu ş tu ra b ilir iz . M öbius dem etinde  o rtay a  ç ıkan  büküm , b u  iki 
önem siz dem et y am asın ı b irb ir in e  "yap ıştırm a" iş in d en  k ay n a k la n ır  (Şekil 
15.5). A slında Slfe a i t  y am ala rım ız ın  b o y u tu n u  Şekil 15.5b 'deki g ib i a z a l
tırsa k , b u  az a ltm a  B 'n in  y ap ıs ın d a  h iç b ir  fa rk a  sebep olm az, y a ln ızca  b a 
s it  b ir  bükm eyle o rtay a  ç ıkan ın  b ir  M öbius şe rid i o lduğu  açık  h a le  gelir.

Ş ek il 15.5 (a) K end isinden  b ir  p  n o k ta s ı ç ık a ra ra k  S1 ta b a n ın a  a it, S1 — p üze rin d ek i d e 
m e t y a ln ızca  b ir  ça rp ım  o lm ak  üzere, u y g u n  b ir  "yerel" bö lge  o lu ş tu ra b ilir iz . A ynısı, q
S1 ’e a i t  fa rk lı b i r  n o k ta  o lm ak ü zere , S1 — q üzerin d ek i B 'ye a i t  k ıs ım  iç in  de geçerlid ir. 
B ’n in  iki k ısm ın ı d o lay sızca  e ş le ş tire b ilirse k  b ir  s i l in d ir  e lde  ederiz  fa k a t  e ş leşm iş iki 
k ıs ım d a n  b ir in e  g ö ste rild iğ i g ib i b ir  a ş a ğ ı/y u k a n  y a n s ıtm a  (V’ye a i t  b i r  sim etri) u y g u la r
sak  M öbius dem etin i e lde ederiz , (b) S1 'e  a i t  ik i k ısm ın  b o y u tu n u  y a ln ızca  k ü çük  
ç a k ışm a la rın  k a lacağ ı b iç im de k ü ç ü ltü rse k  so n u ç tak i M öb ius şe rid i b ira z  d a h a  b e lirg in  
o lur.

" S1 -  {p}" ya da  daha büyük olasılıkla " S1 \  {p}" yazarlard ı, bkz. not 9.13. Bu notasyonda ifa 
de edilen "fark" iki kü m e  a rasındad ır ve "{p}" tek elemanı p noktası olan kümeyi gösterir.

(a) (b)



B ükm enin, V  lif in in  sa h ip  o lduğu  b e lir li b ir  s im e tr i, d iğ e r b ir  dey işle 
1 -b o y u tlu  V  v ek tö r u zay ın ın  e lem an la rın ın  iş a re tle r in i te rs  çeviren  b ir  s i 
m e tr i sonucu  o rtay a  ç ıkm ası o la sılığ ın ın  fa rk ın d a  o lm ak önem lid ir. (Bu, 
V 'deki h e r  b ir  v  iç in  v  >—> —v'd ir.) Bu işlem  b ir  v ek tö r uzay ı o la rak  V 'nin  
y ap ıs ın ı ko ru r. Bu iş lem in  a s lın d a  R gerçel say ı s is tem in e  ilişk in  b ir  s i 
m e tr i o lm ad ığ ın ı belirtm eliy iz . G erçekte, R 'n in  k en d isi h e rh a n g i b ir  s im e t
riy e  sa h ip  değ ild ir. (Örneğin 1 say ıs ı kesin lik le  - l 'd e n  fa rk lıd ır  ve x  •—> — x 
R 'ye a it, R 'n in  ça rp ım sa l y ap ıs ın ı k o ru y an  b ir  s im etri değild ir.)115 21 Bu n e 
d en led ir  ki V, gerçel R d o ğ ru su n u n  kend is i gib i o lm ak yerine  1 -boyu tlu  
b ir  gerçel vek tö r uzay ı o la ra k  k ab u l ed ilir. Bazen, V  gerçel doğ ru su  ü z e 
r in d e  m o d ellen ir  deriz . B irazdan  b a şk a  lif  s im e tr ile rin in  n a s ıl b a şk a  tü rd e  
bükm elerle  ilg ili f ı r s a t la r  sağ lad ığ ın ı göreceğiz.

15.3 Demetlerin ara kesitleri

S ilin d ir ve M öbius dem eti a ra s ın d a k i fa rk ı n ite leyeb ilm em izin  b ir  yolu  
dem etin  ara  kesitleri (ya da k ısa ca  kesitler) o la rak  a d la n d ır ıla n  şey ler a r a 
cılığ ıy la  o la sı o lur. M  ü ze rindek i B dem etine a it b ir  y a ta y  k es iti geom etrik  
o la ra k  b irey se l h e r  b ir  lif in  tek il b ir  n o k ta d a  b u lu ş tu ğ u , B 'de  M 'y e  a it s ü 
rek li b ir  g ö rü n tü  b iç im in d e  d ü şü n ü rü z  (bkz. Şekil 15.6a). B unu M  ta b a n  
u zay ın ın  dem et iç ine  b ir  "kald ırm a"sı o la rak  a d lan d ır ır ız . M 'y ı  B 'n in  b ir  
a ra  k es itin e  k a ld ıran  gönderim i u y g u la r  ve b u n u  kan o n ik  izd ü şü rm ey le  iz 
le rsek  y a ln ızca  M  'd en  k en d isin e  b irim  gönderm ey i elde e ttiğ im ize (> f'n in  
h e r  b ir  n o k ta s ın ın  k en d is in e  geri gönderild iğ i an lam ın a  gelir) d ik k a t edin. 
Önem siz b ir  M x V  d em etiy le  ilg ili o la rak  a ra  k es itle r  b as itç e , M  ta b a n  
uzay ı üzerinde V uzay ı iç inde değerle r a lan  sü rek li fo n k siy o n la r o la rak  
(diğer b ir  dey işle > f ’den  V 'ye sü rek li gönderim lerd ir) y o ru m la n ab ilir. Bu 
ned en le  M xV 'n in  b ir  a ra  k es iti V 'n in  b ir  n o k ta s ın ı > f 'n in  h e r  b ir  n o k ta s ı
n a  sü rek li b iç im de a ta r .6 Bu 15.6b 'de g ö ste rilen  b ir  fonksiyon la  ilg ili s ır a 
d an  b ir  g ra fik  fik rine  benzer. D aha genel o la rak , b ü k ü lü  b ir  B dem etine 
ilişk in , B 'n in  h e rh a n g i b ir  a ra  k es iti s ıra d a n  b ir  fonksiyon  f ik rin d en  d ah a  
genel o lan  b ir  "bükülü  fonksiyon" k av ram ın ı ta n ım la r.

1® [15.2] Bunu açıklayın.
6 Norm alde sırf  m atem atikçi o lan lar dilbilgisine oldukça saygılıd ır fak a t pek çoklan, "bağlı 

olarak" ifadesinin yeteri derecede özel b ir  tada  sahip  olm adığım  h isse ttik leri görüldüğünde 
b e rb a t "ona bağlı" deyim ini kullanm a alışkanlığı edindiler. Bunun yerine dilbilgisi kuralla- 
n n a  mükemmel derecede uygun "atam r" sözcüğünü ku llanm am alannı anlam ak üzere ne ya
pacağım ı bilmiyorum. Bana göre “ona bağlı”, m atem atikçilerin  dili kötüye kullam nalann ın  
b ir  başka ortak örneği o lan  (çeşitli durum larda benim  de kullandığım ı it ira f  etmem gereken) 
"bu nedenle" den de kö tüdür çünkü yerine kullanıldığı "bu nedenle eğer” deyimi b ir  m iktar 
ağız dolusudur.



Ü stte  §15.2 'deki b e lir li ö rneğ im ize geri dönelim . S ilind ir d u ru m u n d a  
(M x V  ça rp ım  dem eti) a ra  kes itle rim iz  b as itçe , s il in d ir  e tra fın d a  h e r  b ir  l i
fi y a ln ızca  b ir  kez keserek  dönen  eğ rile r o la rak  g ö ste rileb ilir  (Şekil 15.7a). 
D em et y a ln ızca  b ir  çarp ım  uzayı o ld u ğ u n d an  b u n u n la  uyum lu  b iç im de 
h e r  b ir  lifi gerçel doğruya a it yaln ızca  b ir  kopya o la rak  ve b u  neden le  yine 
uyum lu  o la rak  lifle re  gerçel say ı k o o rd in a tla r ı a tay ab ilir iz . H er b ir  lif  ü ze
rindek i 0 k o o rd in a t değeri, " işa re tli n o k ta lar"a  a it, V  v ek tö r uzay ın ın  s ıfır 
ların ı g ö ste ren  s ıfır  b ö lü m ü  n ü n  iz in i sü re r. Genel b ir  a ra  k es it çem ber 
ü zerin d e  (sıfır bö lüm ü ü zerindek i "yükseklik" çem berin  h e r  b ir  n o k ta s ın d a  
fonksiyona a it değer olm ak üzere) gerçel değerli sü rek li b ir  bbb

Ş ek il 15.6 (a) 3  dem etine  a it  b i r  y a ta y  k e s it (ya d a  bölüm ), b irey se l h e r  b ir  lif in  tek il b ir  
n o k ta d a  b u lu ş tu ğ u , B 'd e  JVf'ye a it  sü rek li b i r  g ö rü n tü d ü r, (b) Bu, b ir  fo n k siy o n a  ilişk in  
s ır a d a n  b ir  g ra fik  f ik rin i geneller.

Ş ek il 15.7 S1 ü zerin d ek i b ir  d oğru  d em etin e  il işk in  (ara) b ir  k e s it h e r  b ir  lifi y a ln ızca  b ir  
kez kesip  b ir  kez d o lan an  b ir  d ö n g ü d ü r, (a) S ilind ir: s ıf ır  b ö lü m ü n ü  h iç b ir  y e rd e  kesm e
yen  b ö lü m le r m ev cu ttu r , (b) M öbius dem eti: h e r  b ö lü m  s ıf ır  b ö lü m ü n ü  keser.

fonksiyon  su n a r. A çıktır ki s ıf ır  b ö lü m ü n ü  (S1 üze rindek i yok o lam ayan  
fonksiyonlar) kesm eyen pek çok a ra  k e s it m evcu ttu r. Ö rneğin s ilin d ire  a it,



s ıf ır  b ö lüm üne p a ra le l fa k a t o n u n la  ö rtü şm eyen  b ir  bö lüm  seçebiliriz . Bu, 
çem ber üzerinde  s ıf ır  o lm ayan  sa b it b ir  fonksiyonu  g ö ste rir.

B unun la  b irlik te  B M öbius d em etin i ele a ld ığ ım ızda  iş le r in  o ldukça 
fa rk lı o lduğunu  görürüz. O kuyucu iç in  a r tık  B 'ye a it h e r  a ra  k es itin  s ıf ır  
b ö lü m ü n ü  kesm ek zo ru n d a  o lu şu n u  (Şekil 15.7b) k ab u l etm ek zor o lm am a
lıd ır. (V s ıf ır ı "işaretli"  b ir  vek tö r u zay ı o ld u ğ u n d an  s ıf ır  bö lüm ü  kavram ı 
h â lâ  geçerlid ir.) Önceki d u ru m d a n  b u  n ite lik se l fark lılık , B 'n in  topolojik  
o la rak  M xV 'den  ay rı o lm a zo ru n lu lu ğ u n u  b e lirg in le ş tir ir . B iraz d ah a  ke
s in  olm ak iç in  çeşitli V  lif le rin e  tıp k ı önceki g ib i gerçel say ı k o o rd in a tla r ı 
a tam a y a  b aş lay a b ilir iz  fa k a t çem berin  b ir  n o k ta s ın d a  iş a re tin  "çevrilm ek" 
zo ru n d a  o lu şu n a  ilişk in  b ir  uz laşıy ı ben im sem eye gerek  duyarız , öyleyse 
B 'n in  b ir  a ra  kes iti çem ber üzerinde , çem ber e tra fın d a  d o la ş ıld ığ ın d a  iş a 
re t  d eğ iş tirm esi d ış ın d a  sü rek li o lan  gerçel değerli b ir  fonksiyona k arş ılık  
g e lir .11531

Bu örnek te  a ra  k es itle r  a ile s in in  doğası M öbius dem etin i s ilin d ird en  
a y ır t etm eye y e terlid ir. A ra k e s itle r  a iles in e  ilişk in  b ir  incelem e sık lık la , 
ayn ı M  ta b a n  uzayı ü ze rin d ek i pek çok fa rk lı dem eti a y ır t  etm eye ilişk in  
k u lla n ış lı b ir  yöntem e yol açar. B unun la  b irlik te  M öbius dem eti ve çarp ım  
uzay ı (silindir) a ra s ın d ak i ay rım  dem etlere  ilişk in  b e lirli d iğe r ö rnek ler 
d u ru m u n d ak in d en  b iraz  d a h a  az a ş ırılık ta d ır . Bazen b ir  dem et h iç b ir  a ra  
kes ite  sah ip  olmaz! Ö zellikle önem li ve ü n lü  b ir  örneği göz önüne a la rak  
devam  edelim .

15.4 Clifford demeti

Bu örnek te  b iraz  ciddileşeceğiz! M  ta b a n  uzay ı 2 -b o y u tlu  b ir  S2 k ü resi 
o lm ak ta  ve 3  dem et m a n ifo ld u n u n  S3 b ir  3 -k ü re  o lduğu  o rta y a  ç ıkm ak ta
d ır. V  lifle ri S1 ç e m b erle rd ir  ("1-küreler"). Bu genel o la rak , H einz Hopf, 
1931, ta ra f ın d a n  iş a re t ed ilm iş topolo jik  b ir  o luşum  o la ra k  S3 H o p f lifle
m esi b iç im inde  an ılır . B unun la  b ir lik te  H opf iş lem i açık  b iç im de (tüm  say 
g ısıyla), (11. bölüm den) do stu m u z W illiam  C liffo rd 'a  (1873) a tfe d ile n  "Clif
fo rd  p ara le lle ri"n e  ilişk in  d ah a  erken b ir  geom etrik  o lu şu m a d ayanm ak ta- 
dı. G eom etrik  o la rak  b u  şek ilde  liflenm iş S3'ü  C lifford d e m e ti  o la rak  a d 
lan d ıracağ ım .

C lifford  dem etin i elde e tm en in  en  açık lay ıc ı yo lu  ilk  o la rak  karm aşık  
s a y ıla ra  ilişk in  (w, z)  ç iftle r in in  C2 uzay ın ı ele a lm ak tır. (B urada C2'ye il iş 
k in  ilg ili y ap ı b a s it  o la rak  on u n  2-b o y u tlu  b ir  k a rm aşık  v ek tö r uzay ı o lu 
şu d u r; bkz. §12.9.) B (=  S3) dem et uzayım ız

&  [15.3] Bu argüm anı, ü stte  gösterildiği gibi B’n in  iki yam adan oluşturulm asın ı kullanarak  ay- 
n n tılı  biçim de açıklayın.



\w\2 + \z\2 = 1

denklem iyle ta n ım la n d ığ ı üzere  (§10.1 'in so n u n a  bakın) C2'd e  yerleşm iş 
b u lu n a n  b irim  S3 3 -k ü re  o la ra k  d ü şü n ü lü r . Bu, b ir  3 -k ü re  denklem i o lan  
gerçel u 2 + v 2 + x 2 + y 2 = 1 denklem iyle, w = u  +  iv  ve z  =  x  + iy  ifad e le ri 
w ve z 'n in  kend i gerçel ve sa n a l k ıs ım la rı b iç im inde ifad e le r o lm ak üzere, 
ta n ım la n ır . (Bu, gerçel K artezyen  k o o rd in a tla r  x , y , z 'ye sa h ip  Ö klitçi 3 -  
uzaydak i o lağan  2-k ü rey e  ilişk in  x 2 + y 2 + z 2 = 1 denklem iyle do laysız 
benzerlik ted ir.)  Liflem eyi elde etm ek üzere  o rijinden  geçen k a rm a ş ık  d ü z  
çizg iler  a ile s in i (diğer b ir  dey işle  C2’ye a it 1 -boyu tlu  k a rm a şık  v ek tö r a lt 
uzay larım ) ele alacağız. Bu tü r  h e r  b ir  çizgi

Aw  +  Bz = 0

b iç im indek i b ir  denklem  ta ra fın d a n , A ve  B (ikisi b ir lik te  s ıf ır  olm ayan) 
k a rm a şık  sa y ıla r  olm ak üzere, v erilir. Bu çizgi, 1 -k arm aş ık  b o y u tlu  b ir  
vek tö r uzay ı o la rak  k arm aşık  düzlem in  b ir  k o p y as ıd ır  ve S3'le, o düzlem 
deki b irim  çem ber o la rak  d üşüneb ileceğ im iz  b ir  S1 çem beri iç inde b u lu şu r  
(Şekil 15.8). Bu çem berle r b iz im  V = S1 lifle rim izd ir. F ark lı ç izg iler y a ln ız 
ca o rijinde b u lu şu r , o h a ld e  ay rı h iç b ir  iki S1 o r tak  b ir  n o k tay a  sa h ip  o la 
m az. Bu ned en le  bu  S1 a iles i a s lın d a  S3'e dem et y ap ıs ın ı veren  lif le ri o lu ş 
tu ru r.

T ab an  u zay ı M  ned ir? A çıktır ki A ve fi'n in  ik is in i de ayn ı s ıf ır  o lm a
yan  k arm aşık  say ıy la  ça rp a rsa k  ayn ı Aw + Bz = 0 d o ğ ru su n u  elde ederiz, 
öyleyse d o ğ ru la n  b irb ir in d e n  a y ır t eden  gerçek ten  A ■■ B o ran ıd ır. A ya da 
B 'den  b ir i s ıf ır  o la b ilir  fak a t ayn ı a n d a  ik is i de olam az. Bu tü r  o ra n la rın  
uzay ı §8 .3 'te b e lli b ir  u zak lık ta  o la rak  ta n ım la n d ığ ı üzere R iem a n rı k ü re 
sidir. Bu ned en le  dem etim ize a i t  M  ta b a n  uzay ın ı b u  S2 R iem ann  k ü resi 
o la rak  tan ım lam ak  d u rum unday ız . Böylece S3'ü n  S2 ü ze rindek i b ir  S1 d e 
m eti o la rak  değ erlen d irileb ild iğ in i gö rü rüz . (Demet, ta b a n  uzay ı ve lifin  
tü m ü n ü n  kü re  o lm asına  gerek d u y a rsa k  b u  tü rd ek i b ir  b ağ ın tıy ı d iğe r b o 
y u tla r  iç in  bekleyem eyiz. B unun la  b ir lik te  ü s ttek i a rg ü m a n d a  k arm aşık  
sa y ıla r  w ve z 'n in  y erle rin i dö rdey le rle  değ iş tirm ek  yo luy la (özenle) elde 
ed ileb ild iğ i g ib i, S7'n in  gerçek ten  S4 üze rindek i b ir  S3 dem eti o la ra k  g ö rü 
leb ild iğ i o rtay a  ç ık ar ;115-41 ay rıca . S15, S8 ü ze rindek i b ir  S7 dem eti o la rak , w 
ve z 'n in  y erle ri ş im d i ok to n y o n la rla  (bkz. § 11.2 ve §16.2) değ iş tirilm ek  
üzere, değerlend irileb ilir; fa k a t b u  h e rh a n g i d ah a  yüksek  b o y u tlu  b ir  küre 
iç in  iş lem ez .7

®  [15.4] Bu argüm anı uygulayın. S15 durum unun nasıl yapıldığını görebiliyor musunuz?
7 Bkz. Adams ve Atiyah, 1966.



Ş ek il 15.8 C liffo rd  dem eti. |ıv |2 +  |z |2 =  l ' l e  verilen  ® =  S3 3 -k ü re s in i içe ren  (w ,z )  k oo r
d in a ttı  C2'yi a lın . H er b ir  V  =  S1 lifi o r ijin d en  geçen  k a rm a ş ık  b i r  düz A w  + B z  = 0 d o ğ ru 
su  (C2'ye a i t  1 -b o y u tlu  k a rm a ş ık  v ek tö r  a l t  uzay ları) iç indek i b ir im  ç e m b e rd ir  ve  A ■■ B 
o ra n ıy la  b e lir le n ir . Bu tü r  o ra n la r ın  S2 R iem an n  k ü res i B ta b a n  u zay ıd ır .

C lifford  paralelleri o la rak  ad lan d ır ıla n , S3'tek i b u  çem ber a iles i özel
lik le ilg inç tir. Büyük çem berle r o lan  çem berle r b a ş la n g ıç ta n  itib a re n  ("pa
ra le lle r"  b iç im inde a d la n d ır ılm a la rın ın  neden i olarak) ayn ı u za k lık ta  k a la 
rak  b irb ir le r i e tra fın d a  b ü k ü lü rle r. Ç em berlerin  h e rh a n g i ik is i b ağ lan ır , 
böylece (eş kü rese l olm ayıp) çarp ık tırlar. Ö klitçi 3 -u za y d a  (eş düzlem sel 
olm ayıp) ça rp ık  o lan  düz çizg iler, so n su za  doğru  ile rled ik le rin d e  b irb ir le 
r in d e n  g ittikçe  d ah a  da u zak  h a le  gelm e özelliğ ine sa h ip tir . B unun la  b i r 
lik te  3 -k ü re  p o z itif  eğriliğe sa h ip tir , S3'te  jeo d ez ile r o lan  C lifford  çem ber
le ri, §14.5 'te ele a lm an  jeodezik  sa p m a e tk is i u y arın c a  b irb ir in e  k a rş ı d e n 
geleyici b ir  bükü lm e eğ ilim ine s a h ip tir  [bkz. Şekil 14.12). Bu iki etki C lif
fo rd  p a ra le lle r i d u ru m u n d a  b irb ir le r in i ta m  an lam ıy la  dengeler; bkz. Şekil
15.9. C lifford  p a ra le lle r i a ile s in in  b ir  resm in i elde etm ek ü zere  S3' kendi 
"güney k u tb u "n d an  s te reo g ra fik  o la rak  ek v a to ra l b ir  Ö klitçi 3 -uzaya, 
§8 .3 'tek i R iem ann k ü resi ça lışm am ızd a  ben im sed iğ im iz  S2'n in  Ö klitçi d ü z 
lem e ilg ili s te reo g rafik  y an s ıtm a s ıy la  tam  b ir  benzeşm e iç inde  (bkz. Şekil 
8.7) y a n s ıta b ilir iz . S2'y le ilg ili s te reo g rafik  y an s ıtm a d a  o lduğu  g ib i S3'tek i 
çem berle r b u  y an s ıtm a  a ltın d a  Ö klitçi 3 -u zay a  d ö n ü ş tü rü lü r . Y ansıtılm ış 
C lifford  çem berleri a iles i iç in  Şekil 33.15'e bak ın . Bu düzenlem e bu rg aç  
k u ram ın d a  yen i u fu k la r açan  b ir  önem e sa h ip ti .8 İlg ili geom etri §33.6 'da 
aç ık lanacak .

* Bkz. Penrose, 1987; Penrose ve Rindler, 1986.



Ü stte  bu  b e lirli (Clifford) dem etin  a s lın d a  h iç b ir  a ra  kes ite  sa h ip  o lm a
d ığ ın ı ile ri sü rd ü m . Bunu n as ıl an lam alıy ız?  tik  o la rak  C lifford  d em etin 
deki bü k ü m ü n  varlığ ın ı, çem ber lif le rin in  çem bere ilişk in  döndürm elerle  
(0(2) g ru b u  ya da eşdeğer o la rak  U(l), bkz. a lış tırm a  [13.59]) verilen  kesin  
b ir  sim etriye  sa h ip  o luşu  gerçeğine bo rç lu  o lduğu  b e lir tilm e lid ir. Bu lif le 
rin  h e r  b ir in i b e lir li b iç im de verilm iş b ir  çem berle , ö rneğ in  k a rm aşık  C 
düzlem indek i b irim  çem berle , sap tay am ay ız . Y apabilseydik , b u n a  uygun  
o la rak  çem ber üzerinde  b e lirli b ir  n o k ta  seçerd ik  (örn. (C'deki b irim  çem 
b e r üzerindek i 1 noktası) ve bu  yo lla  C lifford  dem etin in  b ir  a ra  k es itin i e l
de ederdik . Ara k es itle rin  v a r  o lm ay ışla rı m eydana g e leb ilir  çünkü  Clif
fo rd  çem berleri C 'deki b irim  çem ber üzerin d e  yaln ızca  m ode llenm iştir, 
o n u n la  sa p tan m am ış tır .

E lbe tte  b u  kend i iç inde b ize C lifford dem etin in  n iç in  h iç b ir  sü rek li a ra  
k es ite  sa h ip  o lm ad ığ ın ı söylem ez. Bunu an lam ak  üzere C lifford dem etine 
b aşk a  b ir  yo lla  bakm ak  y a ra rlı o lacak tır. A slında S3 kü rem izin  h e r  b ir  
n o k ta s ın ın . S2'ye, n o k ta la rın ın  b ir in d e  b irim  u zu n lu k ta  b ir  "spinör" ta n 
ja n t  o lan  vek tö r o larak  yo rum lanab ileceğ i açığa ç ık a r .115 51 §11 .3 'ten  sp in ö r 
b ir  nesn en in , 2n  k a d a r  tüm üyle  d ö n d ü rü ld ü ğ ü n d e  o rijina l h a lin in  n e g a ti
fine  dönüşen  b ir  n icelik  o lduğunu  an ım say ın . Y ukarıdak i ifade u y arın ca  
B (=  S3) dem etim iz in  b ir  a ra  kes iti, > f (=  S2) üzerindek i bu  tü r  sp in ö r b i
rim  vek tö rlere  ilişk in  b ir  sü rek li a lan ı tem sil eder. Sz ü zerin d e  s ıra d a n  b i
rim  ta n ja n t vek tö rleriy le  ilg ili h iç b ir  ev rensel sü rek li a lan  bu lu n m ad ığ ı 
a r tık  iyi b ilin en  topolojik  b ir  gerçek tir. (Bu b ir  "küresel köpeğin" sa ç ın ı t a 
ram a  so ru n u d u r! S açların  tü m  küre  boyunca sü rek li b ir  b iç im de düz d u r 
m ası o lanaksızd ır.) Bu yön leri "spinör" h a le  getirm ek  a ç ık tır  ki yard ım cı 
olm az, böylece b irim  sp in ö r ta n ja n t v ek tö rle rine  ilişk in  h iç b ir  ev rensel

Ş ek il 15.9 (a) Ö klitçi 3 -u z a y d a  ça rp ık  düz  çizg iler ile rled ikçe , b irb ir le r in d e n  g it  g ide a r 
ta n  şek ild e  u zak la ş ır , (b) S3'te  p o z itif  eğrilik , jeo d ez ile ri (büyük çem berler) b irb ir in e  doğ
ru  dengeley ic i b i r  bükm e eğilim i (jeodezik sa p m a  yoluyla; bkz. Şekil 14.12) su n a r. C liffo rd  
p a ra le lle r i  iç in  dengelem e m u tlak tır .

(a) (b)



sü rek li a lan  da v a r  olam az. B undan  dolay ı B(=  S3) dem etim iz h içb ir  a ra  
kes ite  sa h ip  değ ild ir.

Bu ö rnek ten  k azan ılacak  o ldukça faz la  şey m evcut o ldu ğ u n d an , du rum  
b iraz  d ah a  ta rtış ılm a y ı hak  ediyor. îlk  o larak , y u k arıd a  aç ık lan an  C lifford 
dem etin i hafifçe  d eğ iş tire rek  elde ed ilen  S2'ye ta n ja n t b irim  vek tö rlerle  i l
g ili gerçek B' dem etin i elde edeb iliriz . H erhang i b ir  b irim  ta n ja n t vek tör 
sp in ö r b ir  nesn e  o la rak  (biri d iğ e rin in  "n e g a tif 'i olan) y a ln ızca  ik i g ö rü n ü 
m e sa h ip  o lduğundan , sp in ö r v ek tö rd en  o lağan  vektöre geçm ek is tiy o rsak  
b u  ik is in i tan ım lam alıy ız . B unun B (=  S3) C lifford dem eti b iç im indek i a n 
lam ı, S2'ye b irim  vek tö rle rin  B' dem etine ilişk in  tek il b ir  n o k ta 9 elde etm ek 
iç in  S3'e  a it ik i n o k ta  ta n ım la n m a lıd ır . T an ım lan m ası gereken  S3'e a it n o k 
ta  ç iftle ri b u  3 -k ü re  üzerindek i an tip o d a l n o k ta la rd ır . Bkz. Şekil 15.10. 
B "n ü n  lifle ri h â lâ  çem berd ir. Bu y a ln ızca  B (=  S3) 'e  a i t  h e r  b ir  çem berlifin  
B "ne a it h e r b ir  çem ber lif  "e tra f ın d a  ik i kez do lanm ası"d ır. B "n ü n  h e r  b ir  
n o k ta s ı a r tık  S2'ye a i t  b ir  nok tay ı, o n o k tad ak i b irim  ta n ja n t vek törüyle 
b ir lik te  g ö ste rir. Gerçekte B ' uzay ı topolojik  o la rak  §12.1'd e  k a rş ıla ş t ığ ı
m ız ve Ö klitçi 3 -u zay d ak i b ir  n esn en in  fa rk lı u zam sa l yönelim le rin i (§ 
11.3 'te ele a lm an  k itap  gibi) tem sil eden  32 u zay ıy la  ö zd eştir. Bu durum , 
"nesne"m izi, kendi n o k ta la r ın d a n  b ir in d e  üzerin d e  b ir  okla (birim  ta n ja n t 
vektörü) işa re tle n m iş  S2 k ü res i o la rak  düşü n d ü ğ ü m ü zd e b e lirg in leş ir. Bu 
işa re tli  ok k ü ren in  u zam sa l yönelim in i tüm üyle  sab itleyecek tir.

Ş ek il 15.10 S3'e  a i t  a n tip o d a l n o k ta la r  tan ım lan m ak  üzere , C liffo rd  d e m e tin in  h a fifçe  d e 
ğ iş tir ilm e siy le  elde  ed ilen  S2'ye ta n ja n t  b ir im  v ek tö rle rin  B ' dem eti. Bu ta n ım la m a  o l
m ak sız ın  S3'ü  S2'ye ta n ja n t  o lan  sp in ö r  v ek tö rle rin  B (Clifford) dem eti o la rak  elde ederiz. 
B " n ü n  lifle r i h â lâ  çem b erd ir  fa k a t  B 'ye a i t  h e r  b ir  çem ber l i f  B "n e  a i t  h e r  b ir  çem ber lif 
e tra f ın d a  iki kez do lan ır.

9 B, Br!nün  örten  uzay ıd ır deriz. Gerçekte B, $  'nün  evrensel örten uzayı olarak adlandırılan  
şeydir. Basitçe bağlı olduğundan daha fazla örtülemez.



15.5 Karmaşık vektör demetleri, (ko)tanjant demetler

C lifford  dem eti (ve ay rıca  S') a rd ın d a k i f ik rin  h a f if  g en iş le tilm esi bize 
k a rm a ş ık  ve k tö r  d em e tin e  ilişk in , b u  d u ru m d a  Bc o la rak  (ya da b u n a  b a ğ 
lı o la rak  B 'c) ad lan d ıracağ ım  güzel b ir  ö rnek verir. Ax + By  =  0 d o ğ ru la rı
n ın  h e r  b ir i 1 -boyu tlu  b ir  k a rm a şık  vek tö r uzay ıd ır. (Tüm doğru , tek il b ir  
(w, z) v ek tö rü n ü n  A k arm aşık  say ıs ı k a tla r ı a iles inden , ça rp ım  so n u cu n d a  
(w, z) (Aw, Az) o lm ak üzere, oluşur.) Bu k arm a şık  1 -uzay  v ek tö rü n ü  a r tık  V  
lifim iz o la rak  d ü şü n ü rü z . S2 R iem ann k ü resi tıp k ı önceki g ib i M  ta b a n  
uzay ım ızd ır.

B unun la b irlik te  doğru  k arm a şık  vek tö r dem eti B c'y i elde etm ek üzere 
yapm am ız gereken b ir  şey d ah a  var. C2'de tü m ü  o rtak  şekilde (0,0) o rijin i
ne sah ip  fa rk lı lif le r ay rık  değ ild ir. Bu neden le  Bc elde etm ek için , o rijin i 
R iem ann k ü res in in  b ü tü n ü n ü n  (CP1; bkz. §15.6) b ir  kopyasıy la  y e r d e ğ iş ti
re rek  C2'y i değ iştirm ek  zorunday ız, böylece tek  b ir  s ıf ıra  sa h ip  olm ak y e
rin e  h e r  b ir i b ir  life k a rş ılık  gelen ve dem etin  s ıfır  ke sitin i v eren  tü m  R i
em ann  k ü res i değerinde s ıf ır la ra  sa h ip  o luruz (bkz. Şekil 15.11). Bu işlem e 
(cebirsel geom etri, karm aşık  m an ifo ld  ku ram ı, sicim  kuram ı, b u rg aç  k u ra 
m ı ve pek  çok d iğer a lan d a  önem li b ir  f ik ir  olan) C2'n in  o rijin in i p a tla t
m a k  den ir. L ifler üzerindek i s ıf ır la ra  iz in  v erild iğ ine  göre a r tık  B 'ye a it 
sü rek li a ra  k es itle r  v a r  olur. Bu a ra  k es itle rin  S2 üze rindek i sp in ö r  a la n la 
r ım  g ö s te rd ik le ri o rtay a  çıkar. S2'ye a i t  b ir  n o k ta d a  b u lu n a n  b ir  "spinör" 
y a ln ızca  S2'ye a it b ir  n o k tad ak i "sp in ö r b irim  ta n ja n t vektörü" o la rak  res- 
m ed ilm em elid ir, ay rıca  vek tö r a r tık  p o z itif  b ir  gerçel say ı a rac ılığ ıy la  "yu
k arıy a  ve aşağ ıy a  ö lçek lend irileb ilir"  ya da s ıf ır  o lm asına  iz in  verilir. 
S2'ye a i t  b ir  n o k tad ak i o lası bu  tü r  "sp inörler"in  b ize 2 -k arm aş ık  boyu tlu  
v ek tö r u zay ın ı su n d u ğ u  g ö s te rile b ilir .10,115 61

Tüm  B c dem eti k a rm aşık  (diğer b ir  dey işle  holom orfik) b ir  yap ıd ır; a s 
lın d a  bu , k a rm a şık  doğru  dem eti o la rak  a d la n d ır ılır  çünkü  lif le r  1-k a rm a- 
şık  b o y u tlu  d o ğ ru lard ır . Bu holom orfik  b ir  n esn ed ir  çünkü  o lu şum u  tü 
m üyle ho lom orfik  k av ram lar b iç im inde  v e r ilir .11571 Özelde, ta b a n  uzayı 
k a rm a şık  b ir  eğ rid ir, R iem ann k ü res i (bkz. §8.3) ve lif le r  1 -b o y u tlu  k a rm a 
şık  vek tö r u zay la rıd ır. Bu neden le  ay rıca  b u ra d a  ilg ili b aşk a  b ir  a ra  k es it 
kav ram ı d a  m evcu ttu r; ho lo m o rfik  a ra  kesit. H olom orfik  a ra  k e s it kend isi 
de dem etin  b ir  a lt m an ifo ldu  o lan  k arm aşık  b ir  dem ete a it (kısaca yerel 
o la rak  ho lom orfik  denklem lerle  v erilen  an lam ın a  gelen) b ir  a ra  k es ittir .

10 2-spinörlere ilişkin bu geometrik açıklam a biraz ayrın tılı olarak Penrose ve Rindler, 1984, 
bölüm  l ’de tartış ılır.

f© [15.6] Bu tü r  her spinör alan niçin S2,n in  en az b ir  noktasında sıfır değerini alır.
[15.7] Bunu ayrın tısıy la açıklayın.



Ş ek il 15.11 Y alnızca b ir im  çem b erin i a lm ak  y erine  tü m  A x  +  B y  =  O d o ğ ru su n u  a la ra k , V 
lifi a r tık  k a rm a şık  b ir  1 -b o y u tlu  v ek tö r uzay ı o lm ak üzere  k a rm aşık  Bc doğru  dem etin in  
b ir  ö rn eğ in i e lde ederiz . S2 =  CP1 (ayrıca b ir  k a rm aşık  m an ifo ld  o lan; bkz. §8.3, §15.6) Ri- 
em an n  k ü res i h â lâ  M  ta b a n  u zay ıd ır. F ark lı lifle r i ay rık  y ap m ak  ü ze re  (0 ,0 )  o rijin in i, Ri- 
em an n  k ü re s in in  tü m ü y le  y e r  d e ğ iş tire re k  b ize  R iem an n  k ü re s i d eğ erin d e  s ıf ır la r  verecek 
şek ilde  p a tla tm a m ız  gerekir.

B azen k arm aşık  b ir  doğ ru  dem eti d u ru m u n d a  bu  tü r  b ir  a ra  k es it ta b a n  
u zay ı üzerindek i b ü k ü lü  b ir  ho lom orfik  fonksiyon  o la rak  ad lan d ır ılır. Bu 
tü r  şey ler sa f  m a tem atiğ in  ve m a tem atik se l fiziğ in  pek çok a lan ın d a  d ik 
k a te  değer önem e s a h ip tir .11 A yrıca bu rg aç  k u ram ın d a  d a  b e lir li b ir  ro l oy
n a r la r  (bkz. §33.8). H olom orfik  k es itle r  sık ıca kon tro l ed ilen  önem li b ir  a i
leyi o lu ş tu ru r . B c d u ru m u n d a  s ıfır  k e s itin d en  b aşk ac a  h iç b ir  (evrensel) 
ho lom orfik  k es itin  b u lu n m a d ığ ı (diğer b ir  dey işle h e r  yerde  s ıf ır  olduğu) 
o rtay a  çıkar.

Bu o lu şum un  (B 'den 2 " n e  geç işin  k arş ılığ ı olan) küçük  b ir  değişim iyle 
S2 ü ze rin d e  sp in ö r a la n la r  yerine  vek tö r a la n la r  elde ederiz. Uygun B '€ de
m e ti y ine k arm aşık  b ir  v ek tö r dem eti o la rak  y o ru m lan ab ilir; gerçek te b u n a

11 Örneğin §9.5'te (gerçel değişkenli) fonksiyonların (kuantum alan  kuram ı için yaşam sal olan) 
pozitif ve negatif frekans kısım larına ayrılm ası holom orfik fonksiyonlara yapılan genişle
m eler şeklinde incelenm işti fakat okuyucu sab it fonksiyonlara ilişkin belirli b ir tuhaflığı 
anım sayabilir. Bu konu, bun ların  bükülü holomorfik fonksiyonlar olm alarına ve §§33.8, 
10'daki burgaç kuram ıyla ilintilendirilm elerine izin verdiğimizde büyük oranda aydınlana
caktır.



Ş ek il 15.12 (a) Genel b ir  M  m an ifo ld u y la  ilg ili o larak , T(JVf) ta n ja n t  d em etin in  h e r  b ir  
n o k ta s ı JVf'nin b ir  n o k ta s ın ı M 'y e  o ra d a  ta n ja n t  o lan  b ir  vek tö rle  g ö ste rir . T(JVf)'nin b ir  
a ra  k e s iti M  üzerin d ek i b ir  v ek tö r a la n ın ı g ö ste rir , (b) T '(.Af) k o ta n ja n t v ek tö rü  de b u n a  
b en ze r fa k a t  v ek tö rle r yerine  kov ek tö rle rle  b irlik te . K o tan jan t dem etle ri h e r  zam an  s im p 
lek tik  m an ifo ld la rd ır .

Bc v ek tö r dem etin in  ka re  si den ir. B^'yle aynı b iç im de o lu ş tu ru lu r , yaln ız  
a r tık  h e r  b ir  (w ,z) n o k ta s ın ı kend i "an tipodal" ( -w , - z )  nok tasıy la , 
(w ,z) 'n in  karm aşık  X say ıs ıy la  ça rp ım ı a r tık  ((Aw,Az) yerine) 
(Xl^2w, A1^2z)'y le  verilm ek üzere, belirleriz .

Bu bö lüm ü b itirm ek  üzere, B 'c dem etin in  gerçel te rim le rle  S2'ye a it 
T(S2) ta n ja n t d e m e ti  denen  şey o la rak  yen iden  y o ru m lan ab ild iğ im  b e l ir t
m eliyim . Genel b ir  M  m an ifo ld u n a  ilişk in  T (M )  ta n ja n t dem eti, n o k ta la 
r ın d a n  h e r  b ir i J tf 'n in  b ir  n o k ta s ın ı M 'y e  o n o k tad a  ta n ja n t o lan  b ir  vek
tö rle  g ö ste ren  uzayd ır. Bkz. Şekil 15.12a.11581 T (> f) 'n in  b ir  a ra  k es iti M  
ü ze rindek i b ir  vek tö r a lan ın ı g ö ste rir. B ir M  m an ifo ldunun , n o k ta la rın ın

®  [15.8] S2 üzerinde gerçel b ir  dem et olarak  yorum lanan S 'c'n in  aslında r (S 2)'yle aynı olduğu- 
nu gösterin. İpucu: A lıştırm a [15.5]'i yeniden inceleyin.



h e r  b ir i > f 'n in  b ir  n o k ta s ın ı o nok tad ak i b ir  ko vek tö rle  g ö ste ren  (Şekil 
15.12b) T* (M ) ko tarıjarıt d e m e ti  belk i de d a h a  b ü y ü k  fiziki önem e sah ip  
b ir  kav ram dır. 20. bö lüm de b u  f ik irle rin  önem iyle ilg iy i b ir  şeye k ısacık  
b ir  b ak ış  atacağ ız . T*(>f)'ye a it a ra  k es itle r  M  ü ze rin d ek i kovek tö r a la n la 
r ın ı göste rir. K o tan jan t d em etle rin in  h e r  zam an , k la sik  m ekanikle ilg ili 
d ikkate  değer b ir  gerçek o lan  s im plek tik  m a n ifo ld la r  (bkz. §14.9, §§20.2, 4) 
o lduğu  açığa çıkar. A yrıca b u n a  bağ lı o la rak  ç e ş itli tü rd e k i te n sö r  dem et
le rin i de ta n ım lay ab ilir iz . B ir te n sö r a lan ı b u  tü r  b ir  dem ete a it b ir  a ra  k e
s i t  o la rak  y o ru m lan ab ilir.

15.6 tzdüşümsel uzaylar

Genel b ir  v ek tö r uzay ıy la  ilg ili önem li b aşk a  b ir  k av ram  da izd ü şü m se l  
u z a y  kav ram ıd ır. V ektör u zay ın ın  k en d isi izd ü şü m se l uzay  üzerinde "ne
redeyse" b ir  d em ettir. V ektör uzay ın ın  o rijin in i a y ırırsa k  böylece iz d ü 
şüm sel uzay  üzerin d e , l if  o rijin i ç ıkarılm ış b ir  doğru  olm ak üzere b ir  d e 
m et elde ederiz; a l te rn a t if  o la rak  ü s tte  §15 .5 'te  ve rilen  b e lirli Bc ö rneğ in 
deki g ib i vek tö r u zay ın ın  o rijin in i "p a tla tab iliriz" . (Buna b ira z d a n  dönece
ğiz.) tzd ü şü m se l u za y la r  m a tem atik te  d ikkate değer b ir  önem e ve k u an tu m  
m ekan iğ in in  g eo m etris in d e  (bkz. §21.9 ve §22.9) ve ay rıca  b u rg aç  k u ra 
m ın d a  (§33.5) da oynayacak  b e lir li b ir  ro le  sa h ip tir . O ha lde  bu  u zay la r 
üzerine  b u ra d a  k ısaca  yorum  yapm am  uygun  olur.

tzd ü şü m se l u zay  fik ri o rijina l o la rak , ö k litç i geom etri b ağ lam ın d a  
a lınm ak  üzere, çizim  ve resim  yap m ad ak i p e rsp e k tif  ç a lışm as ın d an  gelir 
gö rünm ekted ir. Ö klitçi düzlem de iki ay rık  d o ğ ru n u n  p a ra le l o lm adıkça 
h e r  zam an  k es iş tiğ in i an ım say ın . B unun la b irlik te  düşey  b ir  k ağ ıt p a rç a s ı 
üze rine  y a tay  b ir  düzlem de (düz b ir  yo la a i t  s ın ır la r  diyelim ) b izden  u zak 
la şa n  b ir  çift p a ra le l doğru  çizersek , çizim deki d o ğ ru la r  u fu k tak i b ir  "yok 
olm a n o k ta sı"n d a  k e s iş ir  g ö rü n ü r (bkz. Şekil 15.13). tz d ü şü m se l geom etri 
bu  yok olan  n o k ta la r ı, "sonsuzdak i n o k ta la r ''ı p a ra le l d o ğ ru la rın  b u  ek 
n o k ta la rd a  k es işm elerin e  o lanak  sağ lay an  Ö klitçi düzlem e eklem ek yo luy
la  cidd iye alır.

O lağan Ö klitçi 3 -u zay d ak i d o ğ ru la r hakk ında, ifad e  edilm esi, p a ra le l 
d o ğ ru la rla  ilg ili is t is n a la r  y ap ılm a sı zo ru n lu lu ğ u  neden iy le  tu h a f  o lan  
pek çok teorem  m ev cu ttu r. Şekil 15.14'te kayda değer ik i örneği, d iğer b ir  
dey işle  P appos te o re m i12 (MÖ 3. yüzyıl so n la rın d a  bu lundu) ve D esargues 
teo rem in i (1636'da b u lundu) gösterd im . H er iki d u ru m d a  da ("zıt" b iç im de

12 Latince versiyon "Pappus" b ir  biçim de daha genel olm asına rağm en bu rada Yunanca yazımı 
kullanıyorum .



Ş ek il 15.13 îz d ü şü m se l g eom etri "so n su zd ak i n o k ta la n " , p a ra le l d o ğ ru la rın  o rad a  k e s iş 
m esin e  o lan ak  sa ğ lay a ra k  Ö klitçi düzlem e b ağ la r . S an a tç ın ın  d ik  b ir  tu v a le  çiz ilen  re s 
m in d e  k e n d is in d e n  u zak la şan  b ir  ç if t y a ta y  p a ra le l doğru , y a ta y  düz b ir  y o lun  s ın ır la r ı, 
u fu k tak i b ir  "yok o lm a n o k tas ı"n d a  k e s iş ir  g ö rü n ü r.

Ş ek il 15.14 D üzlem  izd ü şü m se l g eo m etris in e  ilişk in  iki ü n lü  teo rem in  düzen i: (a) 9 çizgi 
ve işa re tle n m iş  9 n o k ta lı P appos teo rem i ve (b) 10 çizgi ve işa re tle n m iş  10 n o k ta lı D esar- 
gues teo rem i. Sav h e r  b ir  d u ru m d a , iş a re tli  n o k ta la r ın  b ir i b ir  çizgi ü ç lü sü n ü n  kesişim  
n o k ta s ı o ld u ğ u n d a  geri k a la n  işa re tli  n o k ta la r ın  da  b u  şek ilde  o lacağ ıd ır.

ifade  ettiğim ) teorem , d iy ag ram d a  b e lir tile n  tü m  düz çizg iler (Pappos iç in  
9, D esargues iç in  10), s iyah  n o k ta la r la  (P appos'unk inde tü m ü  9, D esargu- 
es 'in k in d e  tü m ü  10 ad e t o lan  s iy ah  n o k ta  m evcu t olm ak üzere) iş a re tle n 
m iş n o k ta la rd a n  b ir i d ış ın d a  tü m ü n d e  ü ç lü le r h a lin d e  k es iş iy o rsa  bu  d u 
ru m d a  k a lan  s iy ah  n o k tad a  k e s iş ir  b iç im de b e lir tile n  çizgi ü ç lü le rin in  o r
ta k  b ir  n o k tay a  sah ip  o lduğunu  ile ri sü re r. B unun la  b irlik te , bu  b iç im de 
b e lir tile n  teo rem le r yaln ızca  k a rş ılık lı o la rak  para le l b ir  çizgi ü ç lü sü  o r



ta k  b ir  nok taya , d iğer b ir  dey işle  b ir  "sonsuzda nok ta"ya sa h ip  k ab u l ed i
lirse  doğ ru d u r. Bu y o ru m la  ç izg iler p a ra le lse  teo rem le r doğru  olur. Ayrıca 
ç izg ilerden  b ir i tüm üy le  so n su z d a  k a lsa  d a  doğru  o lu rla r. Bu neden le  Pap- 
pos ve D esargues teo rem le ri izd ü şü m se l geom etride  Ö klitçi geom etriden  
d a h a  uygun  teo rem lerd ir.

7i-b o y u tlu  b ir  izd ü şü m se l P” uzay ın ı n a s ıl o lu ştu ru z?  En k es tirm e  yol 
(n  +  l ) -b o y u tlu  b ir  V "+1 v ek tö r uzay ı a lm ak  ve P n uzay ım ızı V "+ “'in  1-bo- 
y u tlu  vek tö r a lt u za y la rın ın  uzay ı o la rak  değerlend irm ek tir. (Bu 1 -boyu tlu  
vek tö r a lt u zay la rı V" + "'in o rijin in d en  geçen doğ ru lard ır.)  Pn 'deki (kendisi 
P ^ e  b ir  ö rnek  olan) düz b ir  doğru  V "+ *'e a i t  2 -b o y u tlu  (orijinden  geçen b ir  
düzlem ) b ir  a lt uzay  ta ra fın d a n , P " 'y e  a it eşd o ğ ru sa l n o k ta la r  b u  tü r  b ir  
düzlem de b u lu n a n  d o ğ ru la r  o la rak  o rtay a  çıkm ak üzere , v e rilir  (Şekil 
15.15). Ayrıca Pn'ye a i t  d a h a  yüksek  b o y u tlu  düz a lt u z a y la r  da, b u n la r  
Pn 'de içerilm iş P r izd ü şü m se l u za y la rı olm ak üzere ( r  <  n), m evcu ttu r. 
H er b ir  P r , Vn + ‘'in  ( r  +  l) -b o y u t lu  b ir  vek tö r a lt uzay ıd ır.

Bu o lu ş tu rm a  (n =  2) resim li göste rim dek i p e rsp e k tif  iş lem lerin i b i 
çim lend irir; sa n a tç ın ın  gözünü  V3 v ek tö r u zay ın ın  O o rijin inde  k o n u m lan 
m ış o la rak  ele a lab ild iğ im iz  iç in  b u  uzay  sa n a tç ın ın  Ö klitçi 3 -u zay  o r ta 
m ıd ır. O 'dan  geçen b ir  ış ık  ış ın ı (san a tç ın ın  gözü), sa n a tç ı ta ra f ın d a n  tek il 
b ir  n o k ta  o la rak  gözlenir. Bu neden le  sa n a tç ın ın , b u  tü r  ış ık  ış ın la rın ın  
b ü tü n lü ğ ü  o larak  k ab u l ed ilen  "görüş alanı" izd ü şü m se l b ir  P 2 düzlem i 
o la rak  d ü şü n ü le b ilir  . (Şekil 15.15'e yen iden  bakın.) U zayda, sa n a tç ın ın  a l
g ılad ığ ı (O 'dan geçmeyen) h e rh a n g i b ir  düz çizgi, P 2'd e  ü s tte  verilen  b ir  
"düz çizgi" tan ım ı u y arın ca , o çizgiyi O 'ya b ir le ş tire n  düzlem e k a rş ılık  ge
lir.

S an atç ın ın  a lg ılan an  sa h n en in  ta m  b ir  resm in i (O 'dan geçm eyen) b e lir 
li b ir  düz düzlem le ö r tü şe n  b ir  tu v a le  ç izd iğ in i d ü şü n ü n . Bu tü r  h erh an g i 
b ir  düzlem  tü m  P 2'n in  y a ln ızca  b ir  k ısm ın ı y ak a lay acak tır . K endisine p a 
ra le l o lan  ış ık  ış ın la r ın ı kesin lik le  kesm eyecektir. Yine de b u  tü r  çeşitli 
düz lem ler P 2'n in  tü m ü n ü  ö rten  uyg u n  b ir  "yam a işi" sa ğ lay a ca k tır  (üçü 
y e te rli o lu r )13,115 9]. Bu tü r  b ir  düzlem deki p a ra le l d o ğ ru la r  b irb ir le r in d e k i 
o rtak  b ir  y o k  o lm a n o k ta s ın a  sa h ip  d o ğ ru la r o la rak  gösterilecek .

13 Sanatçının görüş alanının P2 yerine daha uygun olarak b ir  S2 küresi olduğunu düşünm e ko
num unu, O 'dan geçen yönlendirilm iş ışık ışın larım , m etin  içinde (üstü kapalı olarakl kullan
dığım yönlendirilm em iş o lanlar yerine sanatçın ın  görüş alanı olarak  kabul edeceğimiz şe
kilde kabul etmek m antıksız olmaz. Küre izdüşüm sel düzlem in yalnızca iki katlı b ir  ö rtü sü 
dür ve bunda b ir "geometri" sağlarken tek  tehlike, bu m etinde, "doğru" çiftlerin in  (diğer b ir 
deyişle büyük çemberlerin) tekil nok talar yerine nokta çiftleri olarak kesişm esidir. Sanatçı
S2 küresini örtmek üzere üç yerine dört tuvale gerek duyar.

( f î  [15.9] Bunun nasıl yapıldığını açıklayın. İpucu: Kartezyen (x, y, z) koordinatların ı düşünün. 
Bir seferde ikisini, tuvali bu  bü tünlüğe üçüncü kümeyle verilm iş şekilde düşünerek ele alın.



Ş ek il 15.15 n -b o y u tlu  b ir  izd ü şü m se l P" u zay ım  o lu ş tu rm a k  üzere  (n  +  l ) -b o y u t lu  b ir  V" 
* ' v ek tö r uzay ı a lın  ve P n’yi V" * ' 'in  1 -b o y u tlu  v ek tö r a l t  u z a y la r ın ın  (V" ♦ ‘'in  o rijin in d en  
geçen d oğru lar) uzay ı o la rak  d eğ e rlen d irin . P " 'd ek i düz  b ir  d o ğ ru  V" * ‘'e  a i t  2 -b o y u tlu  
(o rijinden  geçen b ir  düzlem ) b ir  a l t  uzay  ta ra f ın d a n , P n'ye a i t  e şd o ğ ru sa l n o k ta la r  b u  tü r  
b ir  düzlem de b u lu n a n , O 'dan  geçen d o ğ ru la r  o la rak  o r ta y a  ç ıkm ak  üzere, v e rilir . Bu hem  
gerçel (R P n) d u ru m u n d a  hem  de k a rm a şık  (CP") d u ru m u n d a  geçerlid ir. IRP2'n in  g eo m et
r is i  resim li göste rim d ek i p e rsp e k tif  iş lem le rin i b iç im len d irir: sa n a tç ın ın  gözünü , V3'ü  
sa n a tç ın ın  Ö klitçi 3 -u zay  o rtam ı k ab u l ederek , V3 v ek tö r u zay ın ın  O o rijin in d e  k o n u m 
lan m ış  o la rak  ele a lın . O 'dan  geçen b ir  ış ık  ış ın ı s a n a tç ı ta ra f ın d a n  tek il b i r  n o k ta  o la rak  
gözlen ir. S an a tç ın ın  b ir  "düz doğru" o la rak  ç izd iğ i şey  (RP2’deki R P 1) (san a tç ın ın  tu v a 
lindek i h e rh a n g i b e lir li b i r  seçim  üzerinde) a s lın d a  o do ğ ru y u  O 'ya b ir le ş tire n  düzlem e 
(V2) k a rş ılık  gelir. O 'dan  geçen  d üzlem  ç if tle ri, V3'tek i p a ra le l d o ğ ru la rı O’ya  b ir le ş t ird ik 
le r in d e  b ile  h e r  zam an  k esiş ir . (Ö rneğin, re sm in  sol ta ra fın d a k i a l t  ik i d oğru  Ş ekil 
15 .13 'teki y o lun  s ın ır la r ı  ro lü n ü  oynar.)

Ya gerçel izd ü şü m se l u zay la rı, P n =  IRPn , ya da k arm a şık  o lan ları, 
p n =  CP71, ele a lab iliriz . K arm aşık  izd ü şü m se l u zay la ra  ilişk in  b ir  örneği, 
d iğe r b ir  dey işle  CP1 o lan  R ie m a n n  kü resin i ş im d id en  ele ald ık . R iem ann 
k ü resin in , ik isi b irlik te  s ıf ır  o lm ayan  k arm a şık  (w, z) say ı ç iftle r in in  o ra n 
la rın a  ilişk in , C2'deki o rijinden  geçen k arm aşık  d o ğ ru la ra  a it uzay  o larak  
o rtay a  ç ık tığ ım  an ım say ın . (Bkz. Şekil 15.8.) D aha genel o la rak  h erh an g i 
b ir  izd ü şü m se l uzay h o m o jen  k o o rd in a tla r  o la rak  a d la n d ır ıla n  şeye a ta 
n ab ilir . B u n lar P n'd en  o rtay a  ç ıkan  (n  +  l) -b o y u tlu  Vn + 1 v ek tö r uzay ına 
ilişk in  z ° , z 1, z 2, , zn k o o rd in a tla r ıd ır  fak a t P n'y le ilg ili hom ojen koo rd i
n a t la r  b irey se l z  d eğerle rin in  (z 'lerin  tü m ü  s ıf ır  o lm am ak üzere) kend ile ri 
yerine  n ad e t bağ ım sız

z°  '■ z 1 '■ z 2 ■■ ...: zn

o ra n ıd ı r .115101 z r 'le r in  tü m ü  gerçelse , b u  d u ru m d a  bu  k o o rd in a tla r  KPn'y i 
aç ık la r ve V" + 1 (n + 1 ad e t k a rm a şık  say ıya a it uzay  olan; bkz. §12.9) 
Kn+1'le  sa p tan a b ilir .

tz in  v e rileb ilir  hom ojen k o o rd in a tla rd a n  O = (0 , 0 , ..., 0) n o k ta s ın ı d ış 
lad ığ ım ız  iç in  onu  s ıra s ıy la  R P n ya d a  CPn üzerindek i b ir  dem et o la rak

^  (15.101 Neden n  adet bağım sız o ran  olduğunu açıklayın. Birlikte Pn’yi örten n adet sıradan  
koordinatın, n + 1 farklı koordinat yam ası için (z'lerden oluşturulan) n +  1 adet küm esini 
bulun.



dü şü n d ü ğ ü m ü zd e  Rn+1 y a  da Crl+1’e a it orijin  (IRn+1 — 0  ya d a  Cn+1 — 0  
verm ek üzere) d ış ta  tu tu lu r .14 Böylece lif in  de orijin i ç ıkarılm ış  olm ak zo
ru n d a d ır . Gerçel d u ru m d a  bu , lifi iki p a rç ay a  a y ırır  (fakat bu, dem etin  iki 
p a rç ay a  ay rıld ığ ı an lam ın a  gelmez; gerçekte n > 0 o ld u ğ u n d a  Rn+1 -  O 
b a ğ la n ır ).115111 K arm aşık  d u ru m d a  lif, bağ lı o lan  (sıklıkla <C* yazılan) C — 
O 'dur. H er d u ru m d a  orijin i, b ir  v ek tö r dem eti elde edebileceğ im iz şekilde 
eski d u ru m u n a  getirm ey i seçeb iliriz . Bunu yap tığ ım ız  d u ru m d ay sa  bu, 
o rijin i b a s i t  b iç im de Rn+1 ya d a  Cn+1'e geri y e rle ş tirm e k ten  d ah a  faz las ı 
an lam ın a  gelir. Ü stte  ele a lın an  b e lir li  C2 d u ru m u n d ak i g ib i o rijin i h e r  b ir  
life  ay rı ay rı koym ak zo ru n d ay ız  ki o rijin  "p a tla tılm ış"  o lsun . D em et uzayı, 
O yerine  b ir  R Pn y e rle ş tir ilm iş  R,t+1 ya da CPn y e rle ş tir ilm iş  b ir  Cn+1 h a li
ne gelir.

K arm aşık  d u ru m d a , tıp k ı b e lir li n = 1 d u ru m u n d a  C lifford  dem etin i 
o lu ş tu ru rk e n  yap tığ ım ız  g ib i, <Cn+1'dek i b irim  (2n 4- l) -k ü re s in i ,  S2n+1, ele 
a lab iliriz . H er lif  b ir  S1 çem berindek i S2n+1'i keser, böylece a rtık  S2n+1'i 
CP" üzerindek i b ir  S1 dem eti o la rak  elde ederiz. Bu yapı, b u  güzel geom et
rik  gerçek k u an tu m  fiz ik ç ile rin in  d ü şü n ü şle ri üze rin d e  yaln ızca  seyrek 
o la rak  e tk ili o lsa da, iç inde  (n +  l ) -d u ru m lu  b ir  s is tem le  ilg ili fiziki o la 
rak  ayrık  k u an tu m  d u ru m la ra  a i t  uzay ın  b ir  CP" o ld u ğ u n u  bu lacağ ım ız  
k u an tu m  m ekaniğ i g eo m etris in in  tem elinde y a ta r . Ek o larak , n o rm ald e  b i
rim  m odü llü  b ir  k a rm a şık  say ı o la rak  d ü şü n ü lü p  f a z  o la ra k  ad la n d ır ıla n  
b ir  n icelik  m ev cu ttu r, oysa  ki b u  gerçek ten  b ü k ü lü  b ir  b ir im  m odüllü  k a r
m aşık  s a y ıd ır .15 Bu k o n u la ra  b u  bö lüm ün  so n u n d a  ve k u an tu m  m ekan iğ in i 
21 ve 22. bö lüm lerde (bkz. §21.9, §22.9) cidd i o la rak  ele a lırk en  dönülecek.

15.7 Demet bağlantısındaki önemsiz olmama durumu

O kuyucuyu b az ı önem li lif  dem et ve dem etle  ilg ili k o n u la rd a  çabucak  
b ir  gezin tiye çıkardım ! İ lişk ili b az ı geom etri ve topo lo jile r o ldukça k a r ı
ş ık tır, bu  neden le  okuyucu  b u n la rın  tü m ü  b ira z  ş a ş ır tıc ı g ö rü n ü y o rsa  kay- 
g ılanm am alıd ır. Şim di, fik ri elde etm ek üzere (en az ın d a n  başlang ıçta!) bu  
k a d a r  çok b o y u t gerekm eyecek an lam d a  b iraz  d a h a  b a s it  b ir  şeye dönelim .

14 Bkz. not 15.5.
AB [15.11) Bu geometriyi, RP” üzerindeki Rn+1 — O dem etinin S" üzerindeki Rn+1 — O demetiyle 

(R+ lifi pozitif gerçeller olm ak üzere), R P"'nin iki katlı b ir  ö rtüsü  olarak S" dem etinin b irle
şimi olarak anlaşılabileceğini göstererek açıklayın.

15 Bu gerçek “Berry fazı” olarak bilinen, bkz. Berry, 1984, 1985; Simon, 1983; Aharonov ve 
Anandan 1987; ayrıca VVoodhouse, 1991, S225-249, "l"in  b irim  çem ber üzerinde nerede o ldu
ğunu bilmememiz gerçeğini hesaba katan  ilgi çekici ve önemli b ir kuantum  mekaniksel kav
ram la ilgilidir, diğer b ir  deyişle bu tü r  b ir  “sayı" b ir S1 dem etiyle ilgili b ir  S1 lifinin b ir  ele
m anıdır, bu  durum da CİP" üzerindeki S2n+1'dir,



A slında b ir  so n rak i dem et örneğim  o ldukça b a s it  o lm asın a  rağ m en  dem et 
k av ra m ın d a  d a h a  önce k arşıla şm ad ığ ım ız  önem li b ir  inceliğ i ifade eder. 
Y ukarıda ele a lm an  tü m  dem etlerde, dem ete ilişk in  önem siz o lm ay ış d u 
ru m u  g eo m etrin in  topolojik  b ir  g ö rünüm ünde, topolojik  b ir  k a ra k te r  o lan  
"büküm " b iç im inde açığa çık tı. B unun la  b irlik te  topolo jik  o la rak  önem siz 
o lm asın a  k a rş ın  b ir  dem etin  önem li b ir  an lam d a  önem siz o lm ay ışı m ü 
kem m el derecede o lasıd ır.

M  ta b a n  u zay ın ın  s ıra d a n  b ir  S1 çem beri ve V  lif in in  1 -boyu tlu  gerçel 
b ir  v ek tö r uzay ı o lduğu  o rijina l ö rneğ im ize geri dönelim . B dem etim izi a r 
tık , M  e tra f ın d a  do land ığ ım ızda  V  lif in i b as itç e  "çevirerek" b ize M öbius 
dem etin i verenden  b ir  b iç im de fa rk lı b ir  yo lla  o lu ştu racağ ız . B unun  y eri
ne onu b ir  2 k a tsay ıs ıy la  esnete lim . Bu Şekil 15.16'da göste riliyo r. Bu, 1- 
b o y u tlu  gerçel v ek tö r uzay ın a  ilişk in  M öbius dem etinde k u lla n ıla n  
v  ı—» —v  "çevirm e" s im e tr is in d en  fa rk lı b ir  s im etrid en  fay d a lan ır , v  >—* 2v  
"esnetm e" dönü şü m ü  V 'nin vek tö r uzay ı y ap ıs ın ı o lduğu  g ib i k o ru r. A rtık 
konu dem etin  topo lo jisi değ ild ir. Topolojik  o la rak  tıp k ı Şekil 15 .4a 'dak i ilk 
ö rneğ im izdek i g ib i b as itç e  b ir  S1x R  s ilin d ir in e  sah ib iz  fak a t a r tık  d em et
te , ü ze rindek i uygun  tü rd e  b ir  b a ğ la n tı  yo luy la  tan ıyab ileceğ im iz  fak lı 
tü rd e  b ir  "zorlam a" m evcu ttu r.

ön cek i b ağ la n tı tü rü m ü z  14. bö lüm de ta r tış ıld ığ ı üzere, M  m anifo l- 
d u n d ak i eğ rile r  boyunca ta ş ın a n  ta n ja n t v ek tö rle rine  ilişk in  b ir  "p a ra le l
lik" k av ram ıy la  ilg iliydi. Bunu şu  ank i b ağ lam d a  görm enin  yo lu  M 'ye a it 
b ir  T (M )  ta n ja n t dem eti b iç im inde dü şü n m ek tir . T (> f) 'n in  b ir  n o k ta s ı

Ş e k il  15.16  V l i f in e  il iş k in  (V 'n in  
hâ lâ  1 -b o y u tlu  b ir  gerçel V' v e k tö r  
u za y ı olduğu) şe k ille r  15.4, 15.5 ve  
15 .7 'd ekinden  fa r k lı  b ir  s im e tr i k u l
la n ılm ış, d iğ er b ir  d e y iş le  p o z i t i f  b ir  
ka tsa y ıy la  e sn e tilm iş  (burada  2),
M  =  S1 ü ze rin d ek i "zorlanm ış"  b ir  S  
d em eti. Topoloji t ıp k ı b ir  S'xK s i l in 
d ir in d ek i g ib id ir  fa k a t  S  ü ze rin d ek i 
b ir  b a ğ la n tı yo lu y la  ta n ın a b ilecek  
b ir  "zorlam a" m evc u ttu r . B u  ba ğ la n tı 
“B 'd e k i eğrilerle  ilg ili yere l b ir  “y a 
ta y"  kavram ı tan ım lar. Y ine d e  ta 
b a n d a k i a 'd a n  b 'ye, d o ğ ru d a n  (siyah  
ok) ve  do laylı (beyaz ok) o la n  ik i y o lu  
e le  a lın , b ’ye  u la ş tığ ım ızd a , b u ra d a k i 
"yatay" ka vra m ın ın  yo l b a ğ ım lılığ ım  
b e lir te n  b ir  çe lişk i b u lu ru z .

Yatay 
' kesitteki 

girişim

Sıfır
kesiti

S1 taban ı



Ş ek il 15.17 G enel b ir  M  m an ifo ld u  ü ze rin d ek i b a ğ la n tı  tü r le r i  k a r ş ıla ş tır ılm a k ta d ır , (a) 
JVf'deki eğ rile r  bo y u n ca  ta ş ın a n  ta n ja n t  vek tö rle riy le  ilg ili "para le l"  kav ram ın ı 
ta n ım la y a n  o rijin a l kav ram  (§14.3) M 'y e  a i t  T (M )  ta n ja n t  d em e tle ri b iç im in d e  aç ık lan ır  
(Şekil 15.12a). M 'y e  a i t  b ir  a  n o k ta s ın d a k i b e lir li b i r  v  ta n ja n t  v ek tö rü  T (> f) 'd e , a  ü ze
rin d ek i lif in  b e lir li b i r  n o k ta s ıy la  g ö ste rilir . T (M ) 'd e  b u  n o k tad ak i "yatay" b ir  y„ eğ risi, 
v 'n in  A f'dek i b i r  y  eğ ris i bo y u n ca  p a ra le l ta ş ın m a s ın ı g ö ste rir , (b) Aynı fik ir , T(.Af)’den 
fa rk lı o la rak , M "dek i " sa b it  ta ş ım a"  B 'd ek i "yatay” k av ram ıy la  ta n ım la n m a k  üzere, M  
ü zerin d ek i b ir  S  dem eti iç in  de geçerlid ir.

M 'y e  a i t  b ir  a n o k ta s ın d a  M 'y e  ta n ja n t o lan  b ir  v  v ek tö rü n ü  g ö ste rd iğ in 
den  v ’n in  JVf'deki b ir  y  eğ ris i b o yunca  ta ş ın m a s ı y a ln ızca  7 (.Af)'deki b ir  yv 
eğ risiy le  göste rilecek tir. B kz. Şekil 15.17a. v 'n in  ta ş ın m a s ıy la  ilg ili "para- 
le l''in  ifade  e ttiğ i an lam d ak i b ir  kav ram a sa h ip  olm ak, dem ettek i yv eğ ri
siy le  ilg ili "yatay" k av ram ın a  sa h ip  o lm akla (dem etteki y„'yi "yatay" tu t 
m ak, v 'y i ta b a n d a k i y  boyunca "sab it" tu tm ak  say ıld ığ ından ) eşdeğerd ir. 
B u radak i fik ir, b u  kav ram ın  ta n ja n t dem etinden  fa rk lı dem etle rd e  de ge
çerli o lm ası iç in  genellenm esid ir; bkz. Şekil 15.17b. Bu tü r  b ir  genellem e
n in  b aş lan g ıc ın ı 14. bö lüm de za te n  gö rm ü ştü k  çünkü  ta n ja n t v ek tö rle rin 
den  fa rk lı k av ra m lard a  da, d iğe r b ir  dey işle  kovek tö rler ve genel o la rak  

[^ j-te n sö rle r in d e  geçerli o lm ası iç in  b ağ la n tı kav ram ın ı gen işle tm iştik .

B unun la  b irlik te , §15.1'd e  b e lir tild iğ i üzere  bu  o ldukça s ın ırlı tü rd e  b ir  
g enellem ed ir çünkü  b a ğ lan tın ın  v ek tö rle rd en  bu  fa rk lı tü rd ek i k av ram lara  
g en iş le tilm esi geriye h iç b ir  ek se rb e s tlik  k a lm ad an  (esasen  k o ta n ja n t d e
m eti ve ta n ja n t d em etle rin in  tü m ü y le  ta n ja n t dem eti ta ra f ın d a n  b e lir len 
m esi nedeniyle) benzersiz  b iç im de reç e te len d irilm iş tir. M  ü ze rindek i ge
nel b ir  dem etle  ilg ili, ta n ja n t dem etiy le  h e rh an g i b ir  b irliğ e  gerek  yoktur.



böylece b a ğ la n tın ın  bu  tü r  b ir  dem et ü ze rin e  etk i b içim i onun  ta n ja n t vek
tö rle ri ü ze rin e  etki b iç im in d en  b ağ ım sız  o la rak  b e lir tileb ilir . M  ü ze rinde 
7(.W )’yle ilg ili o lm ayan  b ir  dem et iç in  b ir  "parale llik" b iç im inde k o n u ş
m ak o k a d a r  d a  uygun  d eğ ild ir çünkü  (yerel) "parale llik" kav ram ı tem elde 
ta n ja n t v ek tö rle r in in  yön leri an lam ın a  gelen yön lere  a tfed ilen  b ir  şeydir. 
B una göre, 7"(>f)'yle aç ık lan an  ta n ja n t v ek tö rle rin in  k arş ılığ ı o lan  "p a ra 
lellik" yerine , dem etle  aç ık lan an  n icelik le  ilg ili yerel b ir  "sab itliğe" d eğ in 
m ek d ah a  o lağ an d ır. Bu tü r  yerel b ir  "sab itlik" kavram ı, d iğe r b ir  deyişle 
dem ettek i "yataylık", d e m e t b a ğ la n tıs ı o la rak  b ilin en  yap ıy ı su n a r.

Şim di, Şekil 15.16'da resm ed ild iğ i üzere, S1 çem beri üze rindek i "zor
lanm ış" B dem etim ize geri dönelim . S 'n in  S1 üze rindek i "topolojik  o larak  
önem siz" b ir  bö lgede d u rm a  an lam ın d a  "önem siz" o lan  b ir  p a rç a s ın ı ele 
alın ; b u n u  b a s itç e  b ağ lı S1 — p b ö lü m ü n ü n  ü ze rin d e  d u ran , p, S ^e a i t  b ir  
n o k ta  olm ak üzere, Bp p a rç a s ı o la rak  k ab u l ed in  (Şekil 15.5 'teki gibi). Bp'yi 
(S1 — p )x R  ça rp ım  uzay ı o la rak  değerlend ireceğ iz. D em et b ağ lan tım ız  b ir  
a ra  k es ite  ilişk in , S1 — p üzerindek i o lağan  b ir  gerçel değerli fonksiyon  a n 
lam ın d ak i sa b itlik  o la rak  kabu l ed ileb ilecek  sa b itlik  k av ram ın ı su n m a lı
d ır. Böylece Şekil 15.18'de s a b it  k es itle rin  Bp üzerindek i gerçek  y a ta y  doğ
ru la r  o la rak  g ö ste rild iğ in i görü rüz . Aynı şey q *  p o lacak  şek ilde , tü m  y a 
m a b u  iki yam an ın  b irb ir in e  y ap ış tır ılm a s ıy la  o lu şacak  şek ilde , ik inci b ir  
Bg y am ası iç in  de geçerlid ir. B ununla b ir lik te  y a p ış tırm a  iş in d e  sağ  yam a 
bölgesiy le  so l bölge a ra s ın d a  k a tsay ıs ı 2 o lan  göreli b ir  esnetm e (sağ b ö l
ge k a tsa y ıs ı 2 o lan  b ir  esnetm eyi iç e r ir  b iç im de göste rilm ek  üzere) m ev
c u ttu r . Bu neden le , S1 ta b a n  uzayı e tra f ın d a  d o lan ıld ığ ın d a  (Şekil 15.5) y e
re l o la rak  y a ta y  k a lan  (sıfır olm ayan) b ir  k es it 2 k a t k a d a r  uyum suz o la 
cak tır. B una göre S  dem eti, b e lir tile n  dem et b ağ lan tım ız  u y arın c a  yerel 
o la rak  y a tay  o lan  h iç b ir  a ra  kes ite  (sıfır k es itin d e n  ayrı olarak) sa h ip  o l
m az.

Bu d u ru m a  h afifçe  fa rk lı b iç im de b ak ab iliriz . S1 ta b a n  u zay ın d a  a n o k 
ta s ın d a n  b aş lay ıp  ö 'de b ite n  b ir  eğ ri d ü şü n ü rü z  ve k afam ızda S1 ü ze rin d e 
ki l if  değerli b ir  foksiyonun  a 'd a n  b 'ye " sab it ta ş ın m ası"n ı can lan d ırırız . 
Bu, yerel o la ra k  bu  eğri üzerindek i b ir  y a tay  a ra  k es it o lan  B üzerindek i 
b ir  eğriy i a rıy o ru z  dem ektir. Bkz. Şekil 15.16. Şu h a lde  ta b a n  uzay ı ü ze rin 
de a 'd a n  b 'ye g iden  b ird en  faz la  eğri m ev cu ttu r; b ir  yönde g ittiğ im izde 
b 'dek i sonuç değeri o la rak , d iğer yönde g ittiğ im izd e  elde e ttiğ im iz  y a n ı t
ta n  fa rk lı b ir  y a n ıt elde ederiz. T an ım lad ığ ım ız  s a b it  ta ş ım a  kavram ı yol 
bağ ım lı d ır.

Bu, 13. bö lüm de ça lış tığ ım ız  V ta n ja n t dem eti b ağ lan tım ız la  ilg ili o la 
rak  k a rş ıla ş tığ ım ız  yol b ağ ım lılığ ıy la  pek de ayn ı şey  değild ir. O d u ru m la  
ilg ili, so n su z  küçük  döngü le r için  d ah i o rtay a  çıkan  yerel b ir  yol bağ ım lılı-



Ş ek il 15.18 Slre a i t  "önem siz" b ir  S1 -  p  bö lgesi ü ze rin d e  d u ra n  B 'ye  a i t  b i r  Bp p a rç a s ın ı, 
ay n ıs ı B q iç in  de geçerli o lacak  şek ilde , t ıp k ı Şekil 15 .5a 'daki g ib i ele a lın . H er b ir  y a m a 
dak i "yatay"ı o lağan  a n lam d ak i y a ta y  a n la m ın a  gelecek şek ilde  k ab u l ed in . B u n u n la  b i r 
lik te  y a p ış tırm a  iş in d e  b ir  y a p ış tırm a  b ö lgesiy le  d iğeri a ra s ın d a  k a ts a y ıs ı 2 o lan  göreli 
b i r  e sn e tm e  m e v c u ttu r  (sağ ta ra f ta k i  y am a la m a d a  gösterilm ekte). Bu Şekil 15.16’da  g ö s
te r ile n  b a ğ la n tıy ı sa ğ la r.

ğı m ev cu ttu  ve bu , b a ğ la n tın ın  eğ riliğ inde açık b iç im de g ö ste rilm iş ti. 
"Zorlanm ış" dem etim iz B 'ye ilişk in  d u ru m d ay sa  yol bağ ım lılığ ı b u n u n  y e
rin e  ev rensel n ite lik lid ir . E lbe tte  bu  ö rnek te  ta b a n  uzay ı 1 -boyu tlu  o ld u 
ğ u n d an  yerel b ir  yol bağ ım lılığ ı o lası değ ild ir. Yine de b u  ö rnek  şan s e se 
ri, yerel o la rak  h erh an g i b ir  yol bağ ım lılığ ı o lm asa da b u n u n  ev rense l o la 
rak  o la s ı o lduğunu  göste rir.

15.8 Demet eğriliği
B ununla b irlik te  ö rneğim izi, iç inde  o rijina l S1'im izi g ö ste ren  b e lir li b ir  

çem ber seçtiğ im iz 2-b o y u tlu  b ir  uzay  üzerindek i b ir  dem eti elde edeceği
m iz şek ilde d eğ iş tireb ilir iz . T u ta rlılık  ad ın a  S1'im izi k a rm a şık  düzlem deki 
b irim  çem ber o la rak  kabu l edelim , böylece yeni dem etim iz M c ta b a n  u z a 
y ın ı =  C'yle v e rilir  b iç im de k ab u l edeb iliriz . Bkz. Şekil 15.19. L ifler 
gerçel İR d o ğ ru su n u n  kopyaları o la rak  kalm ak  d u ru m u n d ad ır. Gelin dem et 
bağ lan tım ız ı bu  uzaya  n a s ıl gen iş le teb ild iğ im iz i görelim .

Yeni dem etim iz Bc üzerin d e  h iç b ir  "zorlam a" o lm asayd ı b u  b ağ lan tıy ı 
M c k a rm aşık  düzlem iyle ilg ili s ta n d a r t  (z ,z) k o o rd in a tla r ın a  göre a lın an  
k es tirm e  b ir  tü rev le  v erilir  şek ilde kabu l edeb ilird ik . Böylece b ir  <î> a ra  ke
s itin in  "sab itliğ i" b a s it  b iç im de o lağan  an lam d ak i sab itlik , d iğe r b ir  d e
y işle  3 0 /d z  =  0, o la rak  d ü şü n ü le b ilird i (b u rad an  h arek etle  <P gerçel o ld u 
ğ u n d an  ay rıca  d<f>/(dz) = O'dır). D em et b a ğ la n tıs ın a  "zorlam a"yı d ah il e t t i 
ğim izde bun u , d /d z  iş lem cisin i, A, z 'n in  b as itç e  (skaler) ça rp m ay la  işleyen  
(holom orfik  o lm ası zo run lu  olm ayan) k a rm aşık  p ü rü zsü z  b ir  fonksiyonu  
olm ak üzere,

o lacak  şekilde, yen i b ir  V iş lem c isi h a lin e  gelecek b iç im de d eğ iş tire rek  y a 
p ab ilir iz . V iş lem cisi <P b en zeri n ice lik le r üzerine  etk ir. Topolojik  o larak



Ş e k i l  15.19 D em e tim izd e  (artık  B v) yere l b ir  
y o l b a ğ ım lılığ ı (eğrilik le  b irlik te) e ld e  e tm e k  
üzere  a r tık  C k a rm a şık  d ü zle m i o larak  kabu l 
e d ilen  M *  taban ın d a , Şekil 15 .16 'daki S* 
ona  a it b ir im  çem b e r  o lm a k  üzere, e n  a z  2 -  
b o y  u ta  g erek  d u ya r ız . L ifle r  V ' (diğer b ir  d e 
y iş le  gerçel R d o ğ ru su  ü ze r in d e  m odellen- 
m iş) o larak  ka lm a k  d u ru m u n d a d ır , z 'y i  
C =  M c 'yle ilg ili ka rm a şık  b ir  ko o rd in a t b i
ç im in d e  ku llanarak , A, z ’n in  ka rm a şık  p ü 
rü z sü z  b ir  fo n k s iy o n u  o lm a k  üzere  açık  
V = d /d z  — A b a ğ la n tıs ın ı ku lla n ırız . A ho 
lo m o rfik  o ld u ğ u n d a  d e m e t eğriliğ i y o k  o lu r  
f a k a t  A =  ik z  o lu rsa  (uygun  b ir  k 'y le ) b ir im  
ç em b e r ü ze rin d ek i k ıs ım la  ilg ili o larak  Şek il 
15.16 'daki zo r la n m ış  d e m e ti e lde  ederiz. 
D em et eğriliği, M c 'deki k ü ç ü k  b ir  p a ra le l
ken a r  ü ze r in d ek i y a ta y  b ir  ço kg en in  ka p a n 
m a s ı ya n lış lığ ın d a  a ç ıkça  g ö z ö n ü n e  serilir.

B c dem etim iz yaln ızca  önem siz CxK dem eti olm ak d u ru m u n d ad ır, böylece 
®c'y le  ilg ili, z k a rm aşık  ve <P gerçel o lm ak üzere, ev rensel (z, <P) k o o rd in a t
la r ın ı k u llan ab ilir iz .

Bc 'ye a i t  b ir  a ra  k es it z 'n in  b ir  fonksiyonu  o la rak  verilm iş <P ta ra f ın 
d a n  b e lir le n ir  (z 'nün  gö rünm esi ho lom orfik lik  yok su n lu ğ u n u  b e lir tir ; bkz. 
§10.5):

<P = 0 (z ,z ) .

Ara k es itin  sa b it  (diğer b ir  dey işle  yatay) o lm ası iç in  V<t> =  0 (b u rad an  h a 
reke tle  <f> gerçel o ld u ğ u n d an  ay rıca  V<t> =  0), d iğe r b ir  dey işle

d
l r  = A(P 
az

o lm asın a  gerek  duyarız . A ho lom orfikse  b u  d u ru m d a  b u  denklem i çözm ek
te  h e rh a n g i b ir  so ru n  y o k tu r çünkü  <P =  e^B+B̂  b iç im indek i ifade, B =  /  Adz 
o lm ak üzere, am aca  uygun  o la ca k tır .115121 B unun la b ir lik te  ho lom orfik  o l
m ay an  b ir  i4 'm n b u lu n d u ğ u  genel b ir  d u ru m d a  s ıf ır  o lm ayan  çözüm ler e l
de etm eye, <Z> ü zerin e  etk iyen

-  -  dA dÂ
W  -  VV =  —  -  —  

dz dz

çevirici b a ğ ın tıs ı neden iy le  eğ ilim li o lm ay ız .115131 (Sol ta r a f  d<P/dz = A<P 
d enk lem in in  h e rh a n g i b ir  gerçel çözüm ünü  yok ederken  sağ  ta ra f  <£>'yi ça r-

üü  115.12] Bunu kontrol edin.
• S  [15.13] Bu denklem i doğrulayın.



p a n  ve g en e llik le  yok o lm a y a n  b i r  sa y ı verir .)  Bu ç e v ir ic i V 'yla ilg ili, 
d A /d z 'n ın  s a n a l k ısm ıy la ifad e  ed ilen  b ir  eğrilik  ta n ım la m a y a , b u  eğrilik  
dem ettek i yerel "zorlam a"nın  d ereces in i ölçm ek üzere, h izm et eder.

i4'yla ilg ili, bu  çev iric in in  s ıf ır  o lm ayan  sa b it b ir  değer ald ığ ı, uygun  
b ir  gerçel k  s a b iti iç in  ö rneğ in  A =  ik z  g ibi b e lir li b ir  seçim  y ap a rak , d ö n 
g ü n ü n  a lan ıy la  o ra n tılı  o lan  > f c 'dek i k ap a lı b ir  döngü e tra f ın d a  b as itç e  
yo lcu luk  e ttiğ im izde  b ir  "esnem e k a tsay ıs ı"  elde edeb iliriz . Bu özellikle S1 
b irim  çem beri iç in  geçerlid ir, böylece S1 üze rindek i o rijin a l "zorlanm ış" S 
dem etim iz i yaln ızca  b u  S1 ü ze rin d e  b u lu n a n  dem etin  o p a rç a s ın ı a la rak  
yen iden  ü re teb ilir iz . B irim  çem ber üzerindek i gerek li "b ir 2 k a tsay ıs ıy la  
esnetm e"yi k 'ye ilişk in  uygun  b ir  değer a la rak  elde ed e riz .115141

Bu çev irici §14.4 'te  ele ald ığ ım ız  ve to rs iy o n  ile eğriliğe n ed en  o lan  Va 
işem c ile rin in  çev iricisiy le  do laysız  b ir  b en zerlik ted ir. T o rs iy o n u n  s ıf ır  o l
d u ğ u n u  d a  v a rsa y ab iliriz . (Torsiyon, b a ğ la n tın ın  ta n ja n t v ek tö rle ri üze
rin d ek i eylem iyle ilg ilid ir  ve b iz i, b u ra d a  d eğerlend ird iğ im iz  ta n ja n t de
m etiy le  b a ğ lan tılı o lm ayan  dem etle rle  o lan  ilişk is i b ağ lam ın d a  ilg ilen d ir
mez.) n -b o y u tlu  b ir  M  ta b a n  u zay ıy la  ilg ili o la rak , a r tık  dem et n icelik leri 
üzerin d e  etki e tm elerin i say m azsak  tıp k ı 14. bö lüm dek i Va ve * g ib i n ice
lik lere s a h ib iz .16 Ç ev iricilerin i uyg u n  b iç im de o lu ş tu rd u ğ u m u z d a  dem et 
b a ğ la n tıs ın ın  eğ riliğ in i ç ık arm ış  o lu ruz. Bu eğrilik  yok o ld u ğ u n d a  yerel 
o la rak  dem ete a it pek  çok sa b it  k es ite  sah ip  o luruz; d iğe r tü r lü  b u  tü r  ke
s it le r  b u lm ak  k o n u su n d a  engelle re  tak ılır ız , d iğe r b ir  dey işle  b ağ lan tıy a  
a i t  yere l b ir  yol bağ ım lılığ ı b u lu ru z . E ğrilik  b u  yol b ağ ım lılığ ın ı sonsuz 
küçük  düzeyde aç ık lar. Bu, Şekil 15.19 'da gösteriliyo r.

B ağ lan tı, in d is le r  b iç im inde  genellik le  b ir  k o o rd in a t s is tem in d e  genel 
b iç im li

V a = d x “ ~ Aa

iş lem cisi o la rak , Aa n iceliğ i b a sk ıla n m ış  b az ı "dem et in d is le ri"n e  sah ip  o l
m ak  üzere, ifad e  ed ilir. B u n lar iç in  (tensö r f ik irle rin in  geçerli o lacağı şe 
kilde , b ir  v ek tö r dem etiy le  ilg ilend iğ im iz i v arsay arak ) Y unan  h a rf le r i k u l
la n a b il ir iz 17 ve böylece Aa n iceliğ i Aa^x g ib i gö rünü r. (B ütünlüklü  ind is 
ifad e s i iç in  d iğe r ik i te rim le  ça rp ıla n  b ir  8% söz k onusu  olur.) D em et eğrili-

®  [15.14] Bu paragraftak i sa v lan  Ic'nin, bu gerekli 2 katsayısın ı veren açık değerini bularak 
doğrulayın.

16 Va durum unda ayrıca bunun  (ko)tanjant vektörlerine de etkim esine gerek duyanz, böylece
VfaVft] çeviricisine anlam  verilebilm esi için Va uzayzam an indisli n icelikler üzerinde işleye
bilir. vx durum unda bunu gerektirm eyen VL J  J  çevirici ifadesini kullanabiliriz.

17 Demet indisleriyle ilgili bu  tü r  indis gösterim i, Penrose ve Rindler, 1984, bölüm  5 'te açık 
olarak geliştirilm ektedir.



Ş e k il  15.20 L ifi  ayrıca  1 -b o y u tlu  
ka rm a şık  b ir  v e k tö r  u za y ı iç in e  de, 
“esn em e"g erç e l b ir  sa y ıy la  ça rp m a 
ya  k a rş ılık  ge lecek  şe k ild e , ya p a b ili
riz.

ği, te rs  s im etrik  in d is  çifti ab, > f 'd e k i ta n ja n t 2-d ü z lem  yön lerine, d ah a  
önce sa h ip  o lduğum uz eğrilik  ten sö rü y le  tıp a tıp  aynı b iç im de k arş ılık  o l
m ak üzere ve fak a t A ve  fi a r tık  liftek i yön lere  k a rş ılık  o lacak  şe k ild e  (ve 
çoğu u y g u lam ad a  b ask ılan ırla r)  b ir

n iceliğ i o lur. Ayrıca (ikinci) B ianchi özdeşliğ in in  do laysız  b ir  benzeri de 
m e v cu ttu r  [bkz. §14.4). (Belirli ®c ö rneğindeki karm aşık  k o o rd in a tla r ın  
k u llan ım ı yaln ızca  tu ta r lılık t ı ve tıp k ı n -b o y u tlu  d u ru m d ak i g ib i b ir  ind is 
n o ta sy o n u  ku llan ılab ilird i.)

L if dem etle rine  ilişk in  pek çok d u ru m d a  dem etin  o lu şu m u n d a içerilm iş 
ilg ili s im e tr in in  lifin  s im etris iy le  tüm üyle  ö rtü şm ek  zo ru n d a  o lm adığ ı b e 
lir tilm elid ir . Ö rneğin S1 ü ze rindek i "zorlanm ış" B dem eti ya da C ü ze rin d e
ki B c ö rneğ inde 1-b o y u tlu  lifi, life a it "esnem e" 2-u z a y  v ek tö rü n ü n  d ü zen 
li b ir  gen işlem esi o la rak  gösterilm ek  üzere, 2-b o y u tlu  gerçel b ir  vek tö r 
u zay ın a  gen iş le tilm iş  o la rak  d ü şü n eb ilir iz . Bu gerçel 2 -u zay  vek tö rüne 
ay rıca  onu 1-b o y u tlu  k a rm a ş ık  b ir  vek tö r uzayı y ap a n  ek yapıy ı, "esnem e" 
gerçel b ir  say ıy la  ça rp m ay a k arş ılık  gelm ek üzere, sağ lay ab ilir iz  (Şekil 
15.20). Bu, b iz i b u n u n  yerine  b ir  "karm aşık  esnem e" yükled iğ im izde ne o l
d u ğ u n u  ele a lm aya yöneltir. B una ilişk in  b e lirli b ir  du rum , gerçek b ir  e s 
nem e yerine  b ir  döndürm e sağ lay an  b irim  m odü llü  (xeiö, gerçel 0 'yla) b ir



k arm a şık  say ıy la  (ü stte  ele a lın an  C lifford  dem etinde içerilm iş  tü rd e  b ir  
şey  olan) ça rp m a d ır  (Şekil 15.21). Bu du ru m d a, içerilen  g rup  eş m odüllü  
k a rm a şık  sa y ıla ra  ilişk in  ç a rp ım sa l g rup  U (l) 'd ir  (bkz. §13.9). Bu U(l) s i 
m e tri g ru b u n a  sah ip  dem et b a ğ la n tı la r ı fiz ik te  b e lirli önem ded ir çünkü 
§19 .4 'te  göreceğim iz üzere  e lek trom anyetik  e tk ileşim leri aç ık lar. Bu tü r  
b ir  dem etin  esası, lif  tü m  k arm a şık  C düzlem i yerine  y a ln ızca  S1 b irim  
çem beri ü ze rin d e  m odellenm iş o la rak  k ab u l ed ilirse  y ak a lan ır. Bu, belirli 
b ir  an lam d a , düzlem in  geri k a lan ı b as itç e  çem berle b ir lik te  "taşınd ığ ı" 
iç in  d ah a  " tu tu m lu "d u r ve d ah a  faz la  b ilg i sağ lam az. Yine de karm aşık  
düzlem i lif  o la rak  k u llan m ak la  b ir  m ik ta r  y a ra r  elde ed ileb ilir  çünkü b ö y 
lece dem et (karm aşık) b ir  v ek tö r dem eti h a lin e  g e lir .18

D aha so n rak i bö lüm lerde  b u  f ik irle rin  gücünü  fiziki kuvvetlere  ilişk in  
m o d e m  k u ram la rla  ilişk ili o la rak  göreceğiz. "Ayar b a ğ lan tıla r ı"  b iç im in 
deki gö rü n ü m lerin d e  dem et b a ğ la n tı la r ı a s lın d a  k ilit b ir  b ile şe n d ir  ve b e 
lir li fizik i a la n la r  b u  b a ğ la n tı la ra  a i t  eğ rile r o la rak  (M axw ell'in  e lek tro 
m an y e tizm ası a rke tip  b iç im li ö rnek  olm ak üzere) o rtay a  çıkar. B unun ta m

18 Diğer ta ra ftan  lif birim  çem ber olduğunda dem et diğer bağlam larda avantaja sahip olan bir 
başat dem et örneği haline gelir. B aşat b ir  dem et içinde V lifinin g  g rubu üzerinde kendi s i
m etrileriyle m odellendiği dem ettir. Açık konuşursak, ğ  ve V b a şa t b ir dem et için ayn ıd ır fa
kat daha doğru olarak, hangisin in  Ç'ye a it birim  elem an olduğu "unutulduğu" yerde V, g ’dir; 
buna göre, §14.1 ve a lıştırm alar 114.1] ve [14.2] uyarınca V (Abelci olm ası zorunlu olmayan) 
b ir a fin  uzaydır.



b ir s im e tr i  b a r ın d ıra n  lifle re sa h ip  o lm am ıza ilişk in  b u  fik ir  iç in  ne k a d a r  
tem el o ld u ğ u n u  gördük. Bu, b u  tü r  s im e tr ile rin  o rijin ine  y a  da b u  s im e tr i
le rin  gerçek ten  ne o ldu ğ u n a  ilişk in  tem el so ru la ra  neden  olur. Bu önem li 
so ru la ra  ile ride , özellikle 28, 31 ve 34. bö lüm lerde  yen iden  geleceğim .



SONSUZLUK MERDİVENİ

N orm alde fizik i ev ren im iz in  iş le r in in  tem elinde y a ttığ ın a  in a n ıla n  m a te 
m atik le  ilg ili ev rensel b ir  özellik, so n su za  tem el b ir  b ağ lılığ a  sah ip  g ö rü 
n ü r. Eski Y unan lar zam an ın d a , o n la rın  k en d ile rin i gerçel say ı s is tem lerin i 
ele a lıp  düşünm eye zo rlan m ış b u lm a la rın d a n  da önce a s lın d a  za ten  ra sy o 
nel sa y ıla rın  k u llan ım ın a  a lışk ın  h a le  gelm işlerd i (§3.1). R asyonelle r s is te 
m i yaln ızca  iç indeki n ice lik le rin  b e lirs iz  b iç im de büy ü k  o lu şu n a  iz in  v e r
m ek (doğal sa y ıla rın  kend ile riy le  p ay la ş ıla n  b ir  özellik) a n lam ın d a  değil, 
aynı zam an d a  b e lirs iz  b iç im deki küçük  b ir  ölçekte son lanm az b ir  derece
de yen ilenm eye de iz in  verm ek an lam ın d a  so n su zd u r. B aşla rı so n su za  i l iş 
k in  b u  gö rü n ü m lerin  ik isiy le  de d e rtte  o la n la r  m evcu ttu r. O n lar b ir  ta ra f 
ta n  b oyu t o la rak  son lu , d iğ e r ta ra f ta n  tem el b ir  ay rı o lm a d u ru m u n u n  en 
küçük  düzeyde o rtay a  ç ıkm aya b aş lay ab ileceğ i şek ilde son lu  b iç im de b ö 
lü n e b ilir  b ir  evren te rc ih  edeb ilirle r.

Bu tü r  b ir  bak ış aç ıs ı b e lirg in  b iç im de a lış ılm ad ık  o lsa  d a  içsel o la rak  
tu ta r s ız  değ ild ir. A slında R gerçel say ı s is tem in e  ilişk in  g ö rü n ü ştek i tem el 
fizik i ro lün , yaln ızca  so n lu  sa y ıd a  e lem ana sah ip  "doğru" b ir  fiziki say ı 
s is tem in e  y ap ılan  b ir  tü r  yak laşık lık  tah m in i o lduğunu  söyleyen b ir  d ü 
şünce ekolü m evcut o lm u ş tu r. (Bu tü r  b ir  y ak laşım  özellik le Y. A hm ava- 
a ra , 1965 ve b az ı m e sle k ta ş la r ı ta ra f ın d a n  iz len m iştir; bkz. §33.1.) Bu tü r  
son lu  b ir  say ı s is tem in i n a s ıl an lam lı k ılab iliriz?  En b a s it  ö rn ek le r ta m s a 
y ıla rd an , o n la rı “p m o d ü lo su y la  ind irgeyerek", p a sa l b ir  say ı olm ak üzere, 
o lu ş tu ru la n la rd ır . (Asal sa y ıla rın , kend ile ri ve 1 d ış ın d a  ç a rp an ı o lm ayan  
2, 3, 5, 7, 11,13, 17, ... g ib i doğal sa y ıla r  o ld u ğ u n u  ve l ' i n  k en d isin in  b ir  
a sa l o la rak  d eğ e rlen d irilm ed iğ in i an ım sayın .) T am say ıla rı m odülo  p 'y le  
ind irgem ek  üzere, iki ta m sa y ın ın  fa rk ı p 'n in  b ir  k a tsa y ıs ıy sa  o ik i ta m s a 
yıyı d e n k  k ab u l ederiz; dem ek o luyor ki, ancak  ve ancak

a — b = kp  (b ir k  ta m sa y ıs ı için)



ise

a = b (mod p)

olur. Bu reçete  u y arın ca  ta m sa y ıla r  kesin  o la rak  p "eşdeğerlik  sın ıfı"na  
(eşdeğerlik  s ın ıfı kav ram ıy la  ilg ili Ö nsöz'e bakın) d ü şe r  (böylece a = b 
o lan  h e r  d u ru m d a  a ve b ayn ı s ın ıfa  a it olur). Bu s ın ıf la r  so n lu  Fp a la n ın ın  
e lem an la rı o la rak  d eğ e rlen d ir ilir  ve ta m  o larak  p ad e t bu  tü r  elem an m ev
cu ttu r . (B urada "alan" te rim in in  ceb irc ile rce  ku llan ım  b iç im in i b en im siy o 
rum . Bu, b ir  m an ifo ld  üzerindek i ö rneğ in  vek tö r ya d a  te n sö r  a la n la rı ya 
da örneğ in  fizik  elek trom anyetik  a la n la r  g ib i "a lan lar" la  k a r ış tır ılm a m a lı
d ır. C ebircin in  a lan ı yaln ızca  b ir  değ işm eli bö lm e h a lka sıd ır ; bkz. §11.1.) 
Toplam a, ç ıkarm a, (değişm eli) ça rp m a ve bölm eye ilişk in  o lağan  k u ra lla r  
Fp'ye a i t  e lem an la r ta ra f ın d a n  sa ğ la n ır .11611 B unun la b irlik te , özdeş p sa y ı

d a  elem an ı b irb ir iy le  to p lad ığ ım ızd a  h e r  zam an  s ıf ır  elde etm eye ilişk in  
(ve e lb e tte  a sa l p sa y ıs ın ın  k end isi "sıfır" o la rak  say ılm alıd ır) ilg inç b ir  ek 
özelliğe de sah ib iz .

Fp henüz aç ık land ığ ı için, ona a it e lem an la rın , "eşdeğerlik  sm ıfla rı"n m  
kend ile ri de, ö rneğ in  "3"le göste rd iğ im iz  Fs 'e (p =  5) a i t  e lem an ı ta n ım la 
y an  b e lirli {..., -7 , -2 , 3, 8 , 13, ...} eşdeğerlik  s ın ıfın d ak i g ibi so n su z  küm e
le r o ld u k la rın d an , " tam say ıla rın  so n su z  küm eleri" o la rak  ta n ım la n d ığ ın a  
d ik k a t edin. Bu nedenle son lu  say ı sis tem im iz i o lu ş tu ra n  n icelik leri t a 
n ım lam ak  üzere so n su za  başvu rduk ! Bu, m a tem atik ç ile rin  b ir  m a tem a tik 
sel k av ram la  ilgili, onu sıkça so n su z  küm eler b iç im inde tan ım lam ak  yo 
lu y la  tit iz  b ir  reçete  su n d u k la rı yola ilişk in  b ir  ö rnek tir. Bu, Ö nsöz'de d e
ğ in ilen  kes irle rin , annem in  a rk a d a ş ın ın  o ldukça kafa  k a r ış tır ıc ı b u ld u ğ u  
"sadeleştirm e"y le  ilişk ili ta n ım la m a s ın d a  içerilm iş ayn ı "eşdeğerlik  sınıfı" 
işlem id ir. Fp say ı s is tem in in  do laysız  o la rak  "gerçekten" doğada tem ellen 
m iş o ldu ğ u n a  in a n a n  b ir is in e  göre "eşdeğerlik  sın ıfı" işlem i, (ta rih i olarak) 
d ah a  ta n ıd ık  sonsuz  iş lem ler b iç im inde  b ir  tü r  h a s sa s  reçete  sunm ayı 
am aç lay an  m atem atikç i iç in  yaln ızca  b ir  tu ta r lılık  m ese lesid ir  d iye d ü şü 
nüyorum . A slında b u ra d a  ta m sa y ıla r ın  sonsuz  küm esine b aşv u rm am ız  ge
rekm ez; b u  y a ln ızca  en s is tem li yo ldur. V erili h e rh an g i b ir  d u ru m d a  a l te r 
n a t if  b iç im de tü m  işlem leri, b u n la r  say ıca  son lu  o ld u ğ u n d an  şek ilde s ı r a 
layab iliriz .

Y alnızca b ir  ö rnek o la rak  p = 5 d u ru m u n a  d ah a  ay rın tılı b iç im de b a k a 
lım . F5'e a it e lem an la ra  s ta n d a r t  0, 1, 2, 3, 4 sem bolle riy le  işa re tley eb ilir iz  
ve



+ 0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2

4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

l " 1 =  1, 2_1 = 3, 3_1 =  2, 4_1 =  4.

to p la m a ile ça rpm a ta b lo la rın a  sah ib iz  ve s ıf ır  o lm ayan  h e r  b ir  elem anın  
2x3 =  1 (mod 5), vb an lam ın d a  ça rp ım sa l b ir  te rse  sah ip  o lduğuna d ikkat 
ederiz  (bu radan  itib a re n  b e lir li b ir  son lu  say ı s is tem in in  e lem an la rıy la  ça 
lış ırken  yerine  "=" sem bolü  kullanacağım ):

A yrıca b iraz  daha özenli b iç im de o lu ş tu ru lm u ş, e lem an la rın ın  top lam  
sa y ıs ı b ir  a sa lın  b ir  ü ssü , q = pm o lan  b aşk aca  son lu  a la n la rı da m ev
cu ttu r . En b a s it  örneği, d iğe r b ir  deyişle q = 4 =  22 d u ru m u n u  vereyim . 
B u rad a  fa rk lı e lem an la rı 0,1, w, w2 o la rak , a>3 = 1 ve h e r  x  elem anı 
x  +  x  =  0 'a  b ağ lı olm ak üzere, işa re tley eb ilir iz . Bu h a f if  b iç im de, (yeğin e t
k ileşen  p a rç ac ık la ra  ilişk in  "kuarklığı" aç ık la r b iç im de §5 .4 'te aç ık lan ıp  
§5 .5 'te değinilen) b irim in  küp kökleri o lan  1, o>, o)2 ça rp ım sa l k a rm aşık  sayı 
g ru b u n a  gen işle r. F4'ü  elde etm ek üzere yaln ızca  b ir  s ıf ır  "0" ekler ve 
x + x  =  0 o lacak  şek ild e  b ir  "toplam a" işlem i su n a rız .11621 Genel lFpm d u ru 
m u n d a  to p lam d a  p k a d a r  x  sa y ıs ın ın  o lduğu  x  +  x  + — t-x =  0 ifadesine  
sa h ip  o luruz.

16.2 Fizikle ilgili sonlu ya da sonsuz geometri?
F ik ir zam an  zam an  yen iden  can lan m ış o lsa  da b u  tü r  şe y le rin  fizik te 

oynayacak  gerçekten  önem li b ir  ro le sah ip  olup o lm ad ığ ı b e lirs izd ir. 
he rh an g i b e lir li b ir  an lam d a  gerçel sayı s is tem in in  y e rin i a lm ış o lsayd ı 
a s lın d a  p çok büyük  olm ak zo ru n d a  o lu rd u  (böylece "x + x  +  — I- x = 0" ifa 
desi incelenen  d av ra n ış ta k i cidd i b ir  uyum suzluk  b iç im in d e  belirm ezdi). 
B ana göre tem el o la rak  saçm a b iç im de devasa  m ik ta rd a  a sa l say ıya d a y a 
n a n  fizik i b ir  k u ram  b a s it  b ir  sonsuz  k av ram ına  bağ lı o lm a yeteneğinde- 
k inden  çok d ah a  faz la  k a rış ık  (ve o lanak  dışı) b ir  k u ram d ır. Yine de b u  ko
n u la rın  p eş in d e  koşm ak ilg i çek ic id ir. A slında k o o rd in a tla r  b ir  F^'ya a it 
e lem an la r b iç im inde v erild iğ in d e  geom etrin in  çoğu h a y a tta  kalır. A nalize 
a i t  f ik ir le r  d ah a  çok özen is te r; y ine de b u n la rın  da pek  çoğu y aşam ay a 
devam  eder.

>© [16.2] F4'e ilişkin eksiksiz toplam a ve çarpm a tablo ları o luştu run  ve cebirin  kuralların ın  iş 
lediğini (1 +  <ı> + a>2 =  0 o lduğunu varsayarak) kontrol edin.



İzd ü şü m se l g eo m e trin in  n o k ta la rın  son lu  top lam  say ıs ıy la  n a s ıl ç a lış 
tığ ın ı görm ek ö ğ re tic id ir  ve b u n a  göre F,, a lan ı üzerindek i izd ü şü m se l 
P n(F<7) n -u z a y la r ın ı a ra ş tıra b ilir iz . P "(F ?) 'n u n  kesin  b iç im de 1 +  q +  q2 + 
••• +  qn = (qn+1 -  1 )/{q  — 1) fa rk lı n o k tay a  sah ip  o lduğunu  b u lu ru z .11631 İz 
dü şü m sel P 2(F,j) alan ları özellikle e tk iley ic id ir  çünkü o n la ra  ilişk in  o l
dukça za r if  b ir  o luşum  v erileb ilir. Bu, şöyle aç ık lan ır. Uygun b ir  m alzem e
den, ö rneğ in  k a rto n d a n  yap ılm ış  b ir  d a ire se l b ir  d isk  a lın  ve m erkezinden , 
zem indeki s a b it  b ir  k a rto n a  se rb e s tç e  döneb ilm esi o lanak lı o lacak  b iç im 
de rap tiye ley in . Zem indeki k a rto n  üzerindek i d a ire  e tra f ın d a  e ş it b iç im de 
y erleşm iş  1 +  q +  q2 n o k ta la rın ı, 0 , 1, 2, ..., q{ 1 + q) say ıla rıy la  s a a t yö n ü 
n ü n  te rs in e  o lacak  şek ilde işa re tley erek  b e lir tin . D önen d isk  üzerin d e  d ik 
k a tli b iç im de seçilen  b e lirli ko n u m lard ak i 1 +  q özel n o k ta la r ın ı iş a re tle 
yin. Bu konum lar, zem inde işa re tli  h e rh an g i iki nok ta  seçild iğ inde d isk  
üzerin d e  kesin  o larak , seçili iki n o k ta n ın  d isk  üzerindek i bu  özel n o k ta la r 
dan  ik isiy le  çak ışacağ ı b ir  konum  olacak  şek ilde o lm alıd ır. B unu söylem e
n in  b aşk a  b ir  yolu  şöyledir: a0,a 1, . . . ,a q bu  özel n o k ta la r  a ra s ın d ak i, daire  
e tra fın d a  d a ire se l b iç im de a lınm ış (daire e tra fın d ak i, zem indeki daire  
üzerin d e  işa re tli  a rd ış ık  n o k ta la r  a ra s ın d a k i uzak lık  b irim  u zak lık  o larak  
k ab u l ed ilm ek üzere) a rd ış ık  u zak lık la rsa , h e r  1, 2, 3, ..., q uzaklığ ı, d a ire 
sel b iç im de a rd ış ık  o larak  to p lan m ış  a 'la r ın  b ir  to p lam ı şek linde b en z er
siz b iç im de g öste rileb ilir . Böyle b ir  d iske sih irli d isk  d iyorum . Şekil 
16.1'de, kend isiy le  ilg ili a ° , ..., a ^ 'n u n  s ıra s ıy la  1, 2, 4; 1, 2, 6, 4; 1, 3, 10, 2, 
5; 1 ,2 , 7, 4, 12, 5 o larak  a lın ab ild iğ i q =  2 ,3 ,4  ve 5 'e a i t  s ih irli d isk leri gös
te rd im .11641 q =  7 ,8 ,9 ,11 ,13  ve 16 d u ru m la rın d a  s ih irli d isk leri s ıra s ıy la  1, 
2, 10, 19, 4, 7, 9, 5; 1, 2, 4, 8 , 16, 5, 18, 9, 10; 1, 2, 6, 18, 22, 7, 5, 16, 4, 10; 1, 
2, 13, 7, 5, 14, 34, 6, 4, 33, 18, 17, 21, 8; 1, 2, 4, 8, 16, 32, 27, 26, 11, 9, 45, 
13, 10, 29, 5, 17, 18'le ta n ım la n ır  b iç im de k ab u l edeb iliriz . S ih irli d isk lerin  
(q b ir  a sa lın  ü ssü  olm ak üzere) h e r  Pn(Fq) iç in  v a r  o lm aları, m a tem atik se l 
b ir  te o re m d ir .1 O kuyucu P appos ve D esa rg u es 'in  teo rem lerine  ilişk in  çe
ş itli ö rnek le ri gözden geçirm eyi eğlenceli b u la b ilir  (bkz. §15.6, Ş e k il  
15.14).2 (Bozulm am ış b ir  düzende y e te rli say ıda  nok taya  sa h ip  olm ak üze-

.©  [16.3] Bunu gösterin.
ÜS [16.4] q = 3,5 durum larında, verdiğim  disklerden b iri üzerindeki belirli b ir  işa retli nok ta

dan başlayarak  ve diğer işaretli nok talara  olan açısal uzaklıkların her b irin i sab it b ir  ka tsa 
yıyla çarparak  yen i sihirli disklerin nasıl oluşturulacağını gösterin. Bu, niçin işler?

1 Bkz. Stephenson, 1972, §7; Howie, 1989, s. 269-271; H irschfeld, 1998, s. 098; sih irli diskler 
m ükem m el fa rk  küm eleri olarak ad land ırılan  şeye denktir.

2 Kendileri için Desargues (ya da eşdeğer olarak Pappos) teorem inin başarısız  o/duğu (zorunlu 
olarak P2(IF<7) 'd an  kaynaklanm ası gerekmeyen) sihirli disklerin  var olup olm adığı ya da a s 
lında D esargues-olm ayan (eşdeğer olarak Pappian-olm ayan) sonlu izdüşüm sel düzlem lerin 
var olup olm adıkları açıkça bilinm em ektedir.



Ş ek il 16.1 Sonlu izd ü şü m se l IP2(F ,)  [q b i r  a s a lın  ü s s ü  o lm ak üzere) düzlem leriy le  ilg ili 
" s ih ir li d isk ler". 1 + q + q 2 n o k ta la r ı  zem indek i b ir  çem ber e tra fın d a  e ş it  a ra lık la rla  y e r 
le ş tir ilm iş  a rd ış ık  0, 1, 2, ..., q ( \  +  q)  sa y ıla rıy la  g ö ste rilir . O kları 1 + q  a d e t b e lir li yeri, 
P 2(F ,) 'd a k i b ir  çizg in in  n o k ta la r ım  g ö ste re n  se rb es tçe  d ö nen  d a ire se l b i r  d isk  b u  zem ine 
b a ğ la n ır . A yrık sa y ıla r ın  h e r  b ir  ç ifti iç in  ok ların  k en d ile rin i iş a re t  e ttiğ i tam  o la rak  b ir  
d isk  m ev cu ttu r , (a) q =  2; (b) q  =  3; (c) q = 4  =  22; ve (d) q = 5 iç in  s ih ir li  d isk le r  g ö ste ril i
yor.

Ş ek il 16.2 Şekil 15.14 'teki teo rem le re  ilişk in  so n lu  g eom etri çe ş itle ri. 16.İd  ve 16.1b 'de 
g ö ste rilen  d isk le rin  s ıra y la  k u lla n ıla ra k  g ö ste rilm iş  h a lle ri; (a) P ap p o s  (q =  5) ve (b) De- 
sa rg u e s  (q = 3).



Ş e k il  16.3 Şek il 16.1a u yarınca  nu 
m a ra la n d ır ılm ış 7 n o k ta  ve  7 ç izg ili 
P 2(IF2) Fano d ü zle m i (çem ber b ir  
"düz ç iz g i" k a b u l edilir). Bu, okton-  
yo n  b ö lm e ceb ir in e  i l iş k in  tem el 
i0, >ı- *2- >6 e lem a n la rıy la  ilgili
ça rp ım  ta b lo su n u , ok lar b ir  "+" işa
re ti veren  da irese l d ü ze n i su n m a k  
üzere, sağlar.

re  q > 2 ifad esin i kabu l edin!) Şekil 16.2 'de iki ö rnek  g ö ste rilm ek ted ir  (Şe
kil 16.1'deki d isk le r k u lla n ıla ra k  <7 =  3 iç in  D esargues ve q = 2 iç in  Pap- 
pos).

En b a s it  d u ru m  q = 2, d iğer yön le rden  d ah a  b e lirli b ir  ilgiye s a h ip 
t i r .116 51 7 n ok ta lı bu  düzlem  Fano d ü z le m i  o la rak  a d la n d ır ılır  ve çem ber b ir  
"düz çizgi" say ılm ak  üzere Şekil 16.3 'te g ö ste rilir . B ir geom etri o la rak  k ap 
sam ı o ldukça s ın ırlı o lsa da o k to n yo n la r la  ilg ili ça rp m a k u ra lla r ı sa ğ la y a 
rak  fa rk lı tü rd e  önem li b ir  rol o y n ar (bkz. §11.2, §15.4). Fano düzlem i ken 
di iç inde 7 nok taya  s a h ip tir  ve h e r  n o k ta  oktonyon  ceb irine  ilişk in  o lu ş tu 
ru cu  i0, i1( i2 , ..., i6 e lem an la rın d an  b iriy le  ilg ili o lm alıd ır. B un ların  h e r  b i
ri =  - 1  ifad e s in i sağ lam alıd ır. İki a y r ık  o lu ş tu ru c u  elem anın  ça rp ım ın ı 
bu lm ak  üzere yaln ızca  Fano düzlem inde o n la rı tem sil eden  n o k ta la r ı b ir 
le ş tire n  çizgiyi b u lu ru z  ve çizgi ü zerin d e  k a lan  nok ta  bu  d iğer ik is in in  (bir 
işa re te  bağlı) ça rp ım ın ı göste ren  n o k ta  o lur. B unun iç in  Fano düzlem in in  
b a s it  b ir  resm i h iç  de ye terli d eğ ild ir  çünkü  ça rp ım ın  işa re tin in  de b u lu n 
m ası gerek ir. Bu işa re ti, Şekil 16 .1a 'da g ö ste rilen  d isk le verilen  ta n ım la 
m ayı eski h a lin e  ge tire rek  ya da Şekil 16.3 'teki (dairesel o la rak  y o ru m la n 
mış) (eşdeğer) ok düzen lem esin i k u lla n a rak  bu lab ilir iz . Gelin d isk  ü z e rin 
deki işa re tli n o k ta la ra , diyelim  ki s a a t yönü  te rs in e , d a irese l b ir  düzen 
a taya lım . Böylece ix, iy, iz 'n in  d a ire se l düzen i d isk  ta ra f ın d a n  a ta n a n la  
u yu m lu y sa  ixiy =  iz ifadesine , d iğer tü r lü y se  ix iy =  —iz 'ye sa h ip  oluruz. 

Özelde, i 0İ! = i3 = - i j i o ,  i0i2 = i6 =  “ U- U '2 =  ~ h  v b .11661

5© (16.5] F0 sonlu alanı, e7 = 1 ve 1 + 1 = 0 olmak üzere 0, l ,  e, e2, s 3, £4, e s , e6 elem anlarına sa 
hip tir. (1) a, b ve c, Şekil 16.1a'daki zemindeki çem ber üzerindeki diskte bulunan üç noktada 
dizilebilecek say ıla r olduğunda e a +  s b +  e c =  0 biçim ine ilişkin b ir özdeşliğin m evcut o ldu
ğunu ya da (2 ) aynısının s yerine e3 konulduğunda (f3a + e3b + s 3c =  0) geçerli olduğunu gös
terin.

!f& [16.6] "Birleştirici" a(bc) — (ab)c ifadesinin a, b, c'de, bun lar oluşturucu elem anlar olduğun
da ters sim etrik  olduğunu gösterin  ve bunun  (ayrıca buradan  a(ab) =  a2b tü m  elem anlar



Bu geom etrik  ve ceb irse l y a p ıla rd a  d ikkate  değer b ir  za riflik  b u lu n sa  
da, fizik i d ü n y an ın  işle riy le  az m ik ta rd a  açık ilişk i o lduğu  gö rü lüyor. Şekil 
1.3 ve §1.4 'teki bak ış aç ıs ın ı b en im se rsek  bu  d u rum  belk i de b iz i ş a ş ı r t 
m am alı. E vren im ize hükm eden  fiziki y a sa la r la  h e rh an g i do laysız  b ir  i l iş 
kiye sa h ip  m atem atik , b ir  b ü tü n  o la rak  P la ton ik  m a tem atik se l d ü n y an ın  
küçük  b ir  k ısm ıd ır, ya da m evcu t an lay ış ım ız  sü rdükçe  öyle gö rü n ü r. Bilgi 
d erin liğ im iz  gelecekte a r ttık ça , b u  tü r  za r if  y a p ıla r la  ya da ok tonyon  cebi- 
riy le  ilg ili son lu  geom etrile r o la rak  önem li ro lle r  b u lu n a ca k tır . Şu anki 
d u ru m d ay sa  b a n a  göre o lay  ikna  edici b iç im de o rtay a  konm ak zo ru n d a 
d ır .1 Öyle gö rünüyor ki tek  b a ş ın a  m a tem atik se l za ra fe t y e te rli o lm ak tan  
o ldukça u z a k tır  (ayrıca bkz. §34.9) Bu, ev ren in  y a sa la rın ın  tem elinde y a 
ta n  k u ra lla ra  ilişk in  a ra y ış ım ızd a  b ize d ikka tli o lm ayı öğretm elid ir!

K endim izi bu  tü r  çekici so n lu  y ap ıla ra  k u r y ap m ak tan  geri çekelim  ve 
so n su z d a  içselleşm iş d eh şe t veric i m a tem atik se l zengin liğe geri dönelim . 
B aşlang ıç o la rak  sonsuz y a p ıla r ın  gerçeği aç ık lam ayı am aç ed inm iş b ir  
tü r  m atem atik se l b iç im ciliğ in  b ir  k ısm ı o lab ileceğ i b e lir tilm e lid ir, oysa ki 
bu  so n su z  y a p ıla r ın  sonsuz  (ya da so n su z  küçük) fiziki v a r lık la r  o larak  do 
laysız  b ir  fiziki yorum a sa h ip  o ld u k la rı kasted ilm ez. Ö rneğin, h â lâ  b e lir 
siz b iç im de (ya da h a t ta  so n su z  biçim de) büyük  y ap ıla r ı aç ık lam a p o ta n s i
yeli m evcutken  ay rı olm a d u ru m u n u n  (ve as lın d a  sonluluk) en küçük d ü 
zeyde gö rü n d ü ğ ü  b ir  t a s a n  g e liş tirm ek  üzere b az ı g iriş im le rd e  b u lu n u l
m u ş tu r. Bu du ru m  özellikle, b a n a  a i t  eski, k ısaca  §32.6 'd a  aç ık layacağım  
ve s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ i u y arın c a  b ir  n esn en in  sp in in in  ö lçüsünün  
b e lir li s a b it  b ir  (-ft) n ice liğ in in  doğal say ı o lan  b ir  k a tıy la  verild iğ i g e r

çekliğ ine d ay a n an  sp in  ağ la rı k u ram ın ı k u lla n arak  son lu  b ir  b iç im de uzay 
o lu ş tu rm a  fik ri iç in  geçerlid ir. A slında §3 .3 'te değ ind iğ im  üzere, k uan tum

için geçerli oluşu sonucunu tü retin . İpucu: Şekil 16.3'ü ve Fano düzlem inin tam  sim etrisini 
kullanın.

1 Oktonyonlara ilişkin fiziki rol yine de zam an zam an tartış ıld ı, bkz. örn. Gürsey ve Tze, 1996; 
Dixon 1994; Manogue ve Dray, 1999; Dray ve Manogue, 1999; fakat genel b ir  "oktonyonlarla 
ilgili kuantum  mekaniği" o luşturm akla ilgili olarak, durum  "dördeylerle ilgili kuantum  me
kaniğ im e göre b iraz daha pozitif olmak üzere, temel zorluklar m evcuttur; Adler, 1995. Belir
li b ir  fiziki role ilişkin aday olarak durum  üzerine önerilen başka b ir sayı sistem i "p-gen sa
yılama ilişkin olandır. Bunlar, halkülüsün  kuralların ın  geçerli olduğu sayı sistem lerini 
o lu ştu ru rla r ve 0, 1, 2, 3 ,..., basam akların ın  p — l ' i  (p seçili asal sayı olmak üzere) gösterm e
si d ışında ondalık biçimde genişlem iş s ıradan  gerçel sayılar şeklinde ifade edilebilirler ve 
sıradan  ondalık lar durum undakinin tersi b içim inde  sonsuz olm aya izin lid irler (ve eksi işa 
rete gerek duymayız). Örneğin

......24033200411.3104
belirli b ir  5-gen sayıyı tem sil eder. Toplama ve çarpm a kuralları ("10" sem bolünün p asalı 
yerine, vb, kullanıldığı) "olağan" p -li aritm etiktekinin aynısıdır. Bkz. M ahler, 1981; Gouvea, 
1993; Brekke ve Frend, 1993; V ladim irov ve Volovich, 1989; Pitkâenen, 1995 ve p-genlerin  f i
zik m alzem esine uygulam alan.



m ekan iğ in in  ilk  z a m a n la rın d a  k u an tu m  k u ram ın ın  fiziğ i, d ü n y an ın  en k ü 
çük düzeyde gerçek ten  b ir  ay rı o lm a d u ru m u n u n  söz k o nusu  o lduğu  b ir  
resm ine  yön len d ird iğ in e  ilişk in , d a h a  son rak i gelişm elerce d o ğ ru lan m a
m ış olan, b ü yük  b ir  b ek len ti m evcu ttu . G ünüm üzün b a ş a r ılı  k u ra m la r ın 
da, şey lerin  o rtay a  ç ıkard ığ ı g ib i, k u an tu m  k av ram ları d ah il o lduğunda 
b ile  u zayzam an ı b ir  sü rek lilik  o la rak  kabu l ederiz  ve küçük ölçekli u za y 
zam an  ayrık lığ ı içeren  f ik ir le r  "a lışılm adık" o la rak  d eğ e rlen d irilm elid ir  
(§33.1). S üreklilik  h â lâ  önem li b ir  şekilde, k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  f i
k irle ri uzay  ve zam an  y a p ıla r ın a  uygu lam a g iriş im in d e  b u lu n a n  o k u ra m 
la rd a  b ile  be lirley ic i n ite lik ted ir . Bu, özelde, düğüm  ve bağ  k u ram ın d ak i 
g ib i ay rık  (tüm leşik) f ik irle rin  gerçek ten  k ilit ro lle r  oynadığ ı ve ay rıca  
sp in  ağ la rın ın  tem el yap ıya g ird iğ i döngü  değ işken lerine  ilişk in  A sh tek ar- 
R ove lli-S m olin -Jacobson  k u ram ın d a  geçerlid ir. (Bu kayda değer ta sa r ıy a  
ilişk in  b az ı şey leri 32. bö lüm de göreceğiz ve §33.1'd e  "ayrık uzayzam an"la  
ilg ili b aşk a  b az ı f ik irle rle  k ısaca  karşılaşacağ ız .)

Böylece, en  az ın d an  ş im dilik  sonsuzu , özellikle fiziki sü rek liliğ in  m a te 
m a tik se l aç ık lan m asın d ak i ro lü n d e  cidd i şek ilde k u llan ım a a lm aya gerek 
duyduğum uz görü lüyor. Öyleyse b u ra d a  gerek duyduğum uz ne tü r  b ir  
so n su z lu k tu r?  §3.2 'de gerçel say ı s is tem in i rasy o n e l sa y ıla rın  sonsuz  k ü 
m esi b iç im inde  o lu ş tu rm a y a  ilişk in  "D edekind kesiği" yön tem in i k ısaca  
açık lad ım . A slında bu, rasy o n e l sa y ıla rın  kend ile rinde  içerilm iş  o lan ı b ü 
yük o ran d a  a şa n  b ir  sonsuz luk  kav ram ı içeren  devasa  b ir  ad ım d ır. Bu ko 
nuya  b u ra d a  yönelm ek b izim  iç in  önem li o lacak tır. G erçekte, büyük  D ani- 
m arka lı/R us/A lm an  m atem atikç i Georg C an to r 'u n  1874'te, 1895'e k a d a r  
geliştirm eye devam  e ttiğ i b ir  k u ram ın  p a rç a s ı o la rak  g ö ste rd iğ i üzere, 
so n su z lu ğ a  ilişk in  fa rk lı  b o yu tla r  m evcu ttu r! Doğal sa y ıla rın  s ın ırs ız lığ ı 
as lın d a  b u n la rın  en b a s it id ir  ve fa rk lı so n su z la r  b itim siz  şek ild e  g it g ide 
d ah a  büyük  ö lçek lerde sü re r. Gelin C an to r 'u n  ç ığ ır açıcı ve tem el f ik ir le r i
ne k ısacık  b ir  göz a tm ay ı deneyelim .

16.3 Sonsuzun farklı boyutları

C an to r devrim indek i ilk  k ilit b ile şen  b ire  b ir , 1-1, u y u m lu lu k tu r .2 B ir 
küm enin  e lem an la rıy la  d iğ e rin in  e lem an la rı a ra s ın d a , h e r  iki küm enin  
uyum lu luğa  k a tk ıd a  b u lu n m a k ta  b a şa r ıs ız  o lacak  h iç b ir  elem an ı b u lu n 

2 Buna m odem  m atem atiksel term inolojide eş yapılılığa (izomorfizm) ilişkin b ir  küme denir. 
M atem atikçilerin b ir  küme ya da yapıyla b ir  diğeri arasındak i dönüşüm leri genel b ir  bağ 
lam da nitelendirm ek üzere kullanm a eğilim inde oldukları "endomorfizm", "epimorfizm" ve 
"monomorfizm" (ya da yalnızca "morfizm") tü rü  başka sözcükler de m evcuttur. Gereksinim
lerimizle ilgili değerliliğini göz önüne alm ak yerine alışm anın  oldukça fazla çaba gerektir
m esi nedeniyle bu tü r  term inoljiden bu k itap ta  kaçınm ayı tercih  ediyorum.



m ayacak  şe k ilde b ire  b ir  b ir  uyum lu lu ğ u n u  o lu ş tu rm a k  o lanak lıy sa  iki 
küm en in  (alışıld ık  d ilde  "aynı elem an  sa y ıs ı''n a  sa h ip  o lm ak an lam ın a  ge
len) ayn ı k a rd in a lite y e  sa h ip  o lduğunu  söyleriz. Bu iş lem in  son lu  küm eler 
(diğer b ir  dey işle son lu  1, 2, 3, 4, ... say ıda  üyeye ya d a  h a t ta  0, bu  d u ru m 
d a  uyum lu lu ğ u n  an lam sız  o ld u ğ u n u  bekleriz , e lem ana sa h ip  küm eler) iç in  
d oğ ru  y a n ıtı ("aynı elem an  sayısı") verd iğ i aç ık tır. Sonsuz küm eler d u ru 
m u n d ay sa , sonsuz b ir  küm enin , ken d isin e  a i t  uygun  b ir  ("uygun" küm enin  
tü m ü n d e n  fark lı an lam ın a  gelm ek üzere) a l t  küm eyle ayn ı k a rd in a litey e  
sa h ip  o lm ası g ib i yen i b ir  (büyük fizikçi ve a s tro n o m  G alileo G alilei t a r a 
f ın d a n  d ah a  1638'de b e lir tilm iş  o lan )3 özellik m evcu ttu r.

Gelin b u n u  doğal sa y ıla rın  M küm esi d u ru m u n d a  görelim :

M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ...}.

Bu küm eden  O'ı ç ık a rırsak 4 a ç ık tır  ki N 'yle ayn ı k a rd in a lite y e  sah ip  yeni 
b ir  M — 0 küm esi b u lu ru z . B unun neden i N 'deki r  e lem an ın ın  M — O'daki 
r  +  1 e lem an ıy la uyum lu  h a le  g e tirileb ild iğ i 1-1 uyu m lu lu ğ u  o lu ş tu rab il-  
m em izd ir. A lte rn a tif  b iç im de G alile i'n in  ö rneğ in i a la b ilir iz  ve iyi tan ım lı 
b ir  an lam d a , kare li sa y ıla r ın  b ir  b ü tü n  o la rak  doğal sa y ıla r ın  gözden k ay 
b o lacak  derecedeki küçük  b ir  k ısm ın ı o lu ş tu rm a s ı gerçeğ ine k a rş ın , ay rıca  
{0, 1, 4, 9, 16, 25, . . . ) k are li s a y ıla r  küm esin in  de N 'yle ayn ı k a rd in a litey e  
sa h ip  o lm ası gerek tiğ in i gö rü rüz . Ayrıca y ine tü m  ta m sa y ıla r ın  Z k üm esi
n in  de ayn ı k a rd in a lite d e  o lduğunu  göreb iliriz . Bu, M k ü m esin in  {0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8,...} e lem an la rıy la  b as itç e  eş leştireb ileceğ im iz  Z'ye ilişk in ,

{0, 1 ,-1 , 2, -2 , 3, - 3 ,4 ,  -A, ...)

ile  verilen  düzen i ele a ld ığ ım ızda  gö rü leb ilir . D aha ça rp ıc ı b ir  gerçek, ras
yo n e l sa y ıla rın  k a rd in a lite s in in  RJ'nin k a rd in a lite s iy le  y ine aynı o lu şudur. 
B unu do laysız b iç im de görm en in  pek  çok yo lu  m e v c u ttu r ,116 71,116-81 fa k a t b u 
n u  b u ra d a  ay rın tılı o la rak  göste rm ek  yerine  bu  b e lir li ö rneğ in , C an to r 'a  
a i t  h a r ik a  sonsuz k a rd in a l sa y ıla r  k u ram ın ın  genel çerçevesi iç ine n a s ıl 
d ü ş tü ğ ü n ü  görelim .

3 Bu doğaya ilişkin daha önceki bazı düşünüşlerle ilgili olarak bkz. Moore, 1990, bölüm  3.
4 Not 15.5’ten, Rl -  0 'm  aslında sıfır olm ayan doğal say ıla r yerine kullan ılm ası yoluyla notas- 

yona ilişkin b ir kötüye kullanım a hazırlandığım ı anım sayın. İroni şu rada  ki, b ir  ta ra ftan  
{0} = 1 yoluyla §3.4'teki işlem ler benim senirken, "daha doğru" görünen M -  {0}'da benimse- 
niyorsa, ele alm an kümeyle ilgili daha da kafa karıştırıc ı olan "N — 1” ifadesine kalınzl

®  [16.71 Kesirlerin tüm ünün düzenlenm esine ilişk in  sistem li b ir  yol bu larak  bu  tü r  açık b ir  iş 
lem sağlayabiliyor m usunuz, bakın.

M  [16.8] j  ((a + b)2 + 3a + b) fonksiyonunun doğal sayılarla doğal say ıların  (a, b) çiftleri a ra 

sında  1 -1  b ir  uyum luluğu açık biçim de sunduğunu gösterin.



İlk  o la rak  b ir  ka rd in a l sa y ı ned ir?  Tem el o la rak  o, iki küm eyi ancak  ve 
ancak  b irb ir le r iy le  1-1 uyum lu luk  iç ine koyabild iğ im iz d u ru m d a  "aynı 
elem an say ıs ı"na  sah ip  o la rak  değerlend ird iğ im iz  k o şu lla rd a , b ir  küm ede
ki elem an "say ısı"d ır. "E şdeğerlik  sın ıfı"  fik rin i k u lla n a rak  (bir p a sa lıy la  
ilg ili IFp'yi tan ım lam ak  üzere ü s tte  §16.1 'de ile ri sü rü len  fikir; ay rıca  bkz. 
Önsöz) d ah a  kesin  o lm ayı deneyeb iliriz  ve b ir  A küm esine a i t  a  k a rd in a l 
sa y ıs ın a  >4'yla aynı k ard in a litey e  sa h ip  tü m  küm elerin  eşdeğerlik  s ın ıf ıd ır  
d iyebiliriz . A slında m an tıkç ı G ottlob  F rege b u n u  yapm ayı 1884'te denedi 
fa k a t açık  uçlu  "tüm  küm eler" benzeri k av ram lard a , b u n la rd a n  g l6 .5 't e  
göreceğim iz üzere) c idd i ay k ırılık la r o rtay a  çıkab ild iğ i için, tem el zo rluk 
la r  m evcu t o lduğu  o rtay a  çıkar. Bu tü r  ay k ırılık la rı önlem ek üzere "olası 
küm eler evren i"n in  b o y u tla r ın a  b az ı k ıs ıtla m a la r  koym ak gerekli g ö rü n 
m ek ted ir. Bu ra h a ts ız  edici konuy la  ilg ili b iraz d an  yapm am  gereken bazı 
u y a r ıla r  o lacak. Şu an  için  b u n d a n  kaç ınm ak  üzere, d ah a  önce yap tığ ım  
g ib i (Önsöz'de rasyone l sa y ıla ra  a it "eşdeğerlik  sın ıfı" tan ım ıy la  ilişk ili 
o la rak  değ in ild iğ i üzere) b ir  s ığ ınm a konum u alalım . K ard ina lleri b as itç e  
k üm eler a ra s ın d ak i 1-1 eşdeğerlik  k av ram ın d an  so y u tlan a b ilen  m a tem a
tik se l k av ra m la r  (P la ton 'un  d ü n y as ın d a  yaşayan lar!) o la rak  k ab u l ed eb ili
riz. K endim ize, A küm esin in  "a k a rd in a lite s in e  sah ip" o lduğunu  ya da “a 
e lem ana sah ip" o lduğunu  söylem eye, tu ta r l ı  o lm am ız ve B küm esin in  de, A 
ve B küm eleri ancak  ve ancak  1-1 uyum lu luğa konu lab ild iğ in d e  “a  k a rd i
n a lite s in e  sah ip" o lduğunu  ya da “a e lem ana sah ip" o lduğunu  söylem em iz 
ko şu lu y la  iz in  veririz . Doğal sa y ıla rın  tü m ü n ü n  bu  an lam d a  k a rd in a l sa y ı
la r  o la rak  d ü şü n ü leb ild iğ in e  d ik k a t edin; bu , b ir  doğal say ın ın  ne o ld u ğ u 
n a  ilişk in  §3 .4 'te verilm iş "sıra" ta n ım ın d a n  (0 = (), 1 = (0), 2 = {0, (0) ), 3 = 
{0, {0}, {0, (0)}}, ...) sezg isel o la rak  çok d ah a  yak ın  b ir  tan ım d ır! Doğal sa y ı
la r  a s lın d a  (sonsuz  k a rd in a lle rin , kend ile ri g ib i ayn ı k a rd in a lite d ek i u y 
gun  a lt küm eler içeren  o küm elere a it, ü s ttek i Fsl gibi, k a rd in a lite le r  o lm a
la r ı an lam ında) son lu  k a rd in a lle rd ir.

A rtık k a rd in a l sa y ıla r  a ra s ın d a k i ilişk ile ri k u rab iliriz , a k a rd in a lite s i
ne sa h ip  b ir  A küm esin in  e lem an la rı /? k a rd in a lite s in e  sa h ip  b ir  B k ü m esi
n in  e lem a n la rın a  a it b ir  a lt küm en in  (uygun b ir  a lt küm e o lm ası zo run lu  
değildir) e lem an la rıy la  1-1 uyu m lu lu ğ a  k o n u lab ilirse  a  k a rd in a li p  k a rd i
na lin e  k ü ç ü k  e ş ittir  d e r ve

a < p

(ya d a  eşdeğer o la rak  p  > a) y azarız , a  <  /? ve p  < y  ise  a < y  o lduğu  açık 
o lm a lıd ır .116 91 K ard inal say ı k u ram ın a  ilişk in  güzel so n u ç la rd an  b ir i



a  <  /? ve fi < a  ise  

A v e B  a ra s ın d a  1-1 u yum lu luk  o lu şu  an lam ındak i

« =  /?

ifa d e s id ir .116101 K endileri iç in  a < (3 ve fi < a  b a ğ ın tıla r ın ın  geçerli olm adığı 
a  ve /? k a rd in a l ç iftle r in in  b u lu n u p  b u lu n m ad ığ ın ı so rab ilir iz . Bu tü r  k a r 
d in a lle r  ka rş ıla ş tır ıla m a z  o lur. Gerçekte bu, (§1.3'te k ısaca  değinilen) seç
m e  a k s iy o m u  o la rak  b ilin en  k a rş ıla ş tır ı la m a z  k a rd in a lle rin  v a r  olm adığı 
v a rsa y ım ın ın  sonucudur.

Seçme aksiyom u, e lem an la rın ın  tü m ü  boş o lm ayan  küm eler o lan  b ir  A 
küm esine sah ip  o lduğum uzda  A 'ya  a it h e r b ir  küm enin  tam  o la rak  b ir  ele
m an ın ı içeren  b ir  B küm esin in  v a r  o lduğunu  ile ri sü re r. İlk  b a ş ta , seçm e 
aksiyom u yaln ızca  m u tlak  b iç im de b e lirg in  o lan  b ir  şey  ile ri sü re r  g ö rü 
n ü r. {Bkz. Şekil 16.4.) B unun la  b irlik te , on u n  evrensel o la rak  geçerli o lan  
b ir  şey  o la rak  kabu l ed ilm esi gerek liliğ i tam am en  ta r t ışm a s ız  değ ild ir. 
Kendi konum um  bu  konuda  d ik k a tli o lunm ası gerek tiğ ine  ilişk in  konum 
dur. Bu aksiyom la ilg ili teh like  onun , kend isi yo luy la  B küm esin in  belirle- 
neb ileceğ i b ir  k u ra lla  ilg ili h e rh a n g i b ir  ipucu  o lm aksız ın , s a f  b ir  "varlık" 
sav ı o lm asın d ad ır. G erçekte, p an ik le tic i b ir ta k ım  sonuca  sa h ip tir . B u n la r
d an  b iri, b ir  versiyonu  Ö klitçi 3 -u zay d ak i o lağan  b irim  k ü ren in  beş p a rç a 
ya, bu  p a rç a la r ın  ik i ta m  b irim  kürey i o lu ştu rm ak  üzere b a s it  b iç im de Ök
litç i h a re k e tle r  (diğer b ir  dey işle  ötelem e ve döndürm eler) yo luyla yen iden  
k u ru lab ilm e  özelliğiyle b ir lik te  ay rılab ileceğ in i söy leyen B an ach -T arsk i

Ş e k i l  16.4 Seçm e a k s iy o m u  e lem a n 
la r ın ın  tü m ü  b o ş o lm a ya n  k ü m e ler  
o lan  herhangi b ir  A kü m e s i iç in  A 'ya  
a it h er  b ir  k ü m e n in  ta m  olarak b ir  
elem a n ın ı içeren  b ir  B  kü m e s in in  
var o ld u ğ u n u  ileri sürer.

A

®  [16.10] Bunu kanıtlayın. Çerçeve: /l'yı B 'nin b ir  M (=  b(A)) a lt  küm esine götüren 1-1 b ir  b ve 
B'yi /4'nın b ir  aB a lt küm esine götüren 1-1 b ir a gönderim i m evcuttur; ,4'dan B'ye, A -  aB"yi 
bA -  baB’ye  ve abA -  abaB 'y i babA -  babaB'ye, vb, göndermek üzere b 'yi kullanan ve 
aB — abA’yı B -  i/4'ya ve abaB -  ababA'yı baB -  babA'ya, vb, gönderm ek üzere a -1'i kullanan 
b ir  gönderim i ele alın ve A ve B 'nin geri kalanıyla ne yapm ak gerektiğini çözümleyin.



te o re m id ir .5 E lbe tte  p a rç a la r  k a tı c is im le r değil fak a t n o k ta la rd a n  o lu şan  
k a rış ık  to p lu lu k tu r  ve h iç  de yap ıcı o lm ayan  b ir  yolla , yaln ızca  seçm e ak 
s iyom unun  ku llan ım ı yo luy la "var o lm a"sı ile ri sü rü lm ü ş olm ak üzere, t a 
n ım lan ır.

K ard ina l sa y ıla ra  ilişk in  çok tem el b irk aç  özelliği k an ıtla m ak sız ın  s ır a 
layayım . İlk  o la rak  <  sem bolü  doğal sa y ıla ra  (so n lu  kard ina lle r) u y g u la n 
d ığ ın d a  verd iğ i ayn ı an lam ı v e rir  (bkz. n o t 3.1). D ahası h e rh an g i b ir  doğal 
say ı h e rh an g i b ir  son lu  k a rd in a l say ıya  küçük  e ş it t i r  (<); e lb e tte  kesin  bi
ç im d e  k ü çü k tü r  (<), e ş it değ ild ir. Ş im di a  sonsuz olacak  şek ild e  p < a 'yı 
d ü şü n ü n , böylece (sonlu sa y ıla rla  ilg ili b ild iğ im iz şeyle k a tı b ir  z ıtlık  iç in 
de) A u  B b irleşim in in  k a rd in a lite s i ik is in d en  büyük  o lanm kine, d iğe r b ir  
dey işle  a 'n ın k in e  e ş itt i r  ve ay rıca  A xB  ça rp ım ın ın  k a rd in a lite s i de a 'd ır .  
(Daha önce ça rp ım ın  ö rnek lerin i gö rm üştük , örn. §13.2, §15.2. A xB  küm e
si, a, / l 'd a n  ve b, B 'den a lınm ak  üzere tü m  (a, i )  çi/itlerinden o lu şu r. Sonlu 
küm elerin  ç a rp ım la rın ın  k a rd in a lite s i, küm eler o la rak , k a rd in a lite le rin in , 
son lu  küm eler iç in  h e r  zam an  b ir  e lem an d an  d ah a  faz la s ın a  a it k a rd in a li-  
ten in , h e r  b ir in e  a it b ireyse l k a rd in a lite d en  d ah a  büyük  o lduğu , o lağan  
sa y ısa l ça rp ım ıd ır.) Bu du rum  bizi, za ten  elim izde v a r  o la n la rd an  d ah a  
büyük  so n su z lu k la r  bu lm ak  is tiy o rsak  pek  de ile ri g ö tü rü r  görünm ez, a 'ya 
"bağlı kalm ış" görünm ekteyiz.

Sonraki bö lüm de n a s ıl "bağsız" h a le  gelineceğin i göreceğiz. B ununla 
b ir lik te  an  itib a riy le , y u k arıd a  yap tığ ım ız  şeyin  b ize en az ın d a n  rasyone l 
sa y ıla rın  sa y ıs ın ın  doğal sa y ıla rın  say ıs ıy la  aynı o lduğunu  g ö ste rd iğ in i 
gö reb iliriz . C an to r 'u  izleyerek, y u k a rıd a  gördüğüm üz üzere ta m sa y ıla r ın , 
Z, k a rd in a lite s iy le  aynı o lan  doğal say ı, N, k a rd in a lite s i iç in  N0 ("hiç e l if ' 
ya da ABD'de "sıfır elif ') sem bolünü  ku llanalım . Şu h a ld e  ra sy o n e lle rin  p 
k a rd in a lite s i ned ir?  H erhang i b ir  rasy o n e l sayı, a ve b ta m sa y ıla r  olm ak 
üzere, a /b  b iç im inde  (pek çok yolla) y az ılab ilir . Bu y o lla rın  b ir in i seçerek  
rasy o n e lle r küm esiy le NxN küm esin in  b ir  a lt k ü m e s i  a ra s ın d a  1-1 b ir  
u yum lu luk  bulduk . Böylece p, MxFsl'nin k a rd in a lite s in e  küçük  e ş i t t i r  fak a t 
y u k a rıs ı (ya da a lış tırm a  [16.8]'in do laysız  uygulam ası) u y arın ca  N xFi'nin 
k a rd in a lite s i N 'n in  k ard in a lite s in e , d iğe r b ir  dey işle N0'e e ş ittir . Bu n ed e n 
le p <  N0't i r  fa k a t ta m sa y ıla r  ra sy o n e lle rd e  içerild iğ inden  N0 <  p o lur. Bu
n u n  sonucu  o la rak  p =  X0 o lur.

16.4 Cantor'un çapraz kesiği

Şim di C a n to r 'u n  ilk ş a ş ır tıc ı b a ş a r ıs ın a , d iğe r b ir  dey işle  N0'te n  kesin  
b iç im de d ah a  büyük  so n su z lu k la rın  a s lın d a  m evcu t o ldu ğ u n a  ve 115 gerçel

s Bkz. Wagon, 1985; gözde b ir  açıklam a için bkz. Runde, 2002.



sa y ıla r  küm esin in  k a rd in a lite s in in  b u  tü r  b ir  so n su z lu k  o ldu ğ u n a  ilişk in  
g ö ste rim in e  geliyoruz. Bu sonucu  b u rad a , a < p  ifad esi a  <  /? ve a =£ /? a n 
lam ın a  gelm ek üzere (ve ay rıca  e lb e tte  a < /?'yı (5 > a  şek linde yazabiliriz), 
C a n to r 'u n  d a h a  genel

a  < 2 a

ifad e s in in  b e lir li b ir  ö rneği o la rak  vereceğim . C an to r 'u n  b u  sonuca  ilişk in  
d ik k a t çekici k an ıtı m a tem a tiğ in  tü m ü n d ek i en o rijina l ve e tk ili kazan ım - 
la rd a n  b ir in i o lu ş tu ru r . Yine de o k a d a r  b a s it  ki onu, b u ra d a  kend i b ü tü n 
lüğü  iç inde vereb ilirim .

Ö ncelikle n o ta sy o n u  açık lam alıy ım . İki A ve B küm esine sah ip sek , BA 
küm esi A 'd a n  B 'ye olan tü m  d ö n ü şü m le r in  kü m esid ir . N o tasyonun  b u  şe 
kilde ku llan ım ın ın  gerekçesi ned ir?  A küm esin i, h e r  b ir  e lem anı b ir  "nok
ta" b iç im inde  gösterilm ek  üzere  önüm üze se rilm iş  o la rak  d ü şü n ü rü z . Son
ra , BA'ya a it b ir  e lem anı resm etm ek  üzere fl 'n in  e lem a n la rın d a n  b ir in i bu  
n o k ta la rd a n  h er b irin e  y e rle ş tir ir iz . Bu, ^4'dan B 'ye b ir  d ö n ü şü m d ü r çünkü  
fl'n in  b ir  elem an ın ın  ,4 'nın h e r  b ir  e lem an ına  a ta n m a s ın ı sa ğ la r  (bkz. Şekil 
16.5). Ba 'ya ilişk in  "üslü  no tasy o n "u n  neden i bu  p ro se d ü rü  son lu  küm ele
re, a e lem an lı b ir  A küm esiy le b e lem anlı b ir  fl küm esi d iyelim , u y g u lad ı
ğ ım ızda fl 'n in  b ir  e lem anın ı ,4 'nın h e r  b ir  e lem an ına a tam a  y o lla rın ın  to p 
lam  say ıs ı a s lın d a  6a 'd ır. (A'ya a i t  a ad e t e lem anın  h e r  b ir i  iç in  ö rneğin  ilk 
elem an ı iç in  b yol m evcu ttu r; İk incisi iç in  b yol m evcu ttu r; ü çü n cü sü  için  
b yol m evcu ttu r; vb. Böylece to p lam  sayı, b x b x b x  ...xb  ç a rp ım ın d ak i i 'le -  
r in  say ıs ı a o lm ak üzere  i “ 'dır.) C an to r 'u n  fl^ 'n ın  k a rd in a lite s in e  ilişk in  
n o ta sy o n u , p  ve a s ıra s ıy la  S ve i4 'nm  k a rd in a lite le ri o lm ak üzere,

r
o lur.

Şekil 16.5 A, B  genel kümeleri 
için A ’dan B ’ye tüm dönüşümle
rin kümesi B A ’yla gösterilir 
(ayrıca bkz. Şekil 6.1). j4’nın her 
bir elemanı f l ’nin belirli bir 
elemanına atanır. Bu, içerilen 
herhangi bir süreklilik kavramı 
olmaması dışında, B x A ’ya ait A 
üzerindeki bir demet olarak de
ğerlendirilen (Şekil 15.6a’daki 
gibi) bir ara kesit sunar.



Bu, fi = 2 o ld uğunda  b e lirli b ir  an lam  ed in ir. B u rada B'yi, "içeride" ve 
"d ışarıda" e tike tle riy le  düşüneceğ im iz  iki elem an lı b ir  küm e o la rak  kabu l 
edeb iliriz . Böylece BA'ya a it h e r  elem an  A 'ya  a i t  b ü tü n  e lem an la ra  ya "içe
ride" ya da "d ışarıda" yap ılm ış b ir  a tan m a d ır . Bu tü r  b ir  a tam a  b a s it  o la 
rak  <4'nın b ir  a lt küm esin i (diğer b ir  dey işle  "içeride"ki e lem an la rın  a lt k ü 
m esini) seçm ek an lam ın a  gelir. Böylece bu  d u ru m d a  BÂ, yl'nın a lt küm ele
r in in  k ü m e sid ir  (ve A 'ya  a i t  bu  a lt küm eler küm esin i s ık lık la  2A o la rak  
gösteririz). B una göre:

2a , a  e lem an lı h e rh an g i b ir  küm enin  top lam  a l t  küm e say ıs ıd ır .

Şim di C an to r 'u n  şa ş ır tıc ı kan ıtı. Bu, k lasik  eski Y unan geleneği o lan  
"çelişki yo luy la  kan ıtlam a" (§2.6, §3.1) u y arın ca  ile rler. İlk o larak , b ir  A 
küm esiy le ona a i t  a lt küm eler küm esi 2A a ra s ın d a  1-1 b ir  uygun luk  olacak 
b iç im de a = 2“ o lduğunu  v arsay m ay ı deneyelim . Böylece bu uygun luk  s a 
yesinde, i4'ya a i t  h er b ir  a elem anı, /l 'y a  a it b e lirli b ir  S (a) a lt küm esiy le 
b a ğ lan tılı o lacak tır. S (a) küm esin in  a 'n ın  ken d isin i b ir  e lem an  o la rak  b a 
zen içerip  bazen  içerm eyeceğini bek leyebiliriz . S (a ) 'n ın  a 'y ı içerm ediğ i d u 
ru m la  ilg ili a e lem an la rın ın  tü m ü n ü n  to p lam ın ı ele alalım . Bu top lam  
/l 'n ın  (gerekirse ya boş küm e ya da tü m  A o lm asına  iz in  vereceğim iz) b e lir 
li b ir  Q a l t  küm esi o lacak tır. V arsay ılm ış o lan  1-1 uygun luk  d u ru m u n d a  
5 'dek i b ir  q 'y la  ilg ili Q = S (q )'ya  sa h ip  olm ak zorundayız. Şim di şu  so ruyu  
so rarız : “q, Ç 'da m ıd ır yoksa değil m idir?" îlk  o la rak  o lm adığ ın ı d ü şü n e 
lim . Böylece q, Ç a lt küm esi o la rak  henüz ay ırm ış  o lduğum uz i4'nm  ele
m a n la rı to p la m ın a  a i t  o lm alıd ır, ve böylece so n u ç ta  q, Ç 'ya a i t  o lm alıd ır: 
b ir  çelişki. Bu bizi, 17'n u n  Ç 'da  o ldu ğ u n a  ilişk in  a l te rn a t if  d ü şü n ü şle  b aş  
b a şa  b ırak ır. Bu d u ru m d a  q, Ç o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  to p lam a a it o lam az 
ve so n u ç ta  q, Ç 'ya a it değ ild ir: y ine b ir  çelişki. Böylece, .4'yla 2“ a ra s ın d a  
v arsay m ış o lduğum uz 1-1 u y g u n lu ğ u n  v a r  o lam ayacağ ı so n u cu n u  ç ık a rı
rız.

Son o la rak  a < 2“ o lduğunu , d iğer b ir  deyişle A ve 2'4'n ın  b ir  a l t  küm e
si a ra s ın d a  1-1 b ir  uygun luk  o ld u ğ u n u  gösterm em iz gerekir. Bu b a s it  o la 
rak , 4 'y a  a it h e r  b ir  a e lem an ın ı A'ya  a it yaln ızca  a e lem anın ı içeren  b e lir li 
b ir  a lt küm eye a tay a n  1-1 uygun luğu  k u lla n ıla ra k  g erçek le ştir ilir. Böylece 
gerek tiğ i g ibi, a < 2“ 'y ı a  *  2“ 'y la  b irlik te  g ö ste re rek  a < 2“ 'y ı o lu ş tu r 
duk.

Bu a rg ü m an  b ir  m ik ta r  kafa  k a r ış tır ıc ı o lsa  da (ve k afa s ı k a r ışa n  h e r  
okuyucu  h e r  şeyi b a ş ta n  a lm ak  is teyeb ilir), uzm an  b ilg is i g e rek tiren  m a te 
m a tik se l f ik irle re  b a şv u rm a m a sı an lam ın d a  son  derece "tem el"dir. Bu gö
rü n ü m d e, u la ş ıla n  so n u ç la rın  o la ğ an ü stü  b iç im de geniş k ap sam lı o lm ası 
o ldukça d ik k a t çekicid ir. Y alnızca, tem el o la rak  doğal sa y ıla rd a n  d ah a



faz la  gerçel sayı o lduğunu  görm em ize o lanak  sağ lam ak la  kalm az fa k a t a y 
rıca  o lası sonsuz sa y ıla rın  büy ü k lü ğ ü n ü n  b ir  sonu  o lm adığ ın ı da göste rir. 
D ahası argüm an , h afifçe  değ işm iş b iç im inde, genel b ir  h esap la m an ın  b ir  
b iç im de b ir  sona u la ş ıp  u la şam ay acağ ın a  k a ra r  verm en in  h e sa b a  daya lı 
h iç b ir  yolu  o lm ad ığ ın ı (Turing) g ö s te rir  ve ilg ili b ir  sonuç  da, önceden 
a tan m ış  h iç b ir  g ü v en ilir  m a tem atik se l k u ra lla r  küm esin in , iş lem lerin  tü 
m ü n ü  m atem atik se l gerçeklerin  o nay lanm ası yo luy la  k ap say am ay acağ ın ı 
g ö ste ren  G ödel'in  ü n lü  eksik lik  teorem id ir. Sonraki bö lüm de bu  tü r  so n u ç
la rın  n a s ıl elde ed ild iğ ine  ilişk in  genel a tm o sferi verm eyi deneyeceğim .

B ununla b irlik te  b u  bö lüm ü b itirm ek  üzere C a n to r 'u n  so n su z la  ilg ili 
ilk  d ik k a t çekici b u lu şu n u , d iğe r b ir  deyişle , tam  o la rak  doğal sa y ıla r  k a 
d a r  kesirli say ı o lm ası gerçeğ ine k a rş ın  a s lın d a  doğal sa y ıla rd a n  çok d ah a  
faz la  gerçel sayı o lu şu n u  gerçek ten  n iç in  ü s ttek i so nucun  b e lir led iğ in i gö
relim . (Bu b u lu ş a s lın d a  so n su za  ilişk in  önem siz o lm ayan  b ir  ku ram ın  
m evcut o lduğunu  sap tar!) Bu du rum , genellikle C 'yle g ö ste rilen  g erçelle rin  
k a rd in a lite s in in  a s lın d a  2K°'e e ş it o lduğunu

C =  2K°

g örü rsek  o rtay a  çıkacak tır. Böylece ü s ttek i a rg ü m an  yoluyla, o lm ası ge
rek tiğ i üzere, C >  K0 o lur.

C =  2X° o lduğunu  görm enin  pek  çok yolu m ev cu ttu r. 2K° <  C o lduğunu  
(esasen C > N0 o lm ası iç in  ş u an  gerek duyduğum uzun  tüm ü) gösterm ek 
üzere  ve R 'n in  b ir  a lt k ü m e s i  a ra s ın d a  1-1 b ir  uygun luk  o lduğunu  s a p 
tam ak  y e terlid ir. 2N'n in  h e r  b ir  elem anın ı, ya 0 ya da l ' i n  ("dışarıda" ya da 
"içeride") doğal sa y ıla rın  h e r  b ir in e  b ir  a tan m a s ı o la rak  d ü şü n eb ilir iz , d i
ğ e r b ir  dey işle b u  tü r  b ir  e lem an  örneğin
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g ib i b ir  d iz i o la rak  d ü şü n ü le b ilir. (2N'n in  bu  b e lir li e lem an ı 0 doğal sa y ıs ı
n a  1, 1 doğal sa y ıs ın a  0, 2 doğal sa y ıs ın a  0, 3 doğal sa y ıs ın a  1, 4 doğal s a 
y ıs ın a  1, vb, a ta r , böylece a l t  küm em iz {0, 3, 4, 8 , ...,} olur.) Şu h a ld e  tüm  
bu  b asam ak  d iz isin i, ondalık  işa re tin i en so lda  konum lanm ış o la rak  d ü 
şün d ü ğ ü m ü z gerçel b ir  sa y ın ın  ik ili gen işlem esi o la rak  okuruz. Ne yazık 
ki bu , b u  tü r  b e lir li gö ste rim le rd e , d iğer b ir  dey işle  b ü tü n ü y le  0 'la rd a n  ya 
da l 'le rd e n  o lu şan  sonsuz  b ir  diziyle so n u ç la n a n la rd a ,116111 b ir  an lam  b u 
lan ık lığ ı o luşu  ra h a ts ız  ed ici gerçeği nedeniy le pek işlem ez. Bu tu h a flık 
ta n  pek çok a p ta l n u m a ra  k u lla n a rak  kaç ın ab iliriz . B u n la rd an  b ir i ikili 
b a sam a k la ra , diyelim  ki 3 b asam a ğ ın ı ku llanarak ,
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ifad e s in i elde etm ek üzere boş b asam a k  eklem ek ve so n ra s ın d a  bu  sayıyı 
gerçel b ir  say ın ın  s ıra d a n  o ndalık  ifad esi g ib i okum aktır. B u radan  h a re 
ketle, a s lın d a  2W ve M'nin b e lirli b ir  a l t  küm esi (diğer b ir  deyişle , ondalık  
u z a n tıs ı bu  tu h a f  görünüm lü  boş b asam ak  b ırak ılm ış  b içim e sah ip  a l t  k ü 
me) a ra s ın d a  1-1 uygun luk  o lu ş tu rd u k . Bu neden le  o lm ası gerek tiğ i g ib i 
2N° < C o lu r (ve a r tık  C an to r 'u n  C >  X0 ifad e s in i elde ederiz).

C =  2X» so nucunu  ç ıkarm ak  üzere C <  2K° o lduğunu  göstereb ilm em iz 
gerekir. Şu h a ld e  0 ile 1 a ra s ın d ak i h e r  gerçel sayı, bazen  gereğ inden  faz la  
o lsa da ik ili b ir  genişlem eye (üstte  ele a lınd ığ ı gibi) sa h ip tir ; bu  nedenle 
gerçelle re a i t  bu  b e lirli küm e < 2N° o lan  k ard in a litey e  sa h ip tir . Bu a ra lığ ı 
R 'n in  tü m ü n e ,116121 gerek tiğ i üzere  C <  2K°'i ve b u ra d a n  C =  2K°'i s a p ta y a 
rak  g en iş le ten  pek çok b a s it  fonksiyon  m evcu ttu r.

T em elleri ayn ı o lsa  da C an to r 'u n  a rg ü m an a  ilişk in  o rijina l versiyonu  
ü s tte  su n u la n d a n  b ir  b iç im de fark lı verild i. O nun orijina l versiy o n u  da y i
ne çelişk i yo luy la fak a t d ah a  do laysız  b ir  k an ıttı. K afada N'yle, kesin  b i
ç im de 0 ve 1 a ra s ın d a  b u lu n a n  gerçel sa y ıla r  a ra s ın d ak i v a rsa y ım sa l b ir  
1-1 uygun luk  c a n la n d ırıld ı ve h e r  b ir i ondalık  u za n tılı b iç im de y az ılan  
gerçel sa y ıla rın  tü m ü n ü n  düşey  b ir  lis te s i o la rak  göste rild i. L isten in  t a 
m am lan m ış o lduğuna ilişk in  v a rsay ım d ak i b ir  çelişk i, lis ted e  b u lu n m ay an  
b ir  gerçel say ın ın , d iz ilim de ü s t  sol köşeden  b aş lay ıp  lis tedek i n 'in c i g er
çel sa y ın ın  y e rin i n 'in c i konum la d eğ iş tire rek  an a  köşegen boyunca aşağ ı 
inerek  o lu ş tu ru ld u ğ u  b ir  "köşegen argüm anı" yo luy la elde ed ild i. (Buna 
ilişk in  pek çok po p ü le r aç ık lam a m evcu ttu r; ö rneğ in  b u n u n la  ilg ili o la rak  
The E m peror's  N e w  M in d  [K ra lın  Y eni Usu] ad lı k itab ım d ak i versiyona 
b a k ın .)116131 Bu (bu bö lüm ün  b a ş ın d a  a <  2“ ifad esin i gösterm ek  üzere k u l
land ığ ım ızı da içeren) genel tü rd ek i a rgüm an  bazen  C an to r 'u n  "çapraz ke
siği" o la rak  ad lan d ır ılır.

16.5 Matematiğin temellerindeki bilmeceler

Ü stte  b e lir tild iğ i üzere  sü rek liliğe  (diğer b ir  dey işle  M) ilişk in  k a rd in a - 
lite , 2K°, genellik le C h arfiy le  g ö ste rilir . C an to r bun u , N0 k a rd in a lite s in in  
a rd ın d a n  "sonrak i en küçük" an lam ın a  gelecek şek ilde  "Nj" b iç im inde g ö s
te reb ilm ey i te rc ih  ederd i. D enedi fa k a t 2K° =  o lduğunu  kan ıtlay am ad ı;

t®  [16.12] Birini gösterin. İpucu-, Örneğin Şekil 9.8'e bakın.
ü ?  [16.13] Bunun, a < 2" olduğunu gösterm ek üzere burada verdiğim  a = N0 durum undakiyle 

esasen  niçin aynı argüm an olduğunu açıklayın.



a s lın d a  süreklilik  h ip o te z i  o la rak  b ilinen  "2K° =  K /'e ilişk in  ta r t ışm a  ko n u 
su  C an to r onu  ile ri sü rd ü k te n  u zu n  y ılla r  so n ra  çözülm em iş ü n lü  b ir  konu 
h a lin e  geldi. "M utlak" b ir  an lam d a  h a la  çözüm süzdür. K urt Gödel ve P aul 
Cohen sü rek lilik  h ip o tez in in  (ve ay rıca  seçm e h ipo tezin in ) s ta n d a r t  küm e 
k u ram ın a  a i t  a ra ç la r  yo luy la  so n u ç la n d ırıla b ilir  o lm ad ığ ın ı g ö s te re b ild i
ler. B unun la  b irlik te  G ödel'in  b ira z d a n  geleceğim  eksik lik  teo rem i ve çe
ş itli  ilg ili k o n u la r neden iy le  bu, sü rek lilik  h ip o tez in in  d o ğ ru lu ğ u  k o n u su 
nu  kend i iç inde çözmez. S ta n d a rt küm e k u ram ın a  a it doğ ru luğa  k a ra r  v e 
reb ilecek  k an ıtla rd a n , ya da b u n u n  d ış ın d a  sü rek lilik  h ip o tez in in k ile rd en  
d ah a  güçlü  k an ıtlam a  y ön tem leri h â lâ  m evcu ttu r; d iğe r ta ra f ta n  du rum  
ona ilişk in  doğru luk  ya da y an lış lığ ın  bağ lı o lu n an  m atem atik se l bak ış 
aç ıs ın a  d ay an an  öznel b ir  konu o lu şu  o la b ilir .6 Bu konuya, sü rek lilik  h ip o 
tezi yerine  seçm e aksiyom uyla ilişk is i iç inde §1 .3 'te değ in ild i.

a  <  2“ b a ğ ın tıs ın ın  b ize h e rh an g i b ir  en büyük  so n su z lu k  o lam ay aca
ğ ın ı söy led iğ in i görürüz; b ir  û  k a rd in a l say ıs ı en  büyük  o la rak  ile ri sü rü l-  
seydi, bu  d u ru m d a  2“ k a rd in a l sa y ıs ın ın  o n d an  b ile  büyük  olduğu  gö rü 
lü rd ü . Bu gerçek (ve C a n to r 'u n  bu  gerçeği sa p tay a n  argüm anı) m a te m a ti
ğ in  tem elleriy le  ilg ili önem li ç ık arım la ra  sa h ip ti. Özellikle, d ah a  önceleri 
b ir  en büyük  k a rd in a l say ı (diğer b ir  deyişle tü m  s ın ıfla r ın  sınıfı) o lm ası 
gerek tiğ i gö rü şü n d e  o lan  filozof B e rtran d  R ussell C an to r 'u n  sonu cu n d an  
şü p h e  e tti fak a t konuyu  a y rın tılı o la rak  ça lış tık ta n  so n ra , 1902 d o lay la
r ın d a  fik rin i değ iş tird i. A slında, C an to r 'u n  arg ü m an ın ı "tüm  küm elerin  
küm esine" uygu lad ı ve bu  onu  şu  andak i ün lü  "R ussell p a rad o k su "n a  yö
neltti!

Bu p arad o k s  şu  b iç im de o lu şu r. "Kendi k en d ile rin in  elem an ı o lm ayan 
tü m  küm eler"den o lu şan  Jl küm esin i ele alın . (An itib a riy le  b ir  küm enin  
kend i k en d isin in  b ir  elem anı o lab ilm esine in an m ay a h a z ır  olup o lm am a
n ız önem li değ ild ir. H içb ir küm e kend isine  a it değ ilse bu  d u ru m d a  Jl tü m  
küm elerin  küm esidir.) K 'n in  k en d isin d en  ne h a b e r  so ru su n u  so rarız . Jt 
kend i kend ine a i t  b ir  üye m id ir?  Öyle o lduğunu  d ü şü n ü n . Öyleyse o, kendi 
k end ile rine  a it o lm ayan  küm elere ilişk in  Jl küm esine a i t  o ld u ğ u n d an  so 
n u ç ta  kend isine  de a it olm az; b ir  çelişki! A lte rn a tif  d ü şü n ü ş  b içim i, onun 
ken d is in e  a it o lm ay ışıd ır  fak a t b u  du ru m d a kendi k en d ile rin in  üyesi o l
m ayan  küm e a iles in in  tü m ü n e , d iğe r b ir  dey işle  Jl küm esine a it b ir  elem an 
o lm alıd ır. Böylece, ken d is in e  a i t  o lm adığı v arsay ım ıy la  çe liş ir  b iç im de Jl, 
Jl 'ye a ittir . Bu du ru m  açık  b ir  çelişk id ir!

6 Benzer u y an la r  Cantor’un genellenm iş  süreklilik hipotezi (a artık , tanım ını burada ta r tış 
madığım  b ir "sıra sayısı” olmak üzere), 2K° = N„+1, için ve ayrıca seçme aksiyomu için de ge- 
çerlidir.



B unun b as itçe , a  "tüm  küm elerin  küm esi" o la rak  kabu l ed ild iğ i d u ru m 
da uy g u lan d ığ ın d a  C an to r 'u n  k an ıtın a , a < 2“ , o lan  şey o lduğu  b e lir tile b i
l i r .116141 A slında bu  R u sse ll 'ın , p a ra d o k s la  k a rş ıla şm a  b iç im id ir .7 Bu a rg ü 
m an, a s lın d a  "tüm  küm elerin  küm esi" g ib i b ir  şeyin  m evcu t o lm adığ ın ı 
g öste rm ek ted ir. (Aslında C an to r b u n u n  za ten  fa rk ın d ay d ı ve "R ussell p a 
rad o k su m u  R u sse ll 'd a n  b irk aç  yıl önce b iliy o rd u .)8 "Tüm küm elerin  küm e
si" k a d a r  kes tirm e b ir  şeyin  y asak lı b ir  konu o luşu  tu h a f  gö rüneb ilir. Bize, 
b ir  şey in  ne zam an  kend ine a i t  o lduğunu  ve ne zam an  o lm adığ ın ı söyleyen 
iyi tan ım lı b ir  k u ra l m evcu t o lduğunda , b ir  küm eye ilişk in  h e rh an g i b ir  
önerm en in  m ükem m el derecede m aku l olm ak zo ru n d a  olduğu  d ü şü n ü le b i
lir. Öyle gö rünüyor ki b u ra d a  kesin lik le  bu  tü r  b ir  ku ra l, d iğer b ir  deyişle 
her  küm enin  kendi iç inde o lm ası d u ru m u  m evcu ttu r! H ile, bu  h a y re t v e r i
ci top lam a, h e r  b ir  üyesine o lduğu  gibi, aynı konum u atfed iyo r, d iğer b ir  
dey işle  iki tü r  top lam ı da b as itç e  b ir  "küme" o la rak  ad lan d ır ıy o r  o luşu- 
m uzdad ır. Tüm  argüm an , b ir  fcüm enin gerçek ten  ne o ldu ğ u n a  ilişk in  açık 
b ir  f ik ir  sa h ib i o lm am ıza b ağ lıd ır . B ir kez böyle b ir  fik re sah ip  o lduğu
m uzda  şu  so ru  o rtay a  çıkar: bu  şey lerin  tü m ü n ü n  top lam ı gerçek ten  b ir  
küm e o la rak  kabu l ed ileb ilir  mi? C an to r ve R u sse ll 'ın  b ize söy lediği şey 
bu  y an ıtın  h a y ır  o lm ası gerek tiğ id ir!

A slında m a tem atik ç ile rin  bu  açık b iç im de p a ra d o k sa l o lan  du ru m u  k a 
b u llen m elerin in  yolu, "küm eler" ve "sın ıflar" a ra s ın d a  b ir  tü r  a y r ış t ırm a 
n ın  yap ılm ış o lduğunu  dü şü n m ek tir . (Kümeler, dernek lere g irm ek üzere 
h e r  zam an  y e te rli derecede sayg ın lığa  sah ip  o larak  kabu l ed ilirken  s ın ıf la 
rı b u ra la ra  a lın m am ası gereken, kim i zam an  b a şa  çık ılm ası o ldukça güç 
şey ler o la rak  düşünün .) Açık ko n u şu rsak , b ir  b ü tü n  o larak  ele a lın m asın a  
b ir  şek ilde iz in  verilen  h e rh an g i b ir  küm eler to p lam ı b ir  s ın ı f  o la rak  a d 
la n d ır ılır . Bazı s ın ıfla r ın  kend ile ri küm e o la rak  ele a lınm ak  iç in  y e te ri d e 
recede sa y g ın d ır  fak a t d iğer s ın ıfla r  küm e o larak  kabu l ed ilm ek iç in  ya 
"çok büyük" ya da "çok düzensiz" o la rak  ele a lın ır. D iğer ta ra f ta n  sın ıfla rı, 
d ah a  büyük  o lu ştu rm ak  üzere b ir  a ray a  to p lam ay a  iz in li olm ak zorun lu  
değ ild ir. Bu neden le  "tüm  küm eler küm esi" (ya da "tüm  s ın ıfla r  sınıfı") 
iz in li d eğ ild ir  fak a t "tüm  küm eler sın ıfı" y asa l o la rak  değerlend irilir. C an
to r  b u  "üstün" s ın ıfı D.'y la  g ö ste rd i ve ona neredeyse k u tsa l b ir  an lam  a t 
fe tti. " 2^ '"y la  ilg ili so ru n  onun , k en d ile rin in  de çoğu küm e o lm ayan  13'ya 
a it fa rk lı tü m  "alt s ın ıfla r" ın  "b ir a ra y a  to p lanm ası"n ı içerm esid ir, b u  n e 
denle b u  d a  iz in li değ ild ir.

M  [16.14] Olan şeyin bu olduğunu gösterin.
7 Bkz., Russell, 1903, s. 362; 1937 bask ısında ikinci dipnot.
8 Bkz., Van Heijenoort, 1967, s. 114.



Tüm  b u n u n la  ilg ili o ldukça y e te rs iz  g ö rünen  b ir  şey söz konu su d u r. Bu 
d u ru m la  ilgili o la rak , ben  de kesin lik le  h o şn u tsu z  o lduğum u it i ra f  e tm eli
yim . Bu işlem , b ize b ir  s ın ıfın  a s lın d a  n e  zam an  b ir  küm e o la rak  n ite le n d i
ğ in i söyleyen k es tirm e  b ir  k ıs ta s  m evcu t o lsayd ı m ak u l o lab ilird i. B ir s ı
n ıf, ancak  ve ancak  k en d isi de b aşk a  b ir  s ın ıfın  üyesi o lab ilirse  b ir  küm e 
o la rak  kabu l edilir; b a n a  so rgu lam ay ı h ak  ed e r görünüyor! Sorun, çizgi çe
keceğim iz b e lirg in  b ir  y e rin  o lm am asıd ır. B ir kez b ir  çizgi çizild iğ inde, b ir  
sü re  so n ra , bu  ç izg in in  a s lın d a  o ldukça d a r  b iç im de çizild iğ i görülm eye 
baş lıyo r. K üm eler k u lübüm üze  d a h a  büyük  (ya d a  b a ş a  ç ık ılm ası daha 
güç) s ın ıfla r ı ka tm am ak  iç in  h iç b ir  neden  yokm uş g ib i gö rünür. E lbe tte  
açık  seçik b ir  çe lişk iden  k aç ın ılm alıd ır  fak a t küm eler k u lü b ü n e  üyelik  ko
ş u lla r ı ne k ad a r özgürlükçü  o lu rsa  küm e k av ra m ın ın  m a tem atik se l k a n ıt
la ra  ilişk in  a r tık  su n d u ğ u  y ön tem lerin  o k a d a r  güçlü  o lduğu  o rtay a  çıkar. 
B una k a rş ın  k u lü b ü n  k ap ıs ın ı küçük  b ir  ça tla k  k a d a r  a ra lay ın  ve fe laket 
o rtay  çıksın; ÇELİŞKİ!; tü m  b in a  yerle  b ir  olsun! Bu tü r  b ir  çizgi çekmek 
m a tem atik tek i en h a s sa s  ve zo r işlem lerden  b ir id ir .9

Pek çok m atem atikç i, k en d isi uy arın ca , b ir  küm eye yaln ızca , bize b ir  
e lem anın  ne zam an  küm eye a i t  o lduğunu  ne zam an  o lm adığ ın ı söylem eye 
o lanak  su n an  do laysız  b ir  yap ı m evcu tsa  iz in  verilen  k a tı b ir  tu tu c u  "inşa- 
cı” yak laşım ı d ah i ben im seyerek , bu  tü r  a ş ır ı özgü rlükçü lük ten  geri d ö n ü 
şü  te rc ih  edebilir. S ırf seçim  aksiyom unun  k u llan ım ı yo luy la  ta n ım la n an  
"küm eler" bu  tü r  k a tı k u ra lla r  a ltın d a  kesin lik le  iz in  verilm eyen  b ir  üyelik  
k ıs ta s ın a  sah ip tir!  Y ine de bu  a ş ırı tu tu c u la rın , C a n to r 'u n  çap raz  kesiğ ine 
k a rş ı a ş ır ı özgü rlükçü lerden  d ah a  b ağ ış ık  o lm ad ık la rı o rta y a  çıkar. S onra
ki bö lüm de, teh lik en in  ne o lduğunu  görm eyi deneyelim .

16.6 Turing m akineleri ve Gödel teorem i

İlk  o la rak  m a tem a tik te  b ir  şeyi "o lu ştu rm a"m n  ne an lam a  geldiğ iyle i l
g ili b ir  kav ram a gerek  duyarız . D ikkati doğal sa y ıla r  küm esin in , M, a lt k ü 
m eleriy le , en az ın d a n  b u ra d a k i b a s it  ele a lış la rım ız  iç in , s ın ırla n d ırm ak  
en iy is i o lacak tır. Bu tü r  a lt küm elerin  h an g ile r in in  "yap ısa l olarak" t a 
n ım lan d ığ ın ı so rab ilir iz . Şanlıy ız ki e lim izin  a ltın d a , 20. yüzy ılın  ilk  üçte  
b ir lik  d ilim inde çeşitli m a n tık ç ıla r10 ta ra f ın d a n  ile ri sü rü lü p  1936'da Alan 
T uring  ta ra fın d a n  sağ lam  b ir  tem ele o tu r tu la n  h a r ik a  b ir  k av ram a sa h i

9 Bu konularla ilgili yeni b ir  yaklaşım  için bkz., Woodin, 2001. M atem atiğin tem elleriyle ilgili 
genel kaynak için bkz., Abian, 1965 ve W ilder, 1965.

10 Turing'e ilişkin bu öncüler tem elde Alonzo Church, Haskell B. Curry, Stephen Kleene, Kurt 
Gödel, ve Emil Post'tu ; bkz. Gandy, 1988.



biz. Bu, h esap lanab ilirlik  kav ram ıd ır; a r tık  elek tron ik  b ilg isa y a rla r  bize 
epey ta n ıd ık  o lduğundan , ilg ili f ik irle ri b az ı kesin  m a tem atik se l denk lem 
le r  b iç im inde  verm ek yerine  bu  fizik i a le tle r in  eylem lerine başv u rm ak  b e 
n im  iç in  o lasılık la  ye terli o lacak tır. Açıkça söy lersek , b ir  hesa p la m a  (ya 
da  a lg o ritm a ) id ea l b ir  b ilg isay a rın , "ideal", b e lirs iz  b ir  zam an  sü resin ce  
"y ıpranm a" o lm aksız ın  devam  edebilm e, a s la  h a ta  y apm am a ve s ın ırs ız  
b ir  depo lam a a lan ın a  sa h ip  olm a an lam ın a  gelm ek üzere, gerçek leştird iğ i 
şey lerd ir. M atem atik se l o la rak  b u  tü r  b ir  işlem  etk in  b ir  şekilde T uring  
m a k in e s i o la rak  a d la n d ır ıla n  şe y d ir .11

H erhang i b e lir li b ir  T T u ring  m ak inesi, doğal sa y ıla rla  g e rçek le ştir ile 
b ilen  b e lir li b ir  h esap lam ay a  k a rş ılık  gelir. T 'n in  b e lir li n doğal say ısı 
üze rindek i eylem i T (n) b iç im inde y az ılır  ve no rm alde  bu  eylem in (başka) 
b ir  m  doğal say ıs ı so n u cu n u  v erd iğ in i k ab u l ederiz:

T(n) =  m.

Bir T u ring  m ak inesi, gerçek leştird iğ i h esap la m an ın  a s la  son lan m am ası 
neden iy le  "çıkm az"a sa p lan m a (ya d a  "b ir döngüye girme") özelliğ ine sah ip  
o lab ilir . B ir T u ring  m akinesi doğal b ir  n sa y ıs ın a  u y g u lan d ığ ın d a  işlem i 
sona e rd irm ek te  b a şa r ıs ız  o lu rsa  b u  d u ru m d a  m akine h a ta lı d ır  diyeceğim . 
Öte ta ra f ta n  h an g i say ıy la  k a rş ıla ş ırs a  k a rş ıla ş s ın  işlem i h e r  zam an  sona 
e rd ir irse  onu e tk in  o la rak  ad lan d ıracağ ım .

S on lan d ırm ay an  (hatalı) b ir  T T u ring  m ak ines ine  b ir  örnek, b ir  n 'y le 
k a rş ıla ş tığ ın d a  n a d e t kare li sa y ın ın  (O2 =  0 dahil) to p lam ı o lm ayan  en k ü 
çük doğal say ıy ı bu lm ayı deneyen  m ak ined ir. T(0) =  1, T ( l)  =  2, T (2) =  3, 
7 (3) =  7 o lduğunu  (bu denk lem lerin  an lam ı, so n u n cu su  k u lla n ıla ra k  "7, 3 
a d e t k are li say ın ın  top lam ı o lm ayan  en küçük  say ıd ır" b iç im inde ö rnek 
lend irilm ek  ü ze re ),116151 b u lu ru z  fa k a t T 4 'e  uy g u lan d ığ ın d a , d ö rt kare li s a 
y ın ın  to p lam ı o lm ayan  b ir  say ı bu lm ay a  ç a lışa rak  so n su za  dek h e s a p la 
m aya devam  eder. Bu b e lir li m ak inen in  tek lem esin in  sebeb i h e r  doğal s a 
y ın ın  a s lın d a  kare li d ö rt say ın ın  to p lam ı o lduğunu  k an ıtla y ab ilen  büyük  
18. yüzyıl F ra n s ız - îta ly a n  m a tem atik ç i Jo se p h  C. L ag ran g e 'a  a tfed ilen  ü n 
lü  b ir  teo rem de y a ta r . (Lagrange d a h a  so n ra  b iz im  iç in  fa rk lı b ir  b ağ lam 
da, göreceğim iz üzere  özellikle 20 ve 26. bö lüm lerde  o ldukça d ikkate  değer 
b ir  önem e sa h ip  olacak!)

Ayrı h e r  b ir  (ha ta lı ya da etkin) T u ring  m ak inesi, bu  b e lirli T u ring  m a 
k in esin in  gerçek leştird iğ i b e lirli a lgo ritm ay ı n ite leyen  kesin  b ir  "ku llan ım

n Turing m akinesiyle ilgili ayrıntılı b ir  açıklam a için bkz. Penrose, 1989, bölüm  2; örn. Davis, 
1978 ya da orijinal kaynak, Turing, 1937.

&  [16.15] A lgoritmamızın ne şekilde gerçekleştirilebileceğine ilişkin kabaca b ir  açıklam a yapın 
ve bu belirli değerleri açıklayın.



k ılavuzu"na sa h ip tir . Bu tü r  b ir  k u llan ım  k ılavuzu, b a sa m a k la r  d iz is i b iç i
m inde yazabileceğim iz b ir  "kod" yo luy la b ü tü n ü y le  b e lir tile b ilir . D aha 
so n ra  bu  diziyi b ir  t  doğal sa y ıs ı o la rak  yen iden  y o rum layab iliriz ; böylece 
t m ak inen in , kend ine a it b e lir li a lgo ritm ay ı g erçek leştirm esin e  o lanak  su 
n a n  "program "ı kodlar, t  doğal say ıs ıy la  k o d lan an  T uring  m ak in es i TVyle 
g ö ste rilir . K odlam a tü m  t  doğal sa y ıla rı için  ç a lışm ay a b ilir  fa k a t b ir  se 
b ep le  ça lışm ad ığ ı d u ru m d a , m ak in en in  b ir  n 'ye  u y g u lan d ığ ın d a  b a ş a r ıs ız 
lığa uğ rad ığ ı henüz ele a lın m ış o d u ru m la ra  ek o larak , Tt 'y i "ha ta lı"  o la rak  
değ ineb iliriz . E tk in  b iric ik  T t T u rin g  m ak ines i h e rh a n g i b ir  tek il n 'ye  u y 
g u la n d ığ ın d a  son lu  b ir  sü re  so n u n d a  b ir  y a n ıt sağ lay an  m ak ined ir.

T u rin g 'in  tem el b a ş a r ıla r ın d a n  b iri, evrensel U T u ring  m ak in es i o la rak  
ad la n d ır ılıp  ne şekilde o lu rsa  o lsun  h erh an g i b ir  T u ring  m ak in es in in  ey le
m in i ta k lit  edeb ilen  tek il b ir  T u ring  m ak inesi b e lir tm en in  o la s ı o lduğunu  
fa rk  etm esiyd i. U için  gerek li o lan  şey, ilk o la rak  ta k lit ed ilecek  b e lir li T t 
T u ring  m ak in es in i b e lir te rek  t  doğal say ıs ı ü ze rin e  etki etm ek ve so n ra 
s ın d a  T t (ri) 'y i h esap lam ay a  devam  edebileceği şek ilde n sa y ıs ın a  etki e t 
m ektir. (Genel am açlı m odern  b ilg isa y a rla r  as lın d a  ev rensel T u ring  m a k i
nelerid ir.) Bu b irle ş ik  U (t,n ) eylem ini

l / ( t ,n )  =  r t (n)

olacak  şe k ild e  yazacağım . B unun la  b ir lik te  T u ring  m ak in e le rin in  b u ra d a  
ta n ım la n d ığ ı üzere  ö rneğin  ( t,n )  g ib i doğal say ı ç iftle ri y erin e  tek il doğal 
sa y ıla ra  etki e tm eleri g erek tiğ in i ak lım ızda tu tm alıy ız . Yine de b ir  doğal 
say ı ç iftin i d ah a  önce gö rdüğüm üz üzere  (a lıştırm a [16.8]) tek il b ir  doğal 
say ı o la rak  kod lam ak  pek de zo r değ ild ir. U m ak in es in in  kend isi b ir  doğal 
say ı, u  diyelim , yo luyla ta n ım la n ır  ve böylece

U = TU
ifad es in e  sa h ip  oluruz.

Bir T u ring  m ak in es in in  h a ta lı  ya da etk in  o lduğunu  n a s ıl söy leyeb ili
riz? Bu k a ra rı verm ek üzere  b ir  a lg o ritm a  b u la b ilir  m iyiz? Bu so ru n u n  y a 
n ıtın ın  a s lın d a  "hayır" o ld u ğ u n u  gösterm ek  T u rin g 'in  önem li b a ş a r ı la r ın 
d an  b ir id ir . K anıt, C an to r 'u n  çap raz  kes iğ in in  b ir  u y g u lam as ıd ır . Önceki 
g ib i M küm esin i ele a lacağ ız  fa k a t şim d i M'nin tü m  a lt küm eleri yerine  
y a ln ızca  k o n u n u n  ken d ile ri iç in  b ir  e lem an ın  küm ede olup o lm ad ığ ın a  k a 
ra r  verm ek üzere b ir  h esa p la m a  k o n u su  o lduğu  a lt küm eleri ele alacağız. 
(B unlar N 'nin tü m  a lt küm eleri o lam az çünkü  M'ye a it tü m  a l t  küm elerin  
sa y ıs ı C 'yken fa rk lı h esap la m a  sa y ıs ı yaln ızca  N0'tir.) Bu tü r  h e sa b a  daya lı 
o la rak  ta n ım la n a n  küm eler y in e le n e n  b iç im inde a d la n d ır ılır . A slında N'ye 
a it y ine lenen  h erh an g i b ir  a l t  küm e yaln ızca  0 ya da 1 ç ık tıs ı veren  b e lirli



tü rd e  e tk in  b ir  T u ring  m a k in es in in  ç ık tıs ı yo luyla ta n ım la n ır . T(n) =  1 d u 
ru m u n d a  n, T yo luy la ta n ım la n a n  y ine lenen  küm enin  b ir  üyesiyken  ("içeri
de"), T(n) =  0 d u ru m u n d a  n b ir  üye değ ild ir ("dışarıda"). Şu h a ld e  C an to r 
a rg ü m an ın ı aynen  önceki g ib i fa k a t yaln ızca  FsJ'ye a it y in e le n en  a lt küm e
lere olm ak üzere, uygularız . A rgüm an b ize hem en, kend ile ri iç in  Tt 'n in  e t
k in  o lduğu  doğal sa y ıla r  küm esin in  y ine lenen  o lam ayacağ ın ı söyler. T 'n in  
h a ta lı  o lup o lm ad ığ ın ı söylem ek üzere h e rh an g i b ir  T tu r in g  m ak inesine  
u y g u la n ab ilir  h iç b ir  a lg o ritm a  yoktur!

Bu gerekçelendirm eye b iraz  d ah a  y ak ın d an  bakm a ça b as ın a  değer. Tu- 
rin g /C a n to r  a rg ü m an ın ın  gerçek ten  g ö ste rd iğ i şey, kend isi iç in  r t 'n in  e t 
k in  o lduğu  t küm esin in  y in e le n e n  b iç im d e  say ılab ilir  b ile  o lm ad ığ ıd ır. 
N 'ye a i t  y ine lenen  b iç im de sa y ıla b ilir  b ir  a lt küm e nedir? K endileri için , 
a rd ış ık  o la rak  0, 1 ,2 , 3, 4, ...'e u y g u lan d ığ ın d a  sonuç o la rak  bu  küm enin  
h e r  b ir  ü yes in i ü re ten  etk in  b ir  T T u ring  m ak in es in in  m evcu t o lduğu  b ir  
doğal sa y ıla r  küm esid ir. (Şöyle ki, m , b ir  n doğal sa y ıs ı iç in  ancak  ve a n 
cak m =  T(n) o lu rsa  küm enin  b ir  üyesi olur.) N'ye a it b ir  S a lt küm esi a n 
cak ve ancak  kend isi ve ay rıca  ona a i t  W — 5 tü m le y e n i  de y ine lenen  b iç im 
de sa y ıla b ilir  o lu rsa  y ine lenen  o lu r .116161 T u rin g /C an to r a rg ü m an ın ın  b ir  
çe lişk i tü re t tiğ i varsay ılm ış  1-1 uygun luk  etk in  T u ring  m ak in e lerin in  y i
nelenen  b ir  n u m a ra lan d ırm as ıd ır . Ne öğrendiğ im iz üzerine  küçük  b ir  göz
den geçirm e bize, b ir  T u ring  m a k in es in in  Tt (n) eylem inin  d u rm ak ta  ne za 
m an  başarıs ız  o lacağ ın ı söyleyen h iç b ir  genel a lg o ritm a o lm ad ığ ın ı söyler.

B unun  b ize sonuç o la rak  söy led iğ i şey, içeris in d e  kabu l ed ileb ilir  b ir i
cik küm enin , üyeliğ i h e sa b a  daya lı be lirg in  k u ra lla r  yo luyla ta n ım la n an  
küm e, y ine lenen  küm eler o lduğu  "aşırı tu tu cu lu ğ a"  ilişk in  konum la ilg ili 
bes lenm iş u m u tla ra  k a rş ın , bu  b ak ış  aç ıs ın ın  b iz i hem en y ine lenen  o lm a
yan  küm eleri göz önüne a lm a zo ru n lu lu ğ u n a  yöneltm esid ir. Bu b ak ış  aç ıs ı 
h a t ta ,  iki fa rk lı e tk in  T t ve Ts T u ring  m ak inesince  ta n ım la n d ık la rın d a , y i
nelenen  iki küm enin  aynı ya d a  fa rk lı o lup  o lm ad ık la rın a  ilişk in  h esab a  
daya lı h iç b ir  g ene l b iç im li k a ra r  verm e yön tem i o lm am ası tem el zo rluğuy
la  da k a rş ı la ş ır !116171 D ahası b u  tü r  b ir  so ru n la , "küme" kavram ım ız ı o ld u k 
ça tu tu c u  b ir  bak ış aç ısıy la  s ın ırla m a y a  ça lış tığ ım ızda , fa rk lı sev iyelerde 
te k ra r  te k ra r  k a rş ıla ş ılır . H er zam an , d a h a  önceki iz in  verilm iş küm e a ile 
m ize a it o lm ayan  s ın ıfla r ı göz önüne a lm aya itiliriz .

®  [16.16] Bunu gösterin.
®  [16.17] Niçin böyle olduğunu görebiliyor m usunuz? tpucu: n 'ye uygulanan rasgele b ir  T Tu

ring m akinesi eylemiyle ilgili olarak, n'ye uygulanan T, hesaba dayalı r  adım ın ard ından 
durm am ışsa Q(r) = 0 ve durm uşsa Q (r) = 1 olacak biçimdeki özelliğe sahip etkin b ir Q Tu
ring m akinesini göz önüne alabiliriz . Q(n) 'n in  r t (n)'le, Ts(n) elde etmek üzere, modülo 2 
toplam ını alın.



Bu k o n u la r K urt G ödel'in  ü n lü  teo rem iy le  y ak ın d an  ilişk ilid ir. O, m a te 
m a tik ç ile r  iç in  e r iş ileb ilir  o lan  k an ıtla m a  yön tem lerine  ilişk in  so ru n la  il
g ilendi. 20. yüzy ıla  g irilirk en  ve u zu n  y ılla r  so n ra s ın d a  da m atem atik ç ile r 
küm e k u ram ın ın  a ş ır ı özgürlükçü  b iç im de k u lla n ım ın d an  kay n ak lan an  
(R ussell P a rad o k su  gibi) p a ra d o k s la rd a n , kend isi u y arın ca , hang i gerekçe
lend irm e s ın ırın ın  m atem atik se l b ir  k an ıt o la rak  k ab u l edileceği k o n u su n 
da kesin  b iç im de b e lirg in  b ir  k u ra lla r  b ü tü n ü n ü n  sa p ta n m a k  zo ru n d a  o l
duğu  m a tem atik se l b ir  b iç im sel s is te m  fik rin i ile ri sü rm ek  yoluy la k aç ın 
m aya ça lış tıla r . G ödel'in  g ö ste rd iğ i şey bu  yap ım ın  ça lışm ayacağ ıyd ı. As
lın d a  o, bu  tü r  b iç im sel b ir  F s is tem in in  k u ra lla r ın ın  b ize m atem atik se l 
o la rak  yaln ızca  doğru  so n u ç la r  verd iğ ine  güvenm ek zo ru n lu lu ğ u n u  kabu l 
etm eye h a z ır la n ırsa k  b u  d u ru m d a  ay rıca  b e lirli b ir  aç ık  m atem atik se l 
G(F) ifad esin i de, G (F)'nin yaln ız  b aş ın a  F 'ye ilişk in  yön tem lerle  k a n ıtla 
n a b ilir  o lm adığ ı so n u cu n u  ç ıkarırken , doğru  o la rak  k ab u l etm ek zo ru n d a  
o lduğum uzu  gösterd i. Böylece Gödel, güvenm eye h az ırlan d ığ ım ız  h e rh a n 
gi b ir  F 'n in  n as ıl aş ıld ığ ın ı g öste rd i.

G ödel'in  sonucu  do laysız  b iç im de (ta rih i o lay la r d iğe r tü r lü  o lsa  da) 
T u rin g 'in k in i izler. Bu, n a s ıl iş ler?  B içim sel b ir  s is tem le  ilg ili nok ta , F’ye 
ilişk in  k u ra lla r ın  doğru  b iç im de uygu lanm ış olup o lm ad ık la rın ı kon tro l 
e tm ek üzere  d ah a  faz la  m a tem atik se l değerlend irm e gerekm em esid ir. M a
te m atik se l b ir  k an ıtın  F 'ye göre do ğ ru lu ğ u n a  k a ra r  verm ek tüm üy le  h e s a 
b a  daya lı b ir  konu olm ak zo ru n d ad ır. H erhang i b ir  F 'y le  ilg ili o larak , 
onun  k u ra lla r ı k u lla n ıla ra k  k an ıtla n a b ile n  m atem atik se l teo rem le r küm e
s in in  zo ru n lu  o larak  y ine lenen  b iç im de sa y ıla b ilir  o lduğunu  bu lu ruz .

A rtık iy i b ilinen  b az ı m atem atik se l ifad e le r  "filanca T u ring  m ak inesi 
eylem i son lanm az" b iç im inde  ifad e  ed ileb ilir. B una ilişk in  b ir  örneği, h e r 
doğal sa y ın ın  d ö rt k a re li sa y ın ın  to p lam ı o lduğunu  söyleyen  L agrange te 
o rem in i za ten  gö rm üştük . D aha ü n lü  b aşk a  b ir  teo rem  20. yüzyıl so n u n d a  
Andrevv W iles ta ra f ın d a n  k a n ıtla n a n  "F erm at'nm  son  teo rem i"d ir (§1.3).12 
B unun la  b irlik te  iyi b ilin en  b a şk a  (fakat çözülm em iş) b iri, 2 'den  büyük  
h e r  ç ift sa y ın ın  iki a sa l sa y ın ın  to p lam ı o ldu ğ u n a  ilişk in  "G oldbach varsa - 
y ım ı"dır. Bu doğadaki ifad e le r  m a tem atik  m a n tık ç ıla rın c a  Y lı-cüm le leri 
o la rak  b ilin ir . Şu h a ld e  T u rin g 'in  ü s ttek i a rg ü m a n ın ı hem en, gerçek f l ı -  
cüm leler a ile s in in  y ine lenen  b iç im de o lm ayan  sa y ıla b ilir  (diğer b ir  deyişle 
y ine lenen  b iç im de sa y ıla b ilir  olm ayan) b ir  küm eden  o lu ş tu ğ u  sonucu  iz 
ler. Bu neden le  F 'ye a i t  k u ra lla rd a n  (F'yi g üven ilir v a rsa y m ak  üzere) elde 
edilem eyecek gerçek f lı-c ü m le le ri  m evcu ttu r. Bu, Gödel teo rem in in  tem el 
b iç im id ir. A slında, b u n u  a y rın tılı o la rak  b iraz  d ah a  y ak ın d an  inceleyerek

12 Bkz. Singh, 1997; Wiles, 1995.



arg ü m an ı ü s tte  b e lir tile n  v ers iy o n u n u  elde edecek şe k ilde d ü ze lteb iliriz  
ve F 'n in  y a ln ızca  gerçek f lı-c ü m le le ri verd iğ ine  in a n ırsak , F yo luy la  a ğ 
d an  k u rtu lm a k  zo rundak i b e lirli b ir  G(F) f lı-c ü m le s in i, G (F)'n in  de ay rıca  
gerçek b ir  f l ı-c ü m le s i o lduğu  so n u cu n u  ç ıkarm ak  zo ru n d a  o lm am ız gerçe
ğine k a rş ın  elde ed e riz !116181

16.7 Fizikte sonsuzun boyutları

Son o la rak  b u  sonsuz ve o lu ş tu ru la b ilir lik  k o n u la rın ın  önceki b ö lü m le
rim izdek i m a tem atik  ve şu anki fizik  kav ray ış ım ız la  ilişk is i iç inde n a s ıl 
yer a ld ığ ın ı görelim . M atem atik  ve fizik  a ra s ın d ak i yak ın  ilişk i aç ıs ın d an , 
m a tem atik te  b u  tü r  son lu  ö tesi küm e ku ram ı ve h esap la n a b ilir lik  g ib i 
önem li k o n u la rın  fiziki dünyay ı tan ım lay ış ım ız  üzerin d e  ş im diye k a d a r  
o ldukça s ın ır lı b ir  etkiye sa h ip  o lm uş o lm ala rı d ik k a t çek ic id ir. Kendi k i
şise l gö rüşüm e göre h e sa p la n a b ilir lik  k o n u la rın ın  so n u ç ta  geleceğin  fiziki 
ku ram ıy la  d e rin  b ir  ilişk iye sa h ip  o lacağ ın ı b u la ca ğ ız ,13 fa k a t şim diye k a 
d a r  m a tem atik se l fizik te  bu  f ik irle rin  yaln ızca  çok k ıs ıtlı b ir  k u llan ım ı söz 
konusu  o ld u .14

Değer b u la n  so n su z lu k la rın  b o y u tu  bak ım ından , fiziki h iç b ir  k u ram ın  
ÜS gerçel say ı s is tem in e  ilişk in  C (=  2S°) k a rd in a lite s in in  ö te sin e  g id iş im i
ze gerek  duym az görünm esi o ldukça ça rp ıc ıd ır. K arm aşık  C a lan ın ın  kar- 
d in a lite s i R 'n ink iy le  (diğer b ir  dey işle  C), C yaln ızca  kend isi ü ze rin d e  b e 
lir li to p lam a ve ça rpm a k u ra lla r ıy la  ta n ım la n an  RxM (gerçel say ı çiftleri) 
o ld u ğ u n d an , ayn ıd ır. Benzer şe k ild e , değerlend iregeld iğ im iz  v ek tö r a la n 
la r ı ve m a n ifo ld la r, b ir  R x R x  ...xR 'den  (ya da CxCx ...xC) ya da bu  tü r  
son lu  (ya d a  sa y ıla b ilir  çok luk tak i, d iğ e r b ir  dey işle  N0 değerinde) k o o rd i
n a t  y a m a la rın d a n  a tan m ış  k o o rd in a tla r  o lab ilen  n o k ta  a ile le rin d en  in şa  
ed ilir  ve k a rd in a lite  y ine C 'dir.

Bu tü r  u za y la r  üzerindek i fonksiyon  a ile le rin d en  ne haber?  D iyelim  ki, 
C nok taya  sa h ip  b ir  uzay  üzerindek i tü m  gerçel say ı değerli fo n k siy o n la 
r ın  a iles in i göz önüne a lırsak , böylece ü s ttek i değ erlen d irm elerd en  a ilen in  
Cc üyeye (C -elem anlı b ir  u zay d an  C -elem an lı b ir  uzaya  y ap ılan  g ö n d erim 
le r  olm ak üzere) sa h ip  o lduğunu  b u lu ru z . Bu, kesin lik le  C 'den  bü y ü k tü r. 
A slında Cc = 2C olur. (Bu, RR'ye a i t  h e r  b ir  e lem an ın  2RxR'n in  b e lirli b ir  
elem anı, d iğ e r b ir  dey işle R xR  d em etin in  (genellikle sü rek lid en  uzak) b ir  
a ra  k es iti o la rak  yen iden  y o ru m lan ab ilm esin in  so n u c u d u r ve R x R 'n in

®  [16.18] Bunu o luştu rab ilir m isiniz görün.
13 Bkz. Penrose, 1989, 1994d, 1997c.
14 Bkz. Komar, 1964; Geroch ve H artle, 1986, §34.7.



k a rd in a lite s i C 'dir.) B unun la  b ir lik te  b ir  m an ifo ld  ü zerindek i sürek li g e r
çel fo n k siy o n la r say ıca  y a ln ızca  C a d e tti r  çünkü  sü rek li b ir  fonksiyon , ona 
a it rasyone l k o o rd in a tlı n o k ta  küm esi üzerindek i d eğ e rle r b ilin d iğ in d e  b e 
lir len ir . B un ların  say ıs ı, rasyone l k o o rd in a tlı n o k ta la rın  sa y ıs ı y a ln ızca  N0 
o ld u ğ u n d an  Cx° o lur. Yine de Cs° =  (2>(0) l<0 =  2X°X><0 =  2N° =  C o lu r .11691 
§§6.4, 6'd a  h ip e r fo n k s iyo n la r  (§9.7) o la rak  b ilin en  çok büyük  genellem eye 
yol açan  sü rek li fo n k siy o n la ra  ilişk in  be lirli genellem eyi ele ald ık . B unun
la  b irlik te  b u n la rın  say ıs ı, (her b ir i say ıca  C olan) ho lom orfik  fonksiyon  
ç iftle ri yo luy la ta n ım la n d ık la rı iç in  y ine C 'den büyük  değ ild ir.

§22 .3 'te  k u an tu m  k u ram ın ın , so n  derece çok b o y u ta  sa h ip  H ilbert u za 
y ı  o la rak  b ilinen  b e lir li u za y la rın  k u llan ım ın a  gerek  duyd u ğ u n u  görüyor 
o lacağız. B unun la b ir lik te  Bu b e lir li sonsuz  b o y u tlu  u za y la r  son lu  b o y u tlu  
u za y la rd a n  b e lirg in  b iç im de fak lı o lsa  da, o n la r  ü ze rin d e  son lu  b o y u tlu  
d u ru m d ak in d en  d ah a  faz la  sü rek li fonksiyon  m evcut d eğ ild ir  ve top lam  
say ı o la rak  y ine C elde ederiz . K uantum  a lan  k u ram ın d ak i yol in te g ra l for- 
m ü lasy o n u y la  (§26.6 'd a  ta r t ış ıla c a ğ ı üzere) ilişk is i iç inde  b u n d a n  d ah a  
yükseğe g itm en in  en iy i yolu , uzayzam andak i h ırç ın  g ö rü n ü m lü  eğ rilerin  
(ya da h ırç ın  gö rünüm lü  fizik i a lan  düzenlerin in) b ir  uzay ı ele a lın d ığ ın d a  
söz k o nusu  olur. B unun la  b ir lik te  to p lam  sayı o la rak  h â lâ  yaln ızca  C elde 
eder görünüyoruz çünkü  h ırç ın lık la rın a  k a rş ın  b u  y a p ıla rd a  sü rek liliğe  
ilişk in  y e te rli bak iye m ev cu ttu r.

K ard ina lite  kav ram ı, fiz ik te  k a rş ıla ş ı la n  u za y la ra  ilişk in  uygun  b o yu t 
k av ram ın ı y aka layacak  y e te rlilik te  sad e le ştir ilm em iş gö rünüyor. A nlam lı 
u za y la rın  neredeyse tü m ü  ken d ile rin d e  b as itç e  C n o k tay a  sa h ip tir . Bu
n u n la  b irlik te  bu  u za y la rın  "boyu tlar"ında, ilk  b a k ış ta  b u  "boyutu" b as itç e  
ele a lm an  vek tö r uzay ı ya da M  m a n ifo ld u n u n  b o y u tu  o la rak  d ü şü n d ü ğ ü 
m üz çok büyük  b ir  fa rk lılık  m evcu ttu r. M 'ye ilişk in  b u  b o y u t doğal b ir  s a 
yı (örn. o lağan  u zay zam an  d u ru m u n d a  4, ya da §12.1 'de ele a lınm ış faz 
u za y la rı d u ru m u n d a  6 x  1019) o la b ilir  ya d a  k u an tu m  m ekan iğ inde o rtay a  
ç ıkan  H ilb e rt du ru m  u za y la rın d a k i (ya da çoğundaki) g ib i so n su z  o lab ilir. 
M atem atik se l o la rak  en  b a s it  so n su z  bo y u tlu  H ilb e rt uzay ı, kend isiy le  i l
g ili |z j |2 +  |z2|2 +  |z3|2 -I—  so n su z  to p lam ın ın  y ak ın sad ığ ı, k a rm aşık  sa y ı
la ra  a it (z1,z 2<z3,...)  d iz is in e  ilişk in  uzayd ır. Sonsuz b o y u tlu  b ir  H ilb e rt 
uzay ı d u ru m u n d a  en uygun  o lan ı b u  b o y u tlu lu ğ u  K0 o la ra k  düşü n m ek tir. 
(B ununla ilg ili o la rak  çe ş itli ince lik le r m e v cu ttu r  fa k a t b u ra d a  b u n la ra  
b u la şm a m ak  en iyisi.) n -g e rç e l-b o y u tlu  b ir  u zay la  ilg ili o la rak , onun  (nok
ta la r ın  b u  sü rek liliğ in in  n -b o y u tlu  b ir  d iz ilim de düzen len d iğ in i ifade 
eden) "oon ” nok taya  sa h ip  o ld u ğ u n u  söyleyeceğim . S onsuz b o y u tlu  d u ru m 
d a  b u n a  "oo°°" n o k ta  o la rak  değineceğim .



A yrıca M  üze rinde  tan ım lı fa rk lı tü rd ek i u za y la rla  da ilg ilenm ekteyiz. 
B u n lar no rm ald e  p ü rü zsü z  k ab u l e d ilir  fak a t bazen , h ipe rfonksiyon  k u ra 
m ı (b k z . §9.7) k ap sam ın d a  o rtay a  ç ıkarak  d ah a  g en e ld ir  (örn. dağ ılım lar). 
S erb estlik le rin i k ıs ıtla y an  (kısmi) tü rev se l denklem lere b ağ lı o lab ilirle r. 
Bu k a d a r  k ıs ıtlı değ ille rse  bu  d u ru m d a , (s ta n d a r t uzayzam an  iç in  n=4 o l
m ak üzere) n -b o y u tlu  b ir  M  iç in  “n  değ işkenli fonksiyon lar" o la rak  kabu l 
ed ilir le r. A lan h e r  n o k tad a  k ad e t b ağ ım sız  b ileşene  sa h ip  o lab ilir . Bu d u 
ru m d a  a lan d a k i se rb es tlik  ookc°n'd ir  diyeceğim . Bu n o ta sy o n la  ilg ili aç ık la
m a ,15 a la n la rın  oon nok ta lı b ir  u zay d an  ook n ok ta lı b ir  uzaya (kabaca ve y e 
re l olarak) gerçek leştirilen  gö n d erim ler o la rak  d ü şü n ü le b ilm esid ir  ve no- 
ta sy o n  b iç im indek i (biçimsel)

( 00*)°°" =  oo't0°n

b a ğ ın tıs ın d a n  y ara rla n ır ız .

A lan lar uygun  k ısm i tü rev se l denklem lerce k ıs ıtla n d ığ ın d a , tüm üyle  
a la n la ra  ilişk in  başlang ıç  verisi (özellikle §27.1'e bakın), d iğe r b ir  dey işle 
d ah a  az -b o y u tlu , diyelim  ki (/-boyu tlu  S  uzayı üzerin d e  b e lir tile n  ik incil 
b ir  a lan  v e ris i yo luyla b e lirlen m ele ri söz k onusu  o lab ilir . Veri S  üze rinde  
(tem elde, v e rin in  S  üze rinde  sağ lam ak  zo ru n d a  o lduğu tü rev se l ya da ce
b irse l denk lem ler o lan  k ısıtlayıc ılara  b ağ lı o lm ayan  an lam ın a  gelm ek ü ze
re) ö zgürce  ifade ed ileb ilirse  ve b u  veri <S'nin h e r  b ir  n o k ta s ın d a  bağ ım sız  
r  ad e t b ile şen d en  o lu şu rsa  bu  d u ru m d a  a lan d ak i se rb e s tlik  oor “ , 'd u r  d i
yeceğim . Pek çok d u ru m d a  r  ve <7'yu  bu lm ak  b ü tü n ü y le  ko lay  b ir  iş değ il
d ir  fak a t önem li o lan  b u n la rın , a la n la r ın  eşdeğer d iğe r n ice lik le r b iç im in 
de n a s ıl ifade  ed ileb ileceğ inden  bağ ım sız  o larak  d eğ işm ez  n ice lik le r o lm a
s ıd ır .16 Bu k o n u la r  b izim  iç in  ile ride  d ikka te  değer b ir  önem e sa h ip  olacak 
(bkz. §23.2, §§31.10-12, 15-17).

15 Bu kullanışlı notasyonu John  A. VVheeler'a borçluyum , bkz. VVheeler, 1960, s. 67.
16 Bkz. Cartan, 1945, özellikle orijinal baskı s. 75, 76'daki §§68,69. °°r“’ 'deki r  niceliğinin doğ

ru  biçim de kabul edildiğinden emin olmak için b ir m iktar özen gereklidir. İki sistem  eşdeğer 
o labilir fakat yine de ilk bak ışta  farklı olduğu görülen r 'le re  sahip olarak. Bununla b irlik te q 
değerinin belirlenm esinde h içbir bulanıklık olamaz. Bu konuların  hassas m odem  uygulam a
ları işleri şef fa flaş tın r; bu, je t  dem etleri kuram ı biçim inde verilir, bkz. B ryant vd., 1991. 
VVheeler'ın notasyonunda, örneğin oo2” 2+3“ 1+5 ifadesi "2 değişkenli 2 fonksiyona, 1 değişken
li 3 fonksiyona ve 5 sabite bağlı olan alanlar" yerine kullanılm ak üzere, b ir  sadeleştirm e ol
duğu belirtileb ilir, bkz. Penrose, 2003. Bu nedenle benzeri ifadeleri, p negatif olmayan 
tam sayı katsayılı b ir polinom u gösterm ek üzere, ele alm aya yöneltiliriz.



UZAYZAMAN

17.1 Aristotelesçi fiziğin uzayzamanı

Şu a n d a n  itib a re n  ilgim iz, önceki bö lüm lerde u ğ raş tığ ım ız  büyük  o ran d a  
m atem atik se l d eğ e rlend irm elerden  kuram  ve gözlem in b iz i yön elttiğ i f iz i
ki d ü n y an ın  gerçek resm ine  dönecek, iç in d e  fizik i evrene ilişk in  tü m  o lgu
la rın  gerçek leşir gö rü n d ü ğ ü  o a lan ı an lam ay a  ça lışm ak la  başlaya lım : 
u za y za m a n .  Bu kavram ın , k ita b ın  k a lan  k ısm ın ın  çoğunda y aşam sa l b ir  
ro l oynayacağ ın ı göreceğiz!

önce lik le  n iç in  "uzayzam an" diye so rm alıy ız?1 G örünüşte  o ldukça fa rk 
lı b u  iki kavram ı b ir  a ra y a  ge tirm e g irişim i yerine  uzay  ve zam anı ay rı a y 
rı d ü şü n m en in  n eresi yan lış?  Bu konudak i o rtak  alg ıya ve E in s te in  bu  fik 
ri, genel görelilik  k u ram ın d a  o ldukça m ükem m el k u llan m ış o lm asın a  k a r
ş ın  uzayzam an  ne E in s te in 'ın  o rijina l fik riyd i ne de, öyle g ö rü nüyor ki, 
onu ilk du y d u ğ u n d a  özel o la rak  heyecan lanm ıştı. D ahası, G alilei ve 
Nevvton'ın görelilik le ilg ili d ah a  eski m uh teşem  k a v ra y ış la rın a  hak  e ttik le 
r i b iç im de b ak a rsak  o n la rın  da tem elde uzayzam an  b ak ış  aç ıs ın d an  büyük  
y a ra r  sa ğ lay ab ild ik le rin i görürüz.

B unu an lam ak  üzere, ta r ih te  d ah a  geriye g idelim  ve A risto te les ve çağ 
d a ş la r ın ın  d inam ik  y ap ılı çerçevesine h an g i tü r  u zay zam an  y ap ıs ın ın  u y 
gun  o lduğunu  görm eye ça lışa lım . A risto te les fiz iğ inde fizik i uzay ı g ö s te r
m ek üzere  Ö klitçi b ir  E3 3 -u zay  kav ram ı m e v cu ttu r  ve b u  uzay ın  n o k ta la n  
özdeşlik lerin i b ir  a n d a n  d iğerine  sak lay ıp  k o ru rla r. B unun  sebebi A risto 
te lesç i düzende sa b it d u ru m u n  d inam ik  o la rak  h arek e te  ilişk in  tü m  diğer 
d u ru m la ra  te rc ih  ed ilm esid ir. Z am anın  b ir  an ın d ak i b e lir li b ir  uzam sa l 
n o k tan ın  d ah a  so n rak i b ir  anda , o n o k tad a  b u lu n a n  b ir  p arçac ık  b ir  a n 
d an  d iğerine  s a b it  k a lırsa , a y n ı  u zam sa l nok ta  o ldu ğ u n a  ilişk in  tu tu m u  
k ab u l ederiz. G erçekliğe ilişk in  resm im iz, ü ze rin e  ne tü r  ş id d e tli b ir  h a re 
ke t y ö n e ltilirse  y ö n e ltils in  p e rd e  üzerindek i b e lir li b ir  n o k ta  özdeşliğ in i 
korum ak  üzere, sinem a sa lo n u n d ak i perdeye benzer. Bkz. Şekil 17.1.

1 Geçmişte tire li "uzay-zam an"ı önerenlerden biri olmama rağm en bunun, bu k itap ta  deyiş bi-
limde karm aşıklığa neden olduğu yerlerin  var olduğunu buldum . Buna uygun biçim de b u ra 
da "uzayzaman"! benim siyorum .



Ş e k i l  17.1 B u  tü r  b ir  f i z i k i  ha
reke t s in e m a  p e rd e s i ü ze rin d e
a lg ıla n a b ilir  m i?  Ü zerine ne tü r
b ir  h a reke t y ö n e ltilir se  yö n e l
t i ls in  p e rd e  ü ze r in d ek i be lirli 
b ir  n o k ta  (burada " x " i le  işa 
retli) ö zd e şliğ in i korur.

Zam an ay rıca  b ir  ö k litç i uzay  fa k a t görece önem siz b ir i o la rak  da, d i
ğer b ir  dey işle  1 -boyu tlu  b ir  E1 uzayı o la rak  da g ö ste rilir . Böylece zam anı 
fiziki uzay  k ad a r, gerçel R d o ğ ru su n u n  yaln ızca  b ir  kopyası olm ak yerine  
b ir  "Öklitçi geom etri" o la rak  d ü şü n ü rü z . Bu d u rum , "A risto telesçi" d in a 
m ik  b ak ış ım ızd a  te rc ih  ed ilm iş h e rh an g i b ir  b aş lan g ıç  n o ta s ı söz konusu  
değ ilken  M'nin zam an ın  "sıfır" ın ı te m sil eden  0 e lem an ın ı te rc ih  e tm es in 
den  k ay n ak lan ır. (Bunda, "A risto telesçi d inam ik” ya d a  "A risto telesçi fizik" 
o la ra k  a d la n d ın la b ile n  şey in  idealize  ed ilm iş b ir  g ö rü n ü m ü n ü  k ab u l ed i
yorum , gerçek  A ris to te les 'in  ne d ü şü n m ü ş olab ileceğ iy le ilg ili h iç b ir  bak ış 
aç ıs ın a  sa h ip  değilim !)2 T ercih  ed ilm iş b ir  "zam an b aş lan g ıç  nok tası"  o l
m uş o lsayd ı, zam an  te rc ih  ed ilen  bu  b aş lan g ıç  n o k ta s ın d a n  u z a k la ş tığ ın 
d a  d inam ik  b iç im li y a s a la r  k a fa la rd a  d eğ iş ir  b iç im de c a n la n ab ilird i. T e r
cih  ed ilen  b aş lan g ıç  n o k ta s ın ın  o lm ad ığ ı d u ru m d a  y a s a la r  tü m  zam an  b o 
yunca ayn ı kalm ak  zo ru n d a d ır  çünkü  b u  y a sa la rın  d ay an acağ ı te rc ih  ed il
m iş h iç b ir  z a m a n  p a ra m e tres i m evcu t değild ir.

B enzer şek ild e  ben de te rc ih  ed ilm iş u zam sa l b ir  b aş lan g ıç  n o k ta s ı o l
m ası gerekm ediğ i ve u zay ın  (yine, gerçek A ris to te les’in  neye in an m ış  o la 
bileceğiyle ilg is iz  biçim de!) d inam ik  y asa la rd a k i ta m  tekdüzelik le  b irlik te  
tü m  y ö n le rde  b e lirs iz  b iç im de devam  e ttiğ in e  ilişk in  gö rü şü  ben im siy o 
rum . Ö klitçi geom etride is te r  1 -b o y u tlu  is te r  3 -b o y u tlu  o lsun , b ir  u za k lık  
k av ram ı m ev cu ttu r. 3 -b o y u tlu  u zam sa l d u ru m d a  bu , (m etre ya d a  diyelim  
ki ayakla* ölçülen) o lağan  Ö klitçi uzak lık  olm ak d u ru m u n d ad ır; 1 -boyu tlu  
d u ru m d a  b u  uzak lık  (diyelim  ki san iyey le  ölçülen) s ıra d a n  zam an  a ra lığ ı
dır.

2 Öyle görünüyor ki Aristoteles de, Öklitçi E3 geom etrinin uzam sal geom etriyle ilgili tam  b ir 
açıklam a sunm ası gerekliliğinin gerektirdiği gibi sonsuz b ir  uzay kavram ıyla ilgili zorluk
larla  karşılaşm ış olabilir fakat zam anla ilgili görüşleri E*xE3 resm ine ilişkin "E^’le daha 
fazla uyum içinde olm uştur, 
feet -çn .



A risto te lesç i fizik te  ve a s lın d a  G alilei ve N ew ton 'ın  d a h a  so n rak i d in a 
m ik  b iç im li düzen(ler)inde, zam an a  a i t  eşza m a n lılık la  ilg ili m u tlak  b ir  
k av ram  m evcu ttu r. Böylece bu , bu  tü r  d inam ik  b iç im li düzen(ler) u y arın ca  
b u rad a k i, tam. d a  b u  a n d a k i  zam an ın , bu  s a tır la r ı  O xford 'dak i evim de, 
o fisim de yazarken , A ndrom eda g a lak s is in d e  b ir  o lay ın  m eydana geldiği 
(diyelim  ki b ir  sü p e m o v a  y ıld ız ın ın  pa tlam ası)  "aynı zam an" o lduğu  m u t
lak  an lam ın a  sa h ip tir . S inem a p erd e s i benzetm em ize dönersek , p erd e  ü ze
rin d e  y an s ıtılm ış  o ldukça ay rı ik i yerde  m eydana gelen ik i g ö rü n tü n ü n  e ş 
zam an lı b iç im de gerçek leşip  gerçek leşm ed iğ in i so rab ilir iz . B u radak i y an ıt 
aç ık tır. O laylar, ancak  ve ancak  ayn ı y an s ıtılm ış  çerçevede gerçek leşirse  
eşzam an lı o la rak  k ab u l ed ilir . Bu d u ru m d a  (zam anla ilg ili o la rak  ayrılm ış) 
iki o lay ın  p erd e  üzerindek i ayn ı uzam sa l konum da gerçek leşip  gerçek leş
m ed iğ ine ilişk in  açık  b ir  k av ram a sa h ip  olm ak y a n ın d a  ay rıca  (uzam sal 
o la rak  ayrılm ış) bu  iki o lay ın  ayn ı zam an d a  gerçek leşip  gerçek leşm ediğ ine 
ilişk in  de açık  b ir  kav ram a sa h ib iz . D ahası ik i o lay la  ilg ili u zam sa l ko
n u m la r  fa rk lıy sa , ayn ı za m a n d a  gerçek leşse ler de gerçek leşm esele r de, 
a ra la r ın d a k i u za k lık la  ilg ili (diğer b ir  dey işle  p erd e  b o y u n ca  ö lçü len  u zak 
lık) açık b ir  kav ram a sa h ip  o luruz; ay rıca , iki o lay la ilg ili z a m a n la r  fa rk 
lıysa , ayn ı yerde g erçek leşse ler de gerçek leşm eseler de a ra la r ın d a k i z a 
m a n  ara lığ ıyla  ilg ili de aç ık  b ir  k av ram a sa h ip  o luruz.

B unun  b ize  söylediği, A risto te lesçi düzen im izde u za y z a m a n ı  b a s i t  b i 
çim de, A risto te lesç i u z a y z a m a n  o la ra k  ad lan d ıracağ ım

M  =  IE1x E 3

ça rp ım  o la rak  d ü şü n m en in  uygun  o lduğudur. Bu, b a s it  b iç im de, t b ir  "za
m an" o la rak  E1'e  a i t  b ir  e lem an  ve x "uzayda b ir  nokta" o la ra k  E3'e  a i t  b ir  
e lem an  o lm ak üzere, ( t,x ) ç iftle r in in  uzay ıd ır. (Bkz. Şekil 17.2.) E1x E 3'e  a it 
iki fa rk lı nok tay la , d iğ e r b ir  dey işle  ik i fa rk lı o lay la  ilg ili o la rak , diyelim  
ki ( t,x )  ve ( t ',x ') r E3'e a i t  x ve x ' n o k ta la n  a ra s ın d ak i uzak lık  an lam ın a  ge
len  u zam sa l a y n l ık la n n a  ve de a y n c a  a ra la n n d a k i.  E1'd e  ö lçü lm üş b iç im 
deki t  ve t' a ra s ın d ak i a y n m  an lam ın a  gelen  zam an  fa rk ın a  ilişk in  iy i t a 
n ım lı b ire r  kav ram a sah ib iz . Özellikle, ik i o lay ın  aynı yerde  m eydana  ge
lip  gelm ediğ in i (uzam sal y er d eğ iş tirm en in  yok oluşu) ve aynı zam an d a  
gerçek leşip  gerçek leşm ediğ in i (zam an fa rk ın ın  yok oluşu) b iliyoruz.

17.2 Galileici görelilikle ilgili uzayzaman

Şim di gelin  1638'de G alileo G alilei ta ra f ın d a n  su n u la n  d inam ik  b iç im li 
düzen le  ilg ili h an g i u zay zam an  k av ram ın ın  uygum  o ld u ğ u n u  görelim . Ga
lileici görelilik ilkesin i kend i uzayzam an  tab lo m u z la  b ir le ş tirm ek  istiyo-



Ş e k il  17.2 A ris to te le sç i 
c/l = E*xE3 u za yza m a n , t  (“z a 
man") Ö klitç i E1 1-u za y ı, ve  x 
("uzaydaki nokta) Ö klitç i E3 3 -  
uzay ı ü zerin d e  d eğ işm ek  üzere, 
( t,x )  ç iftle r in in  uzay ıd ır .

ruz. Bu ilken in  ile ri sü rd ü ğ ü  şey in  ne o lduğunu  an ım sayalım . G alilei'n in  
kend i a k ta r ım ın d a n  (burada yaln ızca  k ısa ltılm ış  haliy le  verd iğ im  S tillm an  
D rake'ye3 a i t  b ir  çeviri; ve u la şab ilen le re  a lın tın ın  tü m ü n ü  incelem eyi ş id 
de tle  öneririm ) d ah a  iy isine u la şm a k  zordur:

K endinizi büyük  b ir  gem in in  g ü v erte si a ltın d ak i an a  k ab ine  b ir  a rk a 
d aş ın ız la  b irlik te  k ilitley in  ve y an ın ıza  sinek, kelebek ve b aşk aca  k an a tlı 
küçük  h ay v a n la rd a n  a lın  ... hem en a ltın d a k i gen işçe b ir  kovaya dam la 
dam la  ak an  b ir  şişe  a s ın  ... gem in in  h a re k e ti o ya da bu  şek ilde d a lg a la n 
m ayacak  b iç im de düzenli o lduğu  sü rece  is ted iğ in iz  h ız la  g itm esin i sa ğ la 
yın. ... D am la la r a ltta k i kovanın  iç ine, d am la la r  havadayken  gem i epeyce 
m esafe  k a t e tm esine  rağm en, kıç ta ra f ın a  doğru  dam lam ak sız ın  düşecek  ... 
kelebek ler ve sinek le r h e r  ta ra fa  doğru  fark sız  b iç im deki u çu ş la r ın a  d e 
vam  edecek ya da gem inin  sey rine  ayak  u y d u rm ak tan  b itk in  d ü şm ü şçes i
ne kıç ta ra f ın a  doğru  y o ğ u n la şm a la rı h iç  gerçekleşm eyecektir...

G alile i'n in  b ize öğ rettiğ i şey, düzen li b iç im de h a re k e t eden h erh an g i 
b ir  çerçeveyle ilg ili o ld u k la rın d a  d inam ik  b iç im li y a sa la rın  kesin lik le  aynı 
o lduğudur. (Bu onun, d ü n y an ın  zo ru n lu  b iç im dek i d u rağ a n  konum unu  b e 
lir te n  d ah a  önceki A risto te lesçi y ap ın ın  aksine, kend isi yo luy la d ü nyan ın  
h a re k e t h a lin d e  o lm asına , b u  h are k e ti do laysız  b iç im de fark  etm em iz o l
m aksız ın  iz in  v erilen  K opem ik düzen in i iç ten  k ab u l ed işiy le  ilg ili tem el 
b ir  b ileşendi.) S ab it d u rum  fiziğ in i düzen li ha rek e te  ilişk in  o lan d an  ay ırt 
e tm ek üzere  h iç b ir  şey m evcut değ ild ir. B unun b ize ü s tte  ifade  ed ilm iş 
o lan  şey b iç im inde  söylediği, uzaydak i b e lirli b ir  n o k tan ın  uzayda  son rak i 
b ir  zam an d a  seçilm iş nok tay la  ayn ı n o k ta  o lduğunu  ya da o lm ad ığ ın ı söy
lem en in  d inam ik  o la rak  h iç b ir  an lam ı o lm ad ığ ıd ır. D iğer b ir  dey işle  s in e 
m a p erd e s i benzetm em iz uygunsuzdu r! Zam an ile rled ikçe s a b it  k a lan  h e r 
h an g i b ir  a rd a la n  uzayı, b ir  "perde", m evcu t değ ild ir. U zaydaki b ir  p nok

3 Bkz. Drake, 1953, s. 186-187.



ta s ın ın  (diyelim  ki diz ü s tü  b ilg isay a rım ın  k lavyesindek i ün lem  işa re tin in  
noktası) b ir  dak ika önce uzaydak i a y n ı  nok ta  o lduğunu  ya d a  o lm adığ ın ı 
an lam lı b iç im de söyleyem eyiz. Bu konuya d ah a  ş id d e tli b iç im de yönelm ek 
üzere  d ü n y an ın  dönm esin i gözünüzün  önüne getirin . Bu h a re k e t uyarınca, 
d ü n y a  yüzeyindeki (diyelim  ki O xford enlem indeki) sa b it b ir  n o k ta  söz ko 
n u su  dakika iç inde b ir  10 m il k a d a r  h a re k e t e tm iş o lacak tır. B una göre az 
önce seçtiğ im  p n o k ta sı a r tık  W itney  k en tin in  y ak ın la rın d a  b ir  yerde  ya da 
d ah a  ö tesin d e  konum lanm ış o lacak tır . F ak at bekleyin! D ünyan ın  güneş 
çevresindek i h a rek e tin i göz önüne alm ıyorum . B unu y ap a rsam , p 'n in  a r tık  
y ak laşık  yüz m il k ad a r fak a t te rs  yönde d ah a  u zak ta  o lduğunu  görü rüm  
(çünkü a rtık  öğleden so n ra d ır  ve b u ra d a  dünya güneş çevresindek i h a re 
k e tin in  te rs i yönde h a re k e t eder), ve dünya  p 'd en  öy lesine uzak  b ir  a lan a  
h a re k e t e tm iş o la ca k tır  ki a r tık  p dünya  a tm o sfe rin in  e rim in in  ö te s in d e
dir! Peki, gün eşin  S am anyolu  ga laksim iz in  m erkezi çevresindek i h a re k e ti
n i h e sa b a  ka tm am alı m ıyım ? Ya da g a lak sin in  k en d isin in  yere l g rup  iç in 
deki "uygun hareket" inden  ne h aber?  Ya da yerel g ru b u n , küçük  b ir  p a rç a 
sı o lduğu  B aşak  küm esi çevresindek i, ya da B aşak  küm esin in  devasa  Saç 
küm esiy le ilişk ili ya da belk i Saç küm esin in  "Büyük Çekici"ye doğru  h a re 
keti?

A çıktır ki G alilei'y i cidd iye alm alıy ız . U zaydaki h e rh a n g i b e lirli b ir  
n o k tan ın , şu an d an  b ir  dak ika so n ra s ın d a  uzayda  ben im  seçm iş o lduğum  
n o k tay la  a y n ı  nok ta  o la rak  d eğerlend irilm esi gerek tiğ i f ik rine  iliş tirilecek  
h iç b ir  an lam  m evcu t değ ild ir. G alileici d inam ik te , fizik i d ü n y an ın  zam an 
la b ir lik te  gelişen  eylem leriy le  ilg ili b ir  a lan  b iç im inde y a ln ızca  tek  b ir  
Ö klitçi E3 3 -u zay ın a  sa h ip  değiliz; zam andak i h e r  b ir  an  iç in  fa rk lı  b ir  
E3'e, b u  çeşitli E3'le r  a ra s ın d a  doğal h iç b ir  belirlem e o lm aksız ın  sah ib iz .

F iziki uzay a  ilişk in  k av ram ım ız ın  b ir  an  geçerken tüm üy le  b u h a r la ş ıp  
d iğer b ir  an  geld iğ inde b ü tü n ü y le  fa rk lı b ir  uzay  o la rak  yen iden  o rtay a  ç ı
k an  b ir  şey  o la rak  gö rü lm esi k o rk u tu cu  görüneb ilir! Tam  d a  o rad a  ç a lış tı
ğ ım ız tü rd e  b ir  şey o la rak  b u ra d a k i d u ru m la  ilgili, 15. bö lüm  m atem atiğ i 
b iz i k u rta rm a y a  gelir. Galileici Ç u z a y z a m a n ı  b ir  E1xE 3 ça rp ım  uzayı d e 
ğ ild ir; o, E1 ta b a n  uzayı ve E3 lifiy le  b irlik te  b ir  l i f  d e m e tid ir !4 Bir l if  d e 
m etinde , b ir  lifle  b ir  so n rak i a ra s ın d a  n o k ta sa l o la rak  h e rh a n g i b ir  b e lir 
lem e m evcu t değild ir; y ine de lif le r  b irb ir le r in e  b irle ş ik  b ir  b ü tü n  o lu ş tu r 
m ak üzere  uyum  sağ lar. H er uzayzam an  olayı, b e lir li b ir  01 " sa a t uzay ı"na 
ilişk in  b e lir li b ir  elem an o la rak  doğal b ir  b iç im de b ir  za m a n a  a ta n ır  fak a t 
b e lir li b ir  E3 "konum  uzay ı"ndak i u zam sa l b ir  konum a ilişk in  h e rh an g i 
doğal b ir  a ta m a  söz k o n u su  değ ild ir. §15.2 'deki dem et d ilinde  b ir

4 Bkz. A m ol'd, 1978; Penrose, 1968.



Ş ek il 17.3 G alileci §  uzay zam an ı E1 ta b a n  uzay ı ve E3 lifiy le  b ir lik te  b ir  l i f  d em etid ir, 
böylece, h e r  u zay zam an  o layı b ir  zam an a  kanon ik  y a n s ıtm a  yo luy la  a ta n ırk e n  (m utlak  
zam an) fa rk lı E3 dem etleri a ra s ın d a  n o k ta sa l o la rak  h e rh an g i b ir  b e lirle m e m ev cu t d eğ il
d ir  (m utlak  uzay  yok). (B urada y a ta y  b iç im de g ö ste rilm iş  o lan  ta b a n a  k anon ik  
y an s ıtm ay ı Ş ekil 15.2 'yle k a rş ıla ş tır ın .)  P arçacık  g eçm işle ri, içsel p a rç a c ık  h a rek e tle r i 
b u ra d a  g 'n in  y a p ıs ın ın  b e lirled iğ i şey , y an i "düz" d ü n y a  ç izg ileri o la rak  gö ste rilm ek  ü ze
re, d em e tin  a ra  k e s itle r id ir  (Şekil 15 .6a 'y la  k a rş ıla ş tır ın ) .

zam an la  ilg ili bu  doğal a tam a  Ç 'den E ^e gerçek leşen  k a n o n ik  b iç im li y a n 
s ıtm a  yo luy la  g erçek leştirilir. [Bkz. Şekil 17.3; ay rıca  Şekil 15.2'yle k a rş ı
la ş tırın .)

17.3 Uzayzaman terimleriyle Nevvtoncı dinamik

U zayzam ana ilişk in  b u  "dem et" ta b lo su  o ldukça iy id ir  fak a t G alile i- 
N ew ton  d inam iğ in i bu  b iç im de n a s ıl ifade etm eliyiz? N ew ton 'ın , d inam iğe 
ilişk in  y a sa la rı fo rm üle etm eye ça lış ırk en  kend in i "m utlak  uzay" k av ra m ı
n ı k ay ırır  gö ründüğü  b ir  aç ık lam aya  itilm iş  b u lm a sı şa  ş ır tıc ı değ ild ir. 
G erçekte N ew ton, en az ın d a n  b aş lan g ıç ta , G alile i'n in  kend isi k a d a r  Galile- 
ici görelilikçiydi. Bu du rum , h a re k e t y a sa la r ın a  ilişk in  o rijina l denk lem le
rin d e  G alileici görelilik  k u ra lın ın  (bu ku ra l, fiziki eylem in düzen li b iç im de 
h a re k e t eden  b ir  re fe ran s  s is tem in d en  d iğerine  o lan  değ işim e kö r o lu şu 
n u n  gerek liliğ i olm ak üzere  ve z a m a n  k avram ı G alileici Q u zayzam ana 
ilişk in  ü s tte k i resim de b e lir tild iğ i g ib i m u tlak  olm ak üzere) tem el b ir  y asa  
o lduğunu  b e lirg in  o la rak  b e lir tm es i gerçeği neden iy le  aç ık tır.

O rijinal o la rak  iç lerindek i 4. y a sa  a ra la r ın d a k i G alileici k u ra l o lan  beş 
(ya d a  altı) y asa  ile ri s ü rd ü 5 fak a t d a h a  so n ra  P rinc ip ia  ad ıy la  y ay ım lanan  
eserin d e  b u n la rı, şu  an  b iz im  de "Nevvton y asa la rı"  o la rak  b ild iğ im iz üç 
k u ra la  sa d e le ş tird i. B unun neden i b u  ü çü n ü n  d iğ erle rin i tü re tm ek  üzere

5 Bu, onun Principia sın ın  1684’te yazılm ış b ir  öncülü olan De m o tu  corporum  in m ediis re- 
gulariter cedentibus  elyazm ası parçasında yer alm aktaydı. Ayrıca bkz. Penrose, 1987d, s.49.



y e te rli o lu şu n u  fa rk  e tm iş  o lm asıyd ı. Y asa la rıy la  ilg ili y ap ıs ın ı kesin  hale  
getirm ek  üzere h a re k e tle r in  ken d isin e  göre aç ık lanacağ ı b ir  "m utlak  uzay" 
kav ram ın ı ben im sem eye gerek duydu . Z am anında "lif dem eti" kav ram ı 
k u llan ılıy o r o lsayd ı (kuşkusuz a b a r tılı  b ir  o lasılık), Nevvton'ın, y a sa la rın ı 
tüm üy le  "G alileici değ işm ezler" b iç im inde fo rm üle e tm es i d ü şü n ü le b ilir  
o lu rdu . Bu tü r  b ir  k av ram  o lm aksız ın , N ew ton’m  "m utlak  uzay"a ilişk in  
b ir  f ik ir  o rtay a  koym adan , a s lın d a  y ap m ıştı, n a s ıl ile rleyeb ilm iş o lduğunu  
görm ek zordur.

Ç "G alileici uzay zam an ”ım ıza ne tü r  b ir  y ap ı a tam a k  zorunday ız? Q l if  
dem etim ize b ir  dem et b a ğ la n tıs ı (§15.7) bah şe tm ek  o lm ası gerekenden  ke
s in lik le  çok d ah a  s e r t  o lu r.11711 B unun  yerine  yapm am ız  gereken  onu, 
N evvton 'ın  b irinci ya sa s ıyla uyum lu  b ir  şey  b iç im in d e  su n m ak tır . Bu y a 
sa , üze rine  h erh an g i b ir  kuvvetin  etk im ediğ i b ir  p a rç ac ığ ın  h a rek e tin in  
düzen li ve düz b ir  çizgi üze rin d e  o lm ası gerek tiğ in i b e lir tir . Bu b ir  ey lem 
siz lik  ha reke ti o la rak  a d la n d ır ılır . U zayzam an te rim leriy le , h e rh an g i b ir  
p a rçac ığ ın  h arek e ti (diğer b ir  dey işle  "geçmiş"i), ey lem siz b ir  h a rek e t o l
su n  ya da o lm asın , p a rçac ığ ın  d ü n y a  çizg isi o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  eğ riy 
le g ö ste rilir . G erçekte G alileici uzayzam an ım ızda  dünya  çizg ileri h e r  za 
m an  G alileici dem ete a i t  ara  kesitler  o lm ak zo ru n d ad ır; bkz. §15.3117-21 ve 
Şekil 17.3. S ıradan  u za m sa l te rim le rle  "düzenli ve düz b ir  çizgide" (eylem
siz lik  hareketi) b iç im indek i kavram , uzayzam an  te rim le rin d e  b a s it  b iç im 
de "düz" o larak  y o ru m lan ır. Bu nedenle , Q G alileici dem eti dünya  ç izg ileri
ne ilişk in  "düzlük" k av ram ın ı kod layan  b ir  yap ıya  sa h ip  o lm alıd ır. Bunu 
söylem enin  b ir  yolu  Ç 'n in , b irey se l E3 lifle riy le  s ın ırla n d ır ıld ığ ın d a  afin  
y ap ın ın  h e r  b ir  E3'e ilişk in  ö k litç i afin  y ap ıy la  uyum  iç inde  o lduğu  a fin  
b ir  uzay  (§14.1) o ld u ğ u n u  ile ri sü rm ek tir. B aşka b ir  yol, doğal h a ld e  E1x 
E3'te  ("A ristotelesçi" düzen li hareketle r) b u lu n a n  oo6 düz çizg iler a iles in i 
belirlem ek  ve b u n la rı, A risto te lesçi M  u zay zam an m a ilişk in  gerçek çarp ım  
y ap ıs ın ı "unu tu r"ken  G alileici dem ete ilişk in  "düz çizgi" y ap ıs ın ı sunm ak  
üzere  dev ra lm ak tır. (oo6'n ın  6 -b o y u tlu  b ir  aile an lam ın a  ge ld iğ in i an ım sa 
yın; bkz. §16.7.) B unun la  b ir lik te  d ah a  b aşk a  b ir  yol, b ir  m an ifo ld  o larak  
ele a lın an  G alileici u zay zam an ın  yok o lan  eğrilik  ve yok o lan  to rs iy o n u n  
(E1 üzerin d e  b ir  dem et o la rak  ele a lın d ığ ın d a  b ir  dem et b a ğ la n tıs ın a  sah ip  
o lm a sın d a n  epey fa rk lı o larak) ik is ine  b ird en  sa h ip  o ld u ğ u n u  ile ri s ü r 
m ek tir .117-31

ÜP [17.11 Niçin?
!® [17.2) Bunun nedenini açıklayın.
ü  [17.31 Bu üç yolu, tüm ünün  niçin aynı yapıyı verdiğini göstererek ayrın tılı biçimde açıkla

yın.



A slında bu  ü çüncü  b ak ış  aç ısı, E in s te in 'ın  fik irle riy le  uyum lu  o la rak  
kü tleçek im i aç ık lam ak  üzere §§17.5, 9 'da  gerek  duyacağım ız genellem elere 
iz in  v e rd iğ inden  en ta tm in  ed ici o lan ıd ır, ç  üze rinde  ta n ım la n a n  b ir  b a ğ 
la n tıy a  sa h ip  o lm akla b ize b ir  je o d e z i  k av ram ı su n u lu r  ve (tekil E3'lerdek i 
b a s it  b iç im de düz çizgi o la n la rd an  ay rı olarak) bu  jeo d ez ile r N evvton'ın 
ey lem sizlik  hareke tler in i ta n ım la r. A yrıca jeodezi o lm ayan  d ünya  ç izg ile ri
n i de ele a lab iliriz . O lağan u zam sa l te rim le rle  b u n la r  ivm elenen  p arçac ık  
h a re k e tle r in i g ö ste rir. Bu ivm enin  gerçek büyük lüğü  uzayzam an  te rim le 
riy le , dünya  çizg is ine ilişk in  b ir  eğ rilik  o la rak  ö lçü lü r.11741 N evvton 'ın  ik in 
ci ya sa sı u y arın c a  b u  ivm e p arçac ık  üzerindek i to p lam  kuvvetin  ona a it 
kü tleye bö lüm üne eş ittir . (Bu Nevvton'ın, a p a rçac ığ ın  ivm esi, m k ü tle s i ve 
/  üze rine  e tk iyen  top lam  kuvvet olm ak üzere, a = f  -h m  b iç im indeki 
/  =  m a 'sıd ır.)  Böylece verili b ir  kü tledek i p a rçac ığ a  ilişk in  dünya  ç izg is i
n in  eğ riliğ i bu  parçac ığ a  etk iyen  to p lam  kuvvetin  do laysız b ir  ö lçüsünü  
sunar.

S ta n d a rt Nevvtoncı m ekan ik te b ir  p a rçac ık  ü zerindek i to p lam  kuvvet 
d iğe r tü m  p a rç ac ık la rd an  gelen k a tk ıla rın  (vektör) to p la m d ır  (Şekil 17.4a). 
H erhang i b e lirli b ir  E3'te  b ir  p a rçac ık  üzerindek i kuvvete b aşk a  b ir  p a rç a 
c ık tan  gelen katk ı, bu  be lirli E3'te  y er a lan  ik is in i b ir le ş tire n  çizgide etkir. 
Demek o luyor ki o, iki p arçac ık  a ra s ın d a  eşza m a n lı b iç im d e  e tk ir. (B kz . 
Şekil 17.4b.) N evvton 'ın  ü ç ü n c ü  ya sa sı b u  p a rç a c ık la rd a n  b ir i üze rine  d i
ğeri ta ra f ın d a n  u y g u lan an  kuvvetin  büyük lük  o larak  h e r  zam an  e ş it ve söz 
k o nusu  p arçac ık  ta ra fın d a n  d iğeri ü ze rin e  u y g u lan an  kuvvetle  te rs  yönde 
o lduğunu  ile ri sü re r. Ek o larak , fa rk lı h e r  tü rd e  kuvvete ilişk in  b iz i, p a r 
çac ık lar a ra s ın d a k i uzam sa l uzak lığa  ilişk in  hang i fo n ksiyonunun  o k u v 
v e tin  büyük lüğü  o lm ası gerek tiğ i ve h e r  b ir  p a rçac ık la  ilgili, o kuvvete 
ilişk in  to p lam  ölçeği aç ık layan  h an g i k ıs ta s la r ın  k u llan ılm ası gerek tiğ i 
k o n u su n d a  b ilg ilen d iren  b ir  k u v v e t y a sa s ı m evcu ttu r. K ütleçekim e ilişk in  
b e lir li d u ru m d a  bu  fonksiyon  uzak lığ ın  k a re s in in  te rs i  o la rak  k ab u l ed ilir  
ve to p lam  ölçek Nevvton'ın, verili ik i k ü tlen in  ça rp ım ıy la  ç a rp ılan  kütleçe- 
k im le ilg ili G s a b iti  b iç im inde a d la n d ır ıla n  b e lir li b ir  s a b ittir .  Sem bolleri 
k u llan d ığ ım ızd a  Nevvton'ın, m  k ü tle li b ir  p a rçac ığ a  k en d is in d en  r  k a d a r  
u zak ta  b u lu n a n  M kü tle li b aşk a  b ir  p a rç ac ık  ta ra f ın d a n  u y g u lan an  çekim  
kuvvetiy le ilg ili iy i b ilin en  denklem ini elde ederiz:

GmM 
r2

Y alnızca b u  b a s it  b ile şen lerd en , h ız la r ı ış ık  h ız ın d an  önem li b iç im de 
az o lduğu  sü rece büyük  ölçekli c is im le rin  (ve ay rıca  çoğu tem el d ü şü n ü ş te

®  [17.4] Bu eğrilikle ilgili, V bağlantısı biçim inde b ir ifade yazm aya çalışın. Tanjant vektörleri 
üzerinde (varsal hangi norm alleştirm e koşulları gereklidir?



Ş ek il 17.4 (a) N ew toncı kuvvet: h e rh a n g i b ir  zam an d a  b ir  p a rç a c ık  ü zerin d ek i (çift sa p lı 
ok) to p lam  k u vvet d iğ e r  tü m  p a rç a c ık la rd a n  gelen  k a tk ın ın  (çekici ya  da  itici) v ek tö r  to p 
lam ıd ır. (b) İk i p a rçac ığ a  a it  d ü n y a  çizg is i ve a ra la r ın d a , ik is in i b ir le ş t ire n  çizgi üzerinde  
h e rh a n g i b i r  an d a , b u  an ın  ta n ım la d ığ ı b e lir li E3'te  "an lık  o larak" e tk iy en  kuvvet. 
N ew to n 'm  Ü çüncü Y asası b ir i  ü ze rin e  d iğeri ta ra f ın d a n  u y g u lan an  k u v v e tin  büyü k lü k  
o la ra k  e ş it  ve söz k o nusu  p a rçac ık  ta ra f ın d a n  d iğeri ü ze rin e  u y g u la n a n  kuvvetle  te rs  
yönde o ld u ğ u n u  ile r i sü re r.

m ikroskop la  bile görülem eyecek den li küçük  parçacık ların ) d a v ra n ış la rın ı 
aç ık lam ak  üzere m ü th iş  b ir  isa b e tle  k u lla n ıla b ile n  o la ğ an ü s tü  güç ve çok 
yönlü lüğe sah ip  b ir  k u ram ın  o rtay a  çıkm ası kayda değerd ir. K ütleçekim e 
ilişk in  d u ru m d a , güneş sis tem im izdek i gezegenlerle ilg ili h a re k e tle r in  o l
dukça a y rın tılı gözlem leri neden iy le  k u ram  ve gözlem  a ra s ın d a k i uyum  
özellik le b e rra k tır . N evvton'm  k u ram ın ın  son  derece etk iley ici b ir  b a şa r ı 
o lan  107'de  b ir  g ib i b ir  isa b e te  sa h ip  o lduğu, özellikle Nevvton'm  b irlik te  
yol a lm ak  zo ru n d a  kald ığ ı b ilg in in  isa b e ti b u n u n  y ak laşık  y a ln ızca  b inde  
b ir i (103'te  bir) o lduğundan , a r tık  b ilinm ek ted ir.

17.4 Eşdeğerlik ilkesi

Bu o la ğ an ü stü  kesin liğe ve Nevvton'm  büyük  k u ram ın ın  gerçek ten  n e 
redeyse  iki yüz elli y ıl boyunca ta r t ışm a s ız  ka lm ası gerçeğine k a rş ın  bu  
k u ram ın  m u tlak  b iç im de k es in  o lm ad ığ ın ı a r tık  b iliyoruz; d ah a s ı 
Nevvton'm  düzen i üzerin d en  gelişm e kaydetm ek üzere  E in s te in 'ın  kütleçe- 
k im in  doğasıy la  ilg ili d ah a  derin lik li ve o ldukça devrim ci b ak ış  aç ıs ına  
gerek  duyu ldu . Yine de b u  b e lir li b ak ış  aç ıs ı kend i iç inde N evvton'm  k u ra 
m ın ı gözlem e daya lı h e rh an g i b ir  ç ıkarım la  ilg ili o la rak  değ iştirm ez. Deği
şim  yaln ızca , E in s te in 'ın  b ak ış  aç ıs ı ış ık  h ız ın ın  s ın ırlılığ ıy la  ilg ili d iğer 
d ü şü n ü ş le r  ve § §17 .6-8 'de aç ık lan acak  özel görelilik le  ilg ili f ik irle rle  b i r 
le ş tir ild iğ in d e  o rtay a  çıkar. E in s te in 'ın  genel göreliliğ i so n u cu n u  veren  
ta m  b ir le ş im  n ite l b iç im de §17 .9 'da ve tü m  ay rın tıs ıy la  §§19 .6 -8 'de v erile 
cek.



Ş ek il 17.5 (a) G alile i'n in  (sözü edilen) deney i. B iri b ü yük  b ir i  küçük  iki k ay a  eğik P isa  Ku- 
le s i 'n in  tep es in d en  b ıra k ılır . G a lile i'n in  ö n g ö rü sü , h av a  d iren c in in  e tk is i göz a rd ı e d ile b i
lirse  ik is in in  de  ayn ı o ra n d a  düşeceğ iyd i, (b) B ir e lek trik  a la n d a  yere k a rş ı konu m lan m ış 
te rs  b iç im d e  y ük lü  (eşit küçük  kü tledeki) sü n g e r  to p la r . B ir yük aşağ ıy a  "düşer" fa k a t  d i
ğeri y u k arıy a  yükse lir.

öy leyse  E in s te in 'ın  d ah a  d erin  b ak ış  açısı ned ir?  O, eşdeğerlik  ilkesin in  
tem el önem in in  k av ran m asıd ır. E sas  f ik ir le r  (16. yüzy ılda, onun  da ö n cü l
leri, 1586 'da Sim on Stevin, h a t ta  5 ya da 6. yüzy ıldak i Ioannes P h iliponos 
g ib i d ah a  öncekiler o lm asın a  rağm en) büyük  G alile i'n in  (yeniden!) k en d is i
ne k a d a r  g ider. G alile i'n in , b ir i büy ü k  ve b ir i küçük  iki k ay an ın  eğik P isa 
K ulesi'n in  te p es in d en  düşm esiy le  ilg ili (sözü edilen) deney in i an ım say ın  
(Şekil 17.5a). G alilei'n in  m ü th iş  ö n görüsü  ik is in in , h av a  d irenc i e tk is in in  
görm ezden  gelineb ilm esi v a rsa y ıla ra k  aynı o ran d a  düşeceğiydi. K ayaları 
eğik ku leden  gerçek ten  a tıp  a tm am asın d a n  bağ ım sız  o larak , onu  k es in lik 
le bu  sonuca  u la şm ay a  ikna eden  b aşk a  deney ler gerçek leştird i.

Ş im di b u ra d a  b e lir tilm e si gereken  ilk n o k ta  b u n u n  k ü tleç ek im le  ilgili 
a lan ın  b e lir li b ir  özelliği o lduğu  ve c is im ler üzerine  etk i eden  b aşk aca  
k uvvetle r iç in  beklenm ediğ id ir. G alile i'n in  ö n g ö rü sü n ü n  day an d ığ ı kü tle - 
çekim  özelliği b ir  cisim  üzerine  verili b a şk a  b ir  kü tleçek im le ilg ili a lan  t a 
ra f ın d a n  u y g u lan an  kü tleçekim  kuvvetin in  ş id d e tin in  o c ism in  fcütZesiyle 
o ran tılı o lduğu  gerçeğiyken, ay rıca  ha rek e te  k a rş ı o lan  d irenç de 
(Nevvton'ın ik inci y a sa s ın d a  gö rü len  m  niceliği) k ü tled ir. Bu ik i kü tle  kav 
ram ın ı b irb ir in d e n  ay ırıp  ilk ine kü tleçek im le  ilgili k ü tle  ve İk incisine e y 
lem sizlik  kü tles i dem ek y a ra rlı o lacak tır. (Ayrıca kütleçekim le ilg ili ed il
g en  kü tley i e tke n  o lan d an  a y ır t e tm ek de seçileb ilir. E dilgen kü tle , m  p a r 
çacığ ı ü ze rindek i M p a rç ac ığ ın d an  k ay n ak lan an  kütleçek im le ilg ili kuvveti



ele a ld ığ ım ızda  Nevvton'ın te rs  kare  denklem indeki, G m M /r2, m  k a tk ıs ıd ır. 
Af p arçac ığ ı üze rinde  m p a rç ac ığ ın d an  kay n ak lan an  kuvveti ele ald ığ ım ız
da m  k ü tle si kendi e tke n  ro lü n d e  gö rünü r. B unun la b ir lik te  Nevvton'ın 
ü çüncü  y asas ı edilgen ve e tken  k ü tle le rin  eş it o ld u k la rı h ü k m ü n ü  verir, şu  
h a ld e  bu  ik is in i b u ra d a  b irb ir in d e n  ay ırm ayacağım .)6 Bu neden le  G alile i'- 
n in  ö n görüsü  kütleçek im  ve ey lem sizlik le ilgili k ü tle le rin  denk liğ ine (ya da 
d ah a  doğru  o larak  o ran tılılığ ına) dayan ır.

Nevvton'ın d inam ik  b iç im li b ü tü n se l bak ış aç ıs ın d an  eylem sizlik  ve 
kü tleçek im le ilg ili k ü tle le rin  ayn ı o lu şu  D oğanın bek lenm edik  b ir  d a v ra n ı
şı o la rak  gö rünü r. A lan kü tleçek im le ilg ili değil de diyelim  ki b ir  elek trik  
a lan  o lsayd ı, b u  d u ru m d a  sonuç b ü tü n ü y le  fa rk lı o lu rdu . K ütleçekim le il
gili ed ilgen  k ü tlen in  e lek trik  b en zeri e lek tr ik  y ü k ü yken ey lem sizlik le (di
ğer b ir  deyişle iv lenm eye k a rş ı direnç) ilgili k ü tlen in  ro lü  kü tleçekim  du- 
rum u n d ak iy le  tam  an lam ıy la  a y n ıd ır  (diğer b ir  dey işle  h â lâ  Nevvton'ın 
ik inci y asas ı, /  =  m a 'd ak i m 'dir). F ark , e ş it ve küçük  k ü tle li fa k a t te rs  y ü k 
lü  b ir  sü n g e r to p u  ç iftin in  G alile i'n in  kaya ç iftin in  benzeri o la rak  kabu l 
ed ilm esiy le özellikle b e lirg in  h a le  g e tirilir . A rd a lan d a  yere doğru  yön len 
m iş b ir  e lek trik  a lan d a  b ir  yük  aşağ ıy a  "düşer" fa k a t d iğeri y u k arıy a  y ü k 
selir; b ü tü n ü y le  te rs  yöndeki b ir  ivme! (Bkz. Şekil 17.5b.) Bu, b ir  k ü tle  ü ze
rin d ek i e lek trik  yükün, işa re tin in  fa rk lı o lduğu  k ap sam d a  bile , onun  ey
lem sizlik  m om entiy le ilg ili k ü tlesiy le  h iç b ir  ilişk is i o lm ay ışın d an  k aynak 
lan ır. G alile i'n in  öngö rüsü  e lek trik  kuvvetlerinde geçerli değ ild ir; o y a l
n ızca kü tleçek im in  b e lirli b ir  özelliğ id ir.

K ütleçekim e ilişk in  b u  özelliğe n iç in  "eşdeğerlik  ilkesi" denir? "Eşde
ğerlik," düzen li b ir  kü tleçek im  a lan ın ın  b ir  ivm eye eşdeğer o lduğu  gerçe
ğiyle ilg ilid ir. E tki, ivm elenen  (yalnızca b ir  yön d eğ iş tirm e o lab ilecek  olan) 
b ir  h a re k e t gerçek leştiren  b ir  uçağ ın  iç inde n ere s in in  "aşağ ı"sı o lduğuna 
ilişk in  tüm üy le  yan lış  b ir  fik re  k ap ılm an ın  o lası o lduğu  uçak  yo lcu luğuyla 
ilg ili o ldukça ta n ıd ık  b ir  ö rnek tir. İv m en in  e tk isiy le  d ü n y an ın  kü tleçekim  
a lan ın ı uçağ ın  iç inde b a s it  o la rak  n a s ıl "h issed ild iğ i"y le a y ır t  edilem ez ve 
iki etk i, size "olm ası gerek tiğ in i" h isse ttiğ in iz  aşağ ın ın , a şağ ı doğru  o lan  
gerçek  yönden  be lirg in  (belki de cam d an  d ışa rı b ak tığ ın ız d a  şaşıracağ ın ız) 
b iç im de fa rk lı o lm asına  yol açacak  şek ilde  iki fa rk lı yönde b irb ir in e  ekle
n eb ilir.

îvm e ve kü tleçek im in  e tk ile ri a ra s ın d ak i b u  denk liğ in  n iç in  tam  d a  g e r
çek ten  G alile i'n in  ü s tte  aç ık lan an  öngörüsü  g ib i o ld u ğ u n u  görm ek üzere 
y ine onun , eğik ku len in  te p es in d en  d üşerek  a lça lan  k ay a la rın ı göz önüne 
alın . K aya lardan  b irin e  y ap ış ıp  d iğerine  b ak a n  b ir  böcek d ü şü n ü n . Böceğe

6 Bununla birlikte bkz. Bondi, 1957.



göre d iğer kaya h arek e t etm eksizin , sank i h iç  de b ir  kü tleçek im  a lan ı yok
m u şç as ın a  b as itç e  h av a d a  d u ru y o r gö rünür. (Bkz. Şekil 17.6a.) K ayalarla  
b irlik te  d üşe rken  böceğin  de d ah il o lduğu  ivm e kütleçek im  a lan ın ı ip ta l 
eder ve san k i kü tleçekim  tüm üy le  yok g ib id ir; ta  ki k ay a la r  ve böcek yere 
ça rp a n a  ve "kütleçekim  bağım sız" deneyim 7 an s ız ın  sona  erene kadar.

"K ütleçekim  bağım sız" o rtam ı deneyim leyen a s tro n o tla r ı b iliriz  fak a t 
o n la r  b u  deney im lerinde dünya çevresindeki b ir  yö rüngede (ya da b ir  a n 
lık o la rak  (!), d a lış  y ap a n  b ir  uçağ ın  içinde) b u lu n a ra k  (Şekil 17.6b) böceğ i
m izin  an i ve tu h a f  so n u n d a n  k aç ın ır la r. Yine o n la r  da tıpk ı böcek g ib i s e r 
b e s t b iç im de fak a t çok d ah a  te d b ir li şekilde seçilm iş b ir  yo lda düşerle r. 
K ütleçekim in ivm e ta ra fın d a n  b u  b iç im de (eşdeğerlik  ilk esin in  ku llan ım ı 
yoluyla) o r ta d a n  k a ld ırılab ilm esi gerçeği, kü tleçek im le ilg ili (edilgen) k ü t
len in  eylem sizlik le ilg ili kü tley le  ayn ı (ya da oran tılı) o lu şu n u n , G alilei'n in  
m ü th iş  ö n g ö rü sü n ü  tem elleyen  o gerçeğin  do laysız b ir  sonucudur.

Bu eşdeğerlik  ilkesin i cidd iye a lacak sak  bu  d u ru m d a  §17.3 'te neyin  
"eylem sizlik le ilgili hareket" o la rak  say ılm ası gerek tiğ iy le ilg ili b en im se
diğim iz g ö rü ş ten  fa rk lı b ir  b ak ış  aç ıs ın ı kabu l etm ek zorunday ız. D aha 
önce eylem sizlik  m om entiy le ilg ili b ir  hareket, b ir  cisim  to p lam d a  s ıf ır  dış 
kuvvete b ağ lı o lduğunda o rtay a  çıkan  tü rd e  b ir  h a re k e t o la rak  ay ırt e d ilir 
di fa k a t kü tleçek im de b ir  so ru n a  sah ib iz . E şdeğerlik  ilkesi nedeniy le , e tk i
yen in  kütleçekim le ilg ili b ir  kuvvet olup o lm ad ığ ın ı ya da h an g i d u ru m d a

Ş ekil 17.6 (a) Şekil 17 .5a 'da b ir  k ayaya y a p ışm ış  o lan  böceğe göre d iğ e r  kaya  b a s i t  b iç im 
de, sa n k i kü tleçek im  a la n ı yokm uş g ib i, h a v a d a  h a rek e ts iz  o la rak  d u ru y o r  g ö rü n ü r, (b) 
B enzer b iç im de, y ö rü n g esin d e  se rb e s tç e  d o lan an  a s tro n o t k ü tleçek im -b ağ ım sız  b ir  d en e 
yim e sa h ip tir  ve uzay  ü ss ü  d ü n y an ın  b e lirg in  v a rlığ ın a  k a rş ın  h a v a d a  h a re k e ts iz  d u ru y o r 
g ö rü n ü r.

1 Şim dilerde R usya'da in san la r için uçakta ve parabolik  uçuşlarda bu tü r  deneyim lerle ilgili 
" tu rist fırsatları"  mevcut!



kü tleçek im le ilg ili b ir  kuvvetin  y a ln ızca  ivm enin  sonucu  o lab ileceğ in in  
"an laşılıp  an laşılm ad ığ ım " söylem enin  yerel b ir  yo lu  m evcu t değ ild ir. D a
h a s ı G alile i'n in  kayası ü ze rindek i böceğim iz ya d a  yörüngedek i a s tro n o t 
d u ru m la rın d a  kütleçek im le ilg ili kuvvet b a s it  b iç im de o n u n la  b irlik te  se r
b es tçe  düşerek  o rta d a n  k a ld ır ılab ilir . Ve kü tleçekim  kuvvetin i b u  şekilde 
o r ta d a n  k a ld ırab ild iğ im iz  iç in  o n u n la  ilg ili fa rk lı b ir  tu tu m  iç inde  o lm a
m ız gerekir. Bu, E in s te in 'ın  derin lik li yeni bak ış açısıyd ı: ey lem sizlik le  il
g ili hareke ti, p a rç ac ık la rın , kendi ü zerle rine  etk iyen  kü tleçek im le ilg ili ol
m a y a n  to p lam  kuvvet kü tleçek im  a lan ın d a  se rb estçe  dü şm e le rin i gerek ti
recek şek ilde  s ıf ır  o ld u ğ u n d a  (böylece e tke n  b iç im li kü tleçek im  kuvveti de 
s ıf ıra  düşer) ed ind ik le ri h a re k e t b iç im i o larak  değerlend irin . Bu nedenle 
hem  böceğim izin  d ü şü ş  y ö rü n g esi hem  de as tro n o tu m u zu n  dünya e tra f ın 
dak i yö rüngede h arek e ti ey lem sizlik le  ilg ili h a re k e tle r o la ra k  kabu l ed il
m ek d u ru m u n d ad ır. D iğer ta ra f ta n  yaln ızca  yerde  d u ra n  b ir i  E in s te in 'ın  
düzen inde eylem sizlik le ilg ili b ir  h a re k e t g erçek leştirm ez çünkü  b ir  k ü tle 
çekim  a lan ın d ak i s a b it  d u ru ş  b ir  se rb e s t düşm e h a re k e ti değ ild ir. 
Nevvton'a göre b u n u n  "eylem sizlik  m om enti" sa y ılm ası gerek ir çünkü 
Nevvtoncı düzende "sab it du rum " h e r  zam an  "eylem sizlik  m om enti" o la rak  
k ab u l edilm ek zo ru n d ad ır. Kişi üze rine  etk iyen  kü tleçek im  kuvveti y er ta 
ra f ın d a n  y u k arı doğru  u y g u la n an  kuvvet yo luy la d enge len ir fak a t b u n la r  
E in s te in 'ın  gerek  d u yduğu  g ib i ay rı ay rı s ıf ır  değ ild ir. Öte ta ra f ta n  böcek 
ya da a s tro n o tu n  E in s te in  düzen indek i eylem sizlik le ilg ili h a rek e tle r 
Nevvton'a göre ey lem sizlik  m om entiy le  ilg ili değ ild ir.

17.5 Cartan'ın "Nevvtoncı uzayzamanı"

E in s te in 'ın  "eylem sizlik le ilgili" h a rek e t k av ram ın ı u zay zam an  y a p ıs ı
na  n a s ıl eklem leriz? E in s te in  k u ram ın ın  b ü tü n ü  yönünde b ir  ad ım  o larak  
Nevvton'ın kü tleçek im  k u ram ın ın  E in s te in 'ın  b ak ış  aç ısı u y a rın c a  yeniden  
fo rm üle  ed ilm esin i göz ö nüne  a lm ak  fayda lı o lacak tır. §17 .4 'ün  b a ş ın d a  
değ in ild iğ i üzere bu , Nevvton k u ram ın d a  esaslı b ir  değ işim i gösterm ez f a 
k a t o n u n la  ilg ili fa rk lı b ir  aç ık lam a sağ lar. E in ste in  devrim ci bak ış aç ısın ı 
o lu ş tu rd u k ta n  b ir  a l tı  y ıl k a d a r  so n ra  bu  yen iden  fo rm ü lasyon , sü rek li - 
g ru p la r la  ilg ili ku ram  ü ze rin e  önem li e tk isi 13. bö lüm de n o t ed ilen  (ve ay 
rıca  § 12.5 'i de an ım sayın), seçkin  geom etri ve ceb irc i Ğlie C a rtan  ta ra f ın 
dan  o rtay a  kondu ğ u n a  göre ta r ih te n  b aşk a  b ir  se rb es tiy i k ab u l ediyorum .

Açık k onuşacak  o lu rsak  C a rta n 'ın  düzen inde u zay zam an a  ilişk in  "düz" 
dünya  ç izg ilerin i sağ lay an , Nevvtoncı an lam d a n  d ah a  çok b u  E inste inc ı 
an lam d ak i eylem sizlik le ilg ili h a re k e tle rd ir. Aksi ta k tird e  geom etri



§17.2 'deki G alileici o lana  benzer. B unu, Nevvtoncı kü tleçek im  a lan ı b ü tü 
nüy le  b u  yap ı içe ris in d e  kod lanm ış olm ak üzere, N evvtoncı N  uzayzam an ı 
o la rak  ad lan d ıracağ ım . (Belki de b u n u  "C artancı" o la rak  ad lan d ırm alıy - 
dım  fa k a t bu  k u llan ışs ız  b ir  sözcük tü r. H er d u ru m d a  ne A risto te les ç a r
p ım  u zay la rın ı b iliy o rd u  ne de G alilei l if  dem etlerini!)

JV uzayzam anı, tıp k ı d ah a  önceki G alileici Q uzayzam an ı d u ru m u n d a  
o lduğu  g ib i E1 ta b a n  uzay lı ve E3 lifli b ir  dem et olm ak d u ru m u n d ad ır. Yi
ne de ş im d i K  ü ze rin d e  fj'den  fa rk lı o la rak  b ir  tü r  yap ı o lm a lıd ır  çünkü 
ey lem sizlik le ilg ili h a re k e tle r i g ö ste ren  "düz" d ünya  ç izg ileri a iles i fa rk lı
d ır; bkz. Şekil 17.7a. En az ın d an , kü tleçekim  a lan ın ın  se rb e s t d ü şü ş  y ap an  
ev rensel b ir  re fe ran s  s is tem i yo luy la tüm üyle  o r ta d a n  k a ld ır ılab ilen  du-

Ş ek il 17.7 (a) N ew to n -C artan  JV u zay za m a n ı G alileci b e lir li Ç d u ru m u n d a k i g ib i E1 ta b a n  
u zay lı ve E3 lifli b i r  d em e ttir . Y apısı, k ü tleçek im  e tk isin d ek i se rb e s t  d ü şü şü n  E in s te in c ı 
a n lam d ak i "eylem sizlik le  ilgili" h a re k e t a ile s i y o luy la  sa ğ lan ır, (b) T üm  uzay  bo y u n ca  sa 
b it Nevvtoncı b ir  kü tleçek im  a la n ın a  ilişk in  özel ö rnek, (c) E3 lif le r in i y a ta y  o la rak  se rb e s t 
d ü şü şe  a i t  d ü n y a  ç izg ile rin in  tü m ü  d ü z  o lan a  dek "kaydırm ak" yo luy la  g ö rü leb ileceğ i 
üzere  y a p ıs ı tü m ü y le  ç 'n in k in e  den k tir .



ru m la r  d ış ın d ak i tü m  d u ru m la rd a  tem el o la rak  fa rk lıd ır . Bu tü r  b ir  is t is 
na , tü m  uzay  boyunca b ü tü n ü y le  (hem b üyük lük  hem  yön olarak) sa b it 
o lan  fa k a t zam ana k a rş ı değ işen  Nevvtoncı b ir  kü tleçek im  a lan ı o lur. Bu 
tü r  b ir  a lan d a  se rb e s t d ü şü ş  y a p a n  b ir  gözlem ciye göre a s lın d a  pek  de b ir  
a la n  yokm uş gibi g ö rü n ü r!ll75lBu tü r  b ir  d u ru m d a  JV 'nin y a p ıs ı g 'n in k iy le  
ayn ı o lu r (Şekil 17.7b, c). B unun la  b irlik te  kü tleçek im  a la n la rın ın  çoğu, b ir  
kü tleçek im  a lan ın ın  yok lu ğ u n d an  "tem el b iç im de fark lı" o la rak  k ab u l ed i
lir. N için böyle o lduğunu  g ö reb iliyo r m uyuz? JV'ye a it y ap ın ın  g 'n in k in d e n  
ne zam an  fark lı o ld u ğ u n u  fa rk  edeb iliyo r m uyuz? B una b ira z d a n  gelece
ğiz.

F ikir, tıpk ı ç b e lir li d u ru m u n d a  olduğu  g ib i JV m an ifo ld u n u n  b ir  b ağ 
la n tıy a  sah ip  o lm a gerek liliğ id ir. Bu b ağ lan tıy a , V (bkz. §14.5) , ilişk in  je 
o dezile r E inste inc ı an lam d ak i ey lem sizlik le ilg ili h a re k e tle r i göste ren  
"düz" d ü n y a  çizgileri o lm ak d u ru m u n d ad ır. Bu b ağ la n tı to rs iy o n  se rb e s t 
(§14.4) o lacak  fak a t genelde b ir  eğriliğe (§14.4) de sa h ip  o lacak tır. Bazı 
kü tleçek im  a lan la rın ı kü tleçek im  a lan ı yokluğu  d u ru m u n d an  "tem el b i
çim de fark lı" y ap an , az önce ele a lın an  u zam sa l o la ra k  sa b it  a lan  duru - 
m u n d a k in in  aksine, b u  eğ riliğ in  varlığ ıd ır . Bu eğriliğe ilişk in  fizik i an lam ı 
kav ram ay a  çalışalım .

D ünya a tm o sfe rin in  b ir  m ik ta r  üzerinde  se rb e s t d ü şü ş  gerçek leştiren , 
ken d isin e  "A" o la rak  değ ineceğim iz A lbert is im li b ir  a s tro n o t düşü n ü n . A'- 
y ı ta m  o la rak  d ünya  yüzeyine doğru  düşm e an ın d a  dü şü n m ek  y a ra rlı o lu r 
fa k a t A lbert'in  h ız ın ın  ne o ld u ğ u n u n  önem i yoktur; ilg ilend iğ im iz  şey 
on u n  ve çevresindek i p a rç a c ık la r ın  ivm esid ir. A 'yı çevreleyen  b ir  parçac ık  
k ü res in in  v a r  o lduğunu  ve b a ş la n g ıç ta  A 'ya göre sa b it  o ld u ğ u n u  düşü n ü n . 
Şu ha lde , o lağan  Nevvtoncı te rim lerle , bu  küredeki çeş itli p a rç a c ık la r  d ü n 
y an ın  E m erkezine doğru  h a f if  b iç im de pek  çok fa rk lı yönde ivm elenecek 
(çünkü fa rk lı p a rç a c ık la r  iç in  E 'ye o lan  yön h a f if  b iç im de değişecektir) ve 
ay rıca  b u  ivm enin  büyük lüğü  de değ işecek tir. E ylem siz b ir  gözlem cinin  
(E inste incı b ir  an lam da), b u  d u ru m d a  A, yak ın  çevredeki eylem siz p a rç a 
c ık lara  ne o lacağ ın ı gözlem lem esiy le ilg ili o lduğum uzdan , a s tro n o t A 'nın 
ivm esiy le k a rş ıla ş tırd ığ ım ız  göreli ivm elerle ilg ileneceğiz. D urum  Şekil 
17 .8a'da örneklen iyor. A 'ya y a tay  b iç im de konum lanm ış p a rçac ık la r, d ü n 
y an ın  m erkezine o lan  son lu  uzak lık  nedeniy le , A 'nın ivm esine n a z a ra n  h a 
fifçe içe doğru  o lan  y ö n le rde  E 'ye doğru  ivm elen irken  A 'ya düşey  b iç im de 
konum lanm ış p a rç a c ık la r  A 'ya göre hafifçe  d ışa  doğ ru  ivm elenecektir,

-G1 [17.5] x’e a it t ’nin b ir  fonksiyonu biçim inde, bunu herhangi b ir  zam anda uzam sal olarak sa 
b it fakat zam ansal olarak hem büyüklük hem de yön bakım ından değişen verili b ir 
Nevvtoncı F(t) kütleçekim alanıyla ilgili olarak gerçekleştiren açık b ir  dönüşüm  bulun.



Ş ek il 17.8 (a) G elgit e tk isi. B aşlan g ıç ta  k en d is in e  göre s a b it  h a ld ek i y ak ın  p a rç a c ık la r ın  
b i r  k ü res in ce  çev re lenm iş a s tro n o t A (Albert). Nevvtoncı te r im le rle , d ü n y a n ın  m erkezi E '- 
ye doğru , yön  ve b ü y ü k lü k  (tek sa p lı  oklar) o la ra k  h a f if  b iç im de d eğ işen  b ir  ivm eleri v a r 
d ır. H er b ir in d e n  A 'n ın  ivm esin i ç ık arm ak  y o luy la  A 'ya göre ivm eleri (çift sa p lı oklar) e l
de  ederiz; b u  göreli ivm e A 'ya y a ta y  o la ra k  k o n u m lan m ış p a rç a c ık la r  iç in  h a fifçe  içe f a 
k a t  A 'ya d üşey  o la ra k  konu m lan m ış p a rç a c ık la r  iç in se  h a fifçe  d ışa  d o ğ ru d u r. Bu n eden le  
k ü re n in  b iç im i , s im e tri eksen i AE d o ğ ru ltu s u n d a  o lan  (yayvan) b ir  dönm e e lip so id i h a l i 
ne  gelir. B aşlang ıç  bozu lu m u  h acm i k o ru r, (b) Ş im di A 'yı d ü n y a n ın  m erkezi E 'ye ta ş ıy ın  
ve p a rçac ık  k ü re s in in  E 'yi a tm o sfe rin  hem en  ü zerin d e  s a rm a s ın ı sağ lay ın , ivm e k ü ren in  
h e r  ta ra f ın d a , M  s a r ı la n  to p lam  k ü tle  o lm ak  üzere, b ir  ilk  4nG M  hac im  aza lm a  ivm esiy le  
(A = E 'ye göre) b ir lik te  içe d o ğ ru d u r.

çünkü  kü tleçek im  kuvveti E 'ye o lan  uzaklık  a r tt ık ç a  azalır. Bu nedenle 
p a rçac ık  k ü res i b iç im i bozu lm uş h a le  gelecektir. A slında yak ın  çevredeki 
p a rç ac ık la rın  b u  bozu lm ası kürey i, an a  ekseni (sim etri ekseni) AE çizgisi 
d o ğ ru ltu su n d a  o lan  b ir  d ö n m e  elipso id i, (yayvan) b ir  e lip so it h a lin e  g e ti
recek tir. D ahası, kü ren in  ilk  b ozu lum u  hacm i k ü ren in  h acm ine  e ş it b ir  
e lip so it h a lin e  gelecek şek ilde  o lu r.11761 Bu son özellik  Nevvtoncı kü tleçeki- 
m e ilişk in  te rs  kare  y asas ın ın , b iz im  iç in  E in s te in 'ın  genel göreliliğ ine 
ad am ak ıllı g ird iğ im izde önem li o lacak  kayda değer b ir  gerçek o lan , n ite l 
b ir  özelliğ id ir. Bu hacim  ko ruyucu  e tk in in  yaln ızca  b aş lan g ıç ta , p a rç ac ık 
la r  A 'ya göre s a b it  haldeyken  geçerli o lduğu  be lirtilm e li; y ine de b u  k o şu l
la  b irlik te , b u  du rum  A b ir  vakum  a lan ın d ay k en  Nevvtoncı kü tleçekim  
a la n la rın a  a it genel b ir  özellik tir. (Öte ta ra f ta n  e lip so id in  dönel s im e tr is i 
b u ra d a  ele a lın an  b e lir li geom etriye a i t  sim etriye  ilişk in  b ir  kazadır.)

Şu halde , tü m  b u n la rı JV" u zay zam an  resm im iz b iç im inde n a s ıl d ü şü n 
m eliyiz? Şekil 17 .9a'da b u  d u ru m u n , A 'ya ve onu çevreleyen p arç ac ık la ra  
a i t  d ü n y a  ç izg ileri iç in  n a s ıl g ö rü n d ü ğ ü n ü  be lirtm eye  ça lış tım . (E lbette

®  [17.61 Bu çeşitli özellikleri, bu ifadelerin  hangi düzende geçerli olma eğilim inde o lduk lann ı 
0 ( )  notasyonunun kullanım ıyla açık hale getirerek türetin .



Ş ek il 17.9 Şekil 17.8 'in  kom şu  jeo d ez ile r le  ilg ili göreli b o z u lm a la r  b iç im in d ek i uzayza- 
m an  v e rs iy o n la rı (Şekil 17 .7 'nin JV N e w to n -C a rta n  resm inde), (a) A 'n ın  ve o n u  çevreleyen 
p a rç a c ık la r ın  d ü n y a  ç izg ilerinde  g ö rü ld ü ğ ü  üzere  (bir u zam sa l b o y u t b a sk ıla n m ış  o la 
rak), y ak ın  b ir  E c ism in in  k ü tleçek im  a la n ın d a n  e tk ilen m iş o lab ilecek , b o ş uzay d ak i je o 
dezi sa p m a s ı (tem elde §19.7 'dek i W eyl eğriliği), (b) Je o d ez i dem eti iç in d ek i k ü tle  y o ğ u n 
lu ğ u n d a n  kay n ak lı ilg ili içe d o ğ ru  o lan  ivm e (tem elde R icci eğriliği).

u zam sa l b ir  b o y u tta n  k u rtu lm a k  zo rundayd ım  çünkü gerçek b ir  4 -b o y u tlu  
g eom etriy i gösterm ek zordur! Ş ans eseri tem el fik ri ak ta rm ak  üzere iki 
uzay  b oyu tu  yeterlid ir.) P arçacık  (b u rad a  p arçac ık  çem beri o la ra k  g ö s te ri
len) k ü res in e  ilişk in  bo zu lm an ın  A 'ya a i t  jeodezi dünya ç izg is ine  kom şu 
o lan  jeodez ile rin  jeodezik  sa p m a s ı neden iy le  o rtay a  ç ık tığ ın a  d ik k a t edin. 
§14 .5 'te  bu  jeodezi sa p m as ın ın  a s lın d a  neden  V b a ğ la n tıs ın a  ilişk in  R eğri
liğ in in  b ir  ö lçüsü  o lduğunu  b e lirtm iş tim .

N ew toncı fizik i te rim lerle , henüz aç ık lad ığ ım  bozu lm a e tk is i kü tleçeki- 
m e ilişk in  gelg it e tk is i denen  şeyd ir. E 'n in  ro lü n ü  A 'nm kiyle değ iş tir irsek , 
böylece A 'yı d ü nyan ın  m erkezi ve ayı (ya d a  belk i güneşi) E 'd e  k o n u m la n 
m ış o la rak  d ü şü n ü rü z , b u  te rm in o lo jin in  sebebi açık h a le  gelm iş o lur. P a r 
çacık  k ü resin i dünya o k y an u s la rın ın  yüzeyi o la rak  d ü şü n ü n , böylece aym  
(ya da güneşin) düzenli o lm ayan  kütleçek im  a la n ın d a n  kaynak lı b ir  b o zu l
m a etk is i v a r  o lduğunu  g ö rü rü z .117 71 Bu bozu lm a okyanus g e lg itle rin in  n e 
den id ir, böylece u zayzam an  eğriliğ ine  ilişk in  b u  do laysız fizik i g ö ste rg ey 
le  ilg ili "gelgit etk isi" te rm in o lo jis i yerinded ir.

A slında ele a lm an  d u ru m d a  aym  (ya da güneş) dünya  yüzeyi ü z e rin d e 
ki p a rç ac ık la rın  göreli ivm eleri üze rine  e tk is i o p a rç a c ık la r  ü zerindek i te 

&S [17.7] Bu gelgit bozulm asının, m (bir nokta olarak değerlendirilen) kütleçekim  etkisindeki 
kütle ve r  ona a it uzaklık olmak üzere, m r_3’le o rantılı olduğunu gösterin. Güneş ve ay, dün
ya üzerinde, neredeyse eşit açısal boyutlarda diskler sergilerler, yine de aym  dünya okya
nusla rı üzerinde o luşturduğu gelgit bozulm ası güneşten kaynaklı olanın neredeyse beş k a tı
dır. Bu bize onların  göreli yoğunlukları hakkında ne söylüyor?



m el kü tleçek im  etk isine , d iğer b ir  dey işle  d ü n y an ın  k en d is in in  k ü tleçe 
kim le ilg ili çekm e e tk is in e  y ap ılan  yaln ızca  küçük  b ir  düze ltm ed ir. E lbe tte  
bu  h e r  b ir  p a rçac ığ ın  b irey se l k o n u m u n d an  ö lçü ldüğü  üzere içe doğru , d i
ğ er b ir  dey işle  d ü nyan ın  m erkezi (uzam sal aç ık lam am ızda şim di, A n o k ta 
sı; bkz. Şekil 17.8b) yönünded ir. P arçacık  k ü resi ş im d i hem en  d ünya  üze
r in d e  (böylece hava sü rtü n m e s in i göz a rd ı edebiliriz) dünyay ı çevreler b i
çim de k ab u l ed ilirse  kü ren in  h e r  ta ra f ın d a  içe doğru  se rb e s t d ü şü ş le r  
(E inste incı eylem sizlik  m om entiy le  ilg ili hareket) söz k onusu  o lacak tır. 
K üresel b iç im in  b aş lan g ıç  hacm ine e ş it hacim de b ir  e lipse  b o zu lm ası y e r i
ne a r tık  b ir  h a c im  a za lm a sın a  sa h ip  o luruz. G enelde h e r  iki etki de v a r  
o lab ilir . Boş uzayda  ilk  hac im de aza lm a o lm aksız ın  yaln ızca  b iç im  b o zu l
m ası m evcu ttu r; kü re  m addey i çevreled iğ inde çevrelenen  top lam  kütley le 
o ra n tılı b ir  b aş lan g ıç  hacm i az a lış ı söz konusu  olur. Bu k ü tle  M'yse, bu  
d u ru m d a  hac im  aza lm asın a  ilişk in  b aş lan g ıç  o ran ı a s lın d a , G N ew ton k ü t
leçekim  sa b iti o lm ak üzere,

4ttGM
olur."7-8'' i‘79'

A slında C a rtan 'ın  g ö ste rd iğ i üzere, N evvton'ın kü tleçek im  k u ram ın ı t ü 
m üyle V b a ğ la n tıs ı üze rindek i m a tem atik se l k o şu lla r  b iç im inde , b u n la r  te 
m elde R eğ riliğ i üze rinde y u k a rıd a  öze tlenen  gereksin im lere  ilişk in  kesin  
m atem atik se l ifad e le r sağ layan  ve p (kütle bö lü  u zam sa l hacim ) m adde yo 
ğ u n lu ğ u n u  fl 'n in  "hacim  azaltıc ı" k ısm ıy la  ilişk ilen d iren  denk lem ler o l
m ak üzere, yen iden  fo rm üle etm ek o la sıd ır . B unun la ilg ili C a rtan 'ın  a y r ın 
tıl ı  a ç ık lam asın ı b u ra d a  verm eyeceğim  çünkü  bu, b ü tü n se l E in s te in  k u ra 
m ı b ir  an lam d a  d ah a  b a s it  olm ak üzere, son rak i d eğerlend irm elerim iz  iç in  
gerek li değil. B unun la b irlik te  fik rin  kend is i b u ra d a  b izim  iç in  önem lid ir. 
Y alnızca b iz i E in ste in  k u ram ın a  u su lc a  yön elttiğ i iç in  değil ay rıca  d ah a  
so n ra  30. bö lüm deki, k u an tu m  k u ram ın ın  bize su n d u ğ u  derin  b ilm eceler 
ve o n la rın  o lası çözüm leriy le ilg ili değerlend irm elerim izde  oynayacak  b ir  
ro le  sa h ip  o lduğu  iç in  de önem lid ir.

17.6 Iş ığ ın  sabit s ın ırlı h ızı

Ü sttek i ta r tışm a la r ım ız d a  E in s te in 'ın  genel gö reliliğ ine ilişk in  iki te 
m el gö rünüm ü , d iğer b ir  dey işle  b ize  fiz iğ in  k u ra lla r ın ın  d u rağ an lık  ve

[17.8] Bunu, tüm  kütlenin kürenin m erkezinde yoğunlaştığını varsayarak  oluşturun.
[17.9] Bu sonucun, durağan parçacık lara a it çevreleyen kabuk ne genişlikte ya da ne biçim de 
olursa olsun ve kütle dağılım ı ne olursa olsun, hâlâ oldukça genel biçim de doğru olduğunu 
gösterin.



düzen li h a rek e t a ra s ın d ak i ay rım a kör o lduğunu  söyleyen görelilik  ilkesiy 
le b u  f ik ir le r in  kü tleçek im  a la n ın ı k u şa tm a k  üzere n as ıl incelik li b iç im de 
d eğ iş tir ilm ek  zo ru n d a  o ld u ğ u n u  söyleyen eşdeğerlik  ilkesin i göz önüne a l
dık. Ş im di E in ste in  ku ram ın d ak i, ışık  h ız ın ın  s ın ırlılığ ıy la  ilg ili o lan  ü ç ü n 
cü tem el b ile şen e  dönm eliy iz. Bu üç tem el b ile şen in  tü m ü n ü n  iz in in  Gali- 
le i'ye  k a d a r  sü rü leb ilm esi d ikkate  değer b ir  gerçek tir; ay rıca  G alilei ışığ ın  
son lu  b ir  h ızd a  h a re k e t e tm esi gerek tiğ ine  ilişk in , gerçek ten  b u  h ız ı ö lç
m eye g irişm esi sebebiyle, b u  tü r  b e rra k  b ir  bek len tidek i ilk  in sa n  o la rak  
gö rü n ü r. K ullandığı yöntem , uzak  te p e le r  a ra s ın d ak i fen e r  ış ık la rın ın  eş- 
zam an lan m ası da dahil, a r tık  b ild iğ im iz  üzere o ldukça kabayd ı. B ununla 
b irlik te  1667'de ışığ ın  gerçek ten  yo lcu luk  e ttiğ i o la ğ an ü s tü  çabuk luğa  i l iş 
k in  b ir  öngörüye sah ip  o lm asın ın  h iç b ir  yolu yoktu.

H em  G alilei hem  de N evvton'ın,8 ış ığ ın  doğası ve m addey i b ir  a ra d a  tu 
ta n  kuvvetleri b ağ lay an  o lası d e rin  b ir  ro lle ilg ili güçlü  k u şk u la ra  sah ip  
o ld u k la rı gö rü lü r. B ununla b irlik te  b u  öngörü lerin  uygun  b iç im de gerçek
le ştir ilm e le ri, k im yasa l k u vvetle rin  ve tek il a to m la rı b ir  a ra d a  tu ta n  kuv 
v e tle r in  gerçek doğasın ın  aç ığa  ç ık tığ ı 20. yüzyıla  k a d a r  beklem ek zo ru n 
daydı. A rtık b u  kuvvetle rin  kökeninde tem el o la rak  (yüklü p a rç ac ık la ra  
e lek trom anyetik  a lan ın  d ah il ed ilm esiy le ilg ili olarak) e le k tro m a n y e tik  o l
d u k la rın ı ve ay rıca  e lek trom anyetizm a ku ram ın ın  da ışık  k u ram ı o lduğu
n u  b iliyoruz. A tom lar ve k im yayı an lam ak  üzere k u an tu m  k u ram ın d an  a l ı
n acak  d ah a  faz la  b ileşen  gerek ir fa k a t hem  elek trom anyetizm a ve hem  de 
ışığ ı aç ık layan  tem el denk lem ler, M ichael F a rad a y 'ın , k en d is in d en  30 y ıl
d an  d a h a  önceki m ü th iş  deneyse l b u lg u la rın d an  e tk ilenen  b ü yük  İskoç f i
zikçi Ja m es  C lark M axw ell ta ra f ın d a n  1865'te o rta y a  k o n an lard ır . 
M axw ell'in  k u ram ın a  so n ra  geleceğiz (§19.2) fa k a t b izim  iç in  on u n  b u ra 
dak i önem i, ış ık  h ız ın ın  b e lirli, genellik le  c o la rak  an ılan  ve o lağan  b ir im 
lerle  yak laşık  3 x l0 8 m etre  bö lü  san iye  o lan  b ir  sa b it değere sa h ip  o lu şu n a  
gerek duym asıd ır.

B unun la  b irlik te  bu  d u rum , görelilik  ilkesin i ko rum ak  is te rse k  bize çö 
züm ü o ldukça güç b ir  so ru n  ç ıkarır. Genel alg ı bize, sa b it  b ir  s is tem dek i 
gözlem ciye göre ışığ ın  h ız ı b e lir li c değerin i a lm ış o la rak  ö lçü lü rse  b u  d u 
ru m d a  ilk ine o ran la  o ldukça yüksek  b ir  h ızda  h a re k e t eden  ik inci gözlem 
cin in  ışığ ın  yo lcu luk  e ttiğ i h ız ı, kend i h a rek e tin e  b ağ lı o la rak  azalm ış ya 
da a r tm ış  b iç im de fa rk lı o la rak  ö lçeceğini söyler. B una rağm en  görelilik  
ilkesi, ik inci gözlem ciye a i t  fiz ik i y asa la rın , b u n la r  özelde ik inci gözlem ci
n in  a lg ılad ığ ı ış ık  h ız ın ı ta n ım la m a k  üzere, ilk  gözlem cin ink iy le  özdeş ol

8 Galile'nin Assayer'de yaptığı b ir  uyarıyla ilgili olarak bkz. Drake, 1957, s. 278; ayn ca  bkz. 
Newton, 1730, soru 30; Penrose, 1987d, s. 23.



m ası gerek tiğ in i id d ia  eder. Iş ığ ın  h ız ın a  ilişk in  sa b itlik le  görelilik  k u ra lı 
a ra s ın d a k i b u  be lirg in  çelişk i E in s te in 'ı, a s lın d a  d ah a  önce H o llandalI f i
zikçi H endrick  A ntoon L oren tz ve d a h a  tam  o la rak  F ran sız  m atem atikç i 
H enri P o in care 'd e  o lduğu  gibi, kend isi yo luyla çe lişk in in  tüm üy le  g id e ril
diği d ik k a t çekici b ir  bak ış aç ıs ın a  yöneltti.

Bu n a s ıl işler? Bizim  için , ö rneğ in  ışık  h ız ın ın  m u tlak  o lduğu  
M axw ell'ink i g ib i (i) b ir  k u ram la , k end is i u y arın c a  fizik i y asa la rın , ta n ım 
la n m ala rı iç in  hang i h ızdak i re fe ran s  s is tem i k u lla n ılırsa  k u lla n ıls ın  aynı 
g ö ründüğü  (ii) görelilik  ilkesin in  gerek leri a ra s ın d a  çözüm süz b ir  çe lişk i
n in  b u lu n m a s ın a  inanm ak  doğald ır. R eferans s is tem i, ış ığ ınk ine y ak laşan  
h a t ta  onu  a şa n  b ir  h ız la  h a re k e t eder h a le  getirilem ez mi? Ve b u  tü r  b ir  
s is tem e göre, e lb e tte  b ilinen  ışık  hızı, o lasılık la  d ah a  önce o lduğu  g ib i k a 
lam az mı? K uşkusuz çözüm ü güç o lan  bu  so ru n  b ir  k u ram  yo luy la , ö rn e
ğin o rijina l o la rak  Nevvton ta ra f ın d a n  (ayrıca san ıyo rum  ki G alilei ta ra f ın 
d an  da) destek lenen , ış ığ ın  h ız ın ın  p a rç a c ık  benzeri d av ra n m ası neden iy le 
kaynağ ın  h ız ın a  bağ lı o lduğu  g ib i b ir  k u ram la  o rtay a  çıkm adı. Bu neden le  
Galilei ve Nevvton görelilik  ilkesiy le  b irlik te  h â lâ  h u z u r  iç inde y a ş a y a b ilir 
ler. B una rağm en  ışığ ın  do ğ asın a  ilişk in  bu  tü r  b ir  tab lo , y ılla r  iç indeki 
gözlem le, ö rneğ in  ışık  h ız ın ın , k ay n a ğ ın d a n  b a ğ ım sız  o lduğunu  göste ren  
ay rık  ç ift y ıld ız la rla  ilg ili gözlem ler a ra s ın d a  a r ta n  b ir  çe lişk iy le k a rş ı 
k a rş ıy a  ka ld ı.9 Öte ta ra f ta n  M axw ell k u ram ı yaln ızca  gözlem den (özellikle 
H ein rich  H ertz 'in  1888 deneyleri) elde e ttiğ i güçlü  des tek  neden iy le  değil, 
ayn ı zam an d a  e lek trik  a la n la ra , m anyetik  a la n la ra  ve ış ığ a  hükm eden  y a 
sa la r ın  k end isi a rac ılığ ıy la  d ikka te  değer b ir  şık lık  ve tem el b a s itlik tek i 
m a tem atik se l b ir  düzen iç inde sm ıfla n d ın ld ığ ı k u ram ın  zorlay ıcı ve b ir 
le ş tir ic i doğası neden iy le  de kuvvetlend i. M axw ell k u ram ın d a  ış ık  dalga  
b iç im in i alır, p a rçac ık  değil ve bu  k u ram d a  a s lın d a  ışık  d a lg a la rın ın , ken 
d is i u y arın ca  yo lcu luk  etm ek zo ru n d a  o lduğu  sa b it  b ir  hız o lduğu  g erçe
ğiyle yüzleşm ek du rum unday ız .

17.7 Işık kon ileri

U zayzam an geom etrik  b ak ış  aç ısı bize, M axw ell'in  k u ram ıy la  görelilik  
ilkesi a ra s ın d a k i çelişk iy le su n u la n  çözüm ü güç so ru n a  ilişk in  çözüm e g i
den özellikle b e lirg in  b ir  ro ta  sağ la r. D aha önce de b e lir ttiğ im  g ib i bu  
u zay zam an  b ak ış  aç ıs ı E in s te in 'ın  b a ş la n g ıç ta  (ne L o ren tz 'in  ne de h a t ta  
g ö rünen  o ki Poincaire 'in ) ben im sed iğ i b ak ış  aç ıs ı değild i. B unun la  b ir lik 
te  so n ra d a n  k av ran d ığ ı üzere b u  yak laşım ın  gücünü  göreb iliriz . Ş im dilik



Ş ek il 17.10 Iş ık  k o n isi tem el ış ık  h ız ın ı b e lir tir . B ir p  u zay zam an  n o k ta s ın d a n  (olay) ge
çen fo to n  g eçm işle ri, (a) S af u zam sa l te r im le rd e  (gelecek) ış ık  k on isi p 'd e n  d ış a r ı  d oğ ru  
g en işleyen  b ir  k ü re d ir  (dalga p a ra v a n la rı) , (b) U zayzam anda p 'y le  k a rş ıla ş a n  fo to n  g eç
m işle ri p 'd ek i ışık  k o n isin i sü p ü rü r , (c) Eğik u z ay za m a n la rı d a h a  so n ra  d eğ e rlen d ire ceğ i
m iz iç in  s ık lık la  p 'd e k i boş koni o la rak  a d la n d ır ıla n  koniyi, u zay zam an d ak i, d iğ e r  b ir  d e 
y işle  p 'd e k i Tp ta n ja n t  uzay ın d ak i yere l b ir  yap ı o la rak  d ü şü n m ek  d a h a  iy id ir.

kütleçek im i ve eşdeğerlik  ilkesin in  neden  olduğu  m evcut incelik  v e  k a r ı
ş ık lık la rı göz a rd ı edelim . Boş b ir  ta ş  ta h ta  ya d a  onun  y erin e  n ite lik s iz  
b ir  gerçek 4 -m an ifo ld la  b aş lay acağ ız . Işık  hızı o lacak  tem el b ir  h ız ın  m ev
c u t o lduğunu  söylem enin  ne an lam a geleb ileceğ in i görm ek istiyo ruz . 
U zayzam anda h erh an g i b ir  p n o k ta s ın d a  (diğer b ir  dey işle  "olay"), p 'd en  
u zam sa l tü m  fa rk lı yönlerde geçen fa rk lı tü m  ışık  ış ın ı a ile le rin i k afam ız
da ca n la n d ıra b iliriz . U zayzam an aç ık lam ası p 'd en  geçen d ü n y a  çizg ilerine 
ilişk in  b ir  a iled ir. Bkz. Şekil 17.10a, b.

M axw ell ku ram ı ışığ ı b ir  d a lga  e tk is i o la rak  kabu l e tse  de, b u  dünya 
ç izg ilerin i "foton geçm işleri" b iç im inde  anm ak  uygun  o lacak tır. Ç eşitli s e 
b ep le r  nedeniy le bu , gerçek ten  de önem li b ir  çe lişk i değ ild ir. M axw ell k u 
ram ın d a  b ir  "foton", çok yüksek  f re k an slı küçük b ir  dem et e lek tro m an y e
tik  karış ık lık  o la rak  d eğ e rlen d ir ileb ilir  ve bu, am aç larım ız  iç in  o ldukça 
uygun  b iç im de ışık  h ız ın d a  yo lcu luk  eden  m in ik  b ir  p arçac ık  o la rak  d av 
ran a cak tır . (A lternatif o la rak , "dalga p a ra v an la rı"  b iç im inde y a  da m a te 
m a tik ç ile rin  "iki özellikli" ded ik leri şey  b iç im inde d ü şü n e b ilir  ya da ken 
d is i u y arın ca  ış ığ ın  ayrıca, a s lın d a  "fo tonlar" o la rak  a d la n d ır ıla n  "parça- 
cık lar"dan  o lu şu r b iç im de de d eğerlend irileb ild iğ i k u an tu m  k u ram ın a  baş  
vu rm ay ı seçebiliriz.)

p 'n in  k o m şu luğunda  p 'd e n  geçen fo ton  geçm işleri a iles i, Şekil 17.10b'- 
de göste rild iğ i üzere p 'dek i ış ık  ko n is i o la rak  a d la n d ır ıla n  uzay zam an d ak i 
b ir  koniyi aç ık lar. Işık  h ız ın ı, u zay zam an  te rim le ri b iç im inde tem el o larak  
a lm ak  ışık  kon ile rin i tem el o la rak  a lm ak tır. A slında m an ifo ld la ra  ilişk in  
geom etri için  uygun  o lan  b ak ış  a ç ıs ın d an  (bkz. 12 ve 14. bö lüm ler), "ışık 
kon isi"n i p 'dek i Tp ta n ja n t uzay ı iç inde b ir  yap ı o la rak  dü şü n m ek  (bkz. Şe-



Ş e k il  17.11 G eçm iş ko n is i ve  gelecek  
kon isi. G eçm iş (geçmiş s ı f ır  v e k tö r le 
rine ilişk in ) boş koni, (gelecek s ı f ır  
vek tö r lerin e  ilişk in ) g e lecek  k o n is in in  
p 'd e n  ka yn a k la n a n  ış ık la  ilg ili o l
m a s ıy la  ayn ı şe k ild e  p  ü ze r in d en  içe 
doğ ru  p a tla y a n  ış ık la  ilg ilid ir, p 'd e  
b u lu n a n  herhangi iri yap ılı b ir  p a r
çacığ ın  d ü n ya  çizg iler i (gelecek-) za- 
m ansa l b ir  ta n ja n t vek tö rü n e  sa h ip tir  
ve  b ö ylece  p 'd e k i (gelecek) boş ko n i  
iç in d e  y e r  alır.

kil 17.10c) çoğu kez d ah a  iy id ir. (Sonuçta p 'dek i h ız la r la  ilg iliy iz ve hız 
ta n ja n t uzayı iç inde ta n ım la n an  b ir  şeydir.) Bu ta n ja n t uzay y ap ıs ıy la  ilg i
li o la rak  s ık lık la  boş ko n i te rim i, "ışık  konisi" te rim i b ir  p n o k ta s ın d a n  ge
çen ışık  ış ın la rın c a  sü p ü rü len , uzay zam an d ak i gerçek yer iç in  sak lanm ak  
üzere, k u lla n ılır  ve b u  gerçek te ben im  de te rc ih im d ir. Işık  k on isin in  (ya da 
boş koni) iki k ısm a sah ip  o ldu ğ u n a  d ik k a t edin; g eçm iş  kon isi ve gelecek  
konisi. Geçm iş kon isin i p 'd en  içeriye doğru  p a tlay a n  b ir  ışık  çakm asın ın  
geçm işin i g ö s te rir  b iç im de d ü şü n eb ilir iz , böylece tü m  ışık  eşzam an lı o la 
rak  tek  b ir  p o layı üzerine  yak ın sar; b u n a  uygun  o la rak  gelecek kon is i p 
o lay ında gerçek leşen  b ir  p a tlam ay a  a i t  b ir  ış ık  çakm asın ın  geçm işin i tem 
sil eder; bkz. Şekil 17.11.

p 'dek i boş koniye ilişk in  m a tem atik se l b ir  aç ık lam ayı n a s ıl su n m a lı
yız? 13 ve 14. b ö lü m ler b ize gerekli a lty ap ıy ı verm işti. Işık  h ız ın ın  p 'dek i 
h e r yönde, nok tay ı çevreleyen u zam sa l düzen in  b ir  ışık  çak m asın d an  b ir  
an  so n ra  b ir  k ü reden  d ah a  çok b aşk a  tü r  oval b ir  şekil o la rak  görüneceği 
b iç im de ayn ı o lm asın a  gerek d u y a rız .10 "Bir an"a a t ıf ta  b u lu n a ra k , bu  de
ğ erlen d irm elerin  p 'ye  a it sonsuz  küçük  zam an sa l (aynı zam an d a  uzam sal) 
k om şu lu k ta  geçerli o lm ası gerek tiğ in i kas ted iyo rum , öyleyse as lın d a  bu n u

10 Bir "elipsoit"ten gerçekte, herhangi b ir elipsoidin "küre biçiminde" görünm esini sağlayacak 
şekilde nasıl b ir  "küre" yapılacağını söylemekle ilgili, uzaklıkların farklı yönlerde yeniden 
ayarlanabilm esi nedeniyle çetrefil b ir  konu m evcuttur. Bununla b irlik te yeniden ayarlam a
ların  yapam adığı şey , e lipsoit biçimli olm ayan b ir ovalin, en azından "pürüzsüz" yeniden 
ayarlam alarla küre biçim li görünm esini sağlam aktır. Bu tü r  ovaller, görelilik kuram ının 
(sözde) Riem anncı yap ılarına ilişkin m em nuniyet verici yerel sim etriye sahip olam ayan 
Finsler uzayına sebep olur.



Şekil 17.12 M M inkow ski uzayı 
düzdür ve ona ait boş konileri, 
tüm ü burada paralel olarak göste
rilm iş olmak üzere, düzerûli bi
çim de dizilir.

p 'de  b u lu n a n  ta n ja n t u zay la rın d ak i y a p ıla ra  a t ıf ta  bu lu n m ak  o la ra k  dü 
şünm ek yerinded ir. Boş konin in  "küresel" g ö ründüğünü  söylem ek gerçekte 
konin in  yaln ızca ta n ja n t uzay ındak i ik in c i derece  b ir  denklem le verild iğ in i 
söylem ektir. B unun an lam ı b u  denklem in, g ab L orentzci im zan ın  (§13.8) te 

kil o lm ayan  sim etrik  b ir  g  ^ j- te n s ö r ü n e  ilişk in  ind is  b iç im i olm ak üzere,

g abv av b =  0

b iç im in i a lm as ıd ır .117101 "Boş koni"deki "boş" te rim i, v  v ek tö rü n ü n  g  (sözde) 
m etriğ ine  göre b ir  s ıfır  u zu n lu ğ a  (\v\2 = 0) sah ip  o lm ası gerçeğiyle ilg ili
dir.

Bu a şam a d a  g 'y le yaln ızca, boş konin i yuk arıd ak i denklem  u y arın ca  
tan ım la m a k tak i ro lüy le b a ğ lan tılı o la rak  ilg ilen iriz , g 'y i s ıf ır  o lm ayan  
h erh an g i b ir  gerçel say ıy la ç a rp a rsa k , d a h a  öncekin in  tıp a tıp  ay n ıs ı olan 
b ir  boş koni elde ederiz (ayrıca bkz. §27.12 ve §33.3). K ısa sü re  iç inde  g 'ye 
uzayzam an  m e triğ in i sunm aya ilişk in  so n rak i fizik i ro lü n ü  oynam ası için 
gerek  duyacağız ve b u n u n  iç in se  uygun  ölçeklem e ç a rp a n ın a  gerek d u y a 
cağız fak a t şim d ilik  bizi ilg ilend irecek  o lan  şe y  yaln ızca , h e r  b ir  u zay za
m an  n o k ta s ın d a  b ir  ad e t olm ak üzere  boş kon ile ri a iles id ir . Iş ık  h ız ın ın  
sa b it  o lduğunu  ile ri sü reb ilm ek  üzere, uzam sa l te rim le rle  "hız" u zay za
m an  te rim leriy le  "eğim"e k arş ılık  ge ld iğ inden  fark lı o lay la rd ak i boş kon i
le rin  tü m ü n ü  b irb ir le r in e  para le l o la rak  değerlend irm en in  an lam lı o lacağı 
konum u alırız . Bu b iz i Şekil 17.12'de g ö ste rilen  uzayzam an  ta b lo su n a  yö 
n e ltir .

17.8 M utlak zamanın terk i

Şim di G alileici Q u zay zam an ın a  ilişk in  dem et y ap ıs ın ın  to p la m a d a  içe- 
rilm eye zo rla n m as ın ın  uygun  o lup  o lm ad ığ ın ı so rab iliriz . D iğer b ir  deyiş-



le tab lo m u za  m u tla k  za m a n a  ilişk in  b ş r  kavram  k a ta b il ir  m iyiz? Bu bizi 
Şekil 17.13 'tekine benzer b ir  tab lo y a  sevk eder. U zayzam an boyunca E ğ i 
lim leri b ize boş koniye ek o la rak  Şekil 17.13'te  göste rild iğ i üzere  h e r  b ir  Tp 
ta n ja n t u zay ın d a  b ir  3 -düzlem  elem anı verir. B unun la b irlik te  son rak i b ö 
lüm de d a h a  ta m  b iç im de açık layacağ ım  üzere g , h e r  b ir  p o lay ında  (bu 3 - 
düzlem  elem an ın ın  g 'ye göre o rtogonal tüm leyeni) a r tık  te rc ih  ed ilen  b ir  
yön o lm ası an lam ın a  gelen ortogona llik  kav ram ın ı b e lir le r  ve b u  te rc ih  
ed ilen  yön bize h e r  b ir  o layda te rc ih  ed ilen  b ir  sa b itlik  d u r u m u  verir. Gö
re lilik  ilkesin i kaybettik!

D aha s ıra d a n  te rim lerle  b u  arg ü m an  b a s it  b iç im de, ış ığ ın  m u tlak  b ir  
h ız ı o lduğu  d u ru m d a  bu  h ız ın  ken d isin e  göre h e r  yönde aynı gö ründüğü , 
te rc ih  ed ilen  b ir  "sab itlik  d u rum u"nun  m evcu t o lacağ ına ilişk in  "sağduyu" 
kav ram ın ı ifade  eder. D aha az b e lirg in  o lan  şey bu  çe lişk in in  ya ln ızc a  
m u tlak  zam an  kav ram ın ı (ya d a  en az ın d a n  h e r  b ir  Tp'd e  te rc ih  ed ilen  b ir  
3-düzlem ) ko rum aya ça lış tığ ım ız  d u ru m d a  o rtay a  ç ıkm asıd ır. N asıl ile rle 
m em iz gerek tiğ i a r tık  açık o lm alı? M utlak  zam an  kavram ı (ve böylece Q ve 
JV'ye ilişk in  dem et yapısı) te rk  edilm ek zo ru n d ad ır. Şu an a  dek u la şm ış  o l
duğum uz k ap sam lılık  düzey inde bu  d u ru m  biz i özel o la rak  şa ş ır tm a m a lı
d ır. G alileici b ir  görelilik  ilkesi cidd i o la rak  b en im se n ir ben im senm ez bile 
(bu alg ı o lm ası gerek tiğ i k a d a r  geniş b iç im de yak ın  o la rak  fa rk  ed ilm ese 
de) m u tlak  zam an ın  te rk  edilm ek zo ru n d a  o lduğunu  za ten  görm üştük , ö y 
leyse ş u  anda , zam an ın  yan ı s ıra  uzay ın  da m u tlak  b ir  kavram  o lm adığı 
gerçeğ in in  kab u lü  d ah a  önce düşü n eb ild iğ im iz  tü rd e  b ir  devrim  o larak  
görü lm em elid ir.

öy leyse  a s lın d a  uzayzam an  içeris in d ek i E3 d ilim le rine  veda etm ek ve 
d ü şü n ü şü m ü ze  sık ıca  yerleşm iş b ir  m u tlak  zam ana sa h ip  o lm aya ilişk in  
tek  seb eb in  ışık  h ız ın ın  b ize ta n ıd ık  gelen s ta n d a r t  h ız la ra  göre o la ğ an ü s
tü  b iç im de büyük  o lu şu  o lduğunu  kabu l etm ek zorundayız. Şekil 17.14'te, 
Şekil 17.13'ün b ir  p a rç as ın ı, gün lük  y aşan tım ızd a  ku llan m a eğ ilim inde

Şekil 17.13 M'ye dahil edilen  
m utlak zam an kavramı M bo
yunca kesilm iş E3-d ilim leri aile
sini ve buradan da her b ir olay
daki 3 -düzlem  elemanını belir
tir. B ununla birlikte  her b ir boş 
koni, orantıhlığa bağlı olarak, 
kendisine ait ortogonallik kav
ramı böylelikle b ir sab itlik  du 
rum unu belirleyen b ir g  (sözde) 
metriğini tanımlar.



o lduğum uz no rm al b ir im le r  iç in  uyg u n  o lan  ölçek o ran ın a  b ir  m ik ta r  y a 
k ın  y a tay /d ü şey  b ir  ölçek o ran ıy la  b irlik te  yen iden  çizdim . O lağan b ir im 
lerde, zam an  iç in  san iye ve uzaklık  iç in  m etre  diyelim , c ış ık  h ız ın ın

c =  299792458 m e tre /san iy e

ifadesiy le , bu  değer gerçek ten  kesin  o lm ak üzere!, v e rild iğ in i gö rd ü ğ ü 
m üzden  yaln ızca  küçük b ir  m ik ta r  yak ın  o ran la .11 U zayzam an d iy ag ram la
rım ız (ve form üllerim iz) geleneksel b irim le rle  o ldukça tu h a f  g ö rü n d ü ğ ü n 
den görelilik  ku ram ı ç a lışm as ın d a  c =  1 o lan  b ir im le r  ku llan m ak  genel b ir  
u ygu lam ad ır. Tüm  b u n la rın  an lam ı, b ir  sa n iy eyi zam an  b irim im iz  o larak  
seçersek  b u  d u ru m d a  b ir  ış ık  sa n iy es in i (diğer b ir  dey işle  299792458 m e t
re) uzak lık  b irim im iz o la rak  k u llan m ak  zo ru n d a  olm am ız; y ılı zam an  b ir i
m im iz o la rak  k u lla n ırsak  b u  d u ru m d a  ış ık  y ılın ı (yaklaşık 9 ,4 6 x l0 ıs m etre) 
uzak lık  b irim i o larak  ku llanm am ız; b ir  m etrey i uzak lık  ö lçüm üz o la rak  
k u llanm ak  is te rse k  b u  d u ru m d a  zam an  ö lçüm üz o la rak  3 -  n an o san iy e  

benzeri b ir  şeyi ku llanm ak  zo ru n d a  olm am ız, vb an lam ın a  gelir.
Şekil 17.12'deki u zay zam an  ta b lo su  ilk  o la rak  son  derece iy i ve orijinal 

b ir  m a tem atik ç i o lan  H erm ann  Minkovvski (1864-1909) ta ra f ın d a n  ile ri sü 
rü ld ü . T esadü fi b iç im de ay rıca  1880 'lerin  so n la rın d a  Z ürih 'tek i F edera l 
Teknoloji E n s titü sü 'n d e , ETH, E in s te in 'ın  h o c a la rın d a n  b iriyd i. A slında 
uzayzam an  fik rin in  k end isi 1908'de, "bundan  böyle tek  b a ş ın a  uzay  ve tek 
b a ş ın a  zam an  gölgeler iç inde  u n u tu lu p  g itm eye m a h k u m d u r ve yaln ızca 
bu  ik is in in  b ir  tü r  b irliğ i b ağ ım sız  b ir  gerçekliğ i k o ruyacak tır"  d iyen M in- 
kovvski'den ge ld i.12 B ana göre özel görelilik  kuram ı, E in s te in 'ın  m uh teşem

Ş e k il  17.14 B oş kon ileri 
ııza y  ve  za m a n  ölçekleri 
norm al d en ey im d e k in e  
çok h a f i f  b iç im d e  ya k ın  
olacak şe k ild e  y e n id en  
çizilir .

11 Okuyucu, m etre bölü saniye biçim inde ölçüldüğünde ışık hızının kesin b ir  tam sayı olarak 
ortaya çıkm asına elbette şaşırab ilir. Bu b ir  ha ta  değil fakat son derece tam  uzaklık ölçüm le
rin in  aslını öğrenm enin artık  son derece tam  zam an ölçüm lerinin aslını öğrenm ekten daha 
zor olm ası gerçeğinin yalnızca b ir yansım asıd ır. Buradan hareketle m etreyle ilgili en isa b e t
li stan d art, uygun biçimde, ışığın s ta n d a rt b ir  saniyede kat ettiği uzaklıkta bun lardan  tam  
olarak 299792458 adet olacak şekilde, m etreyle ilgili o larak P aris 'te  bulunan  şim diki uygun
suz kesinliğe sahip  m etre cetveliyle oldukça isabetli biçim de uyuşan b ir değer ortaya koya
rak, tanımlanır.

12 Bkz. Minkovvski, 1952. 80th Assembly o f German Natural Scientists and Physicians (80. Al
man Doğa Bilimcileri ve Fizikçileri Kongresi), Köln, 21 Eylül 1908'de dağıtılan  Address Min- 
kow ski'nin (Minkovvski'ye Yönelmek) b ir çevirisidir.



Ş ek il 17.15 (a) İ r i  k ü tle li b i r  p a rç a c ığ ın  d ü n y a  ç izg isi z am an sa l b ir  eğ rid ir, böy lece ona 
a i t  ta n ja n tla r  h e r  zam an , d s2 = gabdx"dxb ifa d e s in i p o z itif  verecek  şek ilde  yere l boş ko n i
le r  iç in d e  y e r a lır , d s  = (gabdxadxbY/2 niceliğ i eğri ü zerin d ek i so n su z  küçük  zam an  
a ra lığ ın ı ölçer, böy lece t  =  /  d s  "uzunluğu", eğri ü zerin d ek i iki o lay  a ra s ın d a  b u lu n a n  b ir  
p a rçac ık  ta ra f ın d a n  ta ş m a n  id ea l b ir  s a a t  a rac ılığ ıy la  ö lçü len  zam an d ır, (b) K ütlesiz  b ir  
p a rçac ık  d u ru m u n d a  (öm . b ir  foton) d ü n y a  çizg ileri boş k o n ile r ü zerin d e  ta n ja n tla ra  s a 
h ip tir , böy lece t  =  /  d s  zam an  a ra lığ ı h e r  zam an  yok o lur.

fizik i öngö rü sü n e  ve L oren tz ve P o in ca re 'in  d erin  k a tk ıla rın a  rağm en  
Minkovvski kend i tem el ve devrim ci b ak ış  aç ısın ı su n a n a  dek ta m a m la n 
m adı: u za y za m a n .

Özel gö reliliğ i tem elleyen  geom etriy le  ilg ili o la rak  M inkow sk i'n in  b a 
kış aç ıs ın ı tam am lam ak  ve bu  yo lla  M in ko w sk ic i u za y z a m a n  M 'yi ta n ım 
lam ak  üzere g 'ye ilişk in  ö lçek len d irm eyi, onun, d ünya  çizg ileri üzerinde  
b ir  "uzunluk" ö lçüsü  su n acağ ı şek ilde onarm ak  zorunday ız. Bu durum , 
ta n ja n tla r ın ın  h e r  zam an  boş kon ile r iç inde  yer a lm ası an lam ın a  gelen z a 
m a n sa l  o la rak  b aşv u rd u ğ u m u z  (Şekil 17.15a ve ay rıca  bkz. Şekil 17.11) ve 
ku ram  u y a rın c a  o lağan  ir i k ü tle li p a rç ac ık la r la  ilg ili o lası dünya  çizgileri 
o lan  M 'deki eğ rilerde  geçerlid ir. Bu "uzunluk" a s lın d a  b ir  za m a n d ır  ve

ds =  (gabd x ad x b) 1//2 o lm ak üzere r  =  ds

denklem i u y a rın c a  (bkz. §14.7, §13.8) eğ ri ü ze rindek i ik i nok ta , A ve B a r a 
s ın d ak i (ideal) b ir  sa a tin  k ay d e ttiğ i gerçek  t  zam an ın ın  ölçer. B unun için  
g  u zay zam an  m e triğ in in  (başka b a z ıla rın ın  fa rk lı sebep le rle  te rc ih  e ttiğ i + 
+ + -  yerine  ben im  de te rc ih  e ttiğ im  seçim  olan) + ------ im zasın a  sa h ip  o l



m ası seçim ine gerek duyarız . F o ton lar, boş ko n ile r ü ze r in d e  ta n ja n tla ra  
sa h ip  o lan  ve boş (ya d a  ış ık  benzeri)  o la rak  a d la n d ır ıla n  d ü n y a  ç izg ilerine 
s a h ip tir  (Şekil 17.15b). B una göre b ir  fo to n u n  deneyim led iğ i "zam an" (bir 
fo ton  gerçekten  deneyim e sah ipse) s ıf ır  o lm ak zo rundad ır!

Y ukarıdak i ta rtışm a m d a , uzay zam an a ilişk in  boş koni y ap ıs ın ı onun  
m e triğ in d en  b ile  d ah a  faz la  vu rgu lad ım . A slında b e lir li b ak ım la rd a n  boş 
kon ile ri m e trik ten  d ah a  tem eld ir. Özellikle u zayzam ana ilişk in  nedense llik  
öze llik lerin i be lirle r. H enüz gördüğüm üz üzere m ad d ese l p a rç a c ık la r  d ü n 
ya ç izg ilerine kon ile r iç inde b u lu n m ay a  zo rlanm ış b iç im de sah ip  olm ak 
d u ru m u n d a d ır  ve ış ık  ış ın la r ı ko n ile r boyunca d ünya  ç izg ilerine sa h ip tir . 
H içb ir fiz ik i pa rçac ığ ın  u za y sa l  d ü n y a  çizgisine, d iğer b ir  dey işle  b irle ş ik  
ışık  k o n isin in  d ış ın d a  b irin e , sa h ip  o lm asın a  iz in  verilm ez .13 Gerçek s in 
ya lle ri m addese l p a rç a c ık la r  ya d a  fo to n la r  ta ra f ın d a n  ile til ir  b iç im de d ü 
şü n ü rsek  b u  tü r  h iç b ir  s in y a lin  boş konilerce d a y a tıla n  s ın ır la r  d ış ın a  ge
çem ediğ in i bu lu ru z . M 'de b ir  p n o k ta s ın ı göz önüne a lırsak , ona a it gele
cek ışık  kon isi üze rinde ya d a  iç inde yer a lan  bö lgenin , k u ra l o la rak , p 'den  
s in y a l a lab ilen  o la y la rın  tü m ü n d e n  o lu ş tu ğ u n u  gö rü rüz . Benzer şe kilde 
p 'ye a it geçm iş ışık  kon isi ü ze rin d e  y a  da iç inde y er a lan  M 'ye a i t  n o k ta 
la r, k u ra l o la rak , k es in  b iç im de p n o k ta s ın a  b ir  sin y a l g öndereb ilen  o lay 
la rd ır; bkz. Şekil 17.16. D urum , y ay ılan  a la n la rı ve h a t ta  k u an tu m  m eka- 
n ik se l e tk ile ri b ile  göz önüne a ld ığ ım ızda ( k u a n tu m  do lan ık lığ ı, ya da 
“k u d o la n ık lık "’ denen şeyle b irlik te , § 23 .10 'da göreceğim iz üzere k a fa  k a 
r ış tır ıc ı b az ı tu h a f  d u ru m la r  o rtay a  ç ıkab ilm esine karşın ) benzerd ir. Boş 
ko n ile r a s lın d a  M 'ye ilişk in  n ed en se llik  y ap ıs ın ı ta n ım la r: h iç b ir  m ad d i c i
sim  ya da sin y a l ış ık ta n  h ız lı yo lcu luk  etm eye iz in li değ ild ir; bu , zo run lu  
o la rak  ışık  konileri iç inde (ya d a  üzerinde) s ın ırla n ır .

G örelilik ilkesinden  ne h aber?  §18.2 'de M inkow sk i'n in  kayda değer ge
o m e tris in in  tıpk ı G alileici fizik tek i Q u zay zam an ın ın  sa h ip  o lduğu  b ü y ü k 
lü k te  b ir  s im etri g ru b u n a  sa h ip  o lduğunu  gö rüyor o lacağ ız. MI'nin y a ln ız 
ca h e r  n o k ta sı değil fa k a t o lası tü m  h ız la r  (zam ansa l gelecek iş a re t  eden 
yönler) b irb ir le r in e  e ş it b ir  kon u m d ad ır. B un ların  tü m ü  §18.2 'de ay rın tılı 
o la rak  aç ık lanacak . G örelilik  ilkesi tıp k ı g 'd e  o lduğu  g ib i M için  de geçer- 
lidir!

13 Bazı fizikçiler takyonlar o larak bilinen, uzaysal zam an çizgilerine sahip olan varsayım  n ite 
liğindeki "parçacıklar" fikriyle oynadılar (böylece ışık tan  hızlı yolculuk ederler). Bkz. Bila- 
nuik, 1968 ve Sudarshan, 1969; daha teknik b ir kaynak için bkz. Sudarshan ve Dhar, 1968. 
Takyonların var olduğu tu ta r lı b ir  kuram  benzeri herhangi b ir  ş ey geliştirm ek zordur ve 
norm alde bu tü r  kavram ların  v ar olm adıkları kabul edilir.
Orijinal: quanglement; quantum  ve entanglem ent terim lerinden elde edilm iştir -yn.



Şekil 17.16 p 'n in  geleceği p ’den gelen gelecek 
zam ansal eğrilerince ulaşılabilen bölgedir. B ir 
eğik uzayzam an durum u belirtilm ektedir {bkz. 
Şekil 17.17). B u bölgenin sınırı (her nerede p ü 
rüzsüzse) ışık  konilerine tanjant haldedir. Sin
yaller ister iri kütleli parçacıklar ister kü tlesiz  
fo to n la r tarafından taşırısın, b u  bölgenin içine 
ya da s ın ın  üzerine ulaşır, p 'n in  geçm işi de 
benzer biçim de tanımlanır.

17.9 E instein genel göreliliğ inde uzayzaman

Son o la rak  genel göreliliğe ilişk in  E inste irıcı £  u zay zam am n a geliyo
ruz. Tem el o larak , Nevvton (-C artan) K  u zay zam an m ı elde ettiğ im izde Ga- 
lile i'n in  g 's in e  d a h a  önce yap tığ ım ız  g ib i M inkovvski'nin M 'sine de aynı 
genellem eyi uygu la rız . Şekil 17.12'de g ö ste rilm iş  boş kon ile re  ilişk in  d ü 
zen li b ir  d izilim e sah ip  olm ak y erin e  ş im d i Şekil 17.17'dekine b en zer çok 
d ah a  düzensiz  gö rünüm lü  b ir  d iz ilim e sah ib iz . Yine, fiziki yo rum u ideal 
b ir  s a a t  ta ra f ın d a n  ölçü len  zam anı M 'yle ilg ili denk lem in  tam  o la rak  ay n ı
sı u y arın ca  tan ım lam ak  o lan  b ir  (H----------) Lorentzci g  m etriğ ine, g  a rtık
M ’ye ilişk in  m etriğ in  k a ra k te ris tiğ i o lan  tekdüzelik  o lm aksız ın  d ah a  genel 
b ir  m etrik  o lm asın a  rağm en, sahibiz.

Bu g  ta ra f ın d a n  ta n ım la n an  boş koni y ap ıs ı tıp k ı M Minkovvski uzayı 
d u ru m u n d ak i g ibi £ 'ye ilişk in  nedense llik  y ap ıs ın ı belirler. F a rk la r  yerel 
o la rak  h a f if tir  fak a t k a rış ık  b ir  E inste inc ı £ u zayzam am na ilişk in  evrensel 
nedense llik  y ap ıs ın ı inceled iğ im izde iş le r  kesin lik le  d ah a  ay rın tılı b ir  b i
çime b ü rü n ü r. K endisi iç inde "zam ansa l k ap a lı eğrilerin" o lu şab ild iğ i n e 
denselliğ in  ç iğ n en m esi o la rak  ad la n d ır ıla n  şeye sah ip  o lduğum uzda uç 
b ir  du ru m  o rtay a  ç ıkar ve b ir  olay ta ra f ın d a n  aynı o lay ın  geçm işine gön
derilen  b ir  s in y a l o la s ı h ale  gelir! Bkz. Şekil 17.18. Bu tü r  d u ru m la r  n o r
m alde "fiziki olm am a" gerekçesiy le d ış la n ır  ve benim  konum um  da  k lasik  
b içim de k abu l edilebilecek b ir  uzayzam an la  ilgili o la rak  b u n la rı kesin lik le 
d ış lam ak tır. Yine de bazı fiz ikçiler m ad d en in ,14 b u  tü r  zam an sa l k ap a lı eğ
r ile rin  iz in  verd iğ i za m a n  yo lcu luğu  y a p m a  o lasılığ ına  o lanak  tan ım ay a

14 Örneğin bkz. Novikov, 2001; Davies, 2003.



Şekil 17.17 Genel göreliliğe ilişkin  
Eirısteincı S  uzayzam anı. Min- 
kowski'rıin  M 'sine ilişk in  bu  genel
leme g 'den  M 'ye geçiştekine ben
zerdir (sırasıyla şekiller 17.12, 17.3,
17.7a). Lorentzci (H-----------) g sözde
metriği, M 'deki g ib i zam anın  fiz ik i  
ölçüsünü tanımlar.

Ş ek il 17.18 E'a ilişk in  nedensel
lik  yapısı g  tarafından belirlenir 
(M 'dekigibi, bkz. Şekil 17.16), 
böylece fiz ik i  olm ayan a ş ın  du
rumlar, gelecek yön lü  sinyallerin  
geçm işten  geri dönmelerine izin  
vererek, "zamansal kapalı eğri
le r le  birlikte  varsayım sal olarak 
ortaya çıkabilir.

h a z ır  o lu şu n a  ilişk in  epey ra h a t  b ir  bak ış aç ıs ın ı b en im siy o rla r. (Bu k o n u 
la r la  ilg ili b ir  ta r t ışm a  iç in  §30.6 'ya bakın.) Öte ta ra f ta n  d a h a  az a ş ırı, 
gerçi b ir  şek ilde  kesin lik le  ilg inç o lan  ned en se llik  y a p ıla r ı m o d e m  a s tro f i
zikle epey ilişk ili baz ı ilg inç u zay zam an lar, d iğer b ir  dey işle  k a ra  delik leri 
te m sil ed en le r içeris in d e  o rtay a  çıkab ilir. B u n lar §27.8 'de ele alınacak .

§14.7 'de b ir  g  (sözde) m etriğ in in , Vg  =  0 o lacak  şek ild e  eşsiz  b ir  to rs i-  
yon se rb e s t V b a ğ la n tıs ı ta n ım la d ığ ı gerçeğiyle k a rş ıla şm ış tık , öyleyse b u 
ra d a  b u  d u ru m  geçerli o lacak. Bu kayda değer b ir  gerçek tir. Bize E inste- 
in 'ın  ey lem sizlik  h a re k e ti k av ra m ın ın  tüm üyle  aynı u zay zam an  m etriğ ince 
b e lir len d iğ in i söyler. Bu, m etrik  k av ram ın a  ek o la rak  "V"nın d a  be lir tilm ek  
zo ru n d a  o lduğu  C a rtan 'ın  Nevvtoncı uzayzam an la  ilg ili o lan  d u ru m u n d an  
o ldukça fa rk lıd ır . B u radak i avan ta j, şim di g  m e triğ in in  bozu lm am ış o lm a
s ıd ır, böylece V b ü tü n ü y le  onun  ta ra fın d a n  b e lirlen ir. A slında V'ya a it za 
m a n sa l je o d ez ile r  (eylem sizlik  hareketle ri), u y g u n  z a m a n  o la rak  a d la n d ı
r ıla n  şey leri (yerel olarak) m a k s im ize  eden eğ rile r  olm a özelliğ i ta ra fın d a n  
s a p ta n ır la r . Bu uygun  zam an  b as itç e , dünya çizg isi ü ze rin d e  ö lçü lm üş 
o lan  u z u n lu k tu r  ve b u  d a  o d ü n y a  çizg is ine sa h ip  idea l b ir  s a a t  ta ra fın d a n  
ö lçü len  şeydir. (Bu, p o z itif  b e lir li b ir  m etriğe  sah ip  s ıra d a n  b ir  R iem anncı



yüzey üzerindek i b ir  jeodeziye ilişk in  "gerili sicim " k av ram ın ın  tu h a f  b ir  
"karş ıt''ıd ır; bkz. §14.7. §18.3 'te ivm elenm em iş dünya  çizg is ine ilişk in  u y 
gun  zam an ın  b u  m aksim ize e d iliş in in  tem el o la rak  görelilik  k u ram ın a  a it 
" saa t p arad o k su "n u n  b ir  ifad esi o ld u ğ u n u  göreceğiz.)

V b ağ la n tıs ı, fiz ik i y o ru m lan ışı tem el o la rak  ü s tte  verilm iş o lan  JV du- 
ru m u n d ak iy le  tıp a tıp  aynı o lan  b ir  X  eğ rilik  te n sö rü n e  sa h ip tir . Özel gö
re liliğe  ilişk in  M inkovvski'nin M 'sin i, genel göreliliğe ilişk in  E in s te in 'm  
£ 's in d e n  yerel o la rak  a y ır t eden şey  M 'yle ilg ili o la rak  31 =  0 o lm asıd ır. 
Sonraki bö lüm de b u  Lorerıtzci geom etriy i d ah a  ay rın tılı b iç im de k eşfed e
cek ve b ir  son rak indeyse , E in s te in 'm  a lan  denk lem lerin in  n as ıl, §17.5 'in  
so n la rın a  doğru  değ in ilen  4nGM "hacim  aza ltıc ı o ran"ın ın  f 'u n  y ap ıs ın a  
dah il ed ilen  doğal k o d lam ala r o lduğunu  göreceğiz. A yrıca E in s te in 'm  dev
rim ci k u ram ın ın  o la ğ an ü stü  gücüne, güzelliğ ine ve kesin liğ ine  tan ık lık  
edeceğiz.



MINKOWSKICİ GEOMETRİ

18.1 Öklitçi ve Minkovvskici 4-uzay

Ö klitçi 2 -u zay  ve 3 -u zay  geom etrile ri b ize o ldukça ta n ıd ık tır . D ahası 4— 
b o y u tlu  b ir  Ö klitçi E4 g eo m etris in e  genellem e yapm ak, kend isiy le  ilg ili 
o la rak  "görsel sezgi''ye h a lih a z ırd a  b a şv u ru la b ile n  b ir  şey o lm am asına  
rağm en  k u ra l o la rak  zo r değ ild ir. B unun la  b ir lik te  4—b o y u tlu  pek  çok g ü 
zel b iç im in  m evcu t o lduğu  aç ık tır; ya da o n la rı b ir  de gö reb ilseyd ik  şü p 
hesiz  güzel o ld u k la rın ı görürdük! Bu tü r  d a h a  b a s it  b iç im le rin  b iri, 3 -k ü re  
üzerindek i, bu  küreyi E4 iç inde  y er a l ır  b iç im de d üşünm ek  üzere , C lifford 
p a ra le lle r in e  ilişk in  ö rn ek tir. (E lbette b u ra d a  gözüm üzde can lan d ırm ak la  
ilg ili o la rak  b ira z  d ah a  iy is in i y ap a b ilir iz  çünkü  S3 y a ln ızca  3 -b o y u tlu d u r  
ve ona a i t  Şekil 33 .15 'te su n u la n  s te reo g ra fik  izd ü şü m  b ize gerçek  C liford 
b iç im iy le  ilg ili b ir  fik ir verir. Bu biç im i E4'ü n  b ir  p a rç a s ı o la rak  gerçek ten  
"görebilseydik" C2'ye a i t  2 -u zay  y ap ılı k a rm aşık  vek tö rü n  gerçek ten  neye 
"benzediği"ne ilişk in  b ir  alg ı kazanab ilm ek  d u ru m u n d a  o lu rd u k ;1 bkz. 
§15.4, Şekil 15.8.) M M inkovvski uzay ı pek çok b ak ım d an  E4'e o ldukça b e n 
z e rd ir  fa k a t göreceğim iz b ir ta k ım  önem li fa rk la r  m evcu ttu r.

C ebirsel o la rak , E4'e  d av ra n ış  b iç im i s ıra d a n  3 -u zay  E3'e ilişk in  koor
d in a t d av ra n ış  b iç im ine o ldukça y ak ınd ır. Tüm  gereken, x , y  ve z k o o rd i
n a t la r ın a  ek o la rak  w K artezyen k o o rd in a tıd ır . (w ,x ,y ,z ) ve ( w ',x ' ,y ',z ')  
n o k ta la n  a ra s ın d ak i E4 uzak lığ ı s, P isagorcu

s 2 = (w -  w ')2 +  (x — x ' ) 2 -t- (y — y ') 2 +  (z — z ') 2

b ağ ın tıs ıy la  verilir. (w ,x ,y ,z ) ve (w ', x ' , y ' , z ' y nü  b irb ir le r in d e n  yaln ızca  
"sonsuz küçük  b içim de" ay rılm ış  o la rak  d ü şü n ü r  ve ( w ',x ' ,y ' ,z ')  — 
([w ,x ,y ,z) fa rk ı için  b iç im se l o la rak  (dw, âx, dy, dz), d iğe r b ir  dey işle2

1 Brown Ü niversitesi'nden Tom Banchoff y ıllardan beri 4 -boyutlu  algılayışı geliştirm e ve 
özellikle C2'deki Riemann yüzeyleri biçim inde belirli karm aşık fonksiyon görüntülem e am a
cıyla etkileşim li b ilg isayar sistem leri geliştirm ektedir. Bkz. Banchoff, 1990, 1996.

2 Bu ifadedeki "ds" nicelikleri b as it biçim de “sonsuz küçük nicelikler" olarak (§13.6'daki e gi
bi) okunm alıdır. Not 12.8'le karşılaştırın .



tv' =  w + dvv, x ' = x  + dx, y ' = y  + dy, z ' = z  + dz  

y az a rsa k  b u  d u ru m d a

d s2 =  dıv2 +  d x 2 + d y 2 +  dz2

o lduğunu  b u lu ru z . E4'tek i b ir  eğ rin in  u zun luğu  E3'tek i aynı denklem le, d i
ğer b ir  dey işle  /  d s 'y le  (ds iç in  p o z itif  iş a re t alarak) verilir.

M M in ko w sk i u zay zam an ın a  ilişk in  geom etri a r tık  b u n a , tek  fa rk  iş a 
re tle rd e  o lm ak üzere  o ldukça yak ınd ır. A landaki pek çok ça lışan  (+  + +  - )  
im zalı

d^2 =  —d t2 +  d x 2 +  dy2 -t- dz2

sözde m etriğ in e  yoğun laşm ayı, u zam sa l geom etri ele a lın d ığ ın d a  b u n u n  
d ah a  uygun  o lm ası nedeniy le , ü s t te  "d^2"yle g ö ste rilen  n icelik  u za y sa l  yer 
d eğ iş tirm e le rle  (diğer b ir  dey işle  gelecek ya da geçm iş boş kon ile rin in  ne 
ü ze rin d e  ne de iç indeki y e r d eğ iştirm elerle ; bkz. Şekil 18.1) ilg ili p o z itif  o l
m ak üzere, te rc ih  etm ek ted ir. B unun la b ir lik te  (H----------) im za niceliğince,

d s2 = d t2 — d x2 — d y 2 — d z2,

ta n ım la n an  "ds2" n iceliği d ah a  dolaysız  b iç im de fiz ik id ir çünkü o, iri k ü t
leli p a rçac ık la rın  iz in  verilm iş dünya çizgileri o lan  za m a n sa l  eğ riler b o 
yunca, /  ds in teg ra li ona a i t d ünya  çizgisi o lm ası yan ın d a  ideal b ir  s a a t 
ta ra f ın d a n  ölçü len  gerçek f iz ik i  za m a n  o la rak  dolaysız  b içim de y o ru m la
nab ilm ek  üzere, p o z itiftir . (Sözde) m etrik  g  ten sö rüy le  ilgili bu  (H----------)
im zası seçim im i, g ab ind is biçim li o larak , ü s ttek i ifaden in

Ş e k il  18.1 M M in ko w sk i  
uza y ın d a  d t*  m etriğ i (gelecek 
ya  d a  g eçm iş boş ko n iler in in  
ne ü zerin d e  ne de içindeki)  
u zaysa l y e r  değ iş tirm eler le  
ilg ili o larak uzam sal 
(uzaklık2) b ir  ö lçü  sağlar. Za
m ansa l y e r  d eğ iş tirm elerle  
ilg ili o larak  d s 2, /  d s  idea l b ir  
sa a t ta ra fın d a n  ö lçü len  f i z ik i  
za m a n  o lm a k  üzere, za m a n 
sal (aralık2'si) b ir  ö lçü  sağlar. 
B ir (boş kon i boyunca) s ı f ır  
yer  değ iş tirm ey le  ilg ili olarak  
h em  d t 2 h em  de  d  s 2 s ı f ır  v e 
rir.



d s 2 = gabd x ad x b

in d is  b iç im inde yaz ılab ileceğ i şek ilde  ku llan acağ ım  (bkz. §13.8).

B unun la  b irlik te  §17.8 'den, ir i kü tle li b ir  p a rçac ık la  ilg ili du rum dak i- 
n in  aksine , /  d s 'n in , b ir  fo to n a  a i t  dünya  çizgisiy le ilg ili o la ra k  s ıfır  o ld u 
ğunu  am m sam alıy ız  (böylece dünya  çizg isi üzerindek i ö rtü şm ey en  n o k ta 
la r  b irb ir le r in d e n  "s ıfır  uzaklık la" ay rı o labilir). Bu ay rıca  ış ık  h ız ıy la  yol
cu luk  eden  h erh an g i b aşk a  b ir i iç in  de doğ ru d u r. Ne k a d a r  uzağa  g iderse  
g its in  bu  tü r  b ir  p a rçac ık  ta ra f ın d a n  "deneyim lenen" zam an  h e r  zam an  s ı
f ır  olur! B una, g ab'n in  p o z itif  b e lir li o lm ayan  (Lorentzci) doğası neden iy le  
iz in  verilir.

G örelilik  k u ram ın ın  ilk  za m a n la rın d a , M 'ye ilişk in  g eom etrin in  E4'ün - 
küne y ak ın lığ ın ı v u rg u lam ak  üzere, zam an  k o o rd in a tı t 'y i, M inkovvskici 
m etriğe  ilişk in  “d i2" b iç im in i E4'ü n  ds2'siy le  tıp a tıp  ayn ı g ö rü n ü r h a le  ge
tirecek  şekilde,

t  =  ivv

b iç im inde tam am en  sa n a l o la rak  k ab u l etm e eğilim i m evcu ttu . E lbe tte  gö
rü n ü m le r, zam an  s ır f  sa n a l b irim le rle  ö lçü lü rken  uzay  k o o rd in a tla r ın ın  
s ıra d a n  gerçel b irim le ri k u lla n m a s ın a  ilişk in  y ap ay  g ö rü n ü m lü  gizli "ger
çeklik" koşu lu  nedeniy le , b ir  şek ilde y an ıltıc ıd ır . D ahası h a rek e tli b ir  s is 
tem de gerçeklik  k o şu lla r ı d ah a  k a r ış ık tır  çünkü gerçel ve s a n a l k o o rd in a t
la r  b ü sb ü tü n  b irb ir in e  k a rış ır . A slında, b u n a  ben zer b ir  şey i, "Öklitçi k u 
an tu m  a lan  kuram ı" denen  şey  ad ı a ltın d a  pek  çok fa rk lı k ılık la  yapm aya 
ilişk in  m o d em  b ir  eğilim  m ev cu ttu r. Bu tü r  b ir  işlem le ilg ili o la ra k  önem li 
ö lçüde h u zu rsu z  o lm am ın  seb ep le rin e  d a h a  so n ra , §28 .9 'da geleceğim  (en 
az ın d a n  o, yeni b ir  tem el fizik i k u ram a ilişk in  b ir  y ak laşım d a, b azen  y a 
p ıld ığ ı g ib i, k ilit b ir  b ile şe n  o la rak  kabu l ed ild iğ inde; a le t ay rıca  k u an tu m  
a la n  k u ram ın d ak i so ru la ra  ilişk in  y a n ıtla r  elde etm ek üzere  b ir  "hile" b iç i
m inde de k u lla n ılır  ve a s lın d a  b u n u n  iç in  d ü rü s t ve değerli b ir  ro l oynaya
bilir).

B unun k a d a r  (en az ın d a n  bana) yapay  gö rünen  b ir  iş lem i ben im sem ek 
yerine  "sonuna k a d a r  g itm eyi" deneyelim  ve tü m  k o o rd in a tla r ım ız ın  k a r
m aşık  o lm asın a  iz in  verelim  (bkz. Şekil 18.2). Öyleyse fa rk lı im zalar, a r tık  
E4'e  ilişk in  CE4 ka rm a ş ık la ş tırm a s ı  o la rak  d eğerlend irileb ilecek  karm aşık  
C4 u zay ın a  a i t  ka rm a ş ık  ut, <f, tj, (  k o o rd in a tla rım ız  a ra s ın d a  h iç b ir  ayrım  
yok tu r. K arm aşık  b ir  a f in  u zay  o la ra k  b u , bkz. §14.1, M 'ye ilişk in  CM kar- 
m a ş ık la ş tırm a s ıy la  ayn ıd ır. D ahası k a rm aşık  h e r  b ir  CE4 4 -u zay ı ve CM 
b ü tü n ü y le  eşdeğer düz b ir  (eğrilik yok eden) k a rm aşık  Cg m e triğ in e  s a h ip 
tir . Bu m etrik , E4, CM'ye a i t  <d, f , rç, ( 'n m  tü m ü  gerçel o lacak  şek ilde gerçel



Şekil 18.2 Öklitçi karm aşık CE4 uzayı karm aşık Kartezyen koordinatlarda (<u,f, t], 0  ka r
m aşık b ir (holomorfik) d s 2 = d«o2 + d f 2 + di; 2 + d { 2 m etriğine sah ip tir, öklitçi E4 4-uzayı,
to , i), <’nın tüm ü gerçel olacak şekilde “gerçel kesit"tir. H--------- d s 2 m etriğine sahip M
Minkowski uzayzam am , (o gerçel fakat ıj, { 'n ın  sanal olmak üzere farklı b ir gerçel ke
sittir. ü> sanal fakat f , »}, f  gerçel olacak biçim de alarak, uyarılm ış d s 2 artık  Minkovvski 
m etriğinin + + H—  "d#2" versiyonunu vermek üzere başka b ir Lorentzci M gerçel kesiti 
elde ederiz.

b ir  a lt uzay  olm ak ve M 'yse u> gerçel fa k a t rj, ( 'n m  sa n a l o lacağ ı şek ilde 
b ir  a lt uzay  olm ak üzere d s2 =  dw2 +  d f 2 +  drj2 + d£2 o la rak  k ab u l ed ileb i
lir. co sa n a l fa k a t gerçel o lacak  b iç im de verilen  a l te rn a t if  M in-
kovvskici gerçel a l t  uzay  M, Minkovvski m e triğ in in  ü s tte k i "d^2"sin i veren  
kend i "ds2"sine sa h ip tir . Üç a lt u zay  E4, M ve M, CE4'e a i t  (a lternatif) ger
çel d ilim ler  o la rak  ad lan d ır ılır . B u n la rd an  b irin i, CE4'e d ö n ü şlü  o lan  (di
ğ e r b ir  dey işle  C2 = 1) ve y a ln ızca  seçilm iş gerçel d ilim i n o k ta sa l o la rak  
değişm ez b ıra k a n  b ir  C ka rm a ş ık  eşlem e  iş lem in i uygun  g ö rü rsek  a y ıra b i
lir iz .11811

18.2 Minkovvski uzayının simetri grupları
E4'e a i t  s im etri g ru p la rı 1 0 -b o y u tlu d u r çünkü (i) o rijin in  s a b it  o lduğu  

s im etri g ru b u  6 -b o y u tlu  0(4) dön d ü rm e g ru b u d u r  (çünkü n = 4 o ld uğunda 
n ( n — l ) / 2  =  6 'd ır, b kz  §13.8) ve (ii) orijine a i t  ö telem elere ilişk in  4—boyut-

t ©  [18.1] C'yi E4, M ve M durumlarının her biriyle ilgili olarak açık biçimde bulun. İpucu: C’nin 
oı. Ç,t] ve  Ç üzerine nasıl etkimesi gerektiğini düşünün. Bu pek de M ve M durumlarındaki 
standart karmaşık eşleme işlemi değildir.



Şekil 18.3 (a) E4'e a it Öklitçi hareketler grubu 10-boyutludur; orijinin sab it olduğu sim et
ri grubu 6-boyutlu  0(4) döndürm e grubu ve orijine a it ötelemelere ilişkin grup 4 - 
boyutludur. M'ye ilişkin sim etrilerle  ilgili olarak, sab it orijini için 6 -boyutlu  0(1, 3) ( ya 
da (0(3, 1)) Lorentz grubunu ve ötelemelere ilişkin 4-boyutu , 10-boyutlu Poincare sim etri 
grubunu verecek şekilde elde ederiz.

lu  b ir  s im etri g ru b u  m ev cu ttu r, bkz. Şekil 18.3a. E4'ü  CE4'e  k a rm a ş ık la ş tır 
d ığ ım ızda k arm aşık  10 -b o y u tlu  b ir  g rup  elde ederiz  (bu a ç ık tır  çünkü  E4'e 
ilişk in  Ö klitçi gerçel h a re k e tle rd en  h e rh a n g i b ir in i k o o rd in a tla r  b iç im inde 
ceb irse l b ir  denklem  o la ra k  y az a rsa k  tü m  yapm am ız gereken  denklem de 
b u lu n a n  tü m  n icelik lerin  (k o o rd in a tla r ve k a tsay ıla rın ) k a rm a şık  yerine 
gerçel h a le  gelm elerine iz in  v e rm e k tir  ve böylece CE4'e ilişk in  ilg ili k a rm a 
şık  b ir  h a re k e t elde ederiz). İlk i m e triğ i k o ru d u ğ u n d an  İk incisi de k o ru y a
cak tır . D ahası CE4'e ilişk in  kend ine  yönelik , k a rm a şık la şm ış  Cg  m e triğ in i 
k o ru y an  h are k e tle rin  tü m ü  de b u  d o ğ ad ad ır.118-21

Şu h a ld e  g ru b u n  ayn ı b oyu ta , d iğe r b ir  dey işle  10 b o y u tu n a  sa h ip  o l
m ası, CE4'e ilişk in  ö rneğ in  kend isiy le  ilg ili k o o rd in a tla r ın  (o), 77, () o>'nin
sa f  b iç im de san a l ve f , tj, ( ’n m  gerçel o lm ası (+ +  +  — im zası) ya d a  <u'nm 
gerçel ve £, 7 7 , £ 'n ın  s a f  b iç im de sa n a l o lm ası (-1----------im zası) gerçellik  ko
şu lu n a  sa h ip  o landak i g ib i fa rk lı b ir  "gerçel kesit"e öze lleşirsek  o ldukça 
m a n tık lı fa k a t şu  a şam a d a  tü m ü y le  b e lirg in  değ ild ir; bkz Şekil 18.2. Ö tele
m eye ilişk in  k ısım  açık açıkça h â lâ  4—b o y u tlu d u r. A slında g ru b u n  M üze
rinde , M 'ye a it h e rh an g i b e lir li b ir  n o k tan ın  g ru b u n  b ir  e lem an ınca, tıpk ı 
E4'e  ilişk in  d u ru m d ak i g ib i, M 'ye a i t  h e rh an g i b aşk a  b ir  b e lir li nok taya 
gönderileb ilm esi an lam ın a  gelm ek üzere geç işken  o ld u ğ u n u  söyler. Şu 
h a ld e  L orentz g ru b u n d a n  (0(3, 1) ya d a  0(1, 3)) ne haber?  B unun "tıpkı" 
0 (4)'teki "gibi 6 -boyu tlu" o ld u ğ u n u  n a s ıl gö reb iliriz?  A slında Lorentz g ru 



bu  6 -b o y u tlu d u r  (bkz. Şekil 18.3b). Bu tü r  b ir  şeyi görm enin  en genel yolu 
Lie ceb irin i incelem ek, bkz. §14.6, ve b u n u n  gerekli a sg a ri iş a re t değ işim 
leriy le  b ir lik te  h â lâ  ça lış tığ ın ı d o ğ ru lam ak tır .118-31 0(1, 3)'e b ak m an ın  ve 
ona a i t  6 -b o y u tlu lu ğ u  onu  R iem ann k ü resin e  ilişk in  s im etri g ru b u y la  iliş- 
k ilen d irerek  k on tro l e tm en in  o ldukça d ik k a t çekici a l te rn a t if  b ir  yo lunu  
k ısaca  (§18.5) göreceğiz.

MI Minkovvski uzay ın a  ilişk in  b ü tü n lü k lü  10-boyu tlu  s im etri g rubu , 
seçkin  F ran sız  m atem atikç i H enri P o incare 'in , 1854-1912, E in s te in 'ın  
1905'teki an a  k a tk ıs ın d a n  bağ ım sız  o la rak  özel göreliliğe ilişk in  tem el m a
tem atik se l yap ıy ı 1898 ve 1905 y ılla rı a ra s ın d a  in şa  etm ektek i b a ş a r ıs ın a  
d u y u lan  saygı neden iy le  P oincare g ru b u  o la rak  ad la n d ır ılır .3 P o incare  - 
g ru b u  görelilik  fiziğ inde, özellikle p a rçac ık  fiziği ve k u an tu m  a lan  k u ra m 
la rın d a  önem lid ir (25 ve 26. bölüm ler). K uantum  m ekan iğ in in  k u ra lla r ın a  
göre P o incare  g ru b u n a  ilişk in  gösterim lerin  (§§13.6, 7) tek il p a rç ac ık la ra , 
b u n la rın  kü tle  ve sp in  değerle ri b e lir li g ö ste rim le ri sa p tam ak  üzere 
(§22.12), k a rş ılık  geld iğ i o rtay a  çıkar.

A slında, görelilik  ilkesin in  MI iç in  h â lâ  işled iğ in i ile ri sü rm em ize o la 
nak  sağ lay an  şey, sa b it b ir  ışık  h ız ın a  sa h ip  o lsak b ile  (§§17.6, 8) bu  g ru 
b u n  gen işliğ id ir, tik  o larak , M u zay zam am n a  ilişk in  h er nok tan ın , ötelem e 
a lt g ru b u n u n  geçişken  doğası nedeniy le , d iğ e rle rin in  tüm üyle  e ş it b ir  ko
n u m d a o lduğunu  görürüz . Ek o la rak  b ü tü n ü y le  uzam sa l (3 boyutlu) dönel 
sim etriye  sah ib iz . Bu, b ir  h ızd an  (< c) h e rh an g i b ir  d iğerine geçm ekte b ü 
tü n se l b ir  se rb e s ti o lduğu  gerçeğ in i ifade  etm ek üzere geriye 3 b o y u t daha 
b ıra k ır  ve tü m  yap ı aynı kalır; b u  da tem elde MI'ye ilişk in  görelilik  ilk esi
dir! B iraz d ah a  resm i b içim de, gö relilik  ilk esin in  ile ri sü rd ü ğ ü , P oincare - 
g ru b u n u n  MI'ye ilişk in  za m a n sa l gelecek y ö n le r in in  d e m e ti  ü ze rin d e  ge
çişken b iç im de etk i e ttiğ id ir .4 B unlar, gelecek boş kon ile rin in  iç k ıs ım la rı
n ı iş a re t  eden  y ö n le rd ir  ve bu  yön le r gözlem cin in  dünya  çizg ilerine ilişk in  
o lası ta n ja n t y ö n le rd ir.11841 B unun la  b irlik te  bu  d u ru m u n  yaln ızca , G alile
ici ya d a  Nevvtoncı u zayzam an  boyunca o lan  "eşzam anlılık  d ilim leri" a ile 
s inden  vazgeçm iş o lm am ız neden iy le  geçerli o lduğu  b e lirtileb ilir . O nları 
korum ak  sim etriy i, b ir  h ızd an  d iğerine  geçm ek üzere herh an g i b ir  se rb e s ti 
b ırak m ay arak , b ir  u zayzam an  n o k ta s ı do lay ın d a  3 -b o y u tlu  0(3)'e ind irger.

M  [18.3] Bu durumda bunu 4x4 Lie cebiri matrislerini açık biçimde inceleyerek doğrulayın.
J Lorentz, Poincare ve Einstein'ın özel göreliliğin gelişmesinde rollerine ilişkin özel olarak ay- 

rm tılandınlm ış bir tartışm a için bkz. Stachel, 1995, s. 249-356. Kendi bakışıma göre, Eins- 
tein bile 1905'te özel göreliliğe tümüyle sahip değildi ve tabloyu tamamlamak Minkovvs- 
ki'nin 1908'deki 4-boyutlu perspektifine kadar sürdü; bkz. §17.8.

4 Ayrıca Poincare grubuna ait, gelecek zamansal yönleri geçmiş zamansal yönlere gönderen 
z a m a n  g eri çev iric i elemanlar da mevcuttur, 

i® [18.41 Poincare grubunun bu hareketini biraz daha ayrıntılı biçimde açıklayın.



18.3 Lorentzci ortogonallik; "saat paradoksu"

Bu bak ış aç ısı M 'yi y a ln ızca  k a rm a şık  CE4 (ya da C4) u zay ın a  ilişk in  b ir  
"gerçel kesit" ya da "dilim " o la rak  d eğ e rlen d ir ir  fa k a t E4'ü n  ken d isin d en  
fa rk lı k a ra k te rd e  b ir  k es it o la rak . D oğru z ih in se l tu tu m u  ben im sed iğ im iz  
sü rece  bu, o ldukça uygun  b ir  b ak ış  aç ıs ıd ır. Ö rneğin, Ö klitçi E4'te  ( "dik 
açılı" an lam ın a  gelen) "ortogonal" k av ram ın a  sah ib iz . Bu bizi, "karm aşık 
la ş tırm a "  işlem i yo luy la do laysız  o la ra k  CE4' nak led e r.5 B unun la  b irlik te  
bu  işlem i u y g u lad ık tan  so n ra  b ir  m ik ta r  fa rk lı o lm asın ı beklem ek d u ru 
m u n d a  o lduğum uz b e lir li tü rd e  öze llik ler m ev cu ttu r. Ö rneğin, CE4'te  b ir  
yönün  a rtık  kend isine , E4'te  kesin lik le  o rtay a  çıkam ayacak  b ir  şey  o larak , 
o rto g o n al o lduğunu  b u lu ru z . B unun la  b irlik te  bu  özellik, yeni gerçel d ili
m im iz, L orentzci M 'ye geri p as  a ttığ ım ızd a  v a r  o lm aya devam  eder. Böyle
ce Ml'deki o rtogonallik  kav ram ın ı ko ru ruz fa k a t a r tık  kend i kend ile rine  o r
togonal o lan  gerçel yön le r o lduğunu , b u n la r  fo ton  d ü n y a  çizg ileri boyunca 
uç veren  boş yön le r olm ak üzere  (alta bakın), görürüz.

Bu o rtogonallik  k av ram ın ı d ah a  ileriye ta ş ıy a b ilir  ve b ir  p n o k ta s ın d a 
ki r-d ü z le m  elem anı »j'ya ilişk in  tj1 ortogonal tüm leyem  ele a lab iliriz . Bu, 
p 'd e  b u lu n a n  jj'dak i tü m  yön le re  o rtogonal o lan  p 'dek i tü m  yön le re  ilişk in  
tj1 (4 — r)-d ü z le m  e lem an ıd ır. Böylece b ir  çizgi e lem an ın ın  o rtogonal tüm - 
leyeni b ir  3 -düzlem  elem anı, b ir  2 -düzlem  elem an ın ın  o rto g o n al tüm leye- 
n i b aşk a  b ir  2 -düzlem  elem anı ve b ir  3 -düzlem  elem an ın ın  o rto g o n al tüm - 
leyeni b ir  çizgi e lem anıd ır. H er d u ru m d a , o rtogonal tüm leyen i a lm ak  biz i 
baş lad ığ ım ız  e lem ana geri d ö n d ü rü r; d iğer b ir  dey işle  (t/1)1 =  »/. §13.9 ve 
§14.7 'de g ab ya da g ab' li b ir  vek tö r ya d a  te n sö r  n iceliğ i üze rindek i ind is  
d ü şü rm e ya da yükse ltm e iş lem lerin i ele ald ığ ım ızı an ım say ın . B ir r -y ü -  
zey e lem an ın ı tem sil eden b a s it  r -v e k tö rü  ya da b a s it  (4 — r)-b iç im in e  uy 
gu lan d ığ ın d a , §§12.4,7 u y a rın c a  (örn. t]ab >-> 7jab =  Ticdg acg bd; i}ab >-> r}ab =  

1l cdgac9bsh b u  y ü k se ltm e /d ü şü rm e  işlem i o rtogonal tüm leyene geçm eye 
k arş ılık  gelir; ay rıca  bkz. §19.2.

E4'te , b ir  rj 3 -düzlem  e lem an ın ın  o rtogonal tüm leyen i ö rneğ in , h içb ir  
zam an  j/ 'd a  içerilm em iş b ir  tj1 çizgi e lem anıd ır; bkz. Şekil 18.4. B ununla 
b irlik te  Şekil 18.4 'teki gibi, CE4'ü n  k a rm a ş ık la ş tır ılm a s ın a  ve o rad an  da 
fa rk lı gerçel M k esitine  geçebiliriz . A slında b u  işlem e önceki bö lüm de 
(§17.8) b izden , s ın ırs ız  b ir  ış ık  h ız ı ve m u tlak  b ir  zam an ın  ik is in i de is te d i-

5 Özellikle kuantum mekaniği kendileri için zaten tanıdık olan okuyuculara, burada kullandı
ğım karmaşık "ortogonallik" kavramının zorunlu şekilde holomorfik (bu tümüyle "karmaşık- 
laştırma"nın ilgili olduğu ş ey olmak üzere) olup karmaşık eşlemeyi gündeme getiren 
§13.9’daki Hermitsel kavram olmadığını ve matematik ve fiziğin diğer pek çok alanında kul
lanıldığını vurgulamak isterim.



Şekil 18.4 E4'te bulunan, p noktasındaki b ir t] r-düzlem  elem anı (4 -  r)-düzlem  elemanı 
olan b ir ı/1 ortogonal tümleyene, ıj ve ı/1 h içb ir zam an h içb ir zam an ortak b ir yöne sahip 
olmam ak üzere, sahiptir, (a) özel olarak, »/ b ir 3-düzlem  elem anıysa, rç1 ona norm al olan 
yöndür, (b) ı; b ir 2-düzlem  elem anıysa j/1 başka b ir 2-düzlem  elem anıdır.

ğim izde görelilik  ilkesin in  k o ru n am ad ığ ın ı gö ste ren  (Şekil 17.15), b ir  p 
n o k ta s ın d a  zam an sa l b ir  yön ("sabit durum ") bu lm ak  üzere b ir  zam an  d ili
m ine (uzaysal 3 -düzlem  elem anı) ilişk in  o rtogonal tüm leyen  is ten d iğ in d e  
b a şv u ru y o rd u k .11851 Yine de ş im d i gelin  b u n u  te rs te n  okuyalım . M 'deki b e 
lir li b ir  p o lay ın d a  eylem siz b ir  gözlem ciyi göz önüne alın . Gözlem ciye a it 
d ünya  ç izg is in in  p 'd e  b ir  r  (zam ansal) yönüne sa h ip  o lduğunu  varsay ın . 
Bu d u ru m d a  t1 3 -uzay ı, d iğer b ir  dey işle  gözlem ci ta ra fın d a n  p 'y le  eşza 
m an lı o lduğuna in a n ıla n  kom şu  o la y la r o gözlem ci iç in  p 'dek i "bü tünüy le  
uzam sal"  y ö n le rin  a ile s in i göste rir.

B u radak i am acım  özel görelilik  k u ram ın ın  ay rın tıla r ın ı, özellikle b u 
n u n  n iç in  m aku l b ir  "eşzam anlı" kav ram ı o lduğunu  görm em ek üzere  g e liş
tirm ek  değ ild ir. Bu tü r  b ir  şey iç in  okuyucu  pek çok h a r ik a  m etne  b a şv u 
ra b il ir .6 B unun la  b irlik te  bu  eşzam an lılık  k av ram ın ın  gerçekte gözlem ci
n in  h ız ın a  bağ lı o lduğu  n o k ta s ı b e lirtilm e lid ir. Ö klitçi geom etride u za y d a 
ki b ir  yöne ilişk in  o rtogonal tüm leyen  o yön değ iş tiğ in d e  değ işecek tir (Şe
kil 18.5a). B u rad an  hareketle , L orentzci geom etride o rtogonal tüm leyen  de

M  [18.5) (i) M'de bulunan bir 3-düzlem elemanı i)'nm kendi ij1 ortogonalini içermesi hangi ko
şullarda olasıdır? (ii) CiE, 'te, kendilerinin ortogonal tümleyeni olan iki ayrı 2-düzlem ailesi
olduğunu ve bunların hiçbirinin M'de bulunamayacağını gösterin. (Bu karmaşık "öz ikili" ve
"karşı-öz ikili" denen 2-düzlem daha sonra hatın  sayılır b ir öneme sahip olacak; bkz. §32.2
ve §33.11.)

6 Bkz. örneğin, Rindler, 1982, 2001; Synge, 1956; Taylor ve VVheeler, 1963; Hartle, 2002.



Şekil 18.5 (a) Öklitçi 4-geom etride b ir  yön dönerse ona a it ortogonal tüm leyen 3-düzlem  
elem anı da döner, (b) Bu ayrıca, Lorentzci 4-geom etri için de doğrudur fakat zam ansal 
b ir yön için ortogonal tüm leyen 3-düzlem in açısı ("eşzamanlılığın" uzam sal yönleri) ters 
anlam da hareket eder, (c) B uradan hareketle, yön boş haline gelirse ortogonal tümleyen 
aslında o yönü içerir.

yön (diğer b ir  deyişle gözlem ci hızı) değ iştiğ inde  değ işecek tir. Tek fark , 
değ işim in  o rtogonal tüm leyen i ö k litç i d u ru m d a  o lan ın  aksi yönde eğm esi
d ir  (bkz. Şekil 18.5b) ve b u  ned en le  b ir  yöne ilişk in  o rto g o n al tüm leyen  
iç in  o yönü  içerm ek, ü s t te  b e lir tild iğ i üzere, o lasıd ır; b u  b ir  boş yön için  
(diğer b ir  deyişle ışık  kon isi boyunca) o rtay a  ç ıkan  d u ru m d u r.

E4'ten  MI'ye geç işte  ay rıca  eş its iz lik le rle  ilg ili d eğ iş im ler de m evcu ttu r. 
B un ların  en çarp ıc ı o lan ı özel gö reliliğ in  " saa t parad o k su "  (ya da "ikiz p a 
radoksu") o la rak  a d la n d ır ıla n  şey in  özünü  içerir. Bu p a ra d o k s  b az ı okuyu
c u la r  iç in  ta n ıd ık  o lab ilir; b ir  u zay  gem isine b in ip  u zak  b ir  gezegene ışık  
h ız ın a  yak ın  b ir  h ızd a  yo lcu luk  eden ve d ö n d üğünde  d ü n y ad ak i zam anın , 
kend is i yaln ızca  b irk aç  y ıl yaş lan m ışk en , b irkaç yüzyıl ile rlem iş o lduğunu  
gören  b ir  uzay  gezgin ine değ in ir. B ond i'n in  v u rg u lad ığ ı g ib i (1964, 1967), 
h a re k e tli b ir  s a a t ta ra f ın d a n  kayded ilen  zam an ın  ak ış ın ı gerçek ten  b ir  
dünya  çizg isi boyunca ö lçü lm üş b ir  tü r  "yay uzun luğu" o la rak  kabu l e d e r
sek b u  d u ru m d a  olgu, ö k litç i u zay d a  b u lu n a n  iki nok ta  a ra s ın d a k i u za k lı
ğın, bu  uzaklığ ın  ü ze rin d e  ö lçü ldüğü  yola bağ lı o lm ası gerçeğ inden  d ah a  
faz la  kafa k a rış tır ıc ı değ ild ir. H er ik is i de ayn ı denklem le, /  ds, h e sa p la n ır  
fa k a t Ö klitçi d u ru m d a  düz yol ik i sa b it  uç n o k ta  a ra s ın d a  ö lçü len  uzaklığ ı 
m in im um a ind irm ey i g ö ste rirk e n  Minkovvski d u ru m u n d a  düz yo lun , d iğer 
b ir  dey işle  ey lem siz, ik i s a b it  uç o lay  a ra s ın d a  ölçü len  zam an ı m a k s im u 
m a  ç ıka rm a y ı göste rd iğ i o r ta y a  ç ık ar (ayrıca bkz. §17.9).

Tüm  b u n la rın  açığa ç ık a ran  tem el eş its iz lik  s ıra d a n  Ö klitçi geo m etri
deki üçgen  eşitsizliğ i o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyd ir. ABC Ö klitçi h e rh an g i b ir  
üçgense k en a r u zu n lu k la rı, eş itliğ in  o lduğu

AB + BC >  AC



ifad e s in i sa ğ la r  (bkz. Şekil 18.6a). E lbe tte , b u n la r  s im e tr ik tir  ve AC kenarı 
iç in  h an g is in i seçtiğ im iz in  önem i yok tu r. Lorentzci geom etride , k en a rla r ın  
tü m ü  zam an sa l o ld u ğ u n d a  yaln ızca  tu ta r l ı  b ir  üçgen eş its iz liğ i elde ederiz  
ve b u  d u ru m d a  a r tık  şey leri uygun  biç im de, AB, BC ve AC'nin tü m ü  gele
ceğe yön lenm iş o lacak  şek ild e  düzenlem eye d ikkat etm ek zo ru n d a  o luruz 
(bkz. Şekil 18.6b). E şits iz liğ im iz  a rtık , e ş itliğ in  y ine A, B ve C 'n in  tü m ü  eş- 
doğ ru sa l, d iğer b ir  dey işle  eylem siz b ir  p a rçac ığ ın  d ünya  çizg isi üzerinde  
o ld u ğ u n d a  geçerli olm ak üzere te rs  dönm üştü r:

AB +  BC <  AC.

B unun yo rum u  k es in  b iç im de "saa t p aradoksu" o larak  a d la n d ır ıla n  şeydir. 
Uzay gezg in in in  dünya  çizg isi k ırık  ABC yoluyken, dünya  yerleşim cile ri 
AC dünya  çizg is ine sa h ip tir . E ş its iz lik  u y arın ca  uzay  gezg in in in  sa a tin in  
gerçek ten  dün y ad ak in e  göre d ah a  k ısa  b ir  top lam  zam an  k ay d e ttiğ in i gö 
rü rüz .

Ş e k il  1 8 .6  (a) E ş it l iğ in  
y a ln ız c a  A  B v e  C 'n in  e şd o ğ -  
ru sa l o ld u ğ u  b o z u lm u ş  d u 
ru m d a  g e ç e r li o ld u ğ u  Ö k litç i  
AB + BC > AC ü çg e n  e ş i t s i z l i 
ğ i. (b) tü m ü  g e le c e k  z a m a n s a l  
AB, BC, A C 'y le  b ir l ik te  Lo- 
r e n tz ,y e n  g e o m e tr id e  e ş i t s i z 
l ik  te r s  d ö n e r: e ş i t l ik  y a ln ız c a  
A, B v e  C 'n in  tü m ü  e y le m s iz  
b ir  p a r ç a c ığ ın  d ü n y a  ç iz g is i  
ü z e r in d e  o ld u ğ u n d a  g e ç e r li  
o lm a k  ü ze re  AB + BC < AC.
Bu, ö z e l g ö r e li l iğ in  "saat p a -  
radoksu " n u  ö rn ek ler; ABC  
d ü n y a  ç iz g is in e  s a h ip  b ir  
u z a y  y o lc u s u  D ü n y a d a k i y e r 
le ş im c in in  A C 'sir ıd en  d a h a  
k ıs a  b ir  z a m a n  a ra lığ ı d e n e 
y im le r . (c) Ö k litç i b i r  ü çg en in  
k ö ş e le r in i “p ü r ü z s ü z le ş t ir -  
m ek"  k en a r  u z u n lu k la r ın d a  
k ü çü k  b ir  f a r k  y a r a t ı r  v e  d ü z  
y o l h â lâ  k ıs a d ır , (d) B en zer  
ş e k i ld e  iv m e le r i  (k ö şe ler i “p ü -  
rü zsü z le ş tire re k " ) s o n lu  y a p 
m a k  z a m a n la r d a  k ü çü k  b ir  
f a r k  y a r a t ı r  v e  d ü z  (ey lem siz )  
y o l h â lâ  d a h a  u zu n d u r.

(a)

(c)



B azıları bu  aç ık lam adak i uzay  gem isin in  ivm esin in  uygun  b iç im de h e 
sa b a  k a tılm ad ığ ın d an  k u şk u la n ır  ve as lın d a  ben , şey leri a s tro n o tu n  B o la
y ın d a  itic i b ir  (diğer b ir  dey işle  sonsuz) ivm eye m aru z  k a lır  görüneceği 
(ölüm cül o lm ası gereken!) şek ilde idealize  ettim . B unun la  b ir lik te  bu  konu, 
Şekil 18.6d 'de b e lir tild iğ i üzere, üçgen in  köşe lerin i b a s i t  b iç im de pü rü z- 
sü z leştirm ek  yo luyla h a lled ilir . Zam an fark ı. Şekil 18.6c'de g ö ste rilen  ilg ili 
Ö klitçi "p ü rü zsü zle ştir ilm iş"  üçgen d u ru m u n d a  açık o lduğu  üzere, pek de 
faz la  etk ilenm ez. İvm eyle b a şa  ç ıkab ilm e üzere E in s te in 'ın  g en e l görelili
ğ ine  geçm enin  gerekli o lduğu  sık lık la  ta r t ış ıla g e lm iş tir  fa k a t b u  tüm üyle 
y an lış tır . S aa t za m a n la rıy la  ilg ili y a n ıt h er iki k u ram d a  da /  ds (ds >  O'la 
birlik te) denklem i k u lla n ıla ra k  elde ed ilir. A strono tun  ivm elenm esine, t ıp 
kı genel görelilik tek i g ibi, özel gö relilik te  de iz in  verilir. Ayrım  b a s it  o la 
rak , ds n iceliğ in i h esap lam ak  üzere  h an g i gerçek m etriğ in  k u llan ılm ak ta  
o ld u ğ u n d a  y a ta r; d iğer b ir  dey işle  gerçek g ^ 'y e  bağ lıd ır. Özel görelilik te , 
b u  m e triğ in  M Minkovvski g eo m etris in in  düz m etriğ i o lm ası koşu luy la  ç a 
lışm ak tay ız . K ütleçekim sel a la n la rı h e sa b a  katm am ız gerek tiğ inde E inste- 
in 'ın  genel göreliliğ ine ilişk in  eğik m etriğ i o r tay a  koym ak zo ru n d a  oluruz. 
Bu, d a h a  ay rın tılı o la rak  so n rak i bö lüm de ta rtış ıla ca k .

18.4 Minkovvski uzayındaki hiperbolik geometri

Minkovvski g eom etris in in  baz ı gö rü n ü m lerin e  d ah a  ve b u  geom etrin in  
Ö klit'ink iy le  ilişk is in e  göz a ta lım . Ö klitçi geom etride s a b it  b ir  O n o k ta s ın 
dan  s a b it  b ir  a uzak lığ ında  o lan  n o k ta la rın  yeri b ir  küre b e lir tir . E lb e ttte  
bu  E4'te  b ir  S3 3 -k ü re s id ir . M 'de n e  olur? Şim di, a ’yı (diyelim  ki pozitif) 
gerçel ya da (aslında) s ır f  sa n a l b ir  say ı o la rak  k ab u l etm em ize göre (ter
cih  e ttiğ im  H----------im zasın ı ben im sem ek üzere; aksi d u ru m d a  ro lle r  te r s i
ne döner) ele alm am ız gereken  iki fa rk lı du rum  söz konu su d u r; bkz. ik i d u 
ru m u  d a  örnekleyen Şekil 18.7.

B urada , a 'n m  sa n a l o lduğu  d u ru m  biz i özellikle ilg ilend irm iyor. Ş u 
ha ld e  a > 0 o la rak  (a <  0 d u ru m u  eşdeğer olm ak üzere) v a rsay alım . "Kü- 
re ''m iz a r tık  b ir i gelecek ışık  kon isinde  yer alıp  "tas biçim li" o lan  K + ve 
d iğeri geçm iş ışık  kon isinde b u lu n u p  "tepe biçim li" o lan  olm ak üzere 
ik i p a rç a d a n  o lu şu r. üze rine  (M~ uzay ı b en zer olm ak üzere) yo ğ u n la
şacağız. JC+ ü zerindek i as ıl m e trik  ned ir?  O kesin lik le , k en d isin e  M 'ye y e r
le ş tir ilm iş  o lm ası neden iy le  yük lenen  b ir  m etriğe  sa h ip tir . ( J f +'dak i b ir  
eğ rin in  u zu n lu k ları örneğin , onu  b a s it  b iç im de M 'de b ir  eğ ri o la rak  ele a l
m ak yo luy la  tan ım lan ır.) A slında b u  d u ru m la  ilg ili o la rak , M + boyunca 
v a r  o lan  yö n le r uzaysa l o ld u ğ u n d an  (+ +  +  -  im zalı) d i2 en  iy i ö lçüdür.



Ş e k il  1 8 .7  S a b it  b i r  O n o k 
ta s ın d a n  s a b i t  b i r  a  M in k o w s-  
ki u z a k lığ ın d a k i n o k ta la r ın  y e 
ri o la ra k  M 'd ek i "küreler".
a  >  O 'sa  --------- d s2 im z a s ıy la
b ir lik te ) , ik i " h ip erb o lik " p a rça  
e ld e  e d e r iz ;  (ge lecek  ış ık  k o n is i  
iç in d e) “ta s  b iç im li" M *  ve  
fg e ç m iş  ış ık  k o n is i iç in d e ) “te p e  
b iç im li  H ~ . S a n a l a  iç in  (ya  d a  
g e rç e l a  v e  +  + + -  di2 im 
z a s ıy la  b ir lik te )  O 'dan  u z a y sa l  
a y r ılm ış  te k  y a p r a k lı  b ir  h i
p e r b o l b iç im lis i  e ld e  e d e r iz .

J f +'ya a i t  m e triğe  ilişk in  iyi b ir  tah m in d e  b u lu n a b ilir iz  çünkü  esasen  o, 
b ir  tü r  "küre"d ir fak a t "çevrik im zalı" b ir  küre. Bu ne o lab ilir?  Jo h a n n  
L am bert'in , Ö klit'in  5. ö nerm esin in  çiğnend iğ i b ir  geom etri o lu ş tu rm a  o la 
sılığ ı üzerine  1786'daki d ü şü n ü şü n ü  an ım say ın . O sa n a l y a rıç ap lı b ir  "kü- 
re"nin, bu  tü r  b ir  şeyin  gerçek ten  b ir  an lam  ifade e tm esi k oşu luy la  böylesi 
b ir  geom etri sağ layacağ ın ı d ü şü n d ü . A slında h en ü z  verilm iş o lan  JC+ o lu 
şum um uz b u  tü r  b ir  h ip e rb o lik  geom etri m odeli o lan  fak a t b u  kez 3-bo- 
y u tlu  b ir  uzay  sağ lar. L am b ert'in  Ö k litç i-o lm ayan  düzlem in i (h iperbolik  
düzlem ) elde etm ek üzere tü m  yapm am ız gereken ü s tte  aç ık lanm ış o lan  
şeydeki u zam sa l b o y u tla r ın  b ir in d e n  vazgeçm ektir. H er d u ru m d a  "h iper
bo lik  düz çizgiler" (jeodeziler) b a s it  o la rak  J f +'n ın  2 -düzlem le O 'dan  geçen 
k es iş im id ir  (Şekil 18.8).

E lbe tte , L am b ert'in  k a fa s ın ın  iç inde b u n a  ben zer b ir  gizli y ap ın ın  o l
m uş o lab ild iğ in i düşünm ek  b ir  şek ilde  tu h a ftır . Yine de bu  du rum , im za
la r ın  "çevrilebild iğ i" ve gerçel n ite lik le r in  san a l, sa n a l n ite lik le rin  gerçel 
y ap ılab ild iğ i b u  genel tü rd ek i f ik irle rin  içsel tu ta r lılığ ın a  ilişk in  b ir  şey le
ri ö rnekler. Bu, L am b ert'in  ko lay lık la  o ldukça g üven ilir sezg ile r ed in eb il
m esiy le ilg ili b ir  şeydir. Şekil 18.9'u incelem ek belk i de öğretic i o lab ilir . 
B u rad a  Minkovvski 4 -u za y ın a  ilişk in  ( t , x , y , z ) k o o rd in a tlı t 2 —x2 —y2 — 
z2 =  0 ışık  kon isin i çizdim  ve çeşitli X d eğerleri iç in  h ep s i de

z  + t + A(t — z) =  2

düzlem leri a rac ılığ ıy la  b e lir li b ir  t  = 1 =  z  düzlem i iç inden  a lınm ış k e s it
le r  a ile s in i gösterd im . Bu kes işim  2 -b o y u tlu d u r  ve h e r  b ir  p o z itif  A değeri



n+
hiperbolik geometrisine 

ait "düz çizgi"

Ş e k i l  1 8 .8  X *  'daki "h iperbo lik  b ir  
d ü z  ç izg i"  (jeodezi) O 'dan geçen  b ir  
2 -d ü z le m in  ’y la  k es iş im id ir . (2- 
b o y u tlu  d u ru m  g ö ste r ilm e k te d ir  
fa k a t  3 -b o y u tlu  b ir  M * iç in d e  d u 
ru m  benzerdir.)

Ş ek il 18.9 t2 -  x 2 -  y 2 -  z2 =  0 ışık  konisin in  z  +  t  + A(t -  z) =  2 3-düzlem i aracılığıyla  
2-düzlem  t =  1 =  z  boyunca kesitleri, y  koordinatı baskılanm ış, bu nedenle boyutlar 1 
indirgenm iş görünüyor. A >  0 olduğunda S  kesiti A =  1 yatay durumunca örneklenen bir 
2-küre d /2 m etriğine sahip olur. A =  0 olduğunda parabol b içim li E  kesitin e ilişk in  Öklit
çi düz d /2 m etirğini elde ederiz. A <  0 olduğunda, A =  —1 durumundaki düşey hiperbolik  
H  k esitiy le gösterilen  hiperbolik  bir df2 m etriği elde ederiz.

iç in  b u  2-yüzeye ilişk in  m e triğ in  tam  o la rak  b ir  kü ren ink i, A-1/ 2 =  l/VÂ 
y arıçap ın ın k i o lduğu  (di2 m etriğ iy le  ilg ili olarak) o rtay a  çıkar. A =  0 o ld u 
ğunda  s ıra d a n  b ir  Ö klitçi düzlem in  m etriğ in i elde ederiz. (Bu kesim  "düz" 
değil fa k a t d a h a  çok "p arabo l b içim li" gö rünüyor, y ine de as ıl m etriğ i a s 
lın d a  düzdür.)11861 A n e g a tif  hale  geld iğ inde kes işim  sa n a l y a rıç ap lı (= 1 /

[18.61 Tüm bunları gösterin, tpucu: w = (t — z — 1/A) ■Jk = (1 — t — z)/VA olmak üzere x, y  ve z 
koordinatlarını kullanmak faydalıdır.



VI) L am bert k ü resid ir. A slında o h iperbo lik  geom etriye ilişk in  (d/2'den) b ir  
esas  m etriğe  sa h ip tir . Bu yo lla , L am b ert'in  sa n a l y a rıçap lı k ü re le rin  a n 
lam  ifade  e ttiğ in e  ilişk in  v a rsa y ım sa l öngö rü sü n ü n , h e r  ne k a d a r  kendi 
zam an ın d an  y üzy ılla rca  ile ride  o lsa da, m ükem m el o larak  d o ğ ru land ığ ın ı 
görürüz.

H iperbo lik  geom etriy le ilg ili "sözde küre" X + b iç im indek i o lu şum  Belt- 
ra m i'n in  §§2.4, 5 'te  (2 -boyu tlu  durum da) aç ık lanm ış o lan  konform al ve iz- 
dü şü m sel göste rim le riy le  do laysız b iç im de ilişk ilen d irileb ilir . Şekil 
18.10 'da tü m  b u n la rın  J f +'d a n  do laysız o la rak  elde ed ilebileceği yolu, M3 
Minkovvski 3 -u zay ın d ak i [ t,x ,y  koord inatlı) 2 -b o y u tlu  sözde küre  d u ru m u 
nu  açık b iç im de göste re rek  ö rnek lend ird im . J f+ 'y ı t 2 -  x2 — y 2 =  1 denk le
m ine sa h ip  o la rak  kabu l ettiğ im izde onu  (0, 0, 0) o rijin inden  t  =  1 düzlem i
ne y a n s ıta ra k  B e ltram i'n in  "Klein" (izdüşüm sel) gö ste rim in i ve (-1, 0, 0) 
"güney k u tb u ''n d a n  t =  0 "ekvato ra l düzlem ''e y a n s ıta ra k  B e ltram i'n in  "Po
incare" g ö ste rim in i ("stereografik  yansıtm a"; bkz. §8.3, Şekil 8.7) elde ede
riz .,18-71

Şek il 18.10 M3 Minkovvski 3 -uzayında 5 f+'ya ait (t2 -  x2 -  y 2 =  l ' le  verilen) hiperbolik 2 -  
geom etri Beltram i'nin (sırasıyla Şekil 2.11 ve 2.16’da gösterilen , M. C. Escher bask ısı ve  
değiştir ilm iş versiyonunda) konform al ve izdüşüm sel gösterim leriyle dolaysız olarak  
ilişkilenir. Beltram i'nin izdüşüm sel ("Klein") m odeli J f+'yı (0, 0, 0) orijininden t =  1 düz
lem indeki birim çem berin içine yansıtm ak yoluyla elde edilir. Beltram i'nin konformal 
(Poincare) m odeli J f+’y ı (-1, 0, Ol’dan t =  0'daki birim çem ber içine yansıtm akla elde ed i
lir. (Ayrıca Şekil 2.17'deki Beltram i geom etrisine de bakın.) Benzer oluşum  M'deki h iper
bolik 3-geom etri için  de geçerlidir.

®  [18.7] Hiperbolik düz çizgilerin niçin "Klein" durumunda düz olarak ve Poincare durumunda 
sınırla ortogonal biçimde buluşan çemberler tarafından gösterildiğini, bu ikinci durumun 
aslında neden konformal olduğunu bir "imza çevrimi"nin kullanımı yoluyla belirterek göste
rin.



Gelecek zam an sa l yö n lerin  3 f+'ya a it n o k ta la rca  g ö ste rild iğ in e  (kesin
lik  iç in  a = 1 o la rak  k ab u l ediyorum ) d ik k a t edin . B u n lar b a s it  o la rak  k ü t
leli b ir  p a rçac ığ a  a it o lası h ız la rd ır . Böylece JC+ gö relilik  k u ram ın d ak i h ız  
u za y ı  o la rak  d ü şü n ü le b ilir. (Bu k o nunun  §2 .7 'n in  so n u n d a  o rta y a  çık tığ ın ı 
an ım sayın .) H ızların  b a s it  o la rak  no rm al b iç im de to p la n am am a sı, gö re li
liğe ilişk in , in sa n la rın  çoğu kez en ra h a ts ız  edici b u ld u k la rı gö rünüm ler-

3

den  b ir id ir . Bu nedenle , özelde, b ir  uzay  gem isi b ir  y önde d ü n y ay a  göre - c
3

h ız ın d a  h a re k e t e tseyd i ve ayn ı u zam sa l yönde ken d isin e  göre - c  h ız ına  

sa h ip  b ir  füze f ır la tsay d ı, b u  d u ru m d a  füze d ü nyaya  göre ış ık  ö tesi 

( j  + j ) c = \ c h ız ıy la  değil y a ln ızca  ^ c 'y l e  h a re k e t eder. (B uradaki c, y a l

n ızca  açık lık  iç in  yen iden  su n u lm ak  üzere, ışık  h ız ıd ır; b ir im le r  c =  1 o la
cak  şek ilde seçilir.) Bu d u ru m  b u ra d a  h ip erb o lik  geom etridek i u zu n lu k la r ı 
to p lam ay a  ilişk in  b ie  etk i o la rak  a n la ş ılır  (bkz. Şekil 18.İ l ) .11881

B unu kav ram ak  için , Bu h ip e rb o lik  "uzunluk" k av ram ın ın  fizik i y o ru 
m u n u  an lam a gereksin im indey iz . A slında o (kendisi iç in  p Y unan  h a rf in i 
ku llanacağ ım ) sü ra t  o la rak  b ilin en  nicelik , v  h ız ı b iç im inde (sağ ta ra fta k i 
ifad e  p'ya ilişk in  "h iperbo lik  ta n jan t"  o la rak  a d lan d ır ılıp  "tanh p"o larak  y a 
z ılan  şey  o lm ak üzere)

p = 2 logî^ diger bir v =
denklem ince (Şekil 18.12'de çizilm iş) ta n ım la n an  b ir  n ice lik tir . S ü ra t b a s i t  
o la rak  h iperbo lik  W + uzay ın d ak i "uzaklığın" (a = 1 o ld u ğ u n d an  b irim  söz
de y a rıç ap a  sah ip  o larak , bkz. §§2.4, 6, seçilm iş) ö lçü sü d ü r. Işığ ınk iy le 
k a rş ıla ş tır ı ld ığ ın d a  d ü şü k  o lan  v  h ız la r ı iç in  s ü ra t  v 'y le  ay n ıd ır .11891 Şekil

Ş e k il  18.11 G örelilik k u 
ram ın d a k i h ız  uzayı, 
p  (=  ta ııh "1 v) ça b u k lu ğ u  K *  
ü zerin d ek i h ip erb o lik  
uza k lığ ı (c = 1 ış ık  h ız ı so n 
s u z  p 'y a  k a r ş ılık  gelir) ö lç 
m ek  üzere, 3 f+ (birim ) h ip er
b o lik  u za y ıd ır . B u  d u ru m , 0  
a ç ıs ın ın  m e rkezin d e  yer  
a ld ığ ı b ir im  çem b e r  ü ze r in 
dek i u za k lık la  ("im za çevr il
m esi"  yoluyla) benzerd ir .

®  [18.81 Hiperbolik geometrideki uzunlukların toplanmasının neden, aynı uzamsal doğrultuda
ki uc  ve vc  hızlarını "toplamak" üzere burada kullanılan toplama denklemi sonucunu, diğer 
bir deyişle (u + v ) c j ( l  + uv)  ifadesini doğurduğunu görmek için bir "imza çevrimi" argüma
nını kullanın.



Şekil 18.12 P =  ^'08 {y ^ t} ' diğer bir dey işle  v  = (ep -  e p) / ( e p +  e p) =  tanh p  ile  
tanım lanan p  çabukluğu biçim indeki v  h ızın ın  grafiği.

2.11'de h ip erb o lik  geom etriy le  ilg ili so nsuz luğu  (p = oo) aç ık layan  E scher 
ta b lo su n d a k i s ın ırın  u la ş ıla m az  c (=  1) s ın ır  h ız ın ı gösterir.

Aynı yönde h ız la r  o lu ş tu rm ak  o n la ra  a i t  sü ra tle r i b a s it  b iç im de to p la 
m ak (diğer b ir  dey işle h ip e rb o lik  u zu n lu k la rı toplam ak) yo luy la aç ık lan ır; 
bkz. Şekil 18.13a. F ark lı yönlerdeki h ız la r ı b a s it  şek ild e , §11.4 'te (uygun 
b iç im de "im zası çevrilen") s ıra d a n  d ö n d ü rm eler iç in  verilen  yön tem i Şekil 
11.4 'te göste rild iğ i üzere k u lla n a rak  o lu ş tu ra b ilir iz . B urada , h e r  b iri, h i
perbo lik  uzun luğu  göste rd iğ i çabu k lu ğ u n  (Şekil 11.4 'teki yay u zu n lu k la r ı
n ın  k end isi e tra fın d a  d öndürü lecek le ri aç ın ın  tam  o la rak  y a rıs ı o lm ala rı 
gerçeği uyarınca) tam  o la rak  y arıs ı o lan  b ir  h ipe rbo lik  p a rç a  ta ra fın d a n  
göste rilen , o lu ş tu ru la ca k  iki h ıza  u y g u lan an  h iperbo lik  b ir  üçgen  ya sa sı 
ku llan ırız ; bkz. Şekil 18.13b.

Ş ek il 18.13 Hiperbolik J f+ hız uzayında görelilik  biçim indeki h ızların oluşturulm ası, (a) 
Aynı yöndeki hızlar için b asit olarak süratleri toplarız, (b) Farklı yönlerdeki h ızlarla ilg ili 
olarak, onları oluşturm ak için, hiperbolik kenar uzunlukları kendilerine a it ilg ili süratle
rin yarısı olm ak üzere, bir üçgen kuralı kullanırız. (Kanıtı aynı olmak üzere, sıradan 2 -  
uzay döndürm elerini açıklayan Şekil 11.4b’y le  karşılaştırın.)



18.5 Bir Riemann küresi olarak gökküresi

Şim di h iperbo lik  K + g eom etris ine  ilişk in  "sonsuzdak i s ın ır" la  ilg ili iç 
sel geom etriye, a rtık  ilg ili o lduğum uz uzayzam an ın , b u  s ın ır  Şekil 2 .11'd e 
ki E sch er ta b lo su n d a k i s ın ır  o la rak  bu lduğum uz b ir  çem ber (S1) yerine  a r 
tık  b ir  S2 k ü res i o lacak  şek ilde b ü tü n se l 4 -b o y u tlu  M inkovvski uzayzam anı 
o lu şu  açık h a le  gelm e zo ru n lu lu ğ u n d a  olm ak üzere, göz a ta lım . Bu k ü re 
n in  h e r  b ir  n o k ta sı boş kon in in  kend isi üzerinde , k ü tle li p a rç ac ık la rca  
u la ş ıla m ay a n  sın ırlay ıc ı ış ık  h ız ın ı tem sil eden b ir  yöndür. B unun la  b ir 
lik te  bu  s ın ırlay ıc ı h ız  kü tle s iz  p a rç ac ık la r  iç in  u la ş ıla b ilird ir ; gerçek te bu 
hız se rb e s t uçuş h a lin d ek i k ü tle siz  p a rç ac ık la r  iç in  söz k o n u su  o lan  tek 
h ızd ır . Şans eseri fo to n la r  bu  tü rd e  k ü tle siz  p a rç a c ık la rd ır  ve o n la rı gö re
b ilirs in iz . A slında fiili o la rak , gökküresi sa h n es in i a lg ılad ığ ın ız  anda , gö
zünüz ta ra fın d a n  k a v ra n a n  O o lay ında  m erkezlenm iş ışık  k on isin i o lu ş tu 
ra n  ış ık  ış ın la r ı a iles in i g ö rü n tü le rs in iz . E sasen  ışık  kon isindek i ış ın la r ın  
y a ln ızca  y a r ıs ı k a d a rın ı a lg ıla rs ın ız  fak a t sizi çevreleyen  b ü tü n se l b ir  
gökküresi gö rü şü n e  sa h ip  o la rak  d ış uzayda  b u lu n d u ğ u n u z u  h ay a l ed e rse 
n iz O 'ya a i t  tü m  ışık  kon isin i o lu ş tu ra n  ış ın  k ü res in e  ilişk in  d ah a  iyi b ir  
tab lo y a  sa h ip  o lu rsunuz . Belki de b u  küreyi O 'ya a i t  g eç m iş  k ü resin i gös
te r i r  b iç im de gö rün tü lem ek  d ah a  k o layd ır çünkü ilg ilend iğ im iz  şey gözü
n ü zd en  çıkan  değil onun  iç ine g iren  ış ık tır . B unun la  b ir lik te  ışık  ış ın la rı, 
boş düz ç izg iler an lam ın d a , geçm işten  geleceğe h e r  iki yönde g en iş le r ve 
böylece gökküresi b a s i t  o la rak , O 'dan  geçen tü m  ışık  ış ın la r ın a  ilişk in  bu  
S  a ile s in i tem sil eder b iç im de de d ü şü n ü le b ilir. (Ayrıca bkz. §33.2.)

Bu S  uzayı topolojik  o la rak  kesin lik le  b ir  2 -k ü re d ir  fa k a t n o t ed ilm esi 
gereken b e lir li b ir  y ap ıya  sa h ip  m idir? Onu m etrik  sağ lay an  2 -b o y u tlu  b ir  
R iem anncı uzay  o la rak  d ü şü n eb ilir iz . En b e lirg in  yol ış ık  kon isinden , S 'y i 
tem sil e tm ek üzere b ir im  y a rıç ap lı x 2 + y 2 + z 2 = 1 m e trik  k ü resin i 
(t2 — x 2 -  y 2 -  z 2 =  0 koni denklem inden) elde etm ek iç in , d iyelim  ki t  -  1 
u zam sa l 3 -düzlem i a rac ılığ ıy la  b ir  dilim  alm ak tır. A lte rn a tif  o la rak  t  =  1 
o lan  koniyi d ilim leyeb ilir ve yine, b iriy le  d iğeri a ra s ın d a k i ilişk i (bu m e t
riğ i koruyan) an tip o d a l h a r i ta  yo luy la  olm ak üzere, b irim  y arıçap lı b ir  k ü 
re elde ederiz. Yine de, b e lir li b ir  gözlem cinin  O 'dan  geçen dünya  çizg isin i 
ay ırıp  o gözlem ciye a it “t  k o o rd in a tın ı"  ku llanm ad ığ ım ız  sü rece  koniyi d i
lim lem eye ilişk in  bu  b e lir li y o lla r la  ilg ili özel h iç b ir  şey söz konusu  o l
m az. Aynı O o lay ıy la k a rş ıla şa n  fak a t ilk ine o ran la  o ldukça yüksek b ir  
h ız la  yo lcu luk  eden b a şk a  b ir  gözlem ci iç in  kend i y ap tığ ı gökküresi h a r i
ta s ıy la  d iğe r gözlem cinin  y ap tığ ı a ra s ın d a  b ir  uyuşm azlık  söz k o n u su  o la 
b ilir.

E sasen , 1725'te Ja m e s  B rad ley  ta ra fın d a n  gözlem lenen, y ıld ız la rla  ilgi
li sa p m a  o la rak  b ilin en  etk i neden iy le  b ir  tü r  uy u şm azlık  m ev cu ttu r. Bu



etk i u y arın c a  gökküresindek i b ir  y ıld ız ın  b e lirg in  konum u, güneş çevre
sindek i yö rü n g esin in  fa rk lı ye rle rin d e  b u lu n d u ğ u  z a m a n la rd a  d ü n y an ın  
h ız ın ın  değ işm esi gerçeği neden iy le  m evsim sel o la rak  h a f if  b iç im de y er 
d eğ iş tir ir . Bu etki, genellik le m o to r k u lla n a n la r  ta ra f ın d a n  y ağm urlu  h a 
v a la rd a  hız y a p tık la rın d a  gözlenen etk iy le b en zerd ir. Yerde d u ra n  b ir  göz
lem cin in  b ak ış  aç ıs ına  göre yağ m u r d am la la r ı e sasen  düşey  o la rak  aşağ ı 
doğru  düşü y o rk en  a ra b a d a  b u lu n a n la ra  göre yağ m u r neredeyse doğruca 
önden  geliyor gö rünü r. Bu etki, y ağ m u ru n  s ın ırlı h ız ın ın  a ra b a n ın  h ız ıy la  
gözlenen  ilg ili e tk in in  doğ ru lanab ileceğ i b iç im de uygun o la rak  binleşm ek 
zo ru n d a  o lu şu  gerçeğ inden  k ay n ak lan ır. A slında bu  d u ru m d a  a ra b a n ın  h ı
zı yağm u ru n k in d en , e sas  b e lirg in  etk i a ra b a n ın  h a rek e tin d en  gelecek şe - 
k ilde, çok d ah a  büyük  o la rak  a lın m ak tad ır. Öte ta ra f ta n  y ıld ız  d u ru m u n 
da, d ü n y an ın  yörünge h ız ın d ak i değ işim  y ıld ız ın  b ize doğru  h a re k e t eden 
ış ığ ın ın  h ız ın d an  o ldukça küçü k tü r. Bu nedenle , y ıld ız ın  gökküresindek i 
b e lirg in  k o n u m unun  m evsim sel değ işim i o ldukça k ü çü k tü r (aslında b ir  
san iy en in  y a r ı yayı k ad a r (yakın y ıld ız la r  için)). Yine de etk i m e v c u ttu r  ve 
gökküresine  ilişk in  h ıza  bağ ım lı b ir  bozulm ayı, b ize b u  kürey i gözlem ci
n in  h ız ın d an  bağ ım sız  b iç im de doğal b ir  m etrik  yap ıya sa h ip  o la rak  de- 
ğerlendirem eyeceğim izi söyleyerek te m sil eder.

B u rad a  o rtay a  koyduğum  so ru  S  üze rindek i m etrik  b ir  y ap ıd an  d ah a  
zayıf, h e r  ik is i O o lay ında  b irb ir le r in in  y an ın d an  oldukça yüksek  h ız la rd a  
geçerken b ir  gözlem cin in  y ap tığ ı göksel h a r ita d a n  d iğerin in  y ap tığ ın a  
geçtiğ im izde k o ru n an  hoş b ir  m atem atik se l yap ı olup o lm ad ığ ıd ır. A slında 
b u  tü r  b ir  yap ı m e v c u ttu r  ve bu, d ik k a t çekici b iç im de ta m  da, d ah a  önce 
§§8.2,3 'te R iem ann k ü resin i ele a lırk en  ça lış tığ ım ız  y ap ıd ır . R iem ann k ü 
re s in in  konfo rm al b ir  yap ıy a  sa h ip  o lduğunu  an ım say ın ; böylece, k en d is i
ne a tfed ilm iş  h erh an g i b e lirli b ir  m etriğe  sa h ip  o lm asa  da, eğ rilere  a ta n 
m ış yak ın  n o k ta la r  ya da u zu n lu k la r  a ra s ın d a  tan ım lı h iç b ir  uzak lık  kav 
ram ı b u lu n m ay acak  şek ilde , küre  ü zerindek i eğ rile r a ra s ın d a  ta n ım la n m ış  
b ir  m u tlak  a çı k avram ı m ev cu ttu r. R iem ann k ü res in in  k en d is in e  y ap ılan  
h e rh an g i iz in li b ir  dönüşüm ü , d iğe r b ir  deyişle ko n fo rm a l  dönüşüm , bu  
açı k av ram ın ı korum ak  d u ru m u n d ad ır. Bu neden le  (sonsuz küçük  b iç im 
deki) küçük  şe k ille r  bu  tü r  d önüşüm lerde , b o y u tla r ı değ işse  de ko runu r. 
D ahası kü re  üzerinde  h erh an g i b o y u tta k i çem berler y ine çem berlere dö 
n ü ş tü rü lü r . A slında b u  tam  da, S  g ökküresin in  sa h ip  o lduğu  yap ıd ır. B u
ra d a n  h arek etle , b ir  gözlem ci ta ra f ın d a n  a lg ılan d ığ ı haliy le , y ıld ız la ra  
ilişk in  h e rh a n g i çem berse l b ir  d iz ilim  ay rıca  b a şk a  b ir  gözlem ci ta ra f ın 
d an  d a  çem ber b iç im li o la rak  a lg ılanm ak  d u ru m u n d a d ır.118101 Bu du rum ,

.®  [18.10) Bununla ilgili olarak, oldukça kendine özgü ve etkileyici İrlandalI görelilik kuram cısı 
John L. Synge'e atfedilen ve hiçbir hesaplama gerektirmeyen bu zekice argümanın ayrmtıla-



Ş ek il 18.14 FitzG erald-Lorentz "düzleştirm e etkisi". Küresel b ir gezegen sab it bir refe
rans sitem ine göre sağa doğru v  h ızıy la  (ışığınkine yakın) hareket etm ektedir. Bu sistem 
de bu durum, bir . / ( l  — v 2/ c 2) l/2 çarpanıyla kendi hareketi doğrultusunda düzleştirilm ek  
olarak açıklanır.

gökyüzündeki y ıld ız la ra  ilişk in  uygun  b ir  işa re tlem en in , h e r  b ir in e  k a rm a 
şık  b ir  say ı a tam ak  d u ru m u n d a  o lab ileceğ in i (ayrıca oo'a d a  izi vererek) 
ile ri sürer! Bu tü r  b ir  önerm e as tro n o m id e  k ab u l gö rüyo r m u bilm iyorum  
fa k a t "s te reog rafik  koo rd inat"  o la ra k  a d lan d ır ıla n , kürey le ilg ili s ta n d a r t 
k u tu p sa l aç ıla rla  £ =  c o t-0  denk lem i118111 yo luy la ilişk ilen en  bu  tü r  k a r 

m aşık  b ir  p a ra m e tre n in  ku llan ım ı genel görelilik  k u ram ın d a  o lağ an d ır.7

Bu özellik, özellikle, v  h ız ıy la  se ri b iç im de h arek e t eden  b ir  küren in , 
kend i h a re k e ti d o ğ ru ltu su n d a  b ir  y = — v 2/ c 2 ça rp an ıy la , k en d isi a r a 
cılığ ıy la  d ü z leş tirilm iş  o la ra k  değ erlen d irild iğ i F itzG era ld -L oren tz  çe liş
k isiy le  ta n ış ık  o la n la ra  şa ş ır tıc ı  geleb ilir, bkz. Şekil 18.14. (Bu düzleştirm e 
e tk is in i b u ra d a  açıkça ta rtışm a d ım . Bu durum , h a re k e t eden  b ir  nesnen in  
u zam sa l aç ık lam asın ı ele a ld ığ ım ızda  o rtay a  ç ık ar ve görelilik  ku ram ın ın  
en  s ta n d a r t  aç ık lam asın d a  b u lu n ab ilir .)8' 118121 K ürenin  te p ed e n  y a tay  b i
çim de ışığ ınk ine y ak la şa n  b ir  h ızd a  geçtiğ in i h ay a l edin . Bu düzleştirm e- 
n in , yerde sa b it  h a ld e  d u ra n  b ir  gözlem ciye göre kesin lik le  a lg ıla n ab ilir

nm  tamamlamaya çalışın. Argüman kabaca şöyle ilerler. Bir O olayına ilişkin C geçmiş ışık 
konisi ve O'dan geçen (zamansal) bir P 3-düzlemini göz önüne alın. S,  C ve P'nin kesişimi ol
sun. Zaman ilerledikçe, sırasıyla €,  P ve £'ya ilişkin uzamsal açıklamaların "tarilı"ini, belirli 
bir Minkovvskici referans sistemine göre açıklayın. O'daki bir gözlemcinin I'y ı niçin bir 
çember olarak gördüğünü ve dahası bu geometrik biçimli oluşumun, bir gözlemciye çember 
olarak görünen o ışın demetlerini, sistem  bağımsız bir biçimde nitelediğini açıklayın.

M  [18.11] Bu denklemi türetin. “
7 özellikle bkz.  N e m a n  ve Penrose, 1966; Penrose ve Rindler, 1984, §§1.2-4, §4.15; 1986, 

§9.8.
8 örneğin bkz.  Rindler, 1982; 2001.



Ş e k il  18.15 F itzG era ld -L o ren tz  d i k 
le ş tir m e s i doğ ru d a n  g ö rü le b ilir  d e 
ğ ild ir  ç ü n k ü  b ir  g ö zle m ciye  kü ren in  
a rk a sın d a  o larak  gö rü n e n  şe y  ö n ü n d e  
olarak g ö rü n e n d en  daha  b ü y ü k  b ir  
yo l u zu n lu ğ u  içerir (arka ta ra f  ış ığ ın  
y o lu n d a n  çek ilirken  ö n  ta r a f  o n u n  y o 
lu n a  girer). B u n a  gö re  b e lirg in  arka  
ta r a f  k ü reye  a it ön  ta ra fta k in d en , 
k e n d is i a rac ılığ ıy la  g ö rü n tü n ü n  hare
k e t d o ğ ru ltu su n d a  ka rş ılık lı o la rak  
g er ild iğ i daha  e rken  b ir  ko n u m a  
k a rş ılık  gelir.

o lm ası gerek tiğ in i haya l etm ek ko laydır. G örelilik ilkesince etki, gözlem ci
n in , k end isi te rs  yönde v  h ız ıy la  h a re k e t ederken  kü ren in  sa b it  ka ld ığ ı du- 
ru m d ak in d e  a lg ılad ığ ıy la  özdeş o lm alıd ır. B unun la  b irlik te  sa b it  haldek i 
b ir  küreye b ak a n  sa b it b ir  gözlem ciye göre kü re  kesin lik le  çem berse l gö
rü n ü m e sa h ip  b ir  şey o la rak  a lg ılan ır. Bu durum , önceki p a ra g ra fın  "alg ı
la n a n  çem berle r a lg ılan an  çem berlere gider" sav ıy la  çe liş ir  gö rü n ü r. As
lın d a  h iç b ir  çelişk i söz konusu  d eğ ild ir  çünkü b u  F itzG era ld -L oren tz  
"düz leştirm e etk isi" gerçekte do laysız  b iç im de gözlem leneb ilir değ ild ir. Bu 
durum , k ü ren in  kend isine  göre h a re k e tli o lduğu  gözlem ciye doğru  gelir 
gö rünen  ışığa  a i t  yol u zu n lu k la rın ın  a y r ın tılı değ erlen d irilm esin in  so n u 
cudur. Bkz. Şekil 18.15. K ürenin  a rka  ta ra fın d a n  ge lir gö rünen  ışık  göz
lem ciye, k ü ren in  ön ta ra fın d a n  g e lir  g ö rünen  ış ık ta n  çok d ah a  uzak  b ir  
n o k ta d an  u la ş ır .9,118131

18.6 Nevvtoncı enerji ve (açısal) momentum
Minkovvskici geom etriye ilişk in  b u  bö lüm de ta r tışm a k  is ted iğ im  son 

b ir  gö rünüm  kald ı. Bu görünüm , görelilik  k u ram ın d ak i önem li enerji, m o 
m e n tu m  ve açısa l m o m e n tu m  k o n u la rıy la  ilg ilid ir. B una k ısa  sü re  son ra

9 örneğin bkz. Terrell, 1959; Penrose, 1959.
®  [18.13] Bu argümanı, FitzGerald-Lorentz düzleştirmesinin, neden tam olarak yol uzunluk 

farkından kaynaklanan etkiye karşılık geldiğini göstermek üzere ayrıntılı olarak geliştirin. 
Küçük açısal çap için belirgin etkinin kürenin düzleştirilmesinden ziyade bir döndürmesi 
olduğunu gösterin.



§18.7 'de geleceğiz fak a t ilk  o la rak  b u  k ita p ta  d ah a  önce değinm ediğ im  için 
N ew toncı ku ram d ak i bu  tem el k o n u la rla  ilg ili b az ı sa p ta m a la r  y ap m alı
yım . Bu n icelik lerin  y aşam sa l önem i o n la rın , Nevvtoncı k u ram d a  iyi t a 
n ım lı b ir  an lam a  sah ip , to p la m  enerji, m om entum  ve aç ısa l m om en tum un  
zam an d a  sa b it  o lm ası an lam ın d a , k o ru n a n  şey ler o lm asıd ır.

B ir s is tem e ilişk in  enerji ik i k ısım dan , k in e tik  enerji (diğer b ir  deyişle 
h a re k e t enerjisi) ve p o ta n s iy e l  enerji (parçacık lar a ra s ı k uvvetle rde  depo
lanm ış enerji), o luşm uş b iç im de d eğerlend irileb ilir. Nevvtoncı k u ram d a  
(yapışız) b ir  parçac ığ a  ilişk in  k ine tik  enerji, m  p a rçac ığ ın  k ü tle s i ve v  h ızı 
olm ak üzere,

1  2 — mv*
2

ifadesiy le  verilir. Toplam  k in e tik  enerjiy i elde etm ek üzere  b a s it  b iç im de 
h e r  b ir  tek il p a rçac ığ ın  k ine tik  en e rjis in i (e tra fta  h a re k e t eden çok faz la  
say ıd a  o lu ş tu ru c u  p arçac ık  b ile şen i o lduğunda  b u n la rın  en erjis in i ısı 
enerjisi o la rak  a d lan d ırsa k  da; bkz. §27.3) to p la rız . T oplam  p o tan siy e l 
enerjiy i elde etm ek üzere  tü m  k u v v etle rin  içerild iğ i d ah a  ay r ın tılı doğaya 
sa h ip  b ir  şeyi b ilm em iz gerekir. Ne to p lam  k ine tik  enerji ne de to p lam  p o 
ta n s iy e l enerji tek il b iç im de ko ru n m a gerek sin im in d ed ir  fa k a t b u n la rın  
to p lam ı öyledir. (Buna ilişk in  ilk  a n la tım  G alile i'n in  kü tleçek im  e tk isi a l
tın d a k i c is im lerin  h a re k e ti ç a lışm as ın a  dek iz leneb ilir. B ir sa rk a c ın  to p u  
yüksek  b ir  konum dan  b a ş la y a ra k  sa llan d ık ça  y erin  ü zerindek i yüksek li
ğiyle ö lçü len  kütleçek im le ilg ili p o tan siy e l enerjisi d ah a  so n ra  yen iden  p o 
ta n s iy e l enerjiye dönüşm ek  üzere k in e tik  enerjiye d önüşü r, vb, vb.)

P arçacığ ım ızın  p kü tle  m o m e n tu m u , v  k en d isin e  a it h ız ı ta n ım la y an  
v ek tö r olm ak üzere,

p =  mv

ifadesiy le  v erilen  b ir  vek tö r n iceliğ id ir. Tüm  m om entum u elde etm ek ü ze
re  tü m  tek il m om en tu m larm  tek il vek tö r to p lam ın ı alırız . A yrıca bu  to p 
lam  d a  zam an d a  k o ru n u r.118141

Şim di §17 .3 'ten  görelilik  ilk esin in  Nevvtoncı k u ram  (Galileici görelilik) 
iç in  de geçerli o lduğunu  an ım sıyo ruz. K orunum  y asa la rım ız , b ir  ey lem siz
lik  s is tem in d en  b ir  d iğerine  geçerken, hem  enerji hem  de m om entum  de
ğ işm em iş o la rak  ka lm ad ığ ın d a  geçerli o lm ayı n a s ıl b a şa rır?  İk inci sis tem  
ilk ine göre u vek törüyle verilen  b ir  h ız la  düzen li b iç im de h a re k e t ed iyorsa  
b u  d u ru m d a  ilk  s is tem de h ız ı v o lan  b ir  p a rçac ık  ik inci s is tem d e  v -  u bi-

[18.14] Enerji ve momentum korunumunu, durağan bir bilardo topuna aynı kütleye sahip bir 
başkası çarptığında birbirlerinden dik açılarla ayrıldıklarını (kinetik eneıjinin ısı enerjisine 
dönüşümü olmayak şekilde bir elastik çarpışma varsayımıyla) göstermek üzere kullanın.



çim inde ta n ım la n a n  b ir  h ıza  sa h ip  o lur. Öyle g ö rü n ü y o r ki ilk  sis tem dek i 
enerji ve m om en tum un  korunum u , ay rıca  k ü tlen in  de k o ru n d u ğ u n u  h e sa 
b a  katm am ız koşu luy la  (ve ay rıca  Nevvton'm  üçüncü  y a sa s ın ı da k u lla n 
m ak d u rum unday ız ; bkz. Şekil 17.4b, §17.3) ik inci sis tem dek i enerji ve mo- 
m en tum  k o ru n u m u n d a  da y in e len ir .118151

Nevvtoncı m ekan ik te ay rıca , en önem lisi b ir  O b a ş lan g ıç  n o k ta s ın d a  
a lın an  açısa l m o m e r ıtu m  (ya da m o m en tum un  m o m en ti)  o lm ak üzere  b a ş 
kaca k o ru n an  n ice lik le r o lduğu  d a  b e lirtilm e lid ir. Bir p a rçac ığ ın  O 'ya göre 
k o n u m  ve k tö rü  nü n , X 1 ,  x 2 , x 3 ken d isin e  a i t  K artezyen k o o rd in a tla r  ve p 

m om entum  olm ak üzere,

x =  ( x 1, x 2 , x 3 )  

o lduğunu  dü şü n ü n ; böylece a ç ısa l m om entum

M =  2x A p

niceliğ iy le v e rilir  (A ile ilg ili o la ra k  bkz. §11.6).10 Tüm  sis tem e a it aç ısa l 
m om entum u elde etm ek üzere tek il tü m  p arç ac ık la ra  a i t  M n ice lik lerin i 
b as itç e  to p la r ız .118161

K uantum  k u ram ın d a  ay rıca , d ış  kuv v etle rin  yok luğunda zam an d a  ko 
ru n a n  ve aç ısa l m o m en tum dan  d a h a  az s ık lık ta  ta r t ış ı la n  b aşk a  b ir  n ic e 
lik  d ah a  m ev cu ttu r. Tekil b ir  p a rçac ık  iç in  bu , t zam an  o lm ak üzere,

N =  tp — mx

ifa d e s id ir  ve to p lam  N değerin i h e r  b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  tek il değerleri 
to p la y a rak  elde ederiz. Bu top lam  y u k arıd a  verilm iş N'yle ayn ı b iç im e s a 
h ip ti r  fa k a t a r tık  x k ü tle  m erkezine ilişk in  konum  vektörü  ve p to p lam  mo- 
m en tu m d u r. Bu to p lam  N 'nin sa b itliğ i k ü tle  m erkezin in  düzen li b iç im de 
düz b ir  çizgide h a re k e t e tm esi gerçeğ in i ifad e  eder; bkz. Şekil 18.16.118171

Şu so ru y u  so rm am ız gerekir; tü m  b u n la r  özel göreliliğe ilişk in  ça lk a 
la n m a la rd a n  n a s ıl e tk ilen ir?  H âlâ k o ru n an  enerji, m om entum , a ç ısa l m o
m entum  ve k ü tle  m erkezi h arek eti k a v ra m la rın a  sah ip  m iyiz? K ütlen in  ko- 
ru n u m u n d a n  ne haber?  tik  d ö rt so ru n u n  y a n ıtı "evet"tir fa k a t y ine de bu 
n icelik leri doğru  b iç im de tan ım lam ay a  d ik k a t etm ek zorunday ız. K ü tle  ko- 
ru n u m u y la  ilg ili o la rak  o ldukça tu h a f  b ir  şey o rtay a  çıkar. Enerji ve kü t-

118.15] Tüm bunları gösterin.
10 Bazı okuyucuların kafası bu ifadedeki "2”den kaynaklı k a rışab ilir fakat A ile ilgili olarak 

§ 1 1 .6 'da  verdiğim  tanım ı yeniden incelem elidirler. xA p 'ye ilişkin bileşenler x'l‘p^ = 
1 /2 ( x ‘ p J — x l p ‘ ) ’ dir. Bu nedenle M, x ‘ p '  — x ’ p ‘ bileşenlerine sahip tir, 

i®  [18.16] Dönen buz patencileri dönme oran ların ı arttırm ak  için neden kollarını içe çekerler?
®  [18.17] Bunu gösterin. (Not. Kütle m erkezine ilişkin konum vektörü mx n iceliklerinin top la 

m ının m  kütlelerin in  toplam ına bölümüdür.)
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Ş ek il 18.16 K ütle m erkezin in  d üzen li h a rek e ti, t  z am an  ve x k ü tle  m erkezine  ilişk in  ko
nu m  v ek tö rü  o lm ak  üzere  N =  tp  -  m x n ice liğ i k o ru n u r. Bu d u ru m , k ü tle  m erkezin in  düz 
b ir  çizg ide p /m  h ız ıy la  d ü zen li b iç im de h a re k e t e ttiğ i gerçeğ in i ifad e  eder.

leyle ilg ili iki ay rı Nevvtoncı korunum  y a sa s ı b irin d e  k a p s a n ır  h a le  gelir. 
Açık b ir  an lam da , kü tle  ve enerji, d ah a  önceki g ib i E s is tem in  top lam  
enerjisi, M top lam  k ü tle s i ve c ışık  h ız ı o lm ak üzere, E in s te in 'ın  en ün lü

E = m c 2

denklem i u y arın ca  b ü tü n ü y le  b irb ir le r in e  denk hale  gelir. Bu bö lü m ü n  son  
k ısm ın d a  tü m  b u n la rın  n a s ıl iş led iğ in i göreceğiz.

18.7 Görelilikle ilgili enerji ve (açısal) momentum

U zay ve zam an ın  görelilik  k u ram ın d a  tek il "uzayzam an" kav ram ı h a li
ne gelm ek üzere b irle ştiğ in i, t zam an  k o o rd in a tı x =  ( x 1, x 2, x 3) 3 -u zay  ko 
num  vek tö rüne

(.x ° ,x l , x 2, x 3) =  (t,x )

4 -v ek tö rü n ü  verecek şe k ilde ek lem lenm iş olm ak üzere, an ım say ın . M o
m entum  ve enerjin in  de benzer şe k ild e  b irle ş ik  hale  geld iğ in i göreceğiz. 
Özel görelilik tek i h e rh an g i son lu  b ir  s is tem  E top lam  enerjis ine  ve p 3 -  
v ek tö r to p lam  m om en tum una sah ip  o lacak tır. B unlar, u zam sa l b ile şen leri

( p ' . p 2, ? 3)  =  c 2p

o lan  ve p° zam an  b ileşen i yaln ızca  to p lam  enerjiyi değil fa k a t ay rıca  e şd e
ğer b iç im de E in s te in 'ın  ü n lü  kü tle  enerji b ağ ın tıs ı devreye sokan

p° =  E = m c2

ifad esi u y arın ca  s is tem in  top lam  k ü tle  s in i de h esap la y an  enerji m o m e n 
tu m  4 -v ek tö rü  denen  şey h a lin e  gelm ek üzere b irle şir.

E nerji ve kü tle  c =  l ' l i  d ah a  doğal b irim le rle  b a s it  b iç im de e ş ittir . Bu
n u n la  b ir lik te  c ışık  h ız ın ı, görelilik le ilg ili o lm ayan  ta n ım la m a la ra  çev ir
m eyi k o lay laş tırm ak  üzere açık b iç im de (diğer b ir  dey işle u zay /zam an  b i



r im le rin i c =  1 o lm ayacak  şek ilde  seçerek) gösterd im . B u rad a  k u llan m ak ta  
o lduğum  u zlaşı, g ab m e trik  b ile şen le rin i, an a  köşegen boyunca s ıf ır  o lm a
yan  b ile şen le ri (1, — c~2, — c~2, —c~2) o lan  m a tr is  o la rak  kabu l etm ek tir; g ab 
b ile şen le rin e  sa h ip  te rs i an a  köşegen boyunca (1, — c2, —c2, —c2) 'y e  sa h ip 
tir .

B a şlan g ıç ta  enerji m om entum  h e r  ne k a d a r  b u  b iç im dek i b ir  uzayza- 
m an  o la rak  d ü şü n ü le b ilse  de, onu

(P0-P1.P2.P3) =  ( E . - P )

b ile şen le rin e  sa h ip  d üşük  in d is li pa n iceliğ ince ta n ım la n a n  b ir  ko vek tö r  
o la rak  değerlend irm en in  d ah a  uygun  o lduğu  o rtay a  çıkar. Bu (c a r tık  g it
m iş o lsa  da), ra h a ts ız  edici b ir  eksi işa re tin e  sa h ip tir . H angi versiyonu  
k u lla n ılırsa  k u lla n ıls ın  (pa ya da pa), 4 -m om en tum  b ir  k o r u n u m  ya sa sın ı 
sağ la r. Bu neden le  iki ya da d ah a  faz la  p arçac ık  (ya da sistem ) a ra s ın d ak i 
b ir  k a rş ıla şm a d a  ya da tek il b ir  p a rç ac ığ ın  (ya da sistem ) iki ya da d ah a  
faz la s ın a  p a rç a la n m a s ın d a  ya d a  b ir  p a rçac ığ ın  d iğeri ta ra f ın d a n  y a k a 
la n m as ın d a , k a rş ıla şm a d a n  önceki 4 -m o m en tu m u n  tü m ü n ü n  to p lam ı so n 
rak i 4—m om en tum un  tü m ü n ü n  to p la m ın a  e ş ittir . Böylece enerjin in  k o ru 
n u m u  y asas ı, m om entum  k o runum u  ve ay rıca  kü tle  k o ru n u m u n u n  tüm ü  
b u  tek  y asay la  içerilir . H epsin i b u  şek ilde b ir  a ray a  to p lam an ın  neden i, bu  
n ice lik le rin  re fe ran s  sis tem i değ işik liğ i yo luy la  kendi a ra la r ın d a  k u an tu m  
k u ram ıy la  ilg ili o la rak , ind is n o ta sy o n u n ca  da ta lep  ed ild iğ i üzere  {bkz. 
§ 12.8), doğru  b iç im de d ö n ü ştü rü lm e sid ir.

G örelilik  k u ram ın d a , b ir  s is tem e ilişk in  top lam  k ü tlen in  sk a le r b ir  n i
celik  o lm ad ığ ın ı belirte lim , böylece ona a i t  değer, iç inde ö lçü ldüğü  refe
ran s  s is tem in e  b ağ lı o lur. Ö rneğin, kend i d u rağ a n  s is tem in d e  ö lçü len  m 
k ü tle li b ir  parçac ık , ken d is in in  ona göre h a re k e t h a lin d e  o lduğu  ik inci b ir  
s is tem d e  ö lçü ldüğünde d ah a  büyük  n ir  kü tleye sah ip  gö rünü r. B ununla 
b irlik te , b u n u n  b e lirg in  b ir  etki o lm ası iç in  iki s is tem  a ra s ın d ak i göreli h ı
zın ışık  h ız ıy la  k ıy a s la n ab ilir  o lm ası g e rek ir .118181

B ununla b ir lik te  bu  y o ru m la r y a ln ızca  az önce aç ık lanm ış o lan  to p 
lam sa l an lam d a  k o ru n a n  tü rd e  kü tle  iç in  (dış kuvvetler ta ra fın d a n  etki 
edilm eyen  b ir  s is tem  için) geçerlid ir. G örelilikte, re fe ran s  s is tem in e  bağ lı 
o lm ayıp  fi (>  0) d u ra ğ a n  kü tles i d en ilen  b aşk a  b ir  k ü tle  kavram ı m ev cu t
tu r. Bu, s is tem e a i t  kendi re fe ran s  çerçevesinde, d iğer b ir  dey işle m om en
tu m u n  s ıf ır  o lduğu  çerçevede ö lçü len  kü tleye e ş ittir , n  d u rağ a n  k ü tle si 
c-2 'y le d u ra ğ a n  enerji (pap a) 1/2'n in

[18.181 A rttırılm ış kütleye ilişkin denklemin, v parçacığın ikinci çerçevedeki hızı olmak üze
re m ( 1 -  v 2/c 2 )~ 1/2 olduğunu gösterin; a lta  bakın.



(c2/x) 2 =  VaPa = E2 -  c2p 2

o lacak  şe k ilde çarp ım ıd ır; b u ra d a n  n = c~2(E2 — c2p 2) 1̂ 2 ifad es in e  sah ip  
o luruz. B urada , kend isi a rac ılığ ıy la  rasg e le  b ir  a  3-vek tö rüy le  ilg ili o larak  
a 2 = a  • a  = a \ + a 2 +  a j ifad esi tan ım lad ığ ım ız  3 -u zay  vek tö rü n ü  b en im si
yorum . "Nokta", a  = (a1; a 2, a 3) ve b = (b1,b2,b3y\e b irlik te

3 • b — û jb^ “t" 02^2 ^  03^3

"skaler çarp ım ı"n ı (§12.3'ün n o ta sy o n u n a  b enzer biçim de) ta n ım la r. (Bu 
n o ta sy o n  d a h a  so n ra  k u llan ış lı olacak.)

H >  0 a n lam ın d a  kü tle li o lan  tek il b ir  p a rçac ık la  ilg ili 4 -m o m en tu m u  f i  

d u rağ a n  k ü tlesiy le  ö lçeklenm iş 4 -h ız  o la rak  kabu l edeb iliriz . v a 4 -h ız ı, 
p a rçac ığ ın  dünya çizgisine, (M inkowskici) b ir  c u zu n lu ğ u n a  sa h ip  (gele
cek) zam an sa l v ek tö r ta n ja n tıd ır  (diğer b ir  dey işle c — l 's e  b ir  b irim  vek
tör):

vav a =  c2 o lm ak üzere p “ = \ıva-,

bkz. Şekil 18.17. Y ukarıda b e lir tild iğ i g ib i iri kü tle li b ir  p a rçac ığ ın  d u ra 
ğan  kü tlesi, o p a rçac ığ ın  kend i d u rağ a n  çerçevesinde ö lçü len  k ü tle d ir

Ş ekil 18.17 K ütleli b ir  p a rçac ık la  ilg ili o la ra k  p a 4 -m o m e n tu m u , v a p a rçac ığ ın  d ü nya ç iz
g isin e  (gelecek zam ansal) b ir  b ir im  4 -v e k tö r  ta n ja n tı  o lm ak  üzere  (c =  1 a lınarak ), /t d u 
ra ğ a n  k ü tle s iy le  ö lçek lend irilen  v a 4 -h ız ıd ır .



(kütle enerji). P arçacığa  a it o lağan  3 -h ız ı, v =  (dx1/d t ,d x 2/d t ,d x 3/d t)  o la 
cak şek ilde v o la rak  kabu l e ttiğ im izde

Y = (1 -  v 2/ c 2 ) ” V2
olm ak üzere

p =  mv, m  = yu, v a =  y (c2,v)
elde ed e riz .118191,118,201

P arçac ık la r, fo ton  b a ş a t  ö rnek  olm ak üzere, kü tle s iz  o la b ilir  (diğer b ir  
dey işle  s ıfır  d u ra ğ a n  kü tle , n = 0). Şu h a lde  4 -m om en tum  b ir  boş vek tö r  
o lur. D urağan  kü tle  k o ru n m ad ığ ın d an  kü tle li b ir  pa rçac ığ ın  kü tlesiz  o la n 
la ra  b o zu n m ası ya da kü tlesiz  p a rç ac ık la r ın  k ü tle lile ri ü re tm ek  üzere b ir  
a ray a  gelm eleri önünde h iç b ir  engel yok tu r. A slında, "doğal pion" o larak  
b ilin en  (7r°'la gösterilen) kü tle li b ir  p arçaç ık  no rm alde  y ak laşık  10-16 s a n i
yede iki ay rı fo tona  b ozunacak tır.

[18.19] Niçin?

[18.20] (1 + x) 1 '  = 1 + i*  — i * 2 + -^x 3 -----ifadesini türetm ek üzere §6.4'ün Taylor serisini

kullanın. Buradan, fi durağan kütlesi ve p 3-m om entum una sahip b ir parçacığın E = 
[(c2n ) 2 + c*p2]1/2 enerjisine ilişkin üslü  seri açılım ını elde edin, öndeki terim in tam  da Eins- 
te in 'ın , fi durağan eneıjisine uygulanan E = mc2's i ve sonraki terim in  de kinetik eneıjiyle il
gili Nevvtoncı ifade olduğunu gösterin. Görelilikle ilgili bütünsel enerjiye daha iyi yaklaşık
lık tahm ini sağlam ak üzere sonraki iki terim i yazın.



H erhang i b e lirli b ir  s is tem d e  to p lam  k ü tle  enerji (d u rağ an  k ü tle  değil), 
tek il h e r  b ir  fo to n u n  k ü tle  enerjis i s ıf ır  o lm am ak üzere, to p la m sa l o la rak  
k o ru n u r. 4 -m o m en tu m u n  to p la n m a  biç im i Şekil 18.18'de göste rilm ek ted ir.

Son o larak , açısal m o m en tu m u n  özel görelilik te  n a s ıl ele a lın m ası ge
rek tiğ in i görelim . O, iki in d is in d e  de te rs  s im etrik  o lan  b ir  M ab te n sö r  n i
celiğince tan ım lan ır:

Mab =  —Mba.

(Afai" n in  k u an tu m  m ekaniğ iy le ilişk is i iç in  §22.2 'ye bakın .) Tekil b ir  y a p ı
şız n o k ta  p a rçac ık la  ilg ili o la rak , x a , ken d is in e  a i t  a ç ısa l m om entum  ele 
a lın m ak ta  o lduğu  an d a  p arçac ığ ın  dünya  çizg isi ü ze rindek i nok taya  a it 
(indis biçim li) konum  4—vek tö rü  olm ak üzere,

Mab _  x ap b _  x bp a

ifad esin e  sah ip  o lu ru z ."  P arçac ık  eylem siz b ir  h a re k e t iç indeyse b u  d u 
ru m d a  Mab, ona a it d ü n y a  ç izg ile rin in  tü m  n o k ta la r ı iç in  a y n ıd ır .118211 Gö
re lilik le  ilg ili top lam  aç ısa l m om entum u elde etm ek üzere  b a s it  b iç im de 
h e r  b ir  parçac ığ a  ilişk in  aç ısa l m om entum  te n sö rle r in i ay rı ay rı top la rız . 
Tekil b ir  (sp in  sıfır) p a rç ac ık la  ilg ili o la rak  tüm üy le  u za m sa l bağ ım sız  üç 
M23, M31, M12 b ileşen i, ü s t te  §18 .6 'da ele a lın an  o lağan  aç ısa l M =  2xAp 
m o m en tu m u n a ilişk in  b ile şe n d ir  (xc2) ve geri k a lan  bağ ım sız 
M01, M02, M 03 b ile şen le ri N =  tp  — m x  (x c2) n iceliğ in i o lu ş tu ru r . (Toplam 
N 'nin korunum u  k ü tle  m erkezin in  düzen li h a rek e tin i ifad e  eder; bkz. Şekil 
18.16.)118 221

§18.2 'den, Minkovvski u zay ın a  ilişk in  1 0 -boyu tlu  P o incare  s im etri g ru 
b u n u n  uzayzam an  ö te lem elerine  a tfed ilen  4 b o y u ta  ve d ö ndürm elere  (Lo- 
rentz) a tfed ilen  6 b o y u ta  sa h ip  o lduğunu  an ım say ın . §20.6 'd a  k lasik  m e
k an ik te  N oether teorem i o la rak  b ilin en  önem li b ir  ilken in  s im e tr ile ri k o ru 
num  y a sa la rıy la  n a s ıl ilişk ilen d ird iğ in i ve §§21.1-5 ve §22.8 'de benzer 
tü rd e  b ir  şeyin  k u an tu m  k u ram ın d a  n a s ıl o rtay a  ç ık tığ ın ı görüyor o laca 
ğız. Bu du rum , pa 4—m o m en tu m u n a ve Mab 6-a ç ıs a l m o m en tu m u n a ilişk in  
korunum  y asa la rıy la  ilg ili, b u n la r  Minkovvski u zay ın a  ilişk in  s ıra s ıy la  
ö telem eli 4 s im etri ve dönel (Lorentz) 6-s im e tr id e n  k ay n ak lan d ığ ın d an , 
derin lik li b ir  neden  su n a r. pa ve Mab'n in  k o ru n u m u  21. bö lüm de ve §22.8, 
12, 13 'te önem li an lam a  sa h ip tir .

11 §22.8’de çoğu (kuantum) parçacığın ayrıca, burada verilen “Mab orbitali"ne eklenen Mab'ye
(sabit) "spin" katkısı sağlayan (bkz. §22.12) bir esas sp in e  sahip olduğunu göreceğiz.

®  (18.21] Niçin?



MAXWELL VE EINSTEIN'IN KLASİK ALANLARI

19.1 Nevvtoncı dinamik ötesindeki evrim

Nevvton'ın, en uygun o la rak  1687'de P rirıcipia 's ın ın  b as ım ıy la  ta rih ley eb i- 
leceğim iz d inam ik  b içim li m uh teşem  düzen in in  o rtay a  konm asıy la  E inste- 
in 'ın , m aku l b iç im de, konu üzerine  1905'teki ilk  yay ım ıy la ta rih len e b ile n  
özel görelilik  k u ram ın ın  o rtay a  çık ışı a ra s ın d ak i sü red e  tem el fiziğe il iş 
k in  tab lo m u zd a  pek çok önem li gelişm e gerçek leşti. Bu sü rede , e sas  o la rak  
F a rad a y  ve M axw ell'in  19. yüzyıl ç a lışm a la rı yo luy la gerçek leşen  en b ü 
yük değişim , b ir  f i z ik i  a la n  k av ram ın ın , içe işleyen  uzay, an lık  kuvvetler 
yo luyla e tk ile şen  tek il p a rç ac ık la r ın  d ah a  önceden  geçerli o lan  "Nevvtoncı 
gerçekliği"yle b irlik te  v a r  o lm ası g erek tiğ in in  fa rk  ed ilm esiy d i.1 Bu "alan" 
kav ram ı ay rıca  d ah a  so n ra  E in s te in 'ın  1915'teki eğik u zayzam an  kütleçe- 
kim  k u ram ın ın  k ritik  b ir  b ile şen i h a lin e  geldi. Şu an  kla sik  a lan  o la rak  a d 
la n d ır ıla n  şey ler, M axw ell'in  e lek trom anyetik  a lan ı ve E in s te in 'ın  kütleçe- 
kim le ilg ili a lan ıd ır.

Yine de fizik i d ü nyan ın  doğasıy la  ilg ili y a ln ızca  k lasik  fiz ik ten  çok d a 
h a  faz la s ın ın  o lduğunu  b iliyoruz. D aha 1900'de M ax P lanck b ir  "kuantum  
ku ram ı"na  ilişk in  gereksin im in  ilk  ip u ç la rın ı, iyi fo rm üle ed ilm iş ve geniş 
k ap sam lı b ir  kuram  o rtay a  konab ilm esi iç in  b ir  çeyrek yüzy ıld an  faz las ı 
gerekm iş o lm asın a  rağm en, açığa ç ık arm ıştı. Ayrıca, fiziğ in  v a r  o lan  
"Nevvtoncı" a lty ap ıs ın d ak i tü m  b u  köklü değ işik lik lere ek o la rak  h ep s i de 
b u  değ işik lik lerin  önceli o lan  ve b u n la rd a n  b az ıla rıy la  Nevvtoncı k u ram ın  
kend isi iç inde güçlü  m a tem atik se l a tılım la r  b iç im inde b ir  a ra d a  v a r  o lan  
önem li b aşk ac a  gelişm eler m evcu ttu . Bu m a tem atik se l a tılım la r  20. b ö lü 
m ü n  k o n u su  olacak. K lasik a la n la r  k u ram ıy la  a ra la r ın d a  k arş ılık lı o la rak  
önem li b ir  ilişk i m e v cu ttu r  ve d ah a  da önem li b iç im de, d ah a  so n rak i b ö 

1 Nevvton'ın kendisinin de bu tür parçacık temelli bir tabloyu böylesine dogmatik biçimde 
kavramış olması şüpheli görünmektedir, bkz. Nevvton'ın 1730 tarihli O pticks'indekı Sorgula- 
m alar'ı. Bununla birlikte “Nevvtoncı" bakış açısı 18. yüzyılda R.G. Boscovich tarafından 
kuvvetli biçimde eleştirilmiştir; bkz. Barbour, 1989.



lüm lerde  ta r t ış ıla c a k  o lan  k u an tu m  m ekaniğ ine ilişk in  u y gun  b ir  k av ra y ı
şa  ilişk in  tem el b ir  öncül o lu ş tu ru r la r . G elişim in  d ah a  d a  önem li b ir  a lan ı 
o la ra k  te rm o d in a m ik  k onusu , (ve is ta tis tik se l m e k a n ik  o la rak  a d la n d ır ı
lan  a r ıtılm ış  hali) kesin lik le  ele a lın m alıd ır. Bu durum , h a re k e tle r in  ay r ın 
tıla r ı  önem li o la rak  değerlend irilm em ek  ve s is tem  d a v ra n ış ı uygun  n ice
lik le rin  orta la m a la rı b iç im inde  tan ım la n m a k  üzere, çok say ıd ak i cisim  
içeren  s is tem lere  ilişk in  d a v ra n ış la  ilg ilen ir. Bu, 19.yüzyıl o r ta la r ın d a n  
20.yüzyıl b a ş la r ın a  dek b a ş la tılm ış  b u lu n a n  b ir  b a şa r ıy d ı ve dönem i en 
güçlü  b iç im de k ara k te riz e  eden  is im le r C am o t, C lausius , M axw ell, Boltz- 
m an n , G ibbs, ve E in s te in  is im le riyd i. D aha so n ra  27. bö lüm de te rm o d in a 
m iğ in  o rtay a  koyduğu en tem el ve kafa k a r ış tır ıc ı k o n u la rd a n  b az ıla rın a  
yöneleceğim .

Bu bö lüm de M axw ell ve E in s te in 'm  fizik i a la n  k u ra m la rın ı aç ık lay aca
ğım: elek trom anyetizm a ve kü tleçek im in  "klasik  fiziği''. E lek tro m an y e tiz 
m a ku ram ı ay rıca , 26. b ö lüm de k arş ıla şa ca ğ ım ız  k u a n tu m  a la n  ku ra m ın a  
ilişk in  d ah a  faz la  gelişm e iç in  a rk e tip  b iç im li "alan"ı su n a ra k  k u an tu m  
k u ram ın d a  önem li b ir  ro l oynar. Öte ta ra f ta n  kü tleçek im le  ilg ili a lan a  u y 
gun  k u an tu m  y ak laşım ı gizem li ve ta r t ışm a lı o la ra k  kalır. Bu kuan- 
tum /kü tleçek im le  ilg ili k o n u la ra  yönelm ek k ita b ın  ile ridek i b ö lüm lerin in  
(28. bö lüm den  sonra) önem li k ısm ın ı o lu ştu racak . B unun la  b irlik te  şim di 
inceleyeceğim iz fizik le ilg ili o la rak  a ra ş tırm am ız ı, kend i kla sik  g ö rü n ü m 
le ri iç indeki fiziki a la n la r la  sın ırlayacağ ız .

Bu bö lü m ü n  b a ş ın d a , Nevvtoncı a lty ap ıd ak i köklü değ işim in  d ah a  19. 
y üzy ılda , 20. yüzyılın  gö relilik  ve k u an tu m  k u ram la rı d ev rim le rin d en  önce 
b aş lad ığ ı gerçeğine değ ind im . Bu tü r  b ir  değ işik liğ in  gerek li o lab ileceğ ine 
ilişk in  ilk  ipucu , M ichael F a ra d a y 'ın  1833 d o lay la rın d ak i h a r ik a  deneysel 
b u lg u la rı ve k en d isin i b u n la ra  uyum  sağ lam a gereksin im inde  b u ld u ğ u  
gerçeklik  ta b lo su n d a n  k ay nak land ı. Tem el o larak , b aş lıc a  değişim  
"Nevvtoncı p a rçac ık lar"  ve o n la r  a ra s ın d a  e tk iyen  "kuvvetler"in  ev ren in  b i
ric ik  yerleşim cile ri o lm ad ığ ın ı göz önüne a lm ak tı. B unun  yerine , b ir  "alan" 
fik ri a rtık , ken d isin e  ilişk in  gövdesiz b ir  v a ro lu ş la  b ir lik te  c idd iye a lın 
m ak zorundayd ı. Bu "gövdesiz a lan"ın  geçerli olm a zo ru n lu lu ğ u n a  ilişk in  
denk lem leri 1864'te fo rm üle  eden  k iş i büyük  Iskoç fizikçi Ja m es Clark 
M axw ell'd i ve o, bu  a la n la rın  b ir  yerden  d iğerine  enerji ta ş ıy a b ild ik le r in i 
göste rd i. Bu denk lem ler e lek trik  a lan la rın ın , m anyetik  a la n la rın  ve h a t ta  
ış ığ ın  d av ra n ış ın ı b ir le ş tird i ve görelilik le ilg ili a lan  denk lem lerin in  ilki 
o lan  b u n la r  günüm üzde b a s it  b iç im de M axw ell d en k lem ler i  o la rak  b ilin ir.

20. yüzy ılın  ü s tü n  b ak ış  aç ısıy la , m a tem atik se l tek n ik te  köklü gelişm e
le r  sağ lan d ığ ın d a  (ve b u ra d a  özellikle b ö lü m ler 12 -15 'te  gö rm üş o lduğu
m uz m a n ifo ld la r  h ak k ın d ak i k a lk ü lü s ten  bahsed iyorum ) M axw ell d enk 



lem leri, b iz i e lek trik /m an y e tik  a la n la r ın  n a s ıl olup d a  b aşk aca  k u ra lla ra  
u y d u k la rın ın  d ü şü n ü leb ilm iş  o lm ası k o n u su n d a  n eredeyse  h ay re te  d ü şü 
ren , zo rlay ıc ı b ir  doğallık  ve b a s itliğ e  sah ip  gö rü n ü r. B unun la  b irlik te  
şey lerle  ilg ili b u  tü r  b ir  b ak ış  aç ısı, b u  m a tem atik se l gelişm elerin  çok b ü 
yük  k ısm ın a  yol açan  şeyin  M axw ell denk lem lerin in  kend is i o lduğu  gerçe
ğ in i göz a rd ı eder. S ıra sıy la  M inkow sk i'n in  u za y z a m a n  k av ram ın a  yol 
açan  Lorentz, P o incare  ve E in s te in 'ın  özel görelilik le ilg ili uzayzam an  dö 
nü şü m lerin e  ilişk in  yö n len d iric i de b u  denk lem lerin  b ir  b iç im iydi. U zay
zam an  sis tem in d e  bu  denklem ler, doğal şek ilde C a rtan 'ın  d ife ran s iy e l b i
çim ler k u ram ın a  (§12.6) gelişen  b ir  b iç im  b u ld u  ve M axw ell k u ram ın a  i l iş 
k in  yük ve m anyetik  ak ım ın  ko ru n u m u  y a sa la r ı şu  an , §§12.5, 6'd a  dışsa l 
ka lk ü lü sü n  tem e l teorem i o la rak  değin ilen  nefis  denklem  ta ra fın d a n  o l
dukça za r if  b iç im de k a p sa n a n  b ü tü n le ş ik  ifad e le r b ü tü n ü n e  yol açtı.

Belki de, tü m  bu  a tılım la rı M axw ell denk lem lerin in  e tk is in e  b a ğ la r  gö
rünerek , b u  y o ru m la rla  o ldukça uç b ir  konum u ben im sed im . A slında, 
M axw ell denklem leri b u  değerlend irm e u y arın ca  ş ü p h esiz  b iç im de k ilit 
b ir  önem e sah ipken , ay rıca  b u  denk lem in  L aplace, D 'A lem bert, G auss, 
Green, O strog radsk i, Coulom b, A m pere ve d iğerle ri g ib i pek çok önceli de 
önem li etkiye sah ip  o lm u ş tu r. Yine de bu  gelişm elerin , b u n la r  ve de ay rıca  
kütleçek im le ilg ili a lan ın  a rk a s ın d a k i itic i kuvveti büyük  o ran d a  sağ lay an  
e lek trik  ve m anyetik  a la n la rı an lam ak  h â lâ  gereksin im di. Bu bö lü m ü n  geri 
k a lan ı e lek trom anyetik  ve kü tleçek im  a la n la rın ın  k av ra n m asın a  ve o n la 
rın  m odern  m a tem atik se l s is tem e  n a s ıl uyum  sa ğ lad ık la r ın a  ayrıld ı.

19.2 M axw eirin  e lektrom anyetik  kuram ı

Öyleyse M axw ell denk lem leri ned ir?  B unlar, üç e lek trik  a lan  b ileşen i 
E1,E 2, E3 ve üç m anyetik  a la n  b ile şen i Bt , B2, B3'e ilişk in , e lek trik  yük yo
ğ un luğu  p ve e lek trik  akım  yoğu n lu ğ u n a  ilişk in  üç b ileşen  verili
n ice lik le r o la rak  d eğerlend irilm ek  üzere, zam an  ak ış ın ı aç ık layan  k ısm i 
d ife ran s iy e l d en k lem lerd ir  (bkz. § 10.2). iç e ris in d e  a la n la r ın  y ay ılab ilir  b i
çim de değ erlen d irild iğ i b ir  çevre m addesiy le  ilg ili b e lir li b aşk a  a lan  n ic e 
lik leri de ay rıca  d ah il ed ileb ilir . B u rad a  ilg ilend iğ im iz üzere, tem el fizik  
ta r t ışm a la r ın d a  M axw ell d enk lem lerin in  bu  tü r  b ir  çevre o rtam ıy la  ilişk i- 
lenen  g ö rü n ü m le rin i göz a rd ı etm ek, a s lın d a  o rtam ın  kend isi h e r  b ir i k u 
ra l o la rak  çok d ah a  tem el düzeyde ele a lın an  pek  çok m in ik  b ileşen d en  
o lu ş tu ğ u n d an  o lağand ır. A yrıca, "G auss b irim leri"  denen  şey leri seçm ek 
ve s ta n d a r t  M in ko w sk i k o o rd in a tla r ım  (§18.1), d iğer b ir  deyişle 
x0 = t, x x =  x, x 2 = y , x 3 =  z 'y i (H----------im zalı) c ış ık  h ız ın ın  b irim  (c =  1)



k ab u l edileceği şek ilde uzayzam an  b irim leriy le  b irlik te  ku llan m ak  uygun 
o lacak tır.

E lek trom anyetik  a lan  ve y ü k -ak ım  yoğunluğu  s ıra s ıy la  M axw ell a lan  
te n sö rü  denen  b ir  2 -b iç im li F u zay zam an ın a  ve y ü k -a k ım  vek tö rü  denen  
b ir  /  uzayzam an  vek tö rü  iç inde, m a tr is  b iç im indek i

b ile şe n le r o la rak  g ö ste rile rek  b ir  a ra y a  to p lan ır . Fba = —Fab te rs  s im e tr is i
n in , b ir  2-b iç im  iç in  gerek li o lduğu  üzere  geçerli o ld u ğ u n a  d ik k a t edin. 
Ayrıca F ve / 'y e  ilişk in  H odge İkilileri o la rak  a n ılan  şey leri de, b u n la r  s ır a 
sıy la

ifade leriy le  ta n ım la n a n  *F 2 -b iç im lis i ve */ 3 -b iç im lis i olm ak üzere, k u l
lanacağ ım . B u rad a  is ten e n  'Fab =  'F[ah] ve *Jabc =  *J[abc\ te rs  s im etri 
özellik leri sağ lan ır. B ü tünüy le  te rs  s im etrik  o lan  eabcd{ = E[abcd]) b ile şe n le 
riy le  b irlik te  e L ev i-C iv ita  te n sö rü  (§ 12.7) b iç im inde ve e0123 =  1 o lacak  
şek ilde n o rm alleş tirile rek , İkililer, Fab'n in  y ü k se ltilm iş  Fab v ersiyonu , 
§14.7 'yle uyum lu  b iç im de, b a s itç e  g acg bdFcd o lm ak üzere,

o la rak  y az ılab ilir. "Y ükseltilm iş" sabcd = g apg bqg " g dsEvqrs v ers iy o n u n u n  
g oi23 _  sağ lad ığ ın a  ve b u  neden le  §12.7 'deki e 'n in  eabcd = —eabcd ifa 
desiy le  verild iğ ine  d ik k a t e d in .11911 Bu "ikililem e" iş lem lerin e  (ve ayrıca
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M axw ell denk lem lerin in  kendilerine) ilişk in  d iyag ram  b iç im li gösterim  
iç in  Şekil 19.1'e  bak ın . Bu an lam d ak i (ve ilg ili b aşk a  an lam larda) b ir  "ikili" 
k av ram ın ın  b iz im  iç in  d ah a  so n rak i bö lüm lerde pek çok fa rk lı b ağ lam d a 
önem e sa h ip  o lacağ ın ı bu lacağ ız.

H odge ik iliğ in in  geom etrik  önem ine ilişk in  b ir  sa p tam a  y ap ılm alıd ır. 
§12.7 'den, te rs  s im etrik  Hab n iceliğ ince ta n ım la n a n  b ir  H ik ili-vek tö rü n- 
den ona ilişk in , ^ e abcd^cd ta ra f ın d a n  verilen  2-b iç im li //# "ikiliği"ne geç

m e iş lem in in , onun  geom etrik  y o ru m u n a  ilişk in  pek faz la  değ işik lik  y a p 
m ad ığ ın ı an ım say ın . Ö rneğin, H basit b ir  ik ili-vek tö r o lsayd ı, b u  du ru m d a 
//* 2-b iç im lis i de b a s it  o lu rd u  (§12.7 'nin so n u n a  bakın) ve böylece //** t a 
ra f ın d a n  ta n ım la n a n  2-d ü z le m  elem anı kesin lik le  H ta ra f ın d a n  ta n ım la 
n a n  2-d ü z le m  elem an ın ın  (tek fark , k a tı biçim de, / /# 'n in  §12.7 'de işa re t 
ed ilen  b ir  yoğun luk  n ite liğ in e  sa h ip  o lm ası olm ak üzere) ay n ıs ı o lurdu , 
ö te  ta ra f ta n , b iz i Hab' yle ta n ım la n a n  b ir  2 -b iç im lid en  b ir  
Hab( = Hcdg cag db) ik ili-vek tö rüne g e tiren  ind is  yükse ltm e çok d a h a  önem li 
b ir  geom etrik  etkiye sa h ip tir . B asit b ir  ik ili-vek tö r d u ru m u n d a  Hab'yle 
sa p ta n a n  2 -düzlem  elem anı Hab'yle s a p ta n a n  2 -düzlem  elem an ın ın  orto- 
g o n a l tü m le y e n id ir  (bkz. §18.3). H odge ikiliğ i Hab 2 -b iç im lis in e  uygu lan ır-

Ş ek il 19.1 Hodge İkilileri ve M axw ell denklem lerine ilişk in  diyagram lar. Standart Min- 
kovvski sistem inde e0123 =  e0123 =  1 olacak şekilde norm alize ed ilm iş £ ab c d (  = E \abc<n) ve 
eabcd _  [aijcd]̂  nicelîk leri kendilerinin, eabcd =  —eabcd ve eabcd =  —£abcd tarafından yük
se ltilm iş/d ü şü rü lm ü ş versiyonlarıyla ilişk ilen ir. Diyagram larda (sol orta, iki sıra 
aşağıda), işaret değişim i etkin bir ind is ters çevrim ince yutulur. Sağ ü stte  kutulanm ış 
olanlar M axw ell denklem leridir. İlki, F alan tensörünü (yükseltilm iş Fab = g acg bdFcd b i
çiminde; krş .  Şekil 14.21) kullanır, böylece eşitlik ler VaFab = A n J b, V|aF(,c] =  0 olur ve onun  
altında uygun şekilde 'F ik iliğin i ( ’Fah = ^£ abcdFcd ve 'Jabc =  £abcd] d olm ak üzere) kul

lanıp denklem leri V[‘aF»cj =  y  'Jabc, V^F“b = 0 olan İkincisi bulunur.



Şekil 19.2 4-uzayda b asit bir H (Hab) ikili-vektörü kendi "ikili" W* İ^EabcdHcd) 2 -b iç im lisi 

gibi aynı 2-uzayı gösterir. Bununla birlikte, kendi "ikili" - e abcdHcd ikili-vektörüne denk 
olan H'nin ind is düşürülm üş biçim i, Hoft b asit  2 -b iç im lisi, ortogonal tüm leyen 2-düzlem  
elem anını göserir [bkz. Şekil 18.41. Bu nedenle, ortogonal tüm leyene geçişe  yol açan şey, 
H odge ikiliğindeki indis yükseltm e/düşürm esidir.

ken biz i j £abcdHcd'Ye (diğer b ir  dey işle  ff#) ge tire rek  Hab >—* Hab in d is  y ü k 

se ltm esin i işe  k o şa r ve böylece o rtogonal tüm leyene geçm eyi içerir. Bkz. 
Şekil 19.2. B una göre b iz i F 'd en  *F'ye g ö tü ren  Hodge ik iliğ i de ay rıca  b ir  
o rtogonal tüm leyen  içerir.

Bu no tasy o n u  k u rd u k ta n  so n ra  a r tık  M axw ell d en k lem ler in i o ldukça 
b a s it  o la rak

dF =  0, d *F = 4tt "J

b iç im inde  y a z ab ilir iz .119-21 M axw ell denk lem lerin i ay rıca  tüm üy le  in d is  b i
çim li o la rak

V[a^ c ] =  0, VaFab = \ n ) b

şek linde de y az ab ilir iz .119 31 D ışsa l d tü rev  iş lem cisin i ik inci M axw ell denk
lem ine, d ’F = 47r 7 , u y g u la rsa k  ve d2 = 0 (§12.6) gerçeğ in i k u llan ırsak , /  
y ü k -ak ım  vek tö rü n ü n

d 7  =  0 ya da eşdeğer o la rak  VaJa = 0

"yok o lan  ıraksam a" denk lem in i sağ lad ığ ı so nucunu  ç ık a r ır ız .11941

M  [19.21 Bunları, elektrik ve manyetik alan bileşenleri şeklinde ayrıntılı olarak, bu denklemle- 
rin d / d t  işlemcisi biçiminde elektrik ve manyetik alanlara ilişkin bir zaman akışını nasıl 
sağladığını göstererek yazın, 

f© [19.31 Önceki denklem çiftiyle denkliğini gösterin.



Bu n o k ta d a , k o n u d an  h a f if  b ir  sa p m a o la ra k  d ah a  so n ra d a n  b iz im  iç in  
d ik k a t çekici önem e sa h ip  o lacak, M axw ell te n sö rü n e  ilişk in , s ıra s ıy la  
(b irb irin in  k a rm a şık  eşlen iğ i olan)

+ F  =  \ ( F  -  i *F) ve ~F = \ ( F +  i *F)

ifade leriy le  v erilen  ö z-ik ili  ve ka r ş ı-ö z -ik ili  k a v ra m la rın a  iş a re t etm eye 
değer. K uan tum  k u ram ın d a , b u  k a rm a şık  n ice lik le rin  s ıra s ıy la  s a ğ -sp in  
ha lin d ek i fo to n la r  ve soZ-spin h a lin d ek i fo to n la n  (elek trom anyetik  a lan  
ku an tası)  ta n ım la d ığ ı o rta y a  çıkar; bkz. §§22.7, 12, Şekil 22.7. Öz ik ili/k a r- 
ş ı-ö z  ik ili özellik ler

*(±F) = ±1 ^
b iç im inde ifad e  e d ilir .119-51 7 'n in  gerçel o ld u ğ u n u  ak ıld a  tu ta ra k  ik i 
M axw ell denk lem in i (sırasıy la  sa n a l ve gerçel k ıs ım la r  olarak)

d +F = - 2 m  7
b iç im inde b ir le ş tireb ilir iz .

F o to n la r  ışığa  ilişk in  p a rçac ık  ta n ım ın ı sağ la r. 21. b ö lüm de k u an tu m  
k u ram ın ın  ış ığ a  ilişk in  p arçac ık  ve d a lg a  ta n ım la rın ın  b ir  a ra d a  o lm asın a  
n a s ıl o lan ak  sağ lad ığ ın ı göreceğiz. D enklem leri a racılığ ıy la , ış ık  h ız ıy la  
h a re k e t eden  elek trom anyetik  d a lg a la r  b u lu n d u ğ u n u  ve b u n la rın  (§ 
22.7 'de inceleyeceğim iz) ış ığ ın  sah ip  o lduğu  tü m  k u tu p la n m a  özellik lerine 
sa h ip  o ld u ğ u n u  göste rm ek  M axw ell'in  en b ü y ü k  b a ş a r ıla r ın d a n  b iriy d i. 
Bu d ik k a t çekici gerçek lerle  uyum lu  o la rak  M axw ell, ış ığ ın  a s lın d a  e lek t
ro m an y e tik  b ir  olgu o ld u ğ u n u  ile ri sü rd ü . 1888'de, M axw ell denk lem lerin i 
yay ım lad ık tan  n eredeyse  çeyrek a s ır  so n ra , H ein rich  H ertz , M axw ell'in  
o la ğ an ü s tü  k u ra m sa l öngö rü sü n ü  deney  yo luy la  doğru lad ı.

Ü sttek i aç ık  ta n ım la rd a  a rd a la n  u zay zam an m m  düz M inkow ski M u z a 
y ı o lduğunu  v arsay d ım  ve §§19.3, 4 'te  ve §19 .5 'in  ilk  b ö lüm ünde izlenecek 
ta r t ış m a la r ın  tü m ü  b u  tem elde  k ab u l ed ileb ilir . B unun la  b ir lik te  b u  d u 
ru m  gerçek ten  gerek li d eğ ild ir  ve tü m  ç ık a rım la r  uzayzam an  eğ riliğ i v a r  
o ld u ğ u n d a  d a  h â lâ  geçerlid ir. B unun la  ilg ili o la rak , ü s tte  v erilm iş  b ile şe n 
le r, yerel b ir  M inkovvskici s is tem d e k ab u l ed ilm iş o la rak  d eğ e rlen d irilm e
lid ir; in d is  n o ta sy o n u  geri k a lan ın  ic ab ın a  b a k a c a k tır .119 61

M  [19.5] Bunu, ilk olarak, iki kez ikilemenin orijinal niceliğin eksi işaretlisini verdiğini ortaya 
koyarak gösterin. Bu işaret, uzayzamana ilişkin Lorentzci imzayla ilişkili midir? Açıklayın.

@  [19.6] Bunu ayrıntılı biçimde açıklayabilir misiniz? Genel bir eğri çizgisel koordinat siste
minde F  ve ’F 'n in  bileşenlerine ne olur? Maxwell denklemleri doğru biçimde ifade edildi
ğinde niçin etkilenmemiş kalır?



19.3 Maxwell kuramındaki korunum ve akış yasaları

Y ük-akım  v ek tö rü n ü n  yok o lm a ırak sak lığ ı b ize e lek tr ik  y ü k ü n ü n  ko- 
ru n u m u o M  su n a r. B u nun  b ir  "korunum  denklem i" o la ra k  a d la n d ır ılm a s ı
n ın  neden i, tem el d ış sa l k a lk ü lü s teo rem ince (bkz. §12.6), M M inkow ski 
u zay ın d ak i h e rh a n g i k ap a lı Q 3 -yüzey i b o yunca

b iç im in d e  in teg ra llenecek  şe k ilde , d */ =  fgx 'J ifad es in e  sa h ip  o lm a

m ızd an  k ay n ak lan ır. (M 'deki k ap a lı h e rh a n g i 3-yüzey, M 'deki 4 -b o y u tlu  
b ir  -tıkız 31 bö lgesine  ilişk in  dJl s ın ırıd ır.)  Bkz. Şekil 19.3. *J n iceliğ i 
Q =  d3l iç indek i "yük akışı" (ya da y ü kün  "akma"sı) o la rak  y o ru m lan ab ilir.

Şekil 19.3 Elektrik yükün uzayzamanda korunumu. M ’deki kapalı Q 3-yüzey, 4-hacimli tıkız 
31'ye ilişkin Q = d3t sinindir, böylece dışsal kalkülüsün temel teoremi, d 7 = O olduğundan bize

f 7 = /jj d 7 = 0 olduğunu söyler. 7 niceliği Q içerisindeki yük “akışı”nı (ya da “akma”)

tanımlar, böylece Q  içine akan toplam yük dışarı çıkana, yük korunumunu ifade ederek eşittir.

Je*7= 0

Zaman
t



Böylece, y u k arıd ak i denklem in  b ize  söy led iğ i şey, b u  s ın ır  iç in d en  geçen 
n e t  e lek trik  yükü  ak ış ın ın  s ıf ır  o lm ak zo ru n d a  o lu şu d u r; d iğ e r b ir  dey işle  
& iç ine  g iren  to p la m  % d ış ın a  ç ıkan  to p la m a  k es in  o la rak  e ş it olm ak zo
ru n d ad ır : e lek tr ik  y ü k ü  k o ru n u r .119-7' "G auss y asas ı"  denen  şeyi tü re tm ek  
üzere  ay rıc a  ik inci M axweII denk lem in i de, d *F =  4ır *J, k u lla n ab ilir iz . Bu 
b e lir li y a sa  v erili b ir  t  =  t 0 a n ın d a  geçerlid ir, böylece a r tık  tem el d ışsa l 
k a lk ü lü s  teo rem ine ilişk in  üç b o y u tlu  versiy o n u  k u llan ırız . Bu bize, k ap a lı 
b ir  S  2 -yüzey i iç inde t 0 an ın d a  b u lu n a n  (bkz. Şekil 19.4) to p la m  y ü kün  d e
ğerin i, b u  yükü *F M axw ell te n sö rü n e  ilişk in  S  ü ze rin d e  b ir  in te g ra l b iç i
m in d e  ifade  ederek  söyler; bu , S  ta ra f ın d a n  çevrelenm iş to p la m  yükü, E 
e lek trik  a lan ın ın  to p lam  ak ış ın ı S  iç inde  in teg ra lled iğ im izd e  elde ed eb ile 
ceğim izi söylem ek an lam ın a  g e lir .119'81

D aha genel o la rak  bu , S, s a b it  b ir  t  = t 0 zam an ın d a  b u lu n m a sa  b ile  ge
çe rlid ir. £ 'n in  3 -u zam lı tık ız  b ir  cA bö lgesine  ilişk in  u zay sa l 2- s ın ı r  o ld u 
ğu n u  d ü şü n ü n . Bu d u ru m d a  A  bö lgesindek i S  ta ra f ın d a n  çevrelenm iş (ya 
d a  uzay zam an  te rim leriy le  S  "boyunca kap lanm ış"; bkz. Şekil 19.4) x  to p 
lam  yükü,

X ~ İ M 7  o lm ak  ü ze re  *F =  4nx

ifad esiy le  verilir.

Ş ek il 1 9 .4 1 =  t„ sab it zam anlı 3 -  
yüzey içinde, kend isi a rac ılığ ıy la  
kapalı b ir uzam sal 2-yüzey  ü ze
rinde elektrik ak ışın ın  integrali 
( 'F'nin integrali) alınarak çevrele
nen toplam  yükü ölçü len  (dışsal 
kalkülüsün tem el teorem i ta 
rafından) M axw ell'in  d "F —
4 n  'J 's ı, b ize Gauss y asasın ı verir. 
A slında bu  durum sab it zam anda
ki 2 -yüzeylerle sın ırlanm az ve 
böylelik le Gauss y a sa sı g en elleşti
rilir.

®  [19.7] Doğru olm asına rağm en bu argüm an b ir  şekilde b iraz  ü stünkörü  biçim de verilm ekte
dir. S 'n in , t  zam an koordinatına ilişkin sabitlenm iş b ir  sonlu aralık la ilgili olarak, zam anda 
sab it b ir  sın ırlı uzam sal bölge içeren b ir uzayzam an "silindir"i olduğu durum daki ay rın tıla 
rı daha bü tünse l olarak inceleyin. Dahil ed ilen  fark lı "yük akışı" kavram larım , bunu  silind i
re ilişk in  uzaysal "taban" ve "tavan" kavram ları ve zam ansal "kenarlar"la karşılaş tırarak  
açıklayın.



A yrıca, ilg ili b ir  tü r  k o ru n u m  y a sa s ın ı ilk  M axw ell denk lem inden  de, 
dF =  0, elde edebiliriz . Bu, *F 'nin yerin e  F geçm esi ve */'ye k a rş ılık  gelen 
kay n ağ ın  a r tık  s ıf ır  o lm ası d ış ın d a  ik inci M axw ell denklem iyle ta m  o la rak  
ayn ı b iç im e sa h ip tir . Bu neden le , Minkovvski u zay ın d ak i h e rh a n g i k ap a lı 
b ir  2-y ü zey le  ilg ili o la ra k 2 h e r  zam an

akış y a s a s ın a  sah ip  o luruz.
*F'den F 'ye (ya d a  F 'd e n  *F'ye) geç işte  b a s it  o la ra k  e lek trik  ve m anye

tik  a lan  v ek tö rle rin i k en d i a ra la r ın d a  (biriyle ilg ili b ir  iş a re t değ işim iyle 
b irlik te) d eğ iş tir ir iz . F 'ye ilişk in  b ir  kaynak  yokluğu, D oğada (bilindiği k a 
darıy la) m a n y e tik  te k  k u tu p la r ın  m evcu t o lm a m a sı gerçeğ in in  b ir  ifa d e s i
d ir. M anyetik  b ir  tek  k u tu p , s ıra d a n  b ir  m ık ta n ıs ta  o lan  d u ru m  g ib i h e r 
zam an  b ir lik te  b u lu n a n  kuzey ve güney  k u tu la r ı yerine , k en d isin d e  b ir  
m an y etik  kuzey k u tb u  y a  d a  b ir  m anyetik  güney k u tb u  o lur. (Bu k u tu p la r  
fizik i o la rak  bağ ım sız  d eğ ild ir  fa k a t e lek tr ik  y ü k le rin  d o la ş ım ın d an  k ay 
nak lan ır.) D oğadaki fizik i b ir  nesn e  üzerinde h iç b ir  zam an  n e t b ir  "m anye
tik  yük" (sıfır o lm ayan  k u tu p  kuvveti) b u lu n m ad ığ ı gö rü lü r. Tek b a ş ın a  
M axw ell denk lem leri b ak ış  aç ıs ın d an , m an y etik  tek  k u tu p la r ın  yok luğuna 
ilişk in , ilk  M axw ell denklem ine, dF =  0, h e rh a n g i b ir  tu ta r lıl ık  kayb ı o l
m ak sız ın  b as itç e  b ir  sağ  ta r a f  sağ layab ileceğ im iz  iç in , h e rh a n g i iy i b ir  s e 
bep  yokm uş g ib i gö rü n ü r. A slında fiz ikçile r zam an  zam an  m anyetik  tek  
k u tu p la r ın  gerçek ten  v a r  o lab ileceğ in i d ü şü n ü p  o n la rı a ram ay ı denediler. 
V arlık la rı p a rçac ık  fiziğ i iç in  önem li an lam la ra  sa h ip  o lu rd u  (bkz. §28.2) 
fa k a t şim d ilik  b u  tü r  tek  k u tu p la r ın  gerçek evrende v a r  o ld u k la rın a  ilişk in  
h e rh a n g i b ir  b e lir ti yok tu r.

19.4 Ayar eğriliği olarak Maxwell alanı

İlk  M axw ell denklem i, dF =  0, ay rıca  b ir  A 1 -b iç im lisiy le  ilg ili o la rak

an la tım ın a  da sa h ip tir . (Bu, a  r -b iç im lis i d a  =  O'ı s a ğ la rsa  b u  d u ru m d a  
yerel o larak  h e r  zam an , k en d isi iç in  a  =  d/î o lan  b ir  /? ( r  — l)-b iç im lis in in  
v a r  o lduğunu  b e lir te n  "P oincare önsav ı"ndan  y a ra rla n m a k tır ; bkz. §12.6.) 
D ahası, Ö klitçi topo lo jidek i b ir  bö lgede b u  yere l sonuç, ev rense l b ir  so n u 

2 Sonuç ayrıca topolojik olarak önem siz eğik uzayzam anda da geçerlidir, böylece, en belirgin 
biçim de, kapalı b ir  2-yüzey tıkız b ir  3-hacm i her zam an kapsar.

F  =  2di4



ca g en iş le r .3 A n iceliğ i e le k tro m a n y e tik  p o ta n s iy e l  o la rak  a d la n d ır ılır . Tek 
b a ş ın a  F a lan ı ta ra f ın d a n  belirlenm ez fa k a t b ir  d0  n ice liğ in in  ek lenm esiy 
le ,1119 91 0  gerçel b ir  sk a le r  a lan  olm ak üzere, d üze ltilir:

A t—» A + d0.
Bu b a ğ ın tıla r  in d is  b iç im inde,

A a +
se rb e s tis iy le  b irlik te

Fab =  ^ a ^ b  ~  ^ b ^ a
h a lin i alır.

E lek trom anye tik  po tan siy e ld ek i b u  "ayar se rb estis i"  b ize  A 'm n yerel 
o la rak  h e s a p la n a b il ir  b ir  n icelik  o lm ad ığ ım  söyler. "A 'nın değeri''n i b ir  
n o k ta d a  hesap lay ab ilecek  h iç b ir  deney  y o k tu r  çünkü  A + d0  ta m  o la rak  
.A'nm h izm et e ttiğ i am aca  h izm et eder. B unun la  b ir lik te  p o tan siy e l, 
M axw ell a lan ın ın , k end is i a rac ılığ ıy la  b a şk a  b ir  V  fizik i n iceliğ iy le e tk i
le ş tiğ i iş lem e ilişk in  m atem atik se l a n a h ta r ı sağ la r. Bu d u ru m  n a s ıl işler? 
Aa'n m  b e lir li ro lü , on u n  bize, e, V  n iceliğ iy le ta n ım la n a n  nesneye ilişk in  
e lek tr ik  y ü k ü  n ü  k u an tize  eden b e lir li b i r  gerçel say ı o lm ak üzere, b ir

Va= d /d x a — i eAa

a y a r  ba ğ la n tıs ı (ya d a  dem et b ağ lan tıs ı; bkz. §15.8) su n m ak tır . A slında bu  
genellik le ö rneğ in  b ir  e lek tron  ya da p ro to n  g ib i yük lü  b ir  k u an tu m  p a rç a 
cığı o la ca k tır  ve böylece V  ona ilişk in  k u an tu m  m ekan iksel dalga  fo n k si
yonu  h â lin e  gelir. Bu te rim le rin  b ü tü n se l an lam ı 21. bö lüm dek i ta r t ış m a 
da d a lga  fonksiyonu  kav ram ı aç ık lan an  dek beklem ek zo ru n d a  k a lacak tır. 
Şu a n d a  b u n u n  h ak k ın d a  bilm eye gerek  duyacağ ım ız şey in  tü m ü  f^ n in  b ir  
dem ete, yük lü  a la n la rı ta n ım la y an  b ir  dem et ve V 'nm  üzerin d e  b ir  b a ğ la n 
t ı  o la rak  e tk id iğ i dem et b u d u r, a it b ir  a ra  k es it (§15.3) o la rak  d ü şünü lm ek  
d u ru m u n d a  o lduğudur.

F ve A e lek trom anyetik  a la n  n ice lik le ri y ü k sü z d ü r (bun lar iç in  e = 
O'dır), böylece M axw ell denk lem lerim iz in , vb , tü m ü , Va'y la  ilg ili b u  yen i 
ta n ım a  sa h ip  olm ak yo luy la  bozu lm am ış b iç im de kalır; d iğe r b ir  dey işle 
düz M inkow ski k o o rd in a tla r ın d a k i b u  denk lem lerde h â lâ  Va=  9 /3 x a 'y a  ya 
da eğik u zay zam an ı ele a lıy o rsak  uygun  b ir  genellem eye (§14.3) sah ib iz . 
Bu b a ğ la n tın ın  k en d isin e  e tk id iğ i dem etin  geom etrik  doğası ned ir?  O lası 
b ir  b ak ış  aç ısı b u  dem eti M u zay zam an ı ü ze rin d e  çem berle r (S^ler) olan, 
b u  çem ber 'F 'y le ilg ili b ir  e1® faz  ç a rp an ı o lm ak üzere, lif le re  sa h ip  o la rak

3 Bkz., örneğin, F landers, 1963.
®  [19.9] Bu tü r  b ir  niceliği niçin toplayabiliriz?



d ü şü n m ek tir . (Bu, §15.1’de değ in ilm iş o lan  "K aluza-K lein" ta b lo su n d a  o r
ta y a  ç ıkan  tü rd e  b ir  şey d ir  fa k a t o d u ru m d a  tü m  dem et "uzayzam an" o la 
ra k  düşü n ü lü r.)  D aha uygun  o lan ı dem eti, h e r  b ir  n o k tad ak i o lası V  d eğer
le rin e  ilişk in  v ek tö r dem eti o la rak , faz  ç a rp ım la rın a  ilişk in  se rb estlik , de
m eti MI u zay zam an ı üzerin d e  b ir  U(l) dem eti yapm ak  üzere, d ü şü n m ek tir . 
(Bu tü r  b ir  konu  §15.8 'in  so n u n d a  ele alındı.) B unun  an lam  ifad e  etm esi 
iç in  V , fiz ik i y o rum u  uygun  b ir  an lam d a , (0 M  m a n ifo ld u  ü ze rin d e  gerçel 
değerli b ir  a la n  olm ak üzere) V  <—> e l9V  y e r  değ işik liğ ine d u y a rs ız  b ir  k a r 
m aşık  a la n  olm ak zo ru n d ad ır. Bu y e r  değ işik liğ i e lek trom anyetik  b ir  a ya r  
d ö n ü ş ü m ü  o la rak  ve fizik i y o ru m u n  b u  y e r  değ işik liğ ine  d u y a rs ız  o lm ası 
gerçeği a y a r  değ işm ezliğ i o la rak  a d la n d ır ılır . Böylece a y a r  b ağ lan tım ız a  
ilişk in  eğriliğ in  Fab M axw ell a lan  te n sö rü  o lduğu  aç ığa  ç ık a r .119101

Bu fik ir le r i d a h a  faz la  a ra ş tırm a d a n  önce b az ı k ısa  ta r ih i y o ru m la rd a  
b u lu n m a k  u y g u n  o lur. E in s te in  1915 'te genel görelilik  k u ram ım  o rtay a  
k o y d u k tan  k ısa  sü re  so n ra  1918'de VVeyl u z u n lu k  k av ram ın ın  yol bağ ım lı 
h a le  geleceği b ir  genellem e ö n eris in d e  b u lu n d u . (H erm ann W eyl, 1885- 
1955, önem li b ir  20. yüzyıl m a tem a tik se l f ig ü rüydü . A slında ça lışm a la rın ı 
b ü tü n ü y le  20. yüzy ılda  g erçek le ştiren  m a tem atik ç ile r a ra s ın d a  o n u n  ç a lış 
m a s ı b a n a  göre en e tk iley ic isiyd i ve o, y a ln ızca  b ir  m a tem atik ç i o la rak  d e 
ğil ayn ı za m a n d a  b ir  fizikçi o la ra k  da önem liydi.) W eyl'in  k u ra m ın d a  boş 
k o n ile r E in s te in 'm  k u ram ın d a  (örn. k ü tle li p a rç ac ık la ra  ilişk in  s ın ırlay ıc ı 
h ız ı tan ım lam ak  ve b ize h e r  b ir  n o k ta n ın  k o m şu lu ğ u n d a  e tk iyen  y ere l "Lo- 
re n tz  g ru b u "n u  sağ lam ak  üzere) sa h ip  o ld u k la rı tem el ro lü  ko ru r, böylece 
b ir  L oren tzci g  (diyelim  k i + -------) m e triğ in e  b u  k o n ile ri ta n ım la m a k  am a
cıy la yere l o la rak  h â lâ  gerek  d uyu lu r. B unun la  b ir lik te  VVeyl'in düzen inde 
zam an  ya d a  u za y  ö lçü leriy le  ilg ili m u tlak  b ir  ölçeklem e m ev cu t değ ild ir, 
böylece m e trik  y a ln ızca  oran tılilığa  bağlı o la rak  verilir. Bu ned en le  M  
u zay zam an ı ü zerindek i b ir  X (pozitif diyelim ) sk a le r fo n k siy o n u n a  ilişk in
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b iç im in d ek i dönüşüm ler, b u n la r  M 'ye a i t  boş ko n ile ri etk ilem em ek üzere, 
iz in lid ir. (Bu tü r  d ö n ü şü m ler g  m e triğ in e  ilişk in  k o n fo rm a l y e n id e n  ölçek- 
le n d irm e  o la rak  ad lan d ır ılır; VVeyl'in k u ram ın d a  g fye ilişk in  h e r  seçim  b i 
ze, u za k lık la r  ve zam an ın  ö lçü leb ileceğ i b iç im dek i o lası b ir  a y a n  sağlar.) 
W eyl u za m sa l a y rım la ra  d a h a  çok z ihn inde  sa h ip  o lm uş o lsa  da (17. b ö 
lüm dek i b ak ış  aç ıs ı uyarınca) zam an  ö lçüm leri b iç im inde  düşünm em iz  u y 
gun  o lacak tır . Bu neden le  W eyl g eom etris inde  m u tlak  "ideal sa a tle r"  yok
tu r . H erh an g i b ir  sa a tin  zam an ı ölçm e o ran ı o s a a tin  geçm işine bağ lıd ır.



D urum , §18 .3 'te  açık lad ığ ım  (Şekil 18.6d) s ta n d a r t  " saa t p a ra d o k 
su m d a n  "d ah a  kö tü"dür. W eyl geo m etris in d e  kafam ızda , uzak  b ir  y ıld ıza  
yo lcu luk  ed ip  d ü n y ay a  d ö n düğünde  y a ln ızca  d ü n y ad a k ile rin  d a h a  faz la  
y aş lan d ığ ın ı değil dün y ad ak i s a a tle r in  de a r tık  uzay  gem isindek ile rden  
fa rk lı o ra n d a  ça lış tığ ın ı gö ren  b ir  uzay  gezgin in i can la n d ıra b ilir iz . Bkz. 
Şekil 19.5a. Bu o ldukça ça rp ıc ı f ik ri k u lla n a ra k  W eyl, M axw ell'in  e lek tro 
m anyetik  k u ram ın a  ilişk in  denk lem leri u zay zam an  g eom etris ine  eklem le
m eyi b a şa rd ı.

B unu y ap tığ ı tem el yöntem , tıp k ı ben im  ü s tte  yap tığ ım  g ib i e lek tro 
m an y etik  p o ta n s iy e li b ir  dem et b a ğ la n tıs ı iç ine  fa k a t Va 'y la  ilg ili ifadede  
sa n a l "i” b ir im i o lm aksız ın  kod lam ak tı. M  ü ze rindek i ilg ili dem eti, aynı 
boş koniy i p a y la şa n  L oren tzci g  m e triğ in ce  verilm iş o la rak  dü şü n eb ilir iz . 
Böylece, M  iç indek i b ir  x  n o k ta s ı ü ze rin d ek i l i f  b ir  o ra n tılı m e tr ik le r  a ile 
sin d e n  o lu şu r  (iste rsek  o ran tılılık  ç a rp a n la rın ı p o z itif  o la rak  seçebiliriz). 
Bu ç a rp a n la r  ü s tte k i g  >—> hg'&e b u lu n a n  o lası " /H a rd ır. M etriğe ilişk in  
h e rh a n g i b e lir li  b ir  seçim le ilg ili o la rak , k en d isi a rac ılığ ıy la  eğ rile r  ü ze 
r in d e  uzak lık  y a  d a  za m a n la rın  ta n ım la n ab ilec eğ i b ir  ayara  sa h ip  o luruz. 
B unun la  b ir lik te  ay a ra  ilişk in  h e rh a n g i m u tlak  b ir  seçim  ve böylece de g  
m e triğ in e  ilişk in  o ra n tılı o la n la rın  eşdeğerlik  s ın ıfın d a n  y a p ılan  te rc ih  
ed ilm iş h iç b ir  seçim  söz k onusu  değ ild ir. A yrıca, b o ş k on ile rink ine  ek ola-

A

(a) (b)

a ra s ın d a k i ik i fa rk lı  ro ta) i le r le d i
ğ im iz zam an k i b u  (konform al) za 
m a n  ölçeği d eğ iş im in d en  k ay n ak 
la n ır .

d ü n y a  çizgisi) görürüz! (b) W ey l'in  
(M axw ell a la n ı F 'y i veren) a y a r  eğ
r iliğ i, so n su z  k ü çü k  b ir  d ö ngü  çev
re s in d e  (p 'yle k o m şu  p' n o k ta s ı

k a rş ıla ş tırm a : Vtfeyl'in k u ra m ın d a  
u z a y  gezg in in in  eve y a ln ızca  (do
lay s ız  AB ro tası)  D ünyad ak ile rle

d a  b u lm ak  ü ze re  geld iğ in i (ABC

a ra s ın d a k i fa rk ı değ il fa k a t ay rıca  
s a a t  v u r m a  sık lık la r ın d a k i fa rk ı

u zay  gem isin d ek i s a a t  ö lçü m leri

k av ram ı m u tla k  değil fa k a t  g id ilen  
y o la  b ağ lıd ır, (a) Şekil 18 .6 'da g ö s
te r ile n  " s a a t p a rad o k su "y la  b ir

Ş ek il 19.5 VVeyl'in o rijin a l e lek t
ro m an y e tik  a y a r  k u ra m ın d a  z a 
m a n  a ra lığ ı (ya d a  u zay  aralığ ı)



rak , VVeyl’in  M axw ell'in  F 's in e  (Fab)  kend i eğriliği o la rak  sa h ip  o lm ak  ü ze 
re  o rtay a  koyduğu b ir  dem et b a ğ la n tıs ı, y a  d a  a y a r  b a ğ la n tıs ı, y ap ıs ı da 
(diğer b ir  dey işle  ko n fo rm a l  yapı) m ev cu ttu r. Bu eğrilik , Şekil 19 .5a'da 
g ö ste rild iğ i g ib i d ü n y a  ç izg ileri y a ln ızca  so n su z  küçük  b ir  k ısım  k a d a r  
fa rk lıla ş tığ ın d a  s a a t  v u ru m  sık lık la rın d a k i tu ta rs ız lığ ı ölçer; bkz. Şekil 
19.5b. (Bu, §15.8, Şekil 15.16 ve 15.21 'de ele a lm a n  C ü ze rin d ek i Bc "zor
la n m ış  dem et"iyle k a rş ıla ş t ır ı la b ilir ; tem el dem et k av ram ı çok benzerd ir.)

E in s te in  b u  k u ram ı d u y d u ğ u n d a  W eyl'i, b u n a  k a rş ı, W ey l'in  f ik ir le r in 
deki m a tem atik se l inceliğe k a rş ın , tem el b ir  f i z ik i  i t i ra z a  sa h ip  o lduğu  ko 
n u su n d a  b ilg ilen d ird i. S p ek tra l f re k a n s la r  ö rneğ in , VVeyl'in k u ram ı te rs in i 
öngörm ekteyken , b ir  a to m  geçm işi ta ra f ın d a n  h iç b ir  b iç im d e e tk ilenm e
m iş o la rak  gö rü n ü r. D aha tem el o larak , za m a n ın d a  ilg ili tü m  k u an tu m  
m ekan iksel k u ra lla r  b ü tü n ü y le  fo rm ü le  ed ilm em iş o lsa  d a  (ve b u n la ra  d a 
h a  so n ra  §21.4, §§23.7, 8'd e  geleceğiz), VVeyl'in k u ram ı ayn ı tü rd e k i fa rk lı 
p a rç a c ık la r  a ra s ın d a k i zo ru n lu  b iç im dek i k es in  özdeşlik le  (bkz. §21.4) çe li
ş ir . ö ze lde , s a a t  v u ru m  sık lık la rıy la  p a rç ac ık  k ü tle le ri a ra s ın d a  do laysız 
b ir  ilişk i m evcu ttu r. D aha so n ra  göreceğim iz üzere  m  d u ra ğ a n  k ü tle li b ir  
p arçac ık , h P lanck  s a b iti ve c ış ık  h ız ı olm ak üzere, b ir  m c 2h~x doğal f re 
k a n s ın a  sa h ip tir . Böylece W eyl geom etris inde , y a ln ızca  s a a t  v u rm a  sık lık 
la r ı  değil fa k a t b ir  p a rç ac ığ ın  k ü tle s i  de ken d is in e  ilişk in  geçm işe b ağ lı 
o lacak tır. B una göre, ik i p ro to n  fa rk lı geçm işlere sa h ip le rse  b u  d u ru m d a  
VVeyl'in k u ram ın a  göre n e red ey se  k es in  o la rak  fa rk lı k ü tle le re  sa h ip  o lu r 
ve böylece de aynı tü rd e k i p a rç a c ık la r ın  kes in  b iç im d e  özdeş o lm a la rı ge
rek tiğ in i söy leyen k u an tu m  m ekan ikse l k u ra lı ç iğner (bkz. §§23.7, 8).

Bu, la n e t o lası b ir  gözlem  o lm asın a  rağm en , W eyl k u ram ın ın  o rijina l 
v e rsiyonuy la  ilg ili o la rak  d a h a  so n ra , onun  "ayar"ı (A ta ra f ın d a n  yapılan) 
gerçel ölçeklem eye değil de b ir  b irim  m o d ü llü  k a rm a ş ık  sa y ı  (e1®) ta ra f ın 
d an  y a p ılan  ölçeklem eye a tfe d iliy o rsa , b u  d u ru m d a  ayn ı f ik rin  geçerli o la 
cağ ı fa rk  ed ild i.4 Bu, tu h a f  b ir  f ik ir  g ib i g ö rü n eb ilir  fa k a t 21. bö lüm  ve 
so n ra s ın d a  göreceğim iz ü zere  k u a n tu m  m e k a n ik  k u ra lla r ı  b ize, b ir  s is te 
m in  d u ru m u n u n  ta n ım la n m a s ın d a  k arm a şık  sa y ıla rın  k u lla n ım ın ı d ay a 
tır . Özellikle, b u  "kuan tum  d u rum u"nu , sık lık la  W o la rak  d eğ in ilen  du rum , 
yerel o la rak  gözlem leneb ilir h e rh a n g i b ir  sonuç o lm aksız ın  ça rp ab ile n  b i
rim  m od ü llü  b i r  e '0 k a rm a şık  sa y ıs ı m ev cu ttu r. Bu "gözlem lenebilir o lm a
yan" W » e 'eV  y er değ işik liğ i b u g ü n  hâ lâ , a r tık  u zu n lu k  ölçeğine d ah il 
ed ilen  h e rh a n g i b ir  değ işik lik , b u  değ işik lik  k a rm a şık  düzlem dek i (uzay ya 
da  zam an  b o y u tla r ın d a n  h e rh a n g i b iriy le  do laysız  h iç b ir  b a ğ la n tıs ı o lm a

4 Bkz. Weyl, 1928, s. 87-88, çevirisinde s. 100-101. Bu gözlem ayn ca  bağım sız biçim de W. 
Gordon tara fın d an  ve Pauli ve H eisenherg tarafından  da yapıldı; bkz. Pais, 1986, s. 345.



y an  b ir  k a rm a şık  düzlem ) b ir  dön d ü rm e olm ak üzere, o lm asa  dah i, b ir  
"ayar dönüşüm ü" o la rak  a d la n d ır ılm ak ta d ır . T u h af şek ilde  ç a rp ıtılm ış  b u  
b iç im de, VVeyl'in f ik ri 15. b ö lü m ü n  so n u n d a  ö rnekled iğ im  tü rd e k i b ir  U(l) 
b a ğ la n tıs ın a  ilişk in  uyg u n  fizik i k u ru lu m u  sa ğ la r  ve o a r tık  e lek tro m an y e
tik  a lan ın  gerçekte n a s ıl  e tk ile ştiğ in e  ilişk in  m o d e m  tab lo y a  a i t  tem eli 
o lu ş tu ru r . Ü stte , e lek trom anyetik  p o ta n s iy e ld en  yo la ç ık arak  ta n ım la n a n
V iş lem cisi (diğer b ir  dey işle  Va=  d /d x a — ieAa) y ük lü  ıp k u an tu m  dalga 
fo n k siy o n la rı dem eti ü ze rin d e  b ir  U(l) dem et b a ğ la n tıs ı sa ğ la r  {bkz. §21.9).

B ağ lan tıya  ilişk in  (Şekil 19 .5 'te g ö ste rilm iş  o lan  yol bağ ım lılığ ıy la  k ı
yaslayabileceğ im iz) yol b ağ ım lılığ ın ın  deneyle ilg ili b e lir li tü rd e k i d u ru m 
la rd a , A h a ro n o v-B o h m  e tk is i o la rak  b ilin en  şey i3 g ö ste re rek  ça rp ıc ı b ir  
b iç im de b e lirm esi ilg in ç tir. V b ağ lan tım ız  y a ln ızca  k u an tu m  o lgu la rı d ü 
zey inde geçerli o ld u ğ u n d an  b u  yol b ağ ım lılığ ın ı k la s ik  deney lerde görm e
yiz; A haronov-B ohm  e tk is i b u n u n  y erin e  k u a n tu m  g ir iş im in e  d ay a n ır  
{bkz. §21.4 ve Ş ek il 21.4). En iy i b ilin en  tü rü n d e , e lek tro n la rın , e lek tro 
m an y etik  a la n d a n  yoksun  (F =  0) fa k a t b irb ir in d e n  (m anyetik  kuvvet çizg i
le ri içeren) s il in d ir  b iç im li u zu n  b ir  so leno id  ta ra f ın d a n  ay rılm ış ik i bölge 
iç in d en  geçerek a rk a d a  b u lu n a n  a lg ılay ıc ı b ir  ek ra n a  u la şm a s ı h ed e flen ir  
{bkz. Şekil 19.6a). E lek tro n la r h iç b ir  a şa m a d a  s ıf ır  o lm ayan  h e rh a n g i b ir  F 
a lan ıy la  k arş ıla şm az . B unun la  b ir lik te  (kaynak tan  b aş lay ıp  so leno id in  h e r  
ik i ta ra f ın d a n  geçecek şek ilde ikiye a y rıla ra k  ek ran d a  yen iden  b irleşen) il
g ili a la n  s e rb e s t 31 bö lgesi b a s it-b iç im d e -b a ğ lı d eğ ild ir  ve 31 d ış ın d ak i F 
a lan ı, kend isiy le  ilg ili o la rak  A p o ta n s iy e lin in  31 iç indek i h e r  yerde  yok o l
duğu  h iç b ir  a y a r  seçim in in  o lm ayacağ ı şek ilded ir. Bu s ıf ır  o lm ayan  p o 
ta n s iy e lin  b a s it-b iç im d e -b a ğ lı-o lm a y a n  52'dek i varlığ ı, y a  d a  d a h a  doğru  
o la ra k  V 'nm  K 'dek i yol bağ ım lılığ ı, ek ran d ak i g iriş im  sa ça k la r ın d a  b ir  yer 
değ iştirm eye  yol açar.

A slında saçak  k ay d ırm a e tk is i A 'm n sa h ip  o lab ileceğ i h e rh a n g i b e lirli 
b ir  yerel değere değil (olam az çünkü  ü s tte  b e lir tild iğ i üzere  A y ere l o la rak  
gözlem leneb ilir değildir) fa k a t ,4’n ın  yerel o lm ayan  b e lir li  b ir  in te g ra lin e  
b ağ lıd ır . Bu, 31 iç e r is in d e  top lo jik  o la ra k  önem siz o lm ayan  b ir  döngü  e t ra 
f ın d a  a lm an  § A  n iceliğ id ir. Bkz. Şekil 19.6b. âA 31 iç e ris in d e  yok o ld u ğ u n 
d an  (çünkü 31'de F =  O'dır) § A  in te g ra li, 31 iç indek i k ap a lı döngü  e tra f ın d a  
sü rek li b iç im de h a re k e t edersek  e tk ilenm em iş o la rak  k a lır .119111 B u rad an

5 Bkz. Aharonov ve Bohm, 1959. Aslında bu  etki 10 yıl önceden Ehrenberg ve Siday, 1949, ta 
rafından  belirtilm işti. Deneysel olarak Chambers, 1982, ta ra fın d an  doğrulandı ve daha ikna 
edici biçim de Tonom ura, 1986, ta ra fın d an  o luşturu ldu .



Elektron
tabancası

Demeti Solenoid

Ş ek il 19.6 A haronov-B ohm  e tk isi, (a) B ir e lek tro n  dem eti, (uzun b ir  so le n o id  y o lu y la  elde 
edilen) m an y e tik  ak ışa  il işk in  ç izg ile r to p la m ın ın  h e r  iki ta ra f ın a  g id en  ik i yo la  ay rılır . 
D em etle r b i r  e k ra n d a  b i r  a ra y a  g e tir il i r  ve so n u ç tak i k u a n tu m  g ir iş im  ö rü n tü sü , e lek t
ro n la rın  y a ln ızca  b ir  s ıf ır  a la n  kuvve tiy le  (F =  0) k a rş ıla şm ış  o lm a la rı gerçeğ ine  k a rş ın , 
m an y e tik  ak ış  kuvv e tin e  b a ğ lı o lu r, (b) E tk i $ / l ’n ın , topo lo jik  o la ra k  ö nem siz  o lm ay an  il
g ili k a p a lı  y o lda , F 'n in  b u  yo l ü z e rin d e  k ay b o lu şu n a  k a rş ın , s ıf ır  o lm ay ab ilen  değerine  
b a ğ lıd ır. <j>j4’m n  değeri a la n  s e rb e s t  bö lge  iç indek i sü rek li d e fo rm a sy o n la rla  ilg ili o la rak  
değ işm ez h a ld e  kalır.

harek etle , a la n  se rb e s t b ir  bö lge iç inde  $ .4 'n ın  ve b u  y ü zd en  A haronov- 
Bohm  e tk is in in  k en d is in in  yok o lm ayışı, b u  a la n  se rb e s t b ö lgen in  to p o lo 
jik  o la rak  önem siz o lm ay ışın a  b ağ lıd ır .

VVeyl'in (orijinal o la rak  yol b ağ ım lı b ir  "ayarlam a" b iç im in d e  b ir  ro l 
oynayan) ça rp ıc ı fik rin d ek i ta r ih i  kökenleri neden iy le  b u  elek trom anyetik
V b a ğ la n tıs ın a , b ir  a y a r  b a ğ la n tıs ı deriz ve b u  isim  ay rıca  m o d e m  p a rç a 
cık fiz iğ indek i zay ıf ve yeğ in  e tk ileşim le rin  h e r  ik is in in  ta n ım ın d a  d a  k u l
la n ıla n , "Y ang-M ills" k u ram ı o la ra k  an ılan  e lek trom anyetizm aya ilişk in  
genellem elerle  ilg ili o la rak  d a  b en im sen ir. Kesin k o n u şacak  o lu rsak , "ayar 
b ağ lan tıs ı"  f ik rin in  gerçek ten  kesin  ve do laysızca  gözleneb ilir o lm ası ge
reken  (kendisi iç in  e lek tro m an y etizm an ın  V  ı—> e l6V  s im e tr is i olduğu) b ir  
s im e tr in in  v a rlığ ın a  d ay an d ığ ın ı b e lir tir iz . VVeyl'in o rijin a l ay a r  f ik rine  
E in s te in 'ın , a s lın d a  b ir  p a rç ac ığ a  ilişk in  k ü tle n in  (ve b u ra d a n  doğal f re 
kansın ın ) do laysızca  ö lçü leb ilir  o lup  gerekli an lam d ak i b ir  "ayar alan ı" 
o la rak  k u llan ılam ay acağ ın a  yönelik  itira z ın ı an ım sayalım . D aha so n ra  bu  
konunun , "ayar" fik rine  ilişk in  b az ı m o d e m  k u lla n ım la rd a  b e lirg in  b iç im 
de b u la n ık la ş tır ıld ığ ın ı göreceğiz.

19.5 Enerji momentum tensörü

ilg im iz i tem el d iğer k la sik  a lan a , d iğer b ir  dey işle kü tleçek im  a lan ın a , 
"ayar kuram ı" gö rünüm leriy le  b ir lik te  çevirm ek üzere  b ir  ön  koşu l o la rak  
öncelik le b ir  a lan a  ilişk in  enerji y o ğ u n lu ğ u  so ru n u n u  ele alm ak, b u  yo
ğ u n luk  kü tleçek im  kaynağ ı o lm ak  üzere, önem li o lacak tır. E in s te in 'ın  ün lü  
E =  m c2 denklem i m ad d e  ve en e rjin in  tem elde ayn ı şey  o ld u ğ u n u  söylediği



(bkz. §18.6) ve N ew ton  b iz i d a h a  önceden  b ilg ilen d ird iğ i üzere  kü tleçek i- 
m in  kaynağ ı k ü tled ir . Bu neden le , b ir  a la n a  ilişk in , ö rneğ in  M axw ell'ink i, 
enerji y o ğ u n lu ğ u n u n  n a s ıl  a ç ık lan d ığ ın ı ve b u n u n  b ir  kü tieçek im  kaynağ ı 
o la rak  n a s ıl  h a re k e t e ttiğ in i an lam am ız  gerekir. E in s te in  b ize onun , b u n u  
enerji m o m e n tu m  te n sö rü  o la rak  b ilin en  b ir  te n sö r  n iceliğ i yo luy la  g er
çek le ştird iğ in i söyler. Bu, b ir

VaTab = 0

"korunum  denklem i"ni sağ lay an  [^ j-d eğ erli s im etrik  b ir  T  (indis b iç im i

T ab =  bu) te n sö rü d ü r. (Bu b ö lü m ü n  geri k a la n ın d a  d /d x a yerine  k o v ary an t 
V0 u zay zam an  tü re v  iş lem cisin i ku llanacağ ız . B u radak i a lan la rım ız ın  tü 
m ü yüksüz  o ld u ğ u n d an  d ah a  önceki ifade lerim iz  yüksüz o lm aya devam  
edecek; ay rıca  bkz. §19 .2 'n in  son  p a ra g ra fı, n o t 19.2 ve a lış tırm a  [19.6].) 
Bu ifadey i e lek trik  yüküyle ilg ili Va]a =  0 k o runum  denklem iyle k a rş ı la ş t ı
rab iliriz . Tab ü ze rindek i ek in d is in  neden i, k o ru n an  şeyin , enerji m om en
tum , ska ler  e lek trik  y ü künün  ak s in e  b ir  4~(ko)vektör (§18.7'de ele a lm a n  pa 
enerji m om entum  4-(ko)vektörü) n iceliğ i o lm asıd ır. Ta()'n in  fiziki k a p sa m ı
n ı b ira z  d ah a  a y r ın tılı o la rak  aç ık lam ak  üzere  eşdeğer Tğ =  gacTcb n ice liğ i
ne geçm ek, b ir  in d is  gab m e trik  te n sö rü n ü n  ku llan ım ı yo luyla yük se ltilm iş  
o lm ak üzere, uygun  o lu r .119121 Tg n iceliğ i, a la n  ve p a rç ac ık la rd ak i enerji ve 
m om en tum a ilişk in  fa rk lı tü m  yoğun luk  ve a k ış la rı b ir  a ra y a  to p la r . D aha 
b e lirg in  o la rak  s ta n d a r t  b ir  Minkovvski k o o rd in a t s is tem in d e  Th° kovektörü  
4—m om en tum a ilişk in  yoğun luğu  ta n ım la r  ve üç kovek tö r Tb , Tğ, Tğ, b a 
ğ ım sız üç u zam sa l yöndeki 4 -m o m en tu m  ak ış ın ı sağ la r. Bu d u ru m  J a du- 
rum undak iy le , J° yük  yoğun luğunu  ve üç n icelik  71, / 2, / 3, b ağ ım sız  üç 
u zam sa l yöndek i yük  ak ış ın ı (diğer b ir  dey işle  e lek trik  akım) sağ lad ığ ı 
iç in , do laysız  b iç im de b en zerd ir. Bize k o ru n u m  y asam ız ın  a r tık  b ir  (ko- 
)vektör n iceliğ ine k a rş ılık  geld iğ in i söyleyen şey  ek b in d is id ir . T00 n ic e li
ğ in in  enerji yoğun luğunu  ve Tllr T22, T ^ 'ü n  u zam sa l k o o rd in a t eksen in in  
üç yönündek i b a sın c ı ö lç tüğü  aç ığa çıkar.

M axw ell'in  b ize  öğ re ttiğ i üzere  elek trom anyetik  a la n la rın  k en d ile rin in  
enerji ta ş ıd ığ ın ı an ım say ın . E lek trom anye tik  a lan a  ilişk in  enerji m om en
tu m  te n sö rü n ü n  in d is li n o ta sy o n d a

®  [19.121 gab b ileşenlerin in  (1, -1 , -1 , -1) biçim ine sahip olduğu yerel b ir  Minkowskici sistem 
de tekil Tg b ileşnleri Tab 'yle nasıl ilişkilenir?



b iç im in d e  o lduğu  o rtay a  ç ık a r .119131 D iğer fizik i a la n la r  d a  ay rıc a  kend i 
enerji m om entum  te n sö rle r in e  s a h ip tir  ve b u  tü r  pek çok fa rk lı k a tılım  b ü 
tü n se l T  enerji m om entum  te n sö rü n ü  verm ek üzere, VaTab — 0 ko ru n u m  
d enk lem in i sağ lay a rak , b ir  a ra d a  to p la n m a k  d u ru m u n d ad ır.

B unun la  b irlik te , b ira z d a n  göreceğim iz üzere kü tleçek im in  kend isine  
ilişk in  ene ıji m om en tum la  ilg ili o ldukça fa rk lı b ir  şey  o r ta y a  çıkar. K ütle- 
çekim  yok luğunda , uzayzam an  d ü zd ü r (M inkow ski uzayı) ve düz (Min- 
kow skici) k o o rd in a tla r  k u llan ab ilir iz . Böylece Tq , T f, T f,  T* d ö r t v ek tö rü n 
den  h e r  b ir i  b irey se l o la rak  / “ 'n ın  sağ lad ığ ıy la  (Var 0a =  0, vb , V J a = 0 'a  
benzerd ir) ta m  o la rak  ayn ı o lan  k o ru n u m  denklem ini, enerji m om en tum a 
ilişk in  4 b ile şe n in  ay rı ay rı h e r  b iriy le  ilg ili o la ra k  yükünk ine ta m  o la rak  

b en z e r  (diğer b i r  deyişle JQ *] =  0 'a  benzer) b i r  in teg ra l k o ru n u m  y a s a s ı

n ın  v a r  o lduğu  im asıy la  b ir lik te , sağ la r. Bu ned en le  to p la m  k ü tle  ve to p 
lam  m o m en tu m u n  üç b ile şe n i k o ru n u r. Yine de 17. b ö lüm de v erilm iş  o lan  
E in s te in 'ın  eşdeğerlik  ilkesi ta r t ış m a s ın ı ve b u n u n  n iç in  b iz i eğik b ir  
u zay zam an a  y ö n len d ird iğ in i an ım say ın . Böylece kü tleçek im  v a r  o ld u ğ u n 
da, "Va"nm  d ah a  faz la  b a s itç e  " d /d x a" o lm ad ığ ı gerçeğ in i h e s a b a  k a tm ak  
zo runday ız  fa k a t (§14.3 uyarınca) "VaT’0a"m  an lam ın ı k a r ış t ır a n  ve b iz i ke
sin lik le  y a ln ızca  ^aTa b ~  0 "korunum  den k lem em izd en  en e ıji ve m om en
tu m la  ilg ili b ir  in te g ra l k o ru n u m  y a s a s ı tü re tm ek te n  a lıkoyan  ek te 
rim le ri m ev cu ttu r. Sorun, Tab'deki ek b in d is in in , on u n  b ir  3 -b iç im lin in  
ik iliğ i o lm asın ı engellem esi gerçeğ i o la rak  n ite le n eb ilir  ve b ir  "korunum  
denklem i"ne ilişk in  ("d */ =  O 'daki */ 3 -b iç im lis in in  d ışsa l tü re v in in  yok 
o lu şu  gibi) k o o rd in a t b ağ ım sız  b ir  denklem  yazanlay ız . F iziğe ilişk in  en 
k ritik  k o ru n u m  y asa la rın ı, enerji ve m om en tum un  k o ru n u m  y a sa la rın ı 
kay b e tm iş  görünüyoruz!

A slında en e ıji/m o m en tu m  k o ru n u m u  üzerine , Minkovvski u zay ın a  o l
duğu  g ib i ay rıca  b e lir li eğik M  u zay zam an la rıy la  d a  ilg ili d a h a  ta tm in  
ed ici b i r  b ak ış  aç ıs ı m e v c u ttu r  ve b u  ay rıca  a ç ısa l m om en tum  korunu- 
m u n d a  d a  (bkz. §18.6 ve §§22.8, 11) geçerlid ir. Bu b ak ış  aç ıs ıy la  ilg ili o la 
ra k  M 'y le  ilg ili ona a i t  b ir  sü rek li s im e tr i  ta n ım la y an  k K illing  vek tö rü n e  
(bu V(aKb) =  O'ı sağ lar; bkz. §14.8) sa h ip  o lduğum uzu  d ü şü n ü n . Minkovvski 
uzay ın d a , 4 'ü  bağ ım sız  öte lem eli s im etriy le  (3 uzay  ve 1 zam an) ve 6's ı  b a 
ğım sız uzay zam an  d ö n d ü rm e s iy le  (0(1, 3) Lorentz g ru b u n u n  y an s ım a lı o l
m a y an  kısm ı) ilg ili o lan  b u  tü r  10 b ağ ım sız  s im etri m ev cu ttu r. Bkz. Şekil 
18.3b. Böylece, Minkovvski u zay ı b ağ ım sız  10 K illing v ek tö rü n e  sa h ip tir .

M  [19.13] Bunun, /  = 0 olduğunda VaTab =  0 korunum  denklemini sağladığını gösterin. Bu ten- 
sö rün  00 bileşenini elde edin ve M axw ell'm  orijinal (E2 + B2) / 8jt ifadesini, elektrom anyetik 
b ir  alana  a it eneıji yoğunluğuyla ilgili o larak (JE  ̂E2, E3)  ve (Bv  Bz, B3)  b içim inde düzeltin.



B ir so n rak i bö lüm de ras tlay a ca ğ ım ız  üzere  L agrange fo rm alizm i (N oether 
teorem i) bize, s is tem in  k u ra lla r ın ın  sa h ip  o lduğu  h e r  b ir  sü rek li s im e tr i
den b ir  k o ru n u m  y a s a s ı tü re tm em ize  iz in  v e rir . Zam an ö te lem eli s im etri 
enerji k o ru n u m u n a  o lanak  sağ la rk en  uzay  ö te lem eli s im etri 3 -m om en tum  
k o ru n u m u n a  o lanak  sağ lar. D önel s im etri aç ısa l m om entum u verir. (Ola
ğan  u zam sa l d ö n d ü rm eler b ize o lağan  aç ısa l m om en tum un  3 b ile şen in i 
v e rir  fa k a t ay rıca  L oren tzci a r tış la rd a n  gelerek  b iz i b ir  h ız d an  d iğerine 
g ö tü ren  3 b ile şen  d a h a  m evcu ttu r. B u n lar b ize k ü tle  m erkezi h a re k e tin in  
k o ru n u m u n u  verir; bkz. §18.6, 7, Şekil 18.16.) H erhang i b e lir li b ir  k  K illing 
vek tö rü n d en  uyg u n  k o runum  y a s a s ım  elde etm ek üzere, s im etrik  Tat)'n in  
VaTab = O'ı sağ lad ığ ı h e r  d u ru m d a  VaLa =  0 k o runum  y a sa s ın ı sağ layan ,

La =  TabKb

akış  y a sa s ın ı o lu ş tu ru ru z .119141 Bu neden le , §19.3 'te o lduğu  üzere, b ir  

fs  ’L =  0 in te g ra l k o runum  y a s a s ı m ev cu ttu r.

Bu k o runum  y a s a la rı  yaln ızca , kend isiy le  ilg ili k K illing vek tö rünce ve
r ilen  uygun  b ir  s im e tr in in  m evcu t o ld u ğ u  b ir  u zay zam an d a  geçerlid ir. F i
ziki o la rak  b u n u n  n ed en i u zay zam an  geom etrisindek i a la n la rd a n , d iğer 
b ir  dey işle  kü tleçek im den, ay rışm ış  o lm asıd ır. U zayzam an geom etrisi y a l
n ızca  b ir  a rd a la n  o la rak  h izm et v erir, böylece kend i iç indeki a la n la r  t a r a 
f ın d an  ra h a ts ız  ed ilm em iş o la rak  kalır; d ah as ı, a la n la r  söz k o n u su  niceliğ i 
s im etri neden iy le  a rd a la n d a n  ç ıkaram az (ya da a rd a la n a  kap tıram az). Bu 
d eğ erlend irm eler b iz im  iç in  d ah a  so n ra , özellikle 30. bö lüm de (§§30.6, 7) 
önem li o lacak. Yine de b u n la r  b ize k o runum  y a sa la rın ın  ak ıbe tin in , kü tle- 
çekim in k en d isi ak tif  b ir  oyuncu  h a lin e  geld iğ inde gerçek ten  ne o lacağ ın ı 
an lam am ızd a  y ard ım cı olm az. K ütleçekim  tab lo y a  g ird iğ inde  enerji ve m o
m en tu m a ilişk in  kayıp  k o runum  y asa la rım ız ı h â lâ  geri kazanm ış değiliz.

Bu tu h a f  gö rü n ü m lü  gerçek, genel göre liliğ in  ilk  g ü n le rin d en  b e r i b u  
k u ram a ilişk in  en ş id d e tli itira z la rd a n  b a z ıla rın ı ve ona ilişk in , y ılla r  iç in 
de pek  çok fizikçi ta ra f ın d a n  ifad e  ed ilen  h u zu rsu z lu k  seb ep le rin i g ü n d e
me g e tird i .6 D aha so n ra  §19.8 'de, a s lın d a  E in s te in 'm  k u ram ın ın  enerji m o
m en tum  k o ru n u m u n u  görece d ah a  k a rış ık  b i r  şek ilde , en az ın d a n  b u  tü r  
b ir  k o runum  y a sa s ın ın  en çok gerek li o lduğu  k o şu lla rd a  h e sa b a  k a ttığ ın ı 
göreceğiz. Ş im dilik  E in s te in 'm  k u ram ın d ak i, k en d is in in  a lan  denklem inde

38 [19.14] Neden? Bu işlem  niçin üsttek i V„T0“ =  0, vb 'ye özelleşir? Ç arpışm alarda 4-m om entu- 
m un korunduğu ayrık b ir  parçacık sistem iyle ilgili o larak, V“ (TabKb) =  0 sürekli a lan  koru
num  y asasına  ilişk in  b ir  benzer bu lab ilir m isiniz? İpucu: Verili ıca Killing vektörüyle b irlik 
te, çarp ışm alar arasındak i her parçacık için sab it olan b ir  nicelik bulun.



g ö rü n en  |^ ]-d eğ e rli s im etrik  T  te n sö rü n ü n  kûtleçek im le ilg ili o lm a y a n

tü m  a la n la rın  (ya d a  p arçac ık ların ) en e ıji m o m en tunm nu  içerd iğ i gerçeği
n i n o t edelim . K ütleçekim  a la n ın ın  k en d isin d e  n e  tü r  b ir  en e ıji m evcu t 
o lu rsa  o lsun , T iç e ris in d e  h e rh a n g i b ir  gösterim e sa h ip  o lm ak tan  alıko- 
nu r.

Bu b ak ış  aç ısı, y ine eşdeğerlik  ilk es in i düşü n d ü ğ ü m ü zd e  b ir  b iç im de 
m a n tık lı h a le  gelir. S erbest b ir  yörüngedek i b ir  gözlem ciyi, d iyelim  ki pen- 
ceresiz  b ir  u za y  gem isinde, en  az ın d a n  ilk  yak laşık lık  ta h m in i iç in  h iç b ir  
kü tleçek im  a lan ın ın  m evcu t o lm ad ığ ı gö rünecek  şek ilde  d ü şü n ü n . Bu göz
lem ci enerjin in  gem i iç e ris in d e  k o ru n d u ğ u n u  ve b u  neden le  VaTab = 0 
denk lem in in  o rad a  kü tleçek im  a la n ın d a n  kaynak lı h e rh a n g i b ir  k a tk ı o l
m ak sız ın  geçerli o lm asın ı bek ler. B unun la  b irlik te  b u  "korunum " yaln ızca, 
göreli ivm e (gelgit) etk ileri, kü tleçek im  a lan ın ın  (§17.5 'te ça lış ıld ığ ı üzere, 
bkz. şek ille r  17.8a, 17.8b ve 17.9) düzen li o lm ay ışı neden iy le  b ir  ro le  sah ip  
o lm aya b a ş la r  b aş lam az  düzeltilm eye gerek duym ası bek lenen  b i r  y ak la 
şık lık  ta h m in id ir . T üm üne ilişk in  sonuç  T  n iceliğ i ve on a  ilişk in  VaTab =  0 
denk lem in in  kü tleçek im  a la n ın a  ilişk in  düzen li o lm ayış ta ra f ın d a n  r a h a t
sız ed ilm em iş, d iğe r b ir  dey işle  V u zay zam an  b a ğ la n tıs ın a  ilişk in  R  eğri- 
s ince  ra h a ts ız  ed ilm em iş o la rak  k a lm as ı gerek tiğ i ve kü tleçek im in  enerji 
m om en tum  k o ru n u m u n a  k a tk ıla r ın ın  to p la m  en e ıji m om en tum  h e s a p la 
m a s ın a  d ü ze ltm ele r o la rak  yerel o lm a y a n  b iç im d e  b i r  şek ilde  g irm esi g e
rek tiğ id ir . (Bu y o rum un  gerçek  tek  is t isn a s ı,  b ize fizik i a la n la rın  T'ye n a s ıl 
k a tıld ığ ın ı söyleyen o m a tem a tik se l ifad e le re  ilişk in  uzay zam an  eğriliğ i 
d ü ze ltm ele rin in  ta s a r la n m a s ın a  gerek  d u y u ld u ğ u n d a  o rta y a  ç ıkab ilir. 
N orm alde b u  tü r  h iç b ir  düze ltm e y o k tu r  ve b u  d u ru m  b u ra d a k i değerlen 
d irm elerim izle  ilg ili o la rak  önem li b i r  konu  değildir.) Bu b ak ış  açısıy la , 
enerji m om en tum a kû tleçek im le ilg ili y a p ıla n  k a tk ıla r, b ir  an lam d a , to p 
la m  en e ıji m om en tum a ilişk in  b ir  in te g ra l k o runum  y a s a s ın ı yerel 
VaTab =  0 denk lem inden  ay ıra n  "ça tlak la rın  iç ine  doğru  kayar".

19.6 Einstein'ın alan denklemi

Bu konuya §19.8 'de döneceğim  fa k a t şim d ilik  E in s te in 'ın  a la n  denkle
m ine ilişk in  gerçek b iç im i b ilm eye gerek  duyacağız. Bu denklem , a r tık  
o k u yucunun  çok faz la  sık ıcı b u lm ay acağ ı (umarım!) ten sö r  fo rm alizm i b i
ç im inde ifad e  ed ilir. T ensö rle re  o uzay zam an d a , 4 -b o y u tta  gerek  d uyu l
m a s ın ın  n ed e n in in  b ir  k ısm ı k a r ış ık  b ir  konudur. §17.5 'te d ü n y an ın  k ü tle 
çekim  a la n ın d a  se rb estçe  d o la n an  a s tro n o tu m u z  A lbert'i an ım say ın . A'- 
d a n  ç ıkan  çeşitli yön le rde içe doğ ru  o lan  ivm eler ve d iğer yön le rde de d ışa



doğru  o lan  ivm eler söz k o n u su d u r. B u n lar A ta ra f ın d a n  deney im lenen  gel
g itle  ilgili kuvvetle ri g ö ste rir. G elgitle ilg ili k u v v etle r u zay zam an  eğ riliğ i
n e  ilişk in  an la tım d ır . Bu k a rış ık  e tk ile ri b ir  a ra y a  to p la m a k  üzere, boş 
u zay d a  b ağ ım sız  10 ve ay rıca  e tra f ta  kü tle  yoğun luğu  o ld u ğ u n d a  to p la m  
20 b ile şen e  sah ip  RabCa b ile şe n li b ir  te n sö r  n iceliğ i k u llan ılır . A slında 
Rabca b a s it  o larak , d a h a  önce §14.7 'de k a rş ıla ş tığ ım ız  R  R iem ann  (-C hris- 
toffel) te n sö rü n ü n  in d is li b iç im id ir.

B unun la  b ir lik te  tek  b a ş ın a  düzen ley ici k a rış ık lık ta n  fa rk lı o la rak , te n 
sö r a n a liz in in  E in s te in 'ın  k u ra m ın d a  tem el b ir  ro l o y n am asın a  ilişk in  b a ş 
ka b ir  n ed en  m evcu ttu r. Bu d u rum , E in s te in 'ın  tü m  d ü şü n ü ş  h a t t ın ı  b a ş 
la ta n  k u ru cu  eşdeğerlik  ilkesine  k a d a r  geriye g ider. K ütleçekim  b ir  kuvvet 
o la ra k  değerlend irilm ez çünkü  se rb e s t b iç im de dü şen  b ir  gözlem ciye göre 
(örneğin a s tro n o tu m u z  A) h issed ile n  h iç b ir  kü tleçek im  kuvveti yok tu r. 
K ütleçekim  b u n u n  yerine  k en d in i u zay zam an  eğriliğ i b iç im inde  g ö ste rir. 
Şu h a ld e  b u  f ik ir  geçerli o lacak sa  k u ram d a  h iç b ir  "terc ih  ed ilm iş k o o rd i
na t"  o lm am ası ön em lid ir .7 Çünkü b e lir li b ir  s ın ır lı k o o rd in a t s is tem i sın ıfı 
D oğanın  te rc ih  ed ilm iş seçim i o la rak  k ab u l ed ilseydi, b u  d u ru m d a  b u n la r  
"kütleçekim  kuvveti" k av ram ın ın  k en d isin e  göre yen iden  o rta y a  k o n ab ild i
ği "doğal gözlem ci sis tem leri"  ta n ım la r  ve eşdeğerlik  ilk esin in  m erkezi ro 
lü  o r ta d a n  kaybo lu rdu . K onu a s lın d a  o ldukça h a s s a s t ı r  ve pek  çok fizikçi 
zam an  zam an  b u n d a n  o veya b u  şek ilde  u za k la şm ış tır. Benim  d ü şü n ü ş  b i
çim im e göre, b u  k o o rd in a t b ağ ım sız lığ ı k av ram ın ın  k o ru n m ası E in s te in  
k u ram ın ın  özü b ak ım ın d an  tem eld ir. Bu, g ene l ko v a ry a n s  ilkesi o la rak  a d 
la n d ır ıla n  şeydir. Bize y a ln ızca  te rc ih  ed ilm iş h iç b ir  k o o rd in a t o lam ay a
cağ ın ı değil ayn ı zam an d a  fizik i o la rak  ayrık  iki kü tleçek im  a lan ın ı g ö s te 
ren  fa rk lı ik i uzay zam an a sa h ip  o lduğum uzda  ik is i a ra s ın d a  doğal b iç im 
de te rc ih  ed ilm iş h iç b ir  n o k ta sa l b elirlem e o lam ayacağ ım  d a  söyler, öy
leyse b ir in e  a it b e lir li b ir  u zay zam an  n o k ta s ın ın  d iğerine  a i t  b e lir li b ir  
u zay zam an  n o k ta s ıy la  a y n ı  o la rak  k ab u l ed ild iğ in i söyleyem eyiz! E in s te in  
k u ram ın ın  k u an tu m  m ekan iğ i ilke leriy le  n a s ıl  ilişk ilen d iğ i h ak k m d ak i b u  
fe lsefi konu  b iz i d ah a  so n ra  (§30.11) ilg ilendirecek . Ş im dilik  genel k o v ar
y an s  ilk esin in  b iz im  iç in  önem i b iz i kü tleçek im  fiz iğ in i k o o rd in a t se rb e s t

7 M etindeki "hiçbir tercih  edilm iş koordinat"a ilişkin gereksinim  yalnızca m uğlak değil fakat 
ayrıca oldukça kuvvetli b irşey  olarak değerlendirilebilen b ir  şeydir de. Düz uzayda örneğin, 
"Kartezyen k o o rd in a tla rın a , b u rad a  M inkowski koordinatları, kendisiyle ilgili m etriğin 
özellikle b a s it ds2 = d t2 -  dx2 -  dy2 -  dz2 biçim ini aldığı (t, x, y, z)'dir, ilişk in  seçim lerin d i
ğer tüm  koordinat sistem leri üzerinde "tercih edildiği" söylenebilir ve ay n ca  kozmolojik m o
deller de m etrik  biçim inin içinde özellikle b as it göründüğü özel koordinat sistem lerine sa 
h ip tir, bkz. §27.11, alıştırm a [27.18], Konu, görece, bu  tü r  özel koord inatların  oynayacak fizi
ki b ir  role sahip  olm am asına ve onlara  a it en doğal ifadelerin  herhangi belirli b ir  koordinat 
seçim ine bağlı olm am asına ilişk in  daha  h assas b ir konudur.



b ir  ta n ım la m a y a  zo rlam as ıd ır . E n önem li o la rak  b u  n ed e n le d ir  ki te n sö r  
fo rm alizm i E in s te in 'ın  k u ra m ın d a  m erkezid ir.

Ş im di E in s te in  denk lem in in  gerçek te n e  o ld u ğ u n u  görelim . Bu denk le
m in  b iç im i tem el o la rak  ik i ek gerek lilik  ta ra f ın d a n  zo rlan ır: (i) (yerel) k ü t
leçekim  k ay n ağ ın ın  a s lın d a  VaTab =  O'a b ağ lı enerji m om en tum  te n sö rü  T 
o lm ası ve (iij uygun  N ew to n c ı s ın ırd a  (ışığm kiy le  k ıya s la n d ığ ın d a  k ü ç ü k  
h ız la r  ve zay ıf kü tleçek im  a lan la rı), N ew toncı s ta n d a r t  kü tleçek im  k u ra 
m ın ın  düze ltilm esi. Nevvtoncı ku ram d a , b ir  gözlem cin in  jeodezik  y  dünya 
çizg is ine kom şu  y a  d a  b a ş la n g ıç ta  p a ra le l o lan  jeodez ile rle  ilg ili hac im  
aza ltıc ı b ir  e tk in in  v a r  o lduğunu  gö rdüğüm üz §17 .5 'tek i ta r t ışm a y a  geri 
dönm ek zo runday ız . Bu kom şu  jeodez ile r 7 'y a  göre, içe rd ik le ri (sonsuz k ü 
çük) u za y sa l 5 /  3 -h a c im le r in in  —4nGSM'ye e ş it b ir  to p la m  ivm eye sah ip  
o lacağ ı şekilde, 6M jeodez ile rce  k a p sa n a n  (sonsuz küçük) hac im  iç indeki 
kü tleçek im le ilg ili e tken  k ü tle  olm ak üzere, ivm elen ir. E ksi işa re t, içerile- 
n in  b ir  hac im  a za lt ım ı  o lm a sın d a n  kaynak lan ır; bkz. Şekil 17.8b. Bu, 
N ew ton  ku ram ın ın , b ir  k ü tle  d ağ ılım ın a  ilişk in  e tken  kü tleçek im  etk isiy le  
ilg ili ta m  b ir  ifad esid ir .

B unu, R u zay zam an  eğ riliğ in i T  en e ıji m om en tum  te n sö rü y le  ilişk ilen - 
d iren  b ir  denklem e n a s ıl  çevirm eliyiz? G eom etrik  o la rak  k ilit  gerçek, h a c 
m in  b u  d u ru m d a  o r ta y a  ç ıkan  içe doğ ru  o lan  iv m esin in  R icc i te n sö rü  o la 
ra k  ad lan d ır ılıp , Rabcd R iem ann  te n sö rü  o lm ak üzere,

Rab = Racb

ifad esiy le  ta n ım la n a n  j^jj-değerli s im etrik  b ir  te n sö r  ta ra f ın d a n  ölçülm e-

s id ir .119151 (B ununla ilg ili d iy ag ram  b iç im li n o ta sy o n  iç in  bkz. Şekil 19.7.) 
Y ine işa re tle r, in d is  düzen le ri, im zalar, vb 'y le  ilg ili o la ra k  say ısız  fa rk lı 
u z la ş ı m ev cu ttu r. D aha önce o lduğu  g ib i okuyucuya kend i te rc ih le rim i d a 
yatıyorum ; bkz. §14.4. D aha b e lirg in  o larak , hacm e ilişk in  (durağan  d u 
ru m d a n  başlayan ) ivm e

D2(8V) =  Rabt at b8V

ifad esin ce  v e r ilir .119161 B u rad a  D, gözlem ciye a i t  y  d ü n y a  çizg isi üzerinde, 
gözlem cin in  uygun  za m a n ın a  {bkz. § 17.9) göre değ işim  o ran ın ı g ö ste rir. 
t “ , y 'y a  gelecek za m a n sa l b ir im  vek tö r ta n ja n tı o lm ak  üzere  (böylece 
t a t tt =  l 'd ir ) ,

1® [19.15] Rab n için  sim etriktir?
®  [19.16] Bunu, Ricci özdeşliği ve Lie tü revin in  özelliklerini ku llanarak  kan ıtlayab ilir m isiniz 

bakın.



Şekil 19.7 Rab = Racbc Ricci tensör 
tanımıyla ilgili diyagram biçimli no- 
tasyon.

ifad es in e  sa h ip  oluruz.

K ü tle  y o ğ u n lu ğ u  (c =  l ' l e  b ir lik te  "E =  m c2" u y a rın c a  en erji y o ğ u n lu 
ğuy la  aynı), gözlem ci ta ra f ın d a n  ö lçü ldüğü  üzere, gözlem cin in  b u lu n d u ğ u  
y ere l çerçevedeki Tab'n in  "00 b ileşen i"d ir. Bu yaln ızca , Tabt at b n iceliğ id ir, 
böylece kom şu  jeodez ile r ta ra f ın d a n  k ap sa n a n  8V hacm i iç indek i 8M k ü t
le si

o lur. Bu neden le  m adde y o ğ u n lu ğ u n d an  kaynak lı hac im  ivm esiy le ilg ili 
-4ıtG8M  (§ 17.5) "Nevvtoncı bek len tisi"

o lur. B unun la  b ir lik te  az önce  uzayzam an  eğriliğ inden  k ay n a k la n an  hac im  
ivm e e tk is in in  Rabt at bSV o lduğunu  gördük, öyleyse b u  du ru m d a,

b ek len tis in e  u la ş ırız . 5K'yle bö le rek  ve b u n u n  ayn ı o lay  iç indek i tü m  göz
lem ciler iç in  geçerli o lduğunu  fa rk  ederek, böylece t at b'y i ç ık a rab ili
r iz ,119171 a s lın d a  E in s te in 'm  b aş lan g ıç  önerm esi o lan ,

önerilm iş a la n  denk lem ine u la ş ırız . Yine de b u  y e te rli d eğ ild ir  çünkü  
VaTab =  0 "korunum  denklem i" ş im d i b iz i so n u ç ta  teh likeye yol açan  
VaRab =  0'a  yöneltir!

T ehlike ned ir?  §14.4 'ten  B ia n ch i ö zd e ş lik  d enk lem in in  V[aRbc d̂e — 0 o l
d u ğ u n u  an ım say ın . Bu denk lem in  b ir  k a rş ıt ın ı a la rak , R icci ska leri (ya da, 
"-jR" p o z itif  b e lir li  d u ru m la  ilg ili çoğu m atem atik se l u z laş ıy la  d a h a  uy u m 
lu  o lsa  da, ska ler  eğrilik)

M. [19.17] Tüm t 'V le r i niçin kesip atabildiğim izi, tensörlere ilişkin sim etrin in  rolünü açıklaya- 
rak  gösterin.

SM =  Tabt at b8V

—4:nGTabt at b8V

Rabt at b8V =  -AnG Tabt at b8V

Rab — —4nGTab



ifadesiy le  (R tü m  eğ rilik  te n sö rü  yerine  k u lla n ıla n  koyu ren k  y az ılan  fl'y le 
k a rış tır ılm a m alıd ır)  ta n ım la n m a k  üzere,

ifad e s in i elde ed e riz .119,181 Y ukarıda  ile ri sü rü lm ü ş Rab =  -4nG T ab d enk le
m iy le ilg ili "tehlike", d a ra ltılm ış  B ianchi özdeşliğ iy le b ir le ş tiğ in d e , ene ıji 
m om en tum  te n sö rü n e  ilişk in ,

ifad esiy le  ta n ım la n a n  iz  7”n in  uzayzam an  b o yunca  sa b it  o lm ak zo ru n d a  
o lduğu  so n u c u n a  y ö n e ltm e sid ir .119191 Bu, s ıra d a n  (kütleçekim le ilg ili o lm a
yan) fizik le  apaçık  şek ilde  çe lişk i iç inded ir. Bu neden le  E in ste in , tu ta r lı l ık  
ad ın a , '7°(...) =  0 "korunum  denklem i"ni sağ lay an  ik i te n sö rü n  (sab it b ir  
çarpan la) eş itlen m esi gerek tiğ i so n u cu n a  v a rd ı (1915'te) ve şim d i E inste- 
in 'm  a la n  d e n k le m i o la ra k  b ild iğ im iz  şeyle o rta y a  ç ık tı:8,119 201

M ad d en in  (elek trom anyetik  a la n  d a  dahil) v a r  o lm ad ığ ı b e lir li  d u ru m d a  
Tab =  O'a sa h ip  o lu ruz. Bu v a k u m  o la rak  a d la n d ır ılır . E in s te in 'm  denk le
m i, v a k u m  d en k le m i, y en id en

o la ra k  yaz ılab ilecek  şek ild e119,211 Rab - 1 Rgab = 0 h a lin e  gelir. Yok o lan  Ric- 

ci te n sö rlü  b ir  uzay  bazen  R ic c i-d ü z lü ğ ü  o la rak  a d la n d ır ılır .

19.7 Daha başkaca konular: kozmolojik sabit; Weyl tensörü

Bu n o k tad a , E in s te in 'm  1917'de önerd iğ i ko zm o lo jik  sa b it  o la rak  a d 
la n d ır ıla n  ek b ir  te rim i ele alm alıy ız . Bu, gerçek v a rlığ ı m o d e m  kozm olo
jik  gözlem lerle  k u v v etli b iç im d e  o rtay a  k onan  fa k a t O 'dan 10-55 cm -2 c iva
r ın d a k i çok küçük  m ik ta rd a n  d a h a  faz la  b ir  fa rk lılık  gösterm eyen  son  d e
rece  küçük  A s a b it  n ice liğ id ir . Kozm olojik ölçeklere e riş ilen e  k a d a r  do lay 

M. [19,18] istersen iz  bunu, diyagram  biçim li notasyonu ku llanarak  gösterin. 

M  [19.19] Niçin?
8 Bkz. Stachel, 2002, s. 353-364.
■S [19.20] - 87rG katsayısın ı - 47rC'yle kıyaslayarak  açıklayın, 
ü  [19.21] Niçin?



sız  gözlem e daya lı b ir  an lam ı yok tu r. Ü sttek i ifadede b u lu n a n  Rab -  £ Rgab 

n iceliğ i b u ra d a n  h arek etle  Rab Rgab + ARab ifadesiy le  d eğ iş tir ilir . Bu, A 

sa b it  o ld u ğ u n d an  (ve Vg =  0), "korunum  denklem ini" h â lâ  sağ lar. E in ste in  
denklem i a r tık

1
Rab ~2  Râob + ARab — ~8nGTab

şek linded ir.

E in s te in  b a ş la n g ıç ta  b u  ek te rim i, kozm olojik ölçekte u zam sa l o la rak  - 
s ta t ik  b ir  k ap a lı evren  o lasılığ ın a  sa h ip  olm ak üzere o rtay a  koydu .9 Bu
n u n la  b irlik te  ev ren in  gen işled iğ i, böylece s ta tik  o lm ad ığ ı, E dw in  H ubb- 
le 'ın  1929'daki gözlem leriy le açık h a le  geld iğ inde E inste in , kozm olojik s a 
b ite  o lan  desteğ in i, b u n u n  "en büyük  h a tas ı"  o lduğunu  ile ri sü re rek  (belki 
de aksi h a lde  ev ren in  gen işled iğ in i öngörm üş olabilecekti!) geri çekti. Yine 
de b ir  kez ile ri sü rü len  fik irle r ko lay  kolay  o rta d a n  kaybolm az. Kozmolojik 
sa b it, E in s te in  onu  ilk ile ri sü rd ü ğ ü n d en  beri, b az ıla rın d a  kaygı ve d iğer 
b a z ıla rın d a y sa  av u n tu y a  neden  o la rak  kozm oloji k u ram ın ın  a rd a la n ın d a  
as ılı kald ı. O ldukça yak ın  zam an d a  uzak  sü p e m o v a la ra  ilişk in  gözlem ler 
çoğu kuram cıy ı A, ya da "kara enerji" b iç im inde a d la n d ır ıla n  ben zer b ir  
şeyi, bu  gözlem leri a lg ılanm ış o lan  d iğer gerek lilik lerle  tu ta r l ı  h a le  g e tir 
m en in  b ir  yolu  o larak  yen iden  ile ri sü rm eye y ö n e ltti.10 Kozmolojik sa b it 
k o n u su n a  d ah a  so n ra  yen iden  döneceğim  (özellikle bkz. §28.10). Kendi a d ı
m a, çoğu görelilik  k u ram cısıy la  o rtak  b iç im de, no rm ald e  s ıf ır  o lm ayan  b ir  
yl'nın denklem lerdeki o lasılığ ın a  iz in  verm em e rağm en, D oğanın bu  te rim i 
ku llan m a eğ ilim inde o lu şu n u  kabu l etm ekte isteksizd im . B unun la  b irlik te  
§28.10 'da göreceğim iz üzere, pek çok yeni kozm olojik k an ıt b u  doğ ru ltuyu  
iş a re t  ed e r görünm ekted ir.

E in s te in 'ın  (kozmolojik sa b iti içeren) a lan  denklem ini ay rıca  te rs  b i
çim de de y a z ab ilir iz :119 221 Rab = -8 n G  ( r ab Tgab) +  Agab. Yerel b ir  koo r

9 E instein 'ın  modeli §31.16'da ele alacağım ız S3xE1 topolojili £ uzayıdır.
10 E instein 'ın  ortaya koyduğu kozmolojik terim , y ıllar önce ileri sürülm üş genel görelilikle ilg i

li orijinal kuram ın geliştirilm iş sayısız örneklerinden biridir. §19.4'te ta rtış ılan  Weyl kura
m ına ve §31.4'te değinilen, bugünlerde genellikle süpersim etriyle b irleştirilen , bkz. §§31.2, 
3, yüksek-boyutlu  Kaluza-Klein fikirlerine ek olarak içinde ek b ir skaler a lan  bulunan 
Brans-Dicke geliştirm esi m evcuttur ve E instein 'ın  b ir "birleşik alan  kuram ı"na ilişkin kendi 
sayısız girişim i 1925 ve 1955 arasındaki zam an zarfında ortaya konm uştur. Bkz. E instein, 
1925; E instein, 1945; E instein ve Straus, 1946; E instein, 1948; E instein ve Kaufman, 1955; 
Schrödinger, 1950; daha yeni b ir kaynak için bkz. Antoci, 2001. Bu önerm elerin çoğu elektro
m anyetizm ayla belki diğer alan ları genel göreliliğin toplam  yapısında birleştirm e niyetin
deydi. içinde b ir torsiyonun ortaya konduğu, §14.4, ve b ir spin yoğunluğuna, §22.8, ilişkin 
dolaysız b ir  kütleçekim etkisini tanım lam ak üzere ele alınan  E instein-C artan-Sciam a-K ibb- 
le kuram ı biçim inde adlandırılan  kuram  da ayrıca dikkate değerdir.

(® [19.22] Niçin?



d in a t s is tem in i t a'yla v erilen  zam an  ekseniyle b irlik te , b u n u  t ^ ' y l e  d a 
ra ltm a n ın  OO-bileşenini vereceği şek ilde k u lla n a rak  h acm e a it içe doğru  
o lan  ivm enin  8nG(T00 — ^ T g QQ)'\a  verild iğ in i görürüz; bu  d a  Pt , P2 ve P3 (or- 

togonal) üç u zam sa l eksen boyunca y er a lan  m addeye ilişk in  b a sın ç  değeri 
olm ak üzere, 4nG(p + P1 + P2 + P3) — A 'd ır. Gelin şim di, kü tleç ek im le  ilgili 
e tke n  kü tley e  ilişk in  p G yoğun luğunun , E in s te in 'ın  genel göreliliğ inde 
Pc — P o lm ak yerine

Pg = P + Pı + P z + P3 ~ ^

o lduğunu , ilk i "E =  m c2"den b a s it  b iç im de gelm esin i bekleyebileceğim iz 
şey olm ak üzere b u la rak , N ew to n 'm  k u ram ın ın  ile ri sü rd ü ğ ü  4-nGSM'yle 
k a rş ıla ş t ırm a  yapalım . (B irim ler c =  1 o lacak  şek ilde seçilm iştir.) A k a tk ıs ı 
son  derece u fa k tır  ve a s lın d a  ek b as ın ç  te rim leri de no rm ald e  enerjiy le k ı
y as lan d ığ ın d a  o ldukça u fa k tır  çünkü  k ab aca  k o n u şu rsak  söz k onusu  m a d 
deyi o lu ş tu ra n  küçük p a rç ac ık la r , ış ık  h ız ıy la  k ıy a s la n d ığ ın d a  e tra f ta  gö
rece d a h a  yavaş h a rek e t eder. B unun la  b irlik te  kü tleçek im le  ilg ili e tk in  
k ü tleye y ap ılan  b as ın ç  k a tk ıs ı, b e lirli uç k o şu lla r  a l tın d a  önem li ro lle r oy
n ar. Çok iri kü tle li b ir  y ıld ız , k en d isin e  a it içe dönük  kü tieçek im  etk is i a l
t ın d a  çökm e teh likesinde  b u lu n u la n  b ir  d u ru m a yak ın  h a le  geld iğ inde, y ıl
dız iç inde, y ıld ız ın  d es tek lenm esine  y ard ım  etm esin i bekleyebileceğim iz 
a r ta n  b ir  b as ın c ın , kü tleçek im le ilg ili ü re ttiğ i ek kü tle  neden iy le  çökm e 
eğ ilim in i a s lın d a  a rttırd ığ ın ı  görürüz!

Ü stte  (§19.5) iş a re t ed ild iğ i üzere  E in s te in 'ın  k u ram ın d ak i Tab enerji 
m om entum  te n sö rü  M axw ell k u ram ın d ak i Ja yük akım  v ek tö rüne  ben zer
d ir. Tab n iceliğ i, Ja 'm n  e lek trom anyetizm a kaynağ ın ı ta n ım la d ığ ı aynı b i
çim de kü tieçek im  k a y n a ğ ın ı ta n ım la r  b iç im de d eğ e rlen d irileb ilir. K ütleçe
k im le  ilgili serbestlik  derecesin i ta n ım la y an  Fab M axw ell a la n  te n sö rü n ü n  
uygun  b en zerin in  ne o lab ileceğ i so ru su n u  so rab iliriz?  Y anıt, A e lek tro 
m anyetik  p o tan siy e lin e  d a h a  faz la  benzeyen  g m etrik  te n sö rü  değ ild ir. B a
z ıla rı ta m  R iem ann eğrilik  te n sö rü  RabCd 'yi F 'nü ı benzeri o la rak  değerien- 
d ireb ilm ek te le r fak a t R icci te n sö r  k ısm ı "ç ıkarılm ış" tam  R iem ann  tensö- 
rü n e  benzeyen  ve W eyl te n sö rü  (ya da k o n fo rm a l  tensör) o la rak  a d la n d ır ı
la n  Cabcd'y i seçm ek d ah a  uygun  olur. Bu du rum  m ak u ld u r çünkü  Ricci te n 
sö rü  Tab k aynağ ıy la  yak ın  şek ilde sa p ta n a b ilir , öyleyse kü tieçek im  a lan ım  
d o laysız  b iç im de ta n ım la y an  se rb e s tlik  derecesin i sa p tam ak  is te rsek  bu  
"serb estlik  derecesi kaynağı"n ı ç ıkarm am ız gerekir. M adden in  o lm adığ ı 
boş u zay d a  (ve b a s itlik  ad ın a  A kozm olojik sa b itin i s ıf ır  k ab u l edin), W eyl 
te n sö rü  R iem ann eğrilik  te n sö rü n e  eş ittir  fak a t W eyl te n sö rü  genellikle, 
R icci te n sö r  k ısm ın ı tam  eğ rilik ten  ay ıran , b ir  şekilde k a rış ık  görünüm lü



b ir  denklem le ta n ım la n ır  (§11 .6 'n ın  köşeli p a ra n tez  n o ta sy o n u n d an  tü 
m üyle y a ra rla n m a k  üzere iki in d ise  yükse ld im ):119 231

Cabcd = Rabcd ~  2R[a[cg b]V + \R g [acg b]d.

§28.8 'de W eyl te n sö rü n e  ilişk in  k ilit b ir  fiziki ro lü  göreceğiz. Bu n iceliğ in  
yok o lm ası, uzayzam ana ilişk in  konform al düzlüğün  k oşu ludu r.

19.8 Kütleçekimle ilgili alan enerjisi

Kütleçekim  a lan ın ın  kend isi iç indeki kü tle  enerji so ru n u n a  dönelim . T 
enerji m om entum  ten sö rü n d e  bu  tü r  b ir  şeye y er o lm am asına  rağm en  
"gövdesiz leştirilm iş" kü tleçekim  en e rjis in in  as lın d a  fiziki b ir  rol oynadığ ı 
d u ru m la rın  varlığ ı aç ık tır. K ütleye sa h ip  iki cisim  (gezegenler diyelim ) d ü 
şünün . B irb irle rin e  y ak ın la rsa  (ve b irb ir le r in e  göre an lık  o la rak  d u rağ an  
o ld u k la rın ı varsay ab iliriz ) , bu  d u ru m d a  to p lam  enerjiy i ve böylece top lam  
kü tley i b irb ir le r in e  uzak  o lduk la rı d u ru m d ak in d en  d ah a  küçük h a le  g e ti
ren  b ir  (negatif) kü tleçek im  p o ta n siy e l enerjisi m evcu t o lacak tır  (bkz. Şekil 
19.8). ö rn e ğ in  h e r  b irin in , kü tleçek im le ilg ili gelg it a lan ı neden iy le  d iğ e ri
n in  b iç im in i bozm ası g ib i çok d ah a  küçük  enerji e tk ile rin i göz a rd ı ed e r
sek, gerçek T enerji m om entum  te n sö rü n d e n  gelen to p lam  katk ın ın , iki c i
sim  yak ın  da o lsa  ay rı da o lsa  ayn ı o lacağ ın ı görü rüz . Yine de, top lam  k ü t
le /enerji iki d u ru m d a  fa rk lıla şa c a k tır  ve bu  fa rk  kü tleçek im  a lan ın ın
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€ )
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Ş ek il 19.8 K ütleçekim le ilg ili p o ta n s iy e l en e rjin in  y ere lse l o lm ayışı. (B asitlik  iç in  b irb ir 
le r in e  göre an lık  o la ra k  d u ra ğ a n  o ld u k la rın ı v arsayab ileceğ im iz) iki gezegen h a y a l edin, 
(a) çok u zak la r , böy lece (Newtoncu) n e g a tif  p o ta n s iy e l enerji (b) b irb ir le r in e  yak ın  o ld u k 
la r ı  d u ru m d ak i k a d a r  b ü y ü k  değil. Bu n ed en le  (a) d u ru m u n d ak i to p lam  en e ıji (ve b u ra 
d a n  tü m  s is te m in  to p la m  kütlesi), en e ıji m o m en tum  ten sö rle r in ce  ö lçü len  to p lam  enerji 
y o ğ u n lu ğ u n u n  a s lın d a  h e r  iki d u ru m d a  d a  ayn ı o lm asın a  k a rş ın  (b) d u ru m u n -d ak in d en  
d a h a  b ü y ü k tü r.

.©  [19.23] C ye ilişkin tüm  "izler"in yok olduğunu gösterin  (örn. Cabcd = 0, vb). Dilerseniz bu  he
saplam ayı diyagram  biçim inde gerçekleştirin.



k en d isin d e  b u lu n a n  enerjiye d ay a n ır  (aslında k ü tle le r  b irb ir le r in e  y ak ın 
ken uzak  o lduk la rı d u ru m d an  d ah a  b o y u tlu  o lan  n eg a tif  b ir  katkı).

Şim di c is im leri b irb ir i  e tra fın d ak i b ir  yö rüngede h arek e t h a lin d e  o la 
rak  ele a lalım . K ü tleçek im le  ilgili da lga ların , u zay zam an  kum aşın d ak i 
d a lgac ık la r, s is tem d en  y ay ıla rak  kend i d ış ın a  (pozitif) enerji ta ş ıy acağ ı 
E in s te in 'ın  a la n  denk lem in in  b ir  sonu cu d u r. N orm al ş a r t la rd a  b u  enerji 
kayb ı çok küçük  o lacak tır. Ö rneğin  güneş s is tem im izdek i b u  tü r  en büyük  
etk i J ü p ite r  güneş s is tem in d en  k ay n a k la n ır  ve enerji k ay b ın ın  o ran ı y a l
n ızca  40 vvatt'lık  b ir  am p ü lü n  yayd ığ ı kadard ır! B unun la  b ir lik te , ö rneğ in  
b irb ir in e  doğru  sa rm a l h a re k e t h a lin d ek i iki k a ra  deliğ in  so n  b irle ş im le ri 
g ib i d ah a  iri kü tle li ve az ılı s is tem lerle  ilg ili o la rak  enerji kayb ın ın , h a li
h a z ırd a  b u ra d a  dünya ü ze rin d e  in şa  ed ilm iş a lg ılay ıc ıla rın , 15 m egapar- 
sek ya da yak laşık  4 ,6 x l0 23 m e tre  uzak lık tak i b u  tü r  d a lg a la rın  varlığ ın ı 
kaydedeb ileceğ i den li büy ü k  o lm ası beklenir.

Jo se p h  T aylor ve R usse ll H u lse 'ın  N obel ö d ü lü  k az an a n  tak ım ca  ça lı
şılm ış, PSR 1913 + 16 o la rak  b ilin en  d ikkat çekici ç ift n ö tro n  y ıld ız ın ın  
yayd ığ ı kü tleçek im  d a lg a la rı bu  iki uç a ra s ın d a  yer alır; bkz. Şekil 19.9. 
(Bir n ö tro n  y ıld ızı, esas o la rak  b irb ir le r in e , y ıld ız ın  top lam  yoğun luğunun  
b ir  a tom  çekirdeğ in ink iy le k ıy a s la n a b ilir  o lduğu  b iç im de yak ın  o la rak  s ı
k ış tırılm ış  n ö tro n la rd a n  o lu şa n  son  derece yoğun  b ir  y ıld ızd ır. Bu tü r  b ir  
m alzem eyle d o ld u ru lm u ş b ir  te n is  to p u  M a rs 'ın  u y d u su  D eim os'la  k ıy a s
la n a b il ir  b ir  top lam  kü tleye sa h ip  olurdu!) Bu s is tem  25 y ıld a n  faz laca  b ir  
sü re d ir  gözlem lenm ekted ir ve ay r ın tılı h a rek e ti büyük  b ir  kesin lik le  (yıl
d ız la rd an  b ir in in  o ldukça k es in  b ir  zam an lam ay la , 17 san iy ed e  b ir  e lek t
rom anye tik  b ir  "sinyal" yay an  b ir  p u lsa r  o lm ası neden iy le  o lasıd ır) iz len 
m ek ted ir. Bu s in y a lle rin  zam an lam ası çok k es in d ir  ve s is tem in  k end is i öy
lesine  "tem iz"dir ki gözlem le k u ram sa l bek len ti a ra s ın d ak i k a rş ıla ş tırm a  
E in s te in 'ın  genel göreliliğ ine ilişk in  yak laşık  1014'te  b irlik  b ir  doğ ru lam a 
sağ la r, b e lirli b ir  s is tem e ilişk in  gözlem le ku ram  a ra s ın d a k i b ilim se l k ı
y as lam ad a  eşi benzeri gö rü lm em iş b ir  isab e t. Bu f ig ü r 20 y ıld an  faz la  b ir  
sü redek i top lam  zam an lam ay a ilişk in  kesin liğe k a rş ılık  ge liy o r .11

Bu doğaya ve ay rıca  §28.8 'de ele a lın acak  etk ileyici kü tleçekim  kırm a 
e tk is in e  ilişk in  gözlem lerle, gözlem e dayalı genel görelilik  k o nunun  ilk 
g ü n le rin d en  bu  y an a  u zu n ca  b ir  yol k a t etti. B unun la  b irlik te , 1915-1969 
y ılla r ı a ra s ın d a  (1969, uzak  k u a s a r la ra  ilişk in  radyo  gözlem lerin in  genel

11 Burada, E instein 'ın  kuram ının Nevvton'ınkini içerdiği kabul edilir ve "1014" figürünün 
Nevvton’m kuram ı üzerinden b ir isabet artışın ı gösterm ediği vurgulanm alıdır. Dahası, za
m anlam a isabetin in  b ir m iktarın ın  örneğin kütle, yörünge eğimi, dış merkezlik, vb gibi s is 
tem in ayrın tıların ı hesaplam akta gerekli olan, bilinm eyen param etreleri saptam aya ayrıld ı
ğı zihinde canlanm alıdır. "1014" gerçekten tablonun toplam  tu tarlılığ ına  ilişkin b ir ölçüdür.
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Ş ek il 19.9 H u lse -T ay lo r ç ift n ö tro n  y ıld ız ı s is tem i PDR 1913 + 16. B ir üye, d ü n y ad a  
a lg ıla n a n  kes in  zam an lı e lek tro m an y e tik  s in y a lle r  g öndererek  y ö rü n g e le rin  o la ğ a n ü s tü  
isa b e tle  b e lir le n m e sin i sa ğ lay an  b ir  p u lsa rd ır . S istem in , E in s te in 'ın  bu  tü r  s is te m le ri t a 
ra f ın d a n  y ay ılan  en e ıji ta ş ıy ıc ı k ü tleçek im  d a lg a la r ın a  ilişk in  ö n g örüsüy le  k es in  b ir  
uyum  iç inde  enerji k ay b e ttiğ i gözlen ir. Bu d a lg a la r , enerji m om en tum  te n sö rü n ü n  k ay 
b o ld u ğ u  u zay zam an  v ak u m u n d ak i d a lg ac ık la rd ır. (Ölçeksiz.)

göreliliğe ilişk in  yeni b ir  te s t  a iles i g ir iş im in i b a ş la t tığ ı yılı işa re tlem ek  
ü ze re12) k u ram ı destek leyen  yaln ızca , ü n lü  fak a t k a rş ıla ş tırm a lı o la rak  e t
k ileyici o lm ayan  "üç test"  m evcu ttu . B un ların  en önem lisi E in s te in 'ın  M er
k ü r  gezegenine ilişk in  "ku ra ld ış ı g ü n b eri gelişim i" aç ık lam asıyd ı. Bu, y a 
rım  yüzy ıldan  faz la  zam an  önce gözlenm iş Nevvtoncı kü tleçek im  k u ra m ı
n ın  ö n g ö rü sü n d en  o ldukça h a f if  b ir  sap m ay d ı (yüz y ılda  yaln ızca  43 aç ı
sa l san iye ya da 3 m ilyon y ılda  yak laşık  b ir  yörünge d önüm ü ).13 (Bkz. a y r ı
ca §30. İve §34.9.) Gözleme daya lı ik inci etki, P rincipe ad a s ın a  (Batı A frika 
k ıy ıs ı açıkları) y ap tığ ı yo lcu luk ta  A rth u r E dd ing ton  ta ra f ın d a n  1919 güneş 
tu tu lm a s ı e sn a s ın d a  gözlenen, uzak  b ir  y ıld ıza  a it ış ığ ın  güneş ta ra fın d a n  
hafifçe  bükü lm esiyd i. Bu, ü s tte  değ in ilen  "kütleçekim le ilg ili k ırm a" o lgu
su n u n  ay n ısı o lan , a rtık  evrendeki kü tle  dağ ılım ıy la  ilg ili önem li b ilg ile r 
elde etm ek üzere yak ın  kozm olojik u zak lık la rd a  e tk iley ici b iç im de k u lla n ı
lan  b ir  ö rnek tir. (Bkz. §28.8.) Son o la rak  b ir  kü tleçekim  p o tan siy e lin d ek i 
s a a t v u rm a s ık lık la rın ın  y av a ş la m as ın a  ilişk in  E in s te in  k u ram ın ca  öngö
rü len  du ru m  söz konusu . Bu, 1925'te W .S. A dam s ta ra f ın d a n  S iriu s 'u n  a r 
k ad a şı o la rak  b ilin en  b ir  beyaz cüce y ıld ız la  (güneşten  b irkaç b in  k a t d ah a  
yoğun  b ir  yıldız) ilg ili o la rak  geçici (ve kuşkulu) b iç im de gözlendi. Çok d a 
h a  ikna edici b ir  d oğ ru lam aysa  P ound ve R ebka ta ra fın d a n  d ü n y an ın  ken
di kü tleçek im  a lan ıy la  ilg ili o la rak  1960 y ılın d a  gerçek leştir ilen  h a s sa s  b ir  
deneyle elde ed ild i. (Bununla b irlik te  bu  etki, b a s i t  b iç im de genel enerji ve 
tem el k u an tu m  d eğerlend irm elerinden  b ek len ir  ve E in ste in  k u ram ın a  i l iş 

12 D.S. Robinson ve iş arkadaşların ın  "Very Long Baseline Interferom etry" (Çok Uzun Anahat 
Interferom etresi) kullanarak elde ettikleri 1991 sonuçları, genel göreliliğe ilişkin ışık bükme 
etkisini artık  10-4 isabetine kadar doğrulam atadır.

13 M erkür'ün kurald ışı anom alisine ilişkin ayrın tılı b ir  açıklama için bkz. Roseveare, 1982.



kin  o ldukça zay ıf b ir  te s ttir .)  A yrıca, ilk  o larak  (1964'te) E rw in  S hapiro  t a 
ra fın d a n  ile ri sü rü len  ve d a h a  so n ra  kend isi ta ra f ın d a n  1968-1971'de 
M erkü r ve V enüs'e ilişk in  gözlem lerle  d o ğ ru lan an  ve d a h a  isa b e tli o la rak  
(1971'de yüzde 0,1 kadar) R easenberg  ve S hapiro  ta ra f ın d a n  M ars e tra f ın 
dak i b ir  yö rüngede b u lu n a n  Viking uzay  arac ın d ak i s in y a l ak ta r ıc ıla r , 
M ars yüzey inde b u lu n a n  b iriy le  k ıy a s la m ak  b iç im de k u lla n ıla ra k  do ğ ru 
lan an , neredeyse tam  o la ra k  gün eşin  a rka ta ra fın d a  b u lu n a n  nesn ele rd en  
dü nyaya  u la şa n  ışık  s inya lle riy le  ilg ili fa rk lı b ir  tü r  "zam an gecikm e" e tk i
si vard ır.

A çıktır ki E in s te in 'm  ku ram ı a r tık  gözlem e dayalı o la rak  çok iyi b iç im 
de des tek lenm ekted ir. K ütleçekim le ilg ili d a lg a la rın  varlığ ı H u lse -T ay lo r 
gözlem lerince, bu , b u  tü r  d a lg a la ra  ilişk in  do laysız  b ir  sa p ta m a  o lm asa 
bile , açık b iç im de d o ğ ru lan m ış görünm ek ted ir. Ş im dilerde kü tleçek im  d a l
g a la r ın ın  do laysız b iç im de sa p tan m as ıy la  ilg ili o la rak , b u  tü r  d a lg a la n  
ev ren in  uzak  k ıs ım la rın d ak i azılı h a rek e tlilik le ri (örneğin k a ra  delik  ç a r 
p ışm aları) d erin lem esine a ra ş tırm a k ta  k u llanm ak  üzere dünya  çap ın d a  
k a ra rla ş tır ılm ış  b ir  çabay ı o lu ş tu ra n  çeşitli p ro je ler m evcu ttu r. A slında 
bu  b irle ş ik  p ro je le r14, E in s te in 'm  ku ram ın ın  uzak  ev ren i a ra ş tırm a k  üzere 
b ize h â lâ  güçlü  b ir  yöntem  sağ lam a po tan siy e lin e  sah ip  o lacağ ı şekilde, 
kü tleçekim le ilg ili b ir  da lga  te leskobu  su n acak tır .

B azıla rın ın  enerji ko ru n u m u y la  ilg ili k ay g ıla rın a  k a rş ın , genel gö re lili
ğ in  o ldukça kayda değer b az ı gözlem e daya lı d o ğ ru lam a la ra  sa h ip  o ld u ğ u 
nu  görm ekteyiz. Öyleyse, kü tleçek im le ilg ili so ru n a  geri dönelim . PSR 
1913 + 16 ve bu  tü r  ö teki s is tem le r  ta ra fın d a n  y ay ılan  kü tleçek im  d a lg a la 
r ın ı o lu ş tu ra n  boş uzay  d a lg ac ık la rın ın  a s lın d a  gerçek enerjiy i n ak le tm e
leri, hem  ku ram  hem  de gözlem de tem el b ir  tu ta r lılık  k o n u su d u r. Boş 
uzaydak i enerji m om entum  te n sö rü  s ıfırd ır , öyleyse bu  d u ru m d a  kü tleçe
kim le ilg ili dalga  enerjisi yerel o la rak  b ir  enerji "yoğunluğu"na a tfe d ile b i
l ir  o lm ayan  b aşk a  b ir  b iç im de ölçülm ek zo ru n d ad ır. K ütleçekim  enerjisi 
gerçek ten  yerel o lm ayan  b ir  n ice lik tir. B unun la b irlik te  b u  durum , k ü tle 
çekim  enerjisine  ilişk in  h iç b ir  m atem atik se l aç ık lam a b u lu n m ad ığ ın ı im a 
etm ez. K ütleçekim le ilg ili kü tle  enerjiye ilişk in  b ü tü n se l b ir  a lg ılay ışa  h e 
nüz sah ip  o lm adığ ım ızı söy lem enin  yerinde o lduğunu  d ü şü n sem  de, o l
dukça tam  b ir  y an ıtın  verileb ileceğ i önem li b ir  d u ru m la r  küm esi m ev cu t
tu r . Bu d u ru m la r, a s im p to tik  o la rak d ü z  b iç im inde a n ıla n la rd ır  ve esasen

14 Bu kütleçekim dalgası a raştırm aları LIGO, LISA ve GEO tü rü  renkli k ısa ltm alar yoluyla ile r
lemektedir. Bkz. Shavvhan, 2001; Abbott, 2004; Grishchuket vd., 2001; Thom e, 1995b; ayrıca 
bkz. John  Baez'in oldukça yararlı in ternet yorum u, h ttp ://m ath .ucr.edu/hom e/ba- 
ez/w eekl43.htm l.

http://math.ucr.edu/home/ba-


Ş ek il 19.10 U zayzam an ın  a s im p to tik  b iç im d e  düz o ld u ğ u n u n  v a rsa y ıla b ild iğ i, kü tleçek im  
d a lg a la n  y ay an  y a lıtılm ış  b ir  s is tem le  ilg ili o la rak  to p lam  k ü tle /en e rji m o m en tu m u n a  ve 
kü tleçek im  ış ın ım ı y o lu y la  k ay b ın a  ilişk in , B o n d i-S ach s k ü tle /en e rji ko ru n u m  y a s a s ı  o la 
ra k  a d la n d ır ıla n  k es in  b ir  ö lçü  m ev cu ttu r, i lg ili  m atem a tik se l n ice lik le r yerel d eğ ild ir  ve 
"boş so n su z"d a  (§27.12'de ta r t ış ı la c a k  o lan  geom etrik  b ir  kavram ) ta n ım la n ır.

d iğer h e r  şeye o lan  çok büyük  u zak lık la rı nedeniy le ev ren in  geri k a la n ın 
d an  y a lıtılm ış  o la rak  d eğ erlend irileb ilen  kü tleçek im li s is tem lerle  ilg ilid ir 
ler. Bu, ken d isin e  ilişk in  o la rak  kü tleçek im le ilg ili ış ın ım  yoluyla kaybo lan  
enerjiy le  ilg ilen ilen , diyelim  ki H u lse -T ay lo r ik ili p u lsa rı g ib i b ir  ç ift y ıl
dız s is tem i o lab ilir . H erm ann  B ondi ve iş a rk a d aş la rın ın , R ayner S achs15 
ta ra f ın d a n  (B ondi'n in  eksenle ilg ili s im etri v a rsay ım ın ı o rta d a n  ka ld ırm ak  
üzere) g en e lle ş tir ilen  ça lışm ası, b u  tü r  b ir  s is tem d en  kü tleçekim  d a lg a la rı 
b iç im inde  n ak led ilen  kü tle /enerjiye  ilişk in  açıkça a n la ş ı lır  b ir  m a tem a tik 
se l an la tım  sağ lad ı ve b u ra d a n  h arek e tle  enerji m om entum a ilişk in  b ir  ko 
ru n u m  y a sa s ın a  u la ş ıld ı;16 bkz. Şekil 19.10. Bu korunum  y asas ı, VaTab = 0 
"korunum  y asas ı"n d a  g öste rild iğ i üzere  kü tleçek im le ilg ili o lm ayan  a la n 
la ra  ilişk in  o yerel n ite liğe  sa h ip  d eğ ild ir  ve yaln ızca  s is tem in  uzam sa l 
o la rak  ö teki h e r  şeyden  b ü tü n ü y le  y a lıtıld ığ ı d u ru m d ak i s ın ırd a  ta m  a n la 
m ıy la  geçerli o lur. Yine de, d ah a  so n ra  k an ıtla n m ış  o lan  ve b ize b ir  s is te 

15 Bu çalışm a kısmi olarak T rautm ann, 1958, ta ra fın d an  öngörülmüştü; Bondi, 1960; Bondi 
vd., 1962; Sachs, 1961, 1962a.

16 Ayrıca bkz. Nevvman ve Unti, 1962; Penrose, 1963, 1964; Sachs, 1962b; Bonnor ve Rotenberg, 
1966; Penrose ve Rindler, 1986, s. 423-427.



m e ilişk in  (ü stte  ta r t ış ılm ış  o lan  "kütleçekim le ilg ili n e g a tif  p o tan siy e l 
enerji k a tk ıla n "n ı d a  içeren) to p la m  k ü tle n in  n eg a tif  o lam ayacağ ın ı söy le
yen b e lirli "pozitiflik" teo rem le rin i de içeren  h e r  şeyin  yerli yerine  o tu r 
m a s ın d a  b ir  m ik ta r  "m ucizevi" b ir  şey  m e v c u ttu r .17

E tk ileşen  a la n la ra  ilişk in  s is tem lerle  ilg ili k o runum  y a s a la r ın ı elde e t
m ek üzere genel reçe te le r m ev cu ttu r. B unlar, so n rak i b ö lüm de su n u lacak  
o lan  L agrange y ak laş ım ın d an  gelir. L agrange yak laşım ı, b ize  kü tleçekim  
d u ru m u n d a  gereksin im  duyduğum uz h e r  şeyi v e rir  görünm em esi (ya d a  en 
az ın d a n  doğrudan) gerçeğ ine k a rş ın , o ldukça güçlü , genel ve güzeld ir. O 
ve y ak ın d an  ilişk ili H am iltoncı yak laşım , h e r  ik is i de m o d e m  fiziğ in  m er
kezi b ö lü m ü n ü  o lu ş tu ru r  ve o n la rla  ilg ili b ir  şey ler b ilm ek önem lid ir. Şim
di b u  m ü th iş  a lan a  g irm e cü re ti göstere lim .

Schoen ve Yau, 1979, 1982; W itten, 1981; N eşter, 1981; Parker ve Taubes, 1982; Ludvigsen ve 
Vickers, 1982; Horovvitz ve Perry, 1982; Reula ve Tod, 1984; aynca  bkz. Penrose ve Rindler, 
1986; ve §32.3, özellikle not 32.11.



LAGRANGE DENKLEMİ VE HAMILTONLAR

20.1 Sihirli Lagrange formalizmi

N evvton'ın d inam ik  y a sa la rın ı o rtay a  koym asın ı iz leyen y ü zy ılla rd a  bu  
Nevvtoncı tem elle rden  son  derece etk ileyici b ir  k u ram sa l ça lışm a çerçevesi 
o lu ş tu ru ld u . E uler, Laplace, L agrange, Legendre, G auss, Liouville, O strog- 
rad sk i, Po isson , Jaco b i, H am ilton  ve d iğerleri derin lem esine  b ir le ş tir ic i 
b ir  bak ış aç ıs ın a  yol açan  fik irle ri yen iden  form üle ederek  o rtay a  ç ık tıla r. 
B u rada bu  d inam ik  b iç im li b ak ış  aç ıs ın a  ilişk in , ko rkarım  ki ona ilişk in  
aç ık lam am  b a ş a r ıla n ın  büyük lüğüy le  ilg ili o ldukça y e ters iz  b ir  iz lenim  
su n a ca k  o lm asın a  rağm en  k ısa  b ir  özet vereceğim . Bize fiziki evren im izle 
ilg ili m a tem atik se l d es tek le r hak k ın d a , 17. yüzyıl Nevvtoncı m ekan iğ inde 
açığa ç ıkan  k u ra lla r  düzey inde bile , m a tem atik se l o la rak  yaln ızca  bu  tü r  
z a r if  b ir  b ir le ş tir ic i ta b lo n u n  v arlığ ın ın  b ir  şey ler söy le r gö rü n d ü ğ ü  b e lir 
tilm elid ir. F iziki evrene ilişk in  önerilm iş y a sa la rın  pek azı böylesi görke
m e sah ip  heybe tli b ir  m a tem atik se l yap ıya  yol açab ilir.

Nevvton'ın m ekaniğ i sonucu  o rtay a  çıkan hang i b ir le ş tir ic i z a r if  ta b lo 
d u r  bu? Tem el o larak  h e r  b iri kend i k a ra k te r is tik  özelliğ ine sa h ip  iki fa rk 
lı fak a t y ak ın d an  ilişk ili fo rm  b iç im inde o rtay a  çıkar. İ lk in i L agrange  
d e n k le m i  ta b lo su  o la rak  ve İk incisin i H am ilton  o la rak  ad lan d ıra lım , 
(isim lerle  ilg ili zorluk  b u ra d a  d a  m ev cu ttu r. A çıktır ki h e r  ik i tab lo  da Ha- 
m ilto n 'd an  çok önce L ag range 'la  b ilin ird i ve E u le r ta ra f ın d a n  en az ından  
k ısm i o la rak  öngörülm ekteydi.) B ir m ik ta r  (sonlu) tek il p a rç ac ık tan  o lu şan  
Nevvtoncı b ir  s is tem e ve belki bö lünem ez b ir  v arlık  o la rak  değerlend irilen  
b az ı k a tı c isim lere  sah ip  o lduğum uzu  düşünelim . N o k ta ların ın  h e r  b ir i 
tü m  bu  p arçac ık  ve c is im lerin  tek il b ir  uzam sa l ay a rlam a sın ı göste ren  
(bkz. Şekil 12.1), büyük  b ir  N say ıs ı b o y u tu n a  sa h ip  b ir  C d ü ze n le m e  u za y ı 
söz k onusu  o lacak tır. Zam an ilerled ikçe, tüm  s is tem i g ö ste ren  C ye a i t  te 
kil n o k ta  C iç inde s is tem in  Nevvtoncı d a v ra n ış ın ı k ap say a n  b ir  y asay a  gö
re  h a re k e t edecektir; bkz. Şekil 20.1. Bu y a san ın  tekil b ir  fo n k s iy o n d a n  do 
laysız  b ir  m a tem atik se l iş lem  yoluyla elde ed ileb ilm esi d ik k a t çekici (ve 
h esap la m ay la  ilg ili o la rak  çok değerli) b ir  gerçek tir.



Ş ek il 20.1 D üzenlem e uzay ı. Af-boyutlu C m a n ifo ld u n a  a it  h e r  Q n o k ta s ı, (diyelim  ki) 
N ew toncı b ir  n o k ta  p a rç a c ık la r  ve k a tı c is im le r  a ile s in in  o la s ı tü m  b i r  k u ru lu m u n u  g ö s
te r ir . S istem  zam an  iç in d e  ile rled ik çe  Q, C iç indek i b ir  eğriy i ta n ım la r.

L agrange d en k le m i  fonksiyonu  o la rak  a d la n d ır ıla n  b u  fonksiyon, Lag
ran g e  denklem i ta b lo su n d a  (en az ın d a n  en b a s it  ve a lış ıld ık  ha linde)1, C 
düzenlem e u zay ın a  ilişk in  T(C) ta n ja n t  d e m e ti ü ze rinde ta n ım la n ır  (Şekil 
20.2a); bkz. §15.5. H am ilton  ta b lo su n d a k i, H a m ilto n  fonksiyonu  o larak  a d 
la n d ır ıla n , fonksiyon  f a z  u za y ı  denen  T‘(C) k o ta n ja n t d e m e ti (bkz. §15.5) 
ü zerinde ta n ım la n ır  (Şekil 20.2b). T(C) (her b ir  n o k ta s ı 2 'd a k i b ir  ta n ja n t 
vek tö rüy le  b irlik te  C ye a i t  b ir  Q n o k ta s ı yerine  geçm ek üzere) ve T’ (C)’n in  
(her b ir  n o k ta s ı ö 'd a k i b ir  k o ta n ja n t vek törüyle b irlik te  C ye a it b ir  Q nok 
ta s ı yerine  geçm ek üzere) 2/V -boyutlu m a n ifo ld la r  o ld u ğ u n u  d ikkat ed e
lim .

Bu bölüm de H am ilton  o lan ı b ir  son rak ine  b ıra k a ra k  L agrange denk le
m i ta b lo su n u  inceleyeceğiz. L ag range 'ın  T (e ) 's iy le  ilg ili k o o rd in a tla r  
Nevvtoncı tü m  cis im lerin  k o n u m la rın ı (katı c isim ler, vb  ilişk in  uzam sa l 
yönelim leri belirlem ek üzere uygun  aç ıla rı içerm ek üzere) ve ay rıca  h ız la 
r ın ı (katı c isim lere ilişk in  ilg ili a ç ısa l h ız la r, vb de içerm ek üzere) s a p ta 
m aya h izm et eder. G enellikle "genellenm iş k o o rd in a tla r"  o la rak  a d la n d ır ı
lan  q1,. . . ,q N konum  k o o rd in a tla r ı (belki yaln ızca  "yam alı biçim de" v e ril
m iş, bkz. §12.2) C düzenlem e u zay ın a  ilişk in  fa rk lı q n o k ta la r ın ı işa re tle r. 
H erhang i (uygun) b ir  k o o rd in a t s is tem i y ap acak tır . "K artezyen" ya d a  h e r 
h an g i b aşk a  b ir  s ta n d a r t  tü rd e  o lm a la rı gerekm ez. Bu, L agrange denklem i 
y ak la ş ım ın ın  (ve ay rıca  H am ilton  yak laşım ın ın ) güze lliğ id ir. K oord inat se 
çim i yaln ızca  uyum lu luk  ta ra f ın d a n  yönetilir . Bu, b ö lü m ler 8 , 10, 12, 14 ve 
15, vb çeş itli tü rd ek i genel m a n ifo ld la r  ele a lın ırk en  k u llan ılm ış  o lan

1 Daha genel (Nevvtoncı olm ayan sistem lere ilişkin) Lagrange denklemi tü rle ri yüksek dereceli 
tü rev ler içerebilir ve C’ye ilişkin "jet dem etleri" denen şeyler üzerinde tan ım lan ır fakat bu 
rad a  bun larla  ilgilenmemiz gerekmez.



T(C)

C
C

Ş ek il 20.2 (a) S ta n d a r t L agrange denk lem i ta b lo su n d a  t  L agrange denklem i C düzen lem e 
u z ay ın a  ilişk in  T(C) ta n ja n t  dem eti ü zerin d ek i p ü rü z sü z  b ir  fonkksiy o n d u r. (b) H am ilton  
ta b lo su n d a  W  H am ilto n ı faz  uzay ı den en  T ’(C) k o ta n ja n t dem eti ü zerin d ek i p ü rü z sü z  b ir  
fonksiy o n d u r.

k o o rd in a tla rın k iy le  tam  o la rak  ayn ı ro ld ü r. Seçili genellenm iş k o o rd in a t
la r  küm esin in  k arşılığ ı ...,q N "genellenm iş h ız la r" ıd ır  ve "nokta" za m a
n a  göre değ işim  o ran ı, "d /d t", an lam ın a  gelir:

L agrange denklem i £, tü m  b u n la ra  ilişk in  b ir  fonksiyon  o la rak  yaz ılab i-

H er b ir  qr , b u  ifadede b a ğ ım sız  b ir  değ işken  o la rak  (özelde qr 'd en  b ağ ım 
sız) ele a lın ır. Bu, L agrange denklem ine ilişk in  ş a ş ır tıc ı b aş lan g ıç  özellik 
le rin d en  b irid ir; fak a t ç a lış ır !3

2 Buradaki açıklam am da, sistem im izin holonom ik  denen şey olduğunu varsayarak  Lagrange 
denklem lerine ilişkin genel tartışm ayı basitleştiriyorum . Holonomik olm ayan b ir sistem de, 
genellenm iş konum larla ilişkisi içinde, yeteri kadar uygun hız koordinatı m evcut değildir. 
Holonomik olm ayan b ir sistem e ilişkin güzel b ir  örnek yatay b ir  düzlem üzerinde dönen b ir 
çem berdir. Çember, tem as noktası yalnızca kendisinin tan jan tı yönündeki b ir  dönme h are 
ketiyle hareket edebilecek şe kilde kaym am aya zorlanır. Bu tem as noktasın ın  konum u için 
iki koordinat gereklidir fakat hızına ilişkin yalnızca b ir adet bulunur.
Temel düzeydeki açıklam ada ele alınan  sistem lerle ilgili olarak, bu  tü r  holonom ik olm ayışın 
bulunm adığı göz önüne alınabilir. Çemberimizle ilgili durum da, dönme zorlam ası kayma 
olasılığının reddedildiği b ir  idealleştirm edir. Bir kez küçük b ir m iktar kaym aya izin verilir
se sistem  holonomik hale gelir.

3 Burada açıklam aya ilişkin basitlik  için b ir  "zam an bağım sız Lagrange denklemi" durum unu

l i r ;2



£  fo n k siyonunun  gerçek  değerine  ilişk in  fizik i yo rum  s is tem in  K k ine
tik  em erjisiy le  iç ve d ış ku v v e tle rd en  kaynak lı V p o ta n s iy e l enerjis i a r a 
s ın d a  b u  k o o rd in a tla rd a  ifade  ed ilen  £  = K — V fa rk ı o lu r  (bkz. §18.6). S is
tem in  h arek e tin e  ilişk in  ona a i t  tü m  Nevvtoncı d a v ra n ış ı ko d lay an  denk
lem ler o la ğ an ü stü  k ap sam  ve tem el b as itlik tek i, E uler-L agrange  denk lem 
le ri denen  şey  yo luy la  verilir:

d d£ d£  

d t W ~ W

H er <7r 'n in , ("diğer tü m  değ işken leri sa b it tu ta ra k  £ 'n in  tü re v in i <?r 'ye göre 
b iç im sel o larak  alın" an lam ın a  gelen) "d £ /d q r" ifad e s i gerçek ten  an lam  
ifade edecek şe k ild e  b ağ ım sız  b ir  değ işken o la rak  ele a lın d ığ ın ı an ım sa 
yın.

Bu denk lem ler bazen  H a m ilto n  ilkesi ya da d u ra ğ a n  ey lem  ilkesi o la 
rak  a d la n d ır ıla n  k ay d a  değer b ir  gerçeği ifade  eder. B unun an lam ı belki 
de, C 'deki Q n o k ta s ın ın  h a re k e ti b iç im inde düşü n d ü ğ ü m ü zd e , C n in  tü m  
sis tem e a it o lası u zam sa l düzenlem e uzay ın ı (diğer b ir  dey işle  tü m  p a rç a 
la r ın a  a it tü m  yerler) g ö s te rd iğ in i an ım sayalım , en açık  h a ld e  o lur. H er
h an g i b ir  zam andak i konum u qr ta ra fın d a n  işa re tle n e n  Q n o k ta s ı C 'deki 
b ir  eğri üze rin d e  b e lir li b ir  o ran d a , b u  o ran  eğriye o lan  ta n ja n t yönüyle 
b irlik te  qr değerleri ta ra f ın d a n  sa p tan m ak  üzere, h a re k e t eder. E uler-L ag- 
ran g e  denklem leri tem el o la ra k  bize, Q 'nun C boyunca o lan  h arek e tin in  ey
lem i, bu  "eylem" C düzenlem e uzay ında , £ 'n in  eğri ü ze rin d ek i s a b it  iki uç 
a ve b n o k ta la r ı a ra s ın d a  a lın an  in te g ra li olm ak üzere, bkz. Şekil 20.3, m i
n im ize etm ek b iç im inde o ld u ğ u n u  söyler.

Ş ek il 20.3 H am ilto n  ilkesi. E u le r-L ag ran g e  d enk lem leri, Q 'n u n  C b o y u n ca  o lan  h a re k e ti
n in , eylem i, C 'deki b ir  eğri ü z e rin d e  s a b it  iki a, b  n o k ta la r ı  a ra s ın d a  a lm a n  £ 'ye ilişk in  
in te g ra l, eğ rin in  d eğ iş im leri a lt ın d a  d u ra ğ a n la ş tırm a k  b iç im in d e  o ld u ğ u n u  söyler.

kabul ediyorum. Bununla b irlik te d ışsal kuvvetlere ilişkin b ir zam an bağım lılığım  kolaylık
la, başka b ir q° — t "genellenmiş koordinat"m ı ve sonuçta 1 değerini a lan  biçim sel b ir q° n i
celiğini dahil etmek yoluyla gündem e getirebiliriz.



Ş ekil 20.4 Ç eşitli değ işken li, gerçel değerli p ü rü z sü z  b ir  /  fo n k siy o n u n u n  d u ra ğ a n  değ er
leri. İki d eğ işken li b ir  f ( x , y )  fo n k siy o n u n a  ilişk in  d u ru m  g ö ste rilm ek ted ir . Bu, ken d is in e  
a i t  g ra fiğ in  (2 -bo y u tlu  b ir  yüzey) y a ta y  o lduğu  y erd e  [ d f / d x  =  0 =  d f / d y ) d u ra ğ a n d ır . Bu 
d u ru m  (a) F  b ir  m in im u m a sa h ip  o ld u ğ u n d a  ya d a  ö rneğ in  (b) b ir  ey er n o k ta s ı ve (c) b ir  
m ak sim u m  g ib i d iğ e r  d u ru m la rd a  da  o r ta y a  ç ıkar. H am ilto n  ilkesi d u ru m u n d a  (Şekil 
20.3), ya  d a  iki a  ve b  n o k ta s ın ı b ir le ş tire n  b ir  jeodezi, £  L ag range denklem i f 'n in  yerin i 
a l ır  fa k a t b i r  yo la  ilişk in  be lirlem e ya ln ızca  x  ve y  y erin e  so n su z  sa y ıd a  p a ra m e tre  g erek 
t ir ir . £ , b i r  tü r  d u ra ğ a n  b ir  n o k ta  o lsa  da , y ine b ir  m in im um  o lm ayab ilir.

D aha d o ğ rusu  as lın d a  bu  b ir  "m inim um " o lm ay ab ilir  fak a t "durağan" 
te rim i uygun  olur. Tem el o la rak  d u rum , o lağan  ana lizdek i gerçel değerli 
p ü rü zsü z  b ir  f ( x )  fonksiyonuna ilişk in  b ir  m in im u m u n  o rtay a  çık ışın ın  
d f  /d x  = O'i gerek tirm esi fak a t bazen  d f / d x  = 0 o lduğu  d u ru m d a  f  fo n k si
y o n u n u n  b ir  m in im um  o lm am ası d u ru m u n d ak in e  benzerd ir; b ir  m ak si
m um  ya da o la sılık la  b ir  dönüm  n o k ta s ı ya da yüksek b o y u tta  eyer n o k ta 
sı denen  şey o lab ilir, (Şekil 20.4b). d f ( x ) / d x  =  0 o lan  tü m  y erle r d u ra ğ a n  
o la rak  a d la n d ır ılır . Bkz. şek ille r 6.4 ve 20.4. §14.8, §17.9 ve §18 .3 'te  v e ril
m iş o lan  (sözde) R iem anncı uzaydak i b ir  je o d e z in in ,  genel d u ru m d a  y a l
n ızca b ir  "d u rağan  uzunluk" o lm asın a  rağm en , tem elde (yerel olarak) pozi
t i f  b e lir li d u ru m d a  "m inim um  u zu n lu k tak i yol" ve bazen  L orentzci d u ru m 
da "m aksim um  u zu n lu k tak i zam an sa l yol" b iç im indeki ben zer n ite le n iş in i 
an ım say ın . Böylece Q'ya ilişk in  yö rünge C uzay ındak i b ir  tü r  "jeodezi" o la 
rak  d ü şü n ü leb ilir.

B ir L agrange denklem ine ilişk in , ö rneğ in  V = V(x , y , z , t )  konum una 
bağ lı b ir  V p o tan siy e lin ce  verilen  sa b it  b ir  d ışsa l a lan d a  h a re k e t eden m  
kü tle li b a s it  b ir  Nevvtoncı parçac ığ a  ilişk in  o lan  g ib i b a s i t  b ir  ö rneği ele 
alm ak  y a ra rlı o lur. K 'nin an lam ı onun, pa rçac ığ ın  bu  d ışsa l a lan d a n  kay 
n ak lan a n  p o ta n s iy e l en erjis in i ta n ım la m a sıd ır . A şağıya doğru  s a b it  b ir  
çekiş o la rak  d ü şü n ü le n  d ü nyaya  a it (dünya yüzeyine yakın) kü tleçekim  
alan ı d u ru m u y la  ilg ili o la rak , z y e r üzerindek i yükseklik  ve g  kü tleçekim - 
den kaynak lı aşağ ıy a  doğru  o lan  ivm e o lm ak üzere V =  m g z  o la rak  kabu l 
edeb iliriz . H ıza a i t  üç b ileşen  x ,y ,z 'd ir , böylece k ine tik  enerjiy le ilg ili 
^ m v 2 ifad e s in i k u lla n a rak  (bkz. §18.6)



L = 2 m (*2 + y2 + ̂ 2) — m9z

L agrange denklem ini b u lu ru z , z 'ye ilişk in  E u le r-L ag range  denklem i a rtık  
bize, ken d isin i iz leyerek G alile i'n in  dünya  yönünde o lan  ivm e sa b itliğ i so 
n u cu n u  çıkaracağ ım ız  d (m z)/d t =  —m g 'y i  v e r ir .12011

20.2 Daha simetrik biçimli Hamilton tablosu

H am ilton  ta b lo su n d a  d a  genellenm iş k o o rd in a tla r ı k u llan ırız  fak a t a r 
tık  genellenm iş q1,. . . ,q N konum  k o o rd in a la n  (h ızlar yerine) o n la ra  ilişk in  
Pı, —,Pn g en e llen m iş  m o m e n tu m  k o o rd in a tla r ı denen  şeyle b ir lik te  ele a l ı
n ır. Tekil b ir  se rb e s t p a rç ac ık la  ilg ili o la rak  m o m e n tu m  p a rçac ığ ın  h ız ıy 
la k ü tle s in in  ça rp ım ıd ır. Yine de genel o la rak  genellenm iş m om en tum la i l 
gili ifad e  bu  olm ak zo ru n d a  değ ild ir. B unun la  b irlik te  onu L agrange d en k 
lem inden  ve h e r  zam an  tan ım lay ıc ı

dL

denk lem inden  elde edeb iliriz . H er d u ru m d a , bu  pr p a ra m e tre le r i C 'nin ko- 
ta n ja n t  u za y la rıy la  ilg ili k o o rd in a tla r  sunm aya h izm et eder, böylece b ir  
kovek tö r (§12.7 'nin b u ra d a  ben im sed iğ im iz  to p lam a u z la ş ıs ın ı, h e r  ne k a 
d a r  b u n u  § 12.8'dek i g ib i b ir  so y u t in d is  ifadesi o la rak  okum ak m e şru  o lsa 
da, anım sarız)

Padt?a

b iç im inde  y az ılab ilir. E lb e tte  b u  b ir  1 -b iç im lid ir ve

5 = dpa A dqa

tü rev i (dS =  O'ı sağ lay a rak ),12021 T*(C) faz uzay ına doğal b ir  s im p le k tik  y a p ı  
a ta y a n  b ir  2 -b iç im lid ir  (bkz. §14.8). H am ilton  ta b lo su n u n  kuvvetli o luşu  
b ü yük  o ran d a  faz u za y la rın ın  s im p le k tik  m a n ifo ld la r  o lm asın a  ve bu  
s im p lek tik  y ap ın ın  d inam iğ i sunm ak  üzere seçilm iş b e lir li H am ilto n d an  
b ağ ım sız  o lm asına  dayan ır. Böylece k lasik  fizik  §20.4 'te geleceğim iz s im p 
lek tik  m a n ifo ld la ra  ilişk in  güzel ve şa  ş ır tıc ı geom etriye özel b ir  şek ilde 
b ağ lan ır .

Bu geom etrin in  oynadığ ı ro lü  a n lam a n ın  b ir  ön  k oşu lu  o la ra k  H am il- 
to n 'u n  d inam ik  denk lem lerine  ilişk in  fo rm a göz a ta lım . B un lar b ir  s is tem

i©  [20.11 Galile'nin kütleçekim etkisi a ltındaki se rbest düşm eyle ilgili parabolik  hareketini elde 
etm ek üzere, argüm anı tam am layarak tüm  ayrın tıları doldurun, 

i®  [20.2] Niçin?



e ilişk in  zam an  ak ışın ı, T*(C) faz uzayı içerisinde , tü m  Nevvtoncı s is tem i 
g ö ste ren  b ir  nok taya  a it b ir  yö rünge o la rak  açık lar. Bu ak ış bü tü n ü y le , 
(bu rada  ele ald ığ ım ız zam an  b ağ ım sız  L agrange denklem i ve H am ilto n la r 
durum unda) s is tem in  to p la m  en e r jis in i (genellenm iş) m om entum  ve ko
num  b iç im inde  aç ık layan

H =  ^ ( P ı ......Vn.R1.......qN)
H a m ilto n  fo n k s iy o n u  ta ra fın d a n  yönetilir. Bunu a s lın d a  L agrange denkle
m inden  ve d ah a  so n ra  genellenm iş m om en tum lar y a ra rın a  tü m  genellen 
m iş h ız la rı sade leştirm ek  yoluyla yen iden  yazılm ak (genellikle kolay b ir  iş 
değildir!) zo ru n d a  olan (toplam a u z laş ıs ı ya da soy u t indis)

ifad esi yo luyla elde edebiliriz . H am ilton ’un  bu  m om entum  ve konum  koor
d in a tla rı b iç im indeki akış denklem leri güzel şekilde s im etrik tir:

dpr dJ{ dqr d K
dt dqr ’ d t dpr '

Bu denklem ler T*(C)'deki b ir  P n o k ta s ın ın  h ız ın ı açık lar. Bu hız h e r  P için 
tan ım lan ır , böylece T*(C) üzerinde H am ilton ıy la  tan ım la n an  b ir  vek tör

Ş ek il 20.5 S istem e ilişk in  Nevvtoncı zam an  ak ış ım  g ö ste ren  [ K , } H am ilton  ak ış (bkz. 
§20.4), T"(C) faz uzay ı ü zerindek i b ir  v ek tö r a lan ıd ır . S ab it 3C değerle rin e  ilişk in  (Jf'y i 
zam an  b ağ ım sız  k ab u l ederek  sa b it  eneıji) h ip e r  yüzey lerle  ilg ili o larak , yö rüngeler, en er
j i  k o ru n u m u y la  u yum  içeris in d e , s a b it  J f  h ip e r  yüzey leri iç inde  kalır.



a la n ın a  sa h ip  o luruz. §12.3 'te verilm iş b ir  v ek tö r a lan ıy la  ilg ili "kısm i tü 
rev  işlem cisi" no ta sy o n u  b iç im inde  b u ;120-31

dJt d d K  d 
dpr dqT dqr 3pr

olur. Bu, s is tem in  T’(C) ü zerindek i N ew toncı d av ra n ış ın ı aç ık layan  b ir  
"akış" sa ğ la r  (Şekil 20.5).

S ab it b ir  kü tleçek im  a lan ın d a , ü s tte  (§ 20.1) L agrange denk lem i fo r
m u n d a  verild iğ i üzere  dü şm ek te  o lan  b ir  p a rç ac ığ a  ilişk in  b e lir li ö rn ek te 
ki H am ilton , px , py ve pz s ıra s ıy la  K artezyen x, y  ve z eksen le ri d o ğ ru ltu 
su n d ak i s ıra d a n  u zam sa l m om entum  b ile şen le ri olm ak üzere,

J f  = ? t l!k !!İ  +  m gz
2 m

olur. Bu, konum  ve m om entum  b ile şen le ri b iç im inde  ifad e  ed ild iğ inde 
parçac ığ ın  top lam  e n e ıjis in in  ne o lm ası gerek tiğ ine  ilişk in  b ilg iden  do lay 
sız b iç im de y az ıla b ilir  ya d a  onu  ü s tte k i iş lem lerle  verild iğ i üzere L ag ran 
ge denk lem inden  elde ed e b iliriz .12041

Bu n o k tad a  h iç b ir  yerde görm ediğ im  n o ta sy o n a l b ir  tu h a flığ ı i t i ra f  e t
m eliy im  ki tem ize çıkayım ! §18.7 'de düz uzay zam an la  ilg ili s ta n d a r t  M in- 
kow ski k o o rd in a tla r ın d a k i P ı,P 2>P3 u zam sa l m om entum  b ile şen lerin in , 
te rc ih  ed ilm iş ( + --------) im zam la b irlik te , n o rm al m om entum  b ile şe n le ri
n in  neg a tifle r i o lduğunu  gördük. Bu neden le  ü s ttek i ö rnek te  px =  —p1( 
py = —p2 ve pz =  —p3 ifad e le rin e  sa h ip  o luruz. H am ilto n la ra  ilişk in  genel 
ta r t ışm a d a  pa m o m e n tu m lan n m  "a lt kat" versiy o n u n u  k u llan m ak  doğal
dır; y ine de bu, (H----------) im zasıy la  b irlik te  görelilik te  doğal o lm ayan
"pa"larla  (P i,P2/P 3) uyuşm az h a ld ed ir. K itap tak i bu  n o ta sy o n a l so ru n la  i l 
g ilenm e b içim im , h e r  q y a  d a  p 'n in  sa h ip  o lab ileceğ i b e lir li yo rum a ilişk in  
kesin  be lirlenm iş değilken (böylece okuyucu işa re tle rle  ilg ili kendi seçim i
n i ay ırab ilir), qa ve pa b ir le ş im in i p 'le r i q 'la ra  b ağ lay an  o lağ an  iş a re t uzla- 
ş ıs ıy la  b ir lik te  k u lla n a rak  b a s it  b iç im de genel b iç im ciliğ i verm ek tir. Öte 
ta ra f ta n  x a ve pa b ir le ş im in i ku llan d ığ ım d a gerçek ten , — plt —p2, —p3 s ır a 
d an  u zam sa l m om entum a ilişk in  s ıra d a n  u zam sa l m om entum  b ile şen le ri 
( s ta n d a r t b ir  Minkovvski s is tem in d ek i p ^ p ^ p ^ e  eşit) o lacak  şe kilde 
§18 .7 'n inkiyle uyum lu  b ir  n o ta sy o n u  k a s ted iyo ru m . Bu, q 'la r  yerine  x ’le r 
b iç im inde  y az ıld ığ ında

S  [20.3] Bunu açıklayın.
[20.4] Bunu açık biçimde yapın. Sabit b ir  kütleçekim alanında düşm ekte olan b ir  parçacıkla 
ilgili Newtoncı denklemleri elde etmek üzere Ham ilton denklem lerini kullanın.



dpr â xT d i t
d t d x r ' d t dpr '

Şeklindeki H am ilton  denk lem lerin in  te rs  işa re tli b iç im de g ö ründüğü  im a
s ın a  sa h ip tir . S unacağım  fo rm alizm lerin  tü m  a y r ın tıla r ıy la  pek faz la  ilg i
lenm eyen h erh an g i b ir  okuyucuya konuyu  b a s it  b iç im de tüm üyle  görm ez
den gelm esi önerilir. (Çoğu uzm an  konuy la  ilg ili m akale  ya da k ita p  yazm a 
zam an ı gelene dek ay n ısın ı yapm aktad ır!)

20.3 Küçük salınımlar

Sonraki bö lüm de şey lerin  H am iltoncı aç ık lam asın ın  b iz i yönelteceği 
kayda değer geom etriye geçm eden önce ilk  o larak  denge d u ru m u n d ak i b ir  
fizik i s is tem e ilişk in  önem li t itre ş im le r  kon u su n u  ele alm ak ay d ın la tıc ı 
o lacak tır. Konu pek çok fark lı a la n d a  d ikka te  değer b ir  önem e sa h ip tir  ve 
b iz im  iç in  d ah a  so n ra  k u an tu m  m ekaniğ i b ağ lam ın d a  (§22.11) özel b ir  
önem e sa h ip  o lacak tır. T itreş im  ku ram ı, ele a lın m ası n o k ta s ın d a  h e r  b iri 
o ldukça y e te rli o lan  L agrange denklem i ya d a  H am ilton  fo rm alizm iy le uy 
gun  b iç im de aç ık lan ab ilir . A çıklam alarım ı b u ra d a  ilk o la rak  H am ilton  fo r
m alizm le vereceğim  çünkü  bu  biz i, titre ş im le rle  ilg ili §22.11 'de  güzel b ir  
fo to ğ ra fın ı çekeceğim iz k u an tu m  m ekan iksel versiyona  d ah a  do laysız  b i
çim de yöneltir. H am ilton  o lan la  çok ben zer d u ru m d ak i L agrange denklem i 
titre ş im  ku ram ı okuyucuya b ırak ılıy o r (bkz. a lış tırm a  [20.10]).

T itreşen  b ir  s is tem e  ilişk in  b a s it  b ir  ö rnek  kü tleçek im  e tk isi a ltın d a  
sa lla n a n  s ıra d a n  b ir  sa rk a ç ta  o rtay a  çıkar. S alın ım la r küçük  o lduğunda 
sa rk aç  to p u n u n  ile ri geri h a rek e ti zam an ın  b ir  fonksiyonu  o la rak  b ir  s in ü s  
d a lg ası ta n ım la r  [bkz. Şekil 20.6). (Bu, §9 .1 'de ça lış ılm ış  o lan  tek il "F ourier 
b ile şen leri"nde  k a rş ıla ş ı la n  tü rd e  b ir  d av ran ış tır .)  Böylesi küçük salın ım - 
la rın  titre ş im  periyodu  as lın d a  sa lın ım ın  gen liğ inden  (diğer b ir  dey işle  to 
p u n  k end isi ü ze rin d e  sa lın d ığ ı uzaklık) bağ ım sızd ır; G alile i'n in  1583'teki 
m e şh u r ilk gözlem inden. Bu tü r  h a re k e t b a sit h a rm o n ik  h a reke t o la rak  
a d lan d ır ılır .

Bu bö lüm de b u  h arek e tin  n a s ıl ayn ı an d a  h e r  yerde b u lu n u r  b ir  n ite 
lik te  o lduğunu  göreceğiz. Genel b ir  fizik i yap ı kendi denge d u ru m u  d o la 
y ın d a  (sü rtünm e e tk is in in  göz a rd ı ed ild iğ in i varsayarak ) yaln ızca  çok b e 
lir li b iç im le rde  "sallanab ilir" . Küçük ölçekli h e r  sa llan m an ın , içeris in d e  
y ap ın ın  n o rm a l fr e k a n s  o la rak  çok b e lir li b ir  f re k an stak i b a s it  harm on ik  
h are k e ti an d ırd ığ ı, n o rm a l m o d la r  denen  b e lirli titre ş im  m o d la rın a  ayrı- 
la b ild iğ in i göreceğiz.

İlk  o la rak  b a s it  h a rm on ik  h a re k e tin  an a litik  b iç im de n a s ıl aç ık lan d ığ ı
n ı görelim . q, sa rk aç  topum uzun  en d ü şü k  n o k ta d an  ölçü len  y a tay  u za k lı
ğ ını, ya da ele ald ığ ım ız  b a şk a  b ir  ti t re şe n  n iceliğ in  dengesinden  d ışa  doğ-



Ş ekil 20.6 K ütleçekim  e tk isiy le  s a lla n a n  b ir  sa rk aç . Küçük sa lın ım la r  iç in  to p u n  h arek e ti 
b a s i t  h a rm o n ik  h a rek e te  y ak la ş ır . T opun  (b ir zam an  fonksiy o n u  b iç im in d e  çizilen) y er 
değ iş im i b ir  "s in ü s dalgas ı"  verir.

ru  o lan  y er değ iştirm ey i g ö ste rs in . Böylece küçük  q yer değ iştirm eleriy le  
ilg ili h a re k e t denklem i, a)/2n  p o z itif  s a b it  n iceliğ i sa lın ın ım  fr e k a n s ı  o l
m ak üzere,

o lur. Bu bize, içe doğru  o lan  d2q / d t 2 ivm esin in  d ışa  doğru  o lan  y er değ iş
tirm ey le  (a>2 çarpan ıy la) o ra n tılı  o lduğunu  söyler. §6 .5 'ten  q =  cos w t  ve 
q =  sin o ıt'n in  ik is in in  de bu  denklem i ve ay rıca  genel

q = acos u>t + b sin o)t

çizg isel b ir le ş im in i de, a ve b s a b itle r  o lm ak üzere, sağ lad ığ ın ı g ö rü 
rü z .12051 K ütleçekim  etk isiy le  (bir düzlem de) sa lla n an  h  u zu n lu ğ u n d ak i b ir  
sa rk a ç la  ilg ili o la rak , q küçük  o lduğunda , w 2 =  g / h ' yle b irlik te  ü s t te  v e r il
m iş o lana  çok yak ın  b iç im de y ak la şa n  b ir  h a re k e t denklem i b u lu ru z ; fak a t 
<7'n u n  büy ü k  değerleri iç in  b u  denk lem den  sa p m ala r  o rtay a  ç ık a r .12061

g 'la r  b e lir li qa = q§ d eğ e rlerin i a ld ığ ın d a  dengede o lan  genel b ir  Ha- 
m ilto n  s is tem in e  sah ip  o lduğum uzu  düşüne lim . G enellenm iş k o o rd in a tla -

■S [20.5] Bunu, frekansın  niçin a>/2n o lduğunu açıklayarak doğrulayın. Bu fonksiyona a it g rafi
ğin niçin hâlâ  b ir  sinüs eğrisi gibi göründüğünü açıklayın. Bu, niçin genel çözümdür?

M  [20.61 Bunu, (a) Lagrange denklem i yöntem i kullanarak, (b) Ham ilton yöntem i kullanarak, (c) 
Doğrudan Newton y asalanndan , tü m  denklem i bularak  gösterin. İpucu: t  = ^m h 2q2(h2 — 

<j2) -1 + mg(h2 — q2Y /z olduğunu gösterin . Bu b as it durum da Lagrange denklemi ve Hamil- 
ton yöntem lerin bize h içbir şey kazandırm adığına dikkat edin; onların  gücü daha genel d u 
rum ları ele alm akta yatar.



rım ız ın  o rijin in i denge d u ru m u m u zu  gösterm ek  üzere seçm ek, d iğer b ir  
dey işle  qg =  0 şek linde seçm ek uygun  o lacak tır. "Denge", b a ş la n g ıç ta  h iç 
b ir  h a rek e t yoksa bu  d u ru m d a  s is tem in  d u rağ a n  ka lacağ ı b ir  düzene k a r 
şılık  gelir. D engenin kararlı, bu , s is tem e küçük  b ir  ra h a ts ız lık  verild iğ inde 
s is tem in  dengeden  faz laca  uzak laşm ay ıp  onun  e tra f ın d a  sa lın acağ ı du rum  
olm ak üzere, o lup  o lm adığ ıy la  ilg ileneb iliriz . T itreş im le rle  ilg ili ç a lışm a
m ızda a s lın d a  k a ra rlı b ir  denge düzen i do lay ındak i sa lın ım la rla  ilg ilen i
yoruz. Böylece yaln ızca , genellenm iş qa k o o rd in a tla r ın a  ilişk in  k ü ç ü k  d e
ğerle rle  ilgiliyiz. D ahası, sa lın ım la rım ız  yaln ızca  küçük h ızdak i küçük r a 
h a ts ız lık la rı içerd iğ in d en  ay rıca  pa m o m en tu m ların ın  küçük değerleriy le  
de ilg ilenm eliy iz. H am ilton ım ızın  q ve p 'le r  içeren  a n a litik  b ir  ifade o ld u 
ğunu  v arsa y a rız , "analitik" an lam ı iç in  bkz. §6.4, böylece onu q ve p 'li b ir  
ü s lü  se ri b iç im inde  gen işle teb iliriz . K ararlı b ir  denge düzeniy le ilg ili o la 
rak  qa =  0 p o tan siy e l enerjiye ilişk in  (yerel) b ir  m in im um u gösterm ek  zo
r u n d a d ır .120 71 D ahası, h a rek e t söz k onusu  o lduğunda  bu  yaln ızca  enerjiyi 
(kinetik  enerji) a r tt ıra b ilir ;  pa = 0 o ld u ğ u n d a  k ine tik  enerji m in im um  olur. 
Böylece, J i  H am ilton ın ın  değeri o lan  to p la m  enerji qa = 0 = pa'da yerel 
o la rak  b ir  m in im um dur. B uradan , ü s lü  se ri açılım ım ızın , Qab ve Pab p o z i
t i f  belirli s a b it  s im etrik  m a tr is le r in  b ile şen le ri olm ak üzere,

H  =  sa b it +^Qabqaqb + \ P abPaPb 

+ 17 ve p 'le r  b iç im indeki 3 ya da d ah a  yüksek dereceli te rim le r

o la rak  b aş la m a s ı (q ve p 'le r  ya da ik is i b iç im indek i çizgisel te rim le r  eksik 
olm ak üzere) gerek tiğ i sonucu  iz le r (böylece qa =£ O'sa Qab<laclb >  0 ve 
pa =£ O'sa PabPaPb >  0; bkz. §13.8). j  ç a rp a n la rı uygun luk  için  k o n u ld u .120 81

Küçük sa lın ım la rın  doğasın ı bu lm ak  üzere  yüksek  dereceli te rim leri göz 
a rd ı edelim . Böylece H am ilton  denklem i

d qa W ̂ — ___  _  pab„
d t d p a b

ifad e s in i verir; b u ra d a n  t 'ye göre b ir  kez d ah a  tü rev  a la rak

dV  _  d p ab„  _  p ab  dPb
d t2 _ dt Pb~ F ur

= - pab^  = - pabQtcqc = - w acqc 

ifad es in e  u la ş ırız . W ac = PabQbc, Qai,'n in  Pab'yle

[20.7] Niçin?
[20.8] Tüm bunları daha ayrın tılı açıklayabilir misiniz? Denge kararsızsa çizgisel terim lere 
sahip  olabilir iniyiz? Açıklayın.



W = PQ

b iç im inde  yazabileceğ im iz m a tr is  ç a rp ım ıd ır  ve böylece d a h a  önce g ö ste
rilm iş  denklem im ize ilişk in  sonucu

d2q

b iç im inde  yen iden  yazab iliriz . W m a tr is in e  a it (bkz. §13.5), o)2 W 'n in  q 'ya 
k a rş ılık  gelen  ö z  değeri o lm ak üzere,

Wq =  cü2q

ifad e s in i sağ lay an  q vek tö rle ri o lan  öz vektörlerle  ilg ilen iyoruz. A slında 
bu  öz değer p o z itif  o lm ak z o ru n d a d ır  çünkü  P ve Q m a tr is le r in in  ik is i de 
p o z itif  b e lir lid ir120 91 ve böylece b u n u  w p o z itif  n iceliğ in in  k a re s i o la rak  y a 
zab iliriz . Bu tü r  h erhang i b ir  q öz v ek tö rü n ü n  uı/2n  f re k an slı b a s it  h a rm o 
n ik  h are k e ti göste ren

d2q 
d ^  =  - Wq

denk lem in i sa ğ lam asın ın  zo ru n lu  o lduğunu  g ö rü rü z .120101

Bu tü r  h e r  q öz vek tö rü  genellenm iş qa k o o rd in a tla r ın a  ilişk in  b ir  b i r 
le şim d ir, böylece q 'y a  k a rş ılık  gelen  sa lın ım  b u  k o o rd in a tla r ın  tü m ü n ü n  
ayn ı f re k a n s ta  hep b ir lik te  titre şm e s in e  gereksin im  duyar. Bu, sa lın ım ın  
n o rm a l m o d u  o la rak  ve b u  m oda k a rş ılık  gelen  ilg ili u>/2n, n o rm a l f r e 
k a n s  o la rak  a d lan d ır ılır . En genel d u ru m d a  b u  f re k a n s la r ın  tü m ü  fa rk lıd ır  
fa k a t b e lirli "bozulm uş" d u ru m la rd a  b u  n o rm al f re k a n s la r  ö r tü şe b ilir .120 111 
Bozuk öz değerler kend i u y gun  çok ka tlılık la rıy la  h e sa b a  k a tılm a lıd ır; bu  
neden le  n o rm al m o d la rm  to p la m  sa y ıs ı h â lâ  q1, ...,qN genellenm iş koo rd i
n a tla r ın ın  N sa y ıs ın a  e ş ittir .  F ark lı f re k a n s la ra  k a rş ılık  gelen  h erh an g i iki 
q ve r  n o rm al m odunun  b irb ir le r in e  Q 'yla ta n ım la n a n  "m etriğe" göre 
r TQq =  0 an lam ın d a  "ortogonal" o lduğu  b e lir tilm e lid ir .120121

Tüm  b u n la rd a n  ne öğrendik . N se rb e s tlik  derecesine  sa h ip  k la sik  b ir  
s is tem in  k a ra rlı b ir  denge düzen i do lay ında  n a s ıl titre şeb ileceğ iy le  ilg ili 
o ldukça genel ve kayda değer b ir  sonuç o lu ştu rd u k . B öylesi h e rh a n g i b ir  
titre ş im , h e r  b ir i kendi k a ra k te r is tik  f re k an sın a  sah ip , b irb ir le r in d e n  b a 

®  [20.9] Bu türetm eyi kanıtlayabilir m isiniz bakın. İp u cu : Pozitif belirli b ir  m atris in  tersin in  
pozitif belirli olduğunu gösterin.
120.10] Anılan analizi Ham ilton yerine Lagrange denklemi form da gerçekleştirebilir m isiniz 
bakın.

®  (20.11) Bu tü r  bozuk durum lardaki öz vektör sistem ini açıklayın.



ğım sız b iç im de ele a lınab ilecek  n o rm al m o d la rd an  o lu şu r ve hep  b irlik te  
N ad e t m od n ev cu ttu r. Bu aç ık lam ada, u y gu lam ada , m akroskop ik  b ir  s is 
tem deki titre ş im in , enerjis i b ileşen  p a rç ac ık la r ın  rasg e le  h arek e tle rin e  ak 
ta rılm a k  üzere, k end isi u y arın c a  n e ticed e  kaybo lduğu  dağılım , e tk is in i göz 
a rd ı ederiz. B ileşen k ıs ım la rın ın  (örneğin b ir  m oleküldeki gibi) tü m ü  h e s a 
b a  k a tıld ığ ın d a , dağ ılım  o rtay a  çıkm az.

Bu nok taya  k a d a r  s is tem dek i N se rb e s tlik  derecesi sa y ıs ın ın  son lu  o l
duğu  s ıra d a n  d u ru m u  ele a lage ld im  fak a t sözü ed ilen  kuram  ayrıca , en 
az ın d a n  idea l ha lde , sonsuz b o y u tlu  o lan  s is tem lerd e  de geçerlid ir. Bu f i
kir, b ir  m üzik  a le tin in  sesiy le  ilg ilendiğ im iz d u ru m d an  ta n ıd ık  gelecektir. 
B ir davu l örneğ in  ya da üçgen çalgı, v u ru ld u ğ u n d a  çeşitli fre k an sla r la , bu 
f re k a n s la r  ona özgü tın ıy ı tan ım lam ak  üzere, uyum lu  b iç im de sa lın a c a k 
tır . Ü flem eli b ir  ça lg ın ın , içerisindek i h av a  ko lonunun  sa lın ım ın d an  kay
n ak lan a n  sesi benzerd ir. A yrıca te lli b ir  ça lg ıdak i te lle rin  titre ş im i, vb de 
benzerd ir.

9. bö lüm de ça lış tığ ım ız  F o u rie r an a liz i son lu  u zu n lu k tak i te le  ilişk in  
titre ş im le r i ifade etm em ize o lanak  sağ lar. Bu te li uç n o k ta la r ın d a n  s a b it
lenm iş ya d a  b ir  çem ber b iç im inde bük ü lm ü ş o la rak  kabu l edeb iliriz . Fo
u r ie r  ana liz i genel titre ş im le ri m o d la rın  çizgisel b ir  b irleş im i, b u n la r  sa f  
s in ü s  ya da k o sin ü s da lgası to n la rı ve say ıca  sonsuz olm ak üzere, o la rak  
ifade  eder. Bu du ru m d a, tü m  fre k a n s la r  öncül m odun sa h ip  o ld u k la rın ın  
in te g ra l k a tla r ıd ır . Bu, yank ılı b ir  m üzik  a le ti yapm ak  iç in  u ğ ra ş ıla n  tü rd e  
b ir  şeydir! Yine de genellik le (bir davu l ya da zildeki gibi), n o rm al f re 
k a n s la r  b u  k a d a r  b a s it  şekilde ilg ili değ ild ir.

Bu tü r  d u ru m la rd a  H am ilton  ya da L agrange denklem i fo rm alizm leri 
N = oo d u ru m u n u  k ap say acak  b iç im de ko layca g en iş le tile b ilir  fa k a t b ir  
m ik ta r  özen gerek lid ir. B ir an lam da , §20.5 'te göz a tacağ ım ız  L agrange 
denklem i (ya da H am ilton) a la n la r  k u ram ın a  doğal b iç im de u la ştık . M o
d e m  fizik te  bu , pek çok uygu lam aya sa h ip tir . Özellikle, yerle ri küçük dön 
g ü le r ta ra fın d a n  a lın an  n o k ta  p a rç ac ık la r ın  fo rm alizm  gerek tird iğ i D oğa
ya a it, sic im  k u r a m ı  o la rak  a d la n d ır ıla n  tem el b ir  k u ram a yak laşım da. 
B urada , D oğaya a i t  çeşitli p a rçac ık  ve a la n la rın  "sicim ler"e ilişk in  norm al 
m odlu  titre ş im le rd e n  kaynak land ığ ı k ab u l ed ilir  (bkz. §§31.5, 7, 14).

B u rad a  son  b ir  nok taya  değ in ilm elid ir. Bu bö lüm deki ta r t ışm a  y a ln ız 
ca kararlı denge do lay ındak i sa lın ım la  ilg ilend i fak a t o ay rıca , ka ra rsız  
d en g e  d u ru m u n d ak i h a re k e tle r iç in  de geçerlid ir. Tem el fa rk  Q gerçel s i 
m etrik  m a tr is im iz in  a rtık  p o z itif  b e lir li o lm ay ışıd ır, böylece W =  PQ n e 
g a t i f  öz değerlere  sah ip  o lab ilir. Bu d u ru m d a  ilg ili küçük  ra h a ts ız lık la r  
dengeden  ü s te l b iç im de ıra k s a r .120131



20.4 Simplektik geometri olarak Hamiltoncı dinamik

H am ilton  denk lem lerin in  son lu  sa y ıd a  b ir  b o y u tta  s im p lek tik  geom et
riye n a s ıl b ağ lan d ığ ın ı görm ek üzere  geri çekilelim . §14.8 'de aç ık land ığ ı 
üzere, m an ifo ld  üzerindek i <t>veV sk a le r  a lan  ç iftle ri üzerin d e  b aşk a  b ir  0 
sk a le r a lan ı ü re tm ek  üzere u y g u la n ab ilen  b ir  işlem e sah ip  h e rh a n g i b ir  
s im p lek tik  m an ifo ld  o n la ra  a it

3 0  dV d<t> dV0  =  f<* V ) ----------------------------
dpa dqa dqa dpa

Poisson p a ra n te z i  o la rak  a d la n d ır ılır .120141 “V  yarığ ı" boş b ıra k ılırsa  böy le
ce d ife ran s iy e l b ir  {<P,} işlem ciy i, V  ü ze rindek i eylem i {<P, V ) v eren  b ir  vek
tö r  a la n ın ı  elde ederiz. <f> yerine  K  koyalım . {K ,}  v ek tö r a lan ın ın  T’(C) 
üzerin d e  z a m a n  a k ış ını g ö ste ren  yö rü n g ele r "boyunca uç verd iğ i"n i b u lu 
ruz; a s lın d a  {W,} H am ilton  denk lem lerine  göre tam  o la rak  bu  a k ış tır  (bkz. 
§20.2). S im plektik  geom etrin in  kayda değer öze llik lerinden  b ir i, b ir  s is te 
m e ilişk in  d inam ik  gelişim in  geom etrik  o la rak  tek il b ir  sk a le r  fonksiyon  
(Ham ilton) iç inde kap san ab ileceğ id ir.

S im plektik  geom etri b iz im  iç in  pek çok fark lı şey  y ap ar. Ö rneğin, faz 
uzay  h acm in in  d inam ik  ta ra f ın d a n  h er zam an  k o ru n d u ğ u n u  ile ri sü ren , 
L iouville 'e b ağ lan a n  ü n lü  b ir  sonuç  m evcu ttu r; bkz. Şekil 20.7. F az u za y ın 
daki h a c im  e lem anı, S 'le rin  N aded i b irb ir in e  kam alan m ak  üzere, 2A/-bi- 
çim li

I  =  S A S A . . . A S

o la rak  k ab u l ed ilir; an ım sayacağ ım ız  üzere b u ra d a  5 2 -b iç im lis i 
5 =  dpa A dqa 'y la  verilir. Şu h a ld e  S 'n in  k en d is in in  H am ilton  ak ış ta ra f ın 
dan  k o ru n d u ğ u n u  (diğer b ir  dey işle  { Jf,} vek tö r a lan ıy la  ilg ili S 'ye ilişk in  
Lie tü rev in in  yok olduğunu) s ın am ak  zor d eğ ild ir .120151 B u rad an  hem en, X 
tü m  hac im  fo rm u n u n  da b u  ak ış ta ra fın d a n  k o runduğu  sonucu  o rtay a  ç ı
kar. Bu, Liouville ku ram ıd ır.

{H .H }  =  0[20.16] o ld u ğ u n u d an  b u n u , H am ilton ın  k en d is in in  de k o ru n 
m ası sonucu  iz ler, d iğer b ir  dey işle  o, kapa lı b ir s is te m in  to p la m  enerjisi 
sa b ittir  gerçeğ in in  b ir  y an s ım a sı o la ra k  y ö rüngele r boyunca sa b itt ir .  Bu 
neden le  h e r  b ir  yörünge, “K  = s a b it  ta ra f ın d a n  verilen  (N — l ) -b o y u tlu  b ir  
yüzey ü zerin d e  b u lu n u r; bkz. Şekil 20.5. A rtık s is tem e ilişk in  tü m  h ikayeyi 
ken d is in e  a it T*(C) üzerindek i yö rünge ta ra fın d a n  g ö s te rilir  b iç im de dü-

120.14] {<P,'Pyye ilişkin bu ifadenin §14.9'dakiyle uyum lu olduğunu doğrulayın.
[20.15] Bunu gösterin, 

ı®  [20.16] Niçin?



Ş e k il  20 .7  L io u v ille 'n in  teo
rem i. H a m ilto n  a k ış  b a ş
la n g ıç  f a z  u za y ı b ö lg es in in  
h a cm im , b u  b ö lg en in  b iç im i  
za m a n  akış ı iç in d e  b ü y ü k  
o randa  b o zu lm u ş  o lsa  bile, 
(bir d iz i  o lası b a şla n g ıç  d u 
ru m u n u  tem sil ederek) ko 
rur.

şü n eb ilir iz . S ab it b ir  K  değeri iç in  b u  yö rüngele rin  uzay ı (/V — 2 )-b o y u tlu - 
dur; bkz. Şekil 20.8. B ir b oyu tu  s a b it  b ir  H  değeri iç in  ve b ir  b aşk a s ın ı da 
1 -boyu tlu  yö rüngele rle  "ç a rp an la ra  ay ırd ığ ım ız" iç in  kaybederiz .) Sonuç
tak i (N — 2)-m a n ifo ld u n  y ine s im p lek tik  o lm ası ça rp ıc ı ve önem li b ir  g e r
çektir. Bu işlem  W> yaln ızca  K  o la rak  seçild iğ inde değil) k lasik  m ekanik  ve 
s im p lek tik  geom etride pek çok z a r if  u ygu lam aya sa h ip tir .

Nevvtoncı d inam iğe ilişk in  b u  m ükem m el b iç im de k ap sam lı tab lo d a  
şü p h e  gö tü rm ez b ir  güzellik  m ev cu ttu r. Yine de so n rak i fiziki k u ram la rla  
ilişk ili o la rak  d a  göreceğim iz üzere, bu  tü r  açık b iç im de sık ıca  ö rü lü  m a te 
m a tik se l d ü zen le rin  güzelliğ i ve g ö rü n ü ştek i kesin liğ i ta ra f ın d a n  sü rü k 
lenm eye iz in  verm em em iz önem lid ir. Doğa geçm işte , ilk o la rak  b iz i m a te 
m a tik se l y a p ıla r ın  güç ve z a ra fe ti ta ra f ın d a n , onun  d ü n y as ın a  yön v e rd i
ğ im izi k ab u l etm eye zo rla r görünerek , son  derece m u tlu lu k  veric i b ir  h o ş 
n u tlu ğ a  özend irm e fak a t so n ra  zam an  zam an  tab lo m u zu n  sonuç o larak  
doğru  o lam ayacağ ın ı g ö ste re rek  b iz i k av ram sal uy u şu k lu ğ u m u zd an  s a r 
s a ra k  u y an d ırm a  a lışk an lığ ın a  sah ip ti! Yine de değ işim  h e r  zam an , önceki 
y ap ın ın , ü ze rin d e  d u rd u ğ u  tem elle rin  a r tık  tüm üyle değ işm iş o lm ası g e r
çeğine k a rş ın  h â lâ  g u ru rlu  b iç im de ay ak ta  o lm asın ı sağ lay acak  k a d a r  in 
celik li o lagelm iştir.

H am iltoncı bak ış, nefis  b ir  ö rnek  su n a r. C isim leştird iğ i k lasik  m ekanik  
k u an tu m  d ü n y a s ın a  ilişk in  b az ı k ab a  gerçek lerle  çe lişse  de H am iltoncı y a 
p ı bize, k u an tu m  m ekaniğ ine ilişk in  gerçek k u ram a y ö n lend iren  b ir  k ıla 
vuzluk  su n a r. D ahası, H am ilto n la rın  k u an tu m  v ersiy o n la rı s ta n d a r t  kuan-



2/Y-boyutlıı 
faz uzayı

Ş ek il 20.8 T ’ (C) faz  uzay ı, A f-boyutlu b ir  C iç in  2İV -boyutlu s im p lek tik  b ir  m an ifo ld d u r. 
V erili b i r  enerji değeri iç in  (Şekil 20 .5 'tek i g ib i s a b it  X )  ( İN  — 2 )-b o y u tlu  b ir  H am iltoncu  
ak ış y ö rü n g e le ri a ile s in i içe ren  (2N  — l ) -b o y u t lu  b ir  bölgeye sa h ip  o lu ruz . N o k ta la rı b u  
y ö rü n g e le ri tem sil eden  in d irg e n m iş faz  u zay ın ın  k en d is i 2(N  -  l ) -b o y u t lu  b i r  s im p lek 
tik  m an ifo ld d u r.

tu m  fo rm alizm iy le  ilg ili tem el b ile şen le ri su n a r. Bu, ifade  etm eliy im  ki, 
iç e r is in d e  görelilik  y a sa la rı u y arın c a  zam an  ve uzayı b ir  a ra y a  getirm eye 
yönelik  h iç b ir  cidd i g irişim  b u lu n m ay an  görelilikçi o lm ayan  s ta n d a r t  k u 
a n tu m  k u ram ıy la  ilg ilid ir. B unun la b irlik te  görelilikçi k u an tu m  k u ram ın 
d a  d a h a  doğal s ıç ram a n o k ta s ın ı sağ lay an  genellikle L agrange denk lem i
d ir. Peki am a nereye sıçrıyoruz? Bu, b iz i k u an tu m  a lan  k u ram ın ın  derin  
b a tak lığ ın a  d a lm aya  ikna eden, özel gö reliliğ in  k u ra lla r ıy la  k u an tu m  me- 
k an iğ in in k ile rin i uygun  b iç im de b irle ş tirm ek le  ilg ili gereksin im dir!

K uan tum  ku ram ı ve k u an tu m  a lan  k u ram ın a  ilişk in  işlem lere  21-23 ve 
26. bö lüm lerde  geleceğiz. B undan  önceyse, b iraz  d ah a  a lty ap ı ça lışm ası 
gerek li o lacak. "K uantum  a lan  kuram ı" kavram ı k u an tu m  m ekan iksel k u 
ra l la r  çerçevesine a lın m ası gereken in  yaln ızca  p a rç ac ık la r  değil ayn ı za 
m a n d a  a la n la r  da o lduğunu  im a eder. Bu nedenle, a la n la rın  L agrange 
denk lem i (ya da H am ilton) yön tem i k u lla n ıla ra k  n a s ıl ele a lın m ası g e rek ti
ğ in i görm eye gereksin im  duyacağız.

20.5 Alanların Lagrange denkleminin ele alınışı

L agrange denk lem lerine  (ve H am ilton lara) ilişk in  ü s tte  verilm iş olan 
ta r t ış m a d a  son lu  say ıda  p a rç ac ık  ve k a tı c isim den  o lu şan  Nevvtoncı s is 
te m le r  değerlend irild i. B u n lard a  son lu  b iç im de çok se rb e s tlik  derecesi



m evcu ttu , böylece düzenlem e uzayı m an ifo ldu  M  ve ona a it T (>f) ta n ja n t 
dem eti (ve ay rıca  7*(M ) k o ta n jan t dem eti) s ıra d a n  son lu  bo y u tlu  m an i- 
fo ld la rd ır . B unun la  b irlik te  L agrange denklem i (ve H am ilton) fo rm alizm i 
b u n d a n  d ah a  geneld ir ve a s lın d a  fizik i a la n la ra  da u y g u lan ab ilir. B ir a lan  
k o num dan  konum a sü rek li b iç im de d eğ iş ir  ve son lu  say ıd ak i p a ra m e tre 
le rle  be lirtilem ez . B ir bölgedeki se rb e s t M axw ell a la n la rın a  ilişk in  d ü ze n 
lem e uzayı ö rneğ in  sonsuz  b o y u tlu  o lacak tır.

L agrange denklem i (ya da H am ilton) fo rm alizm i sonsuz b o y u tlu  b ir  d ü 
zenlem e uzay ı d u ru m u n d a  k u llan m ak  h â lâ  o lasıd ır; a s lın d a  b u  hem  k lasik  
hem  de k u an tu m  a lan  k u ram la rın d ak i s ta n d a r t  iş lem dir. G erekli b iç im sel 
m atem atik se l iş lem lere ilişk in  tem el yen ilik  işlevsel tü re v  a lm a  k av ra m ı
dır. L agrange denklem i, son lu  say ıdak i genellenm iş q1,. . . ,q N k o o rd in a tla 
r ın ın  ve son lu  say ıdak i genellenm iş ..., qN h ız la r ın ın  b ir  fonksiyonu  o l
m ak yerine  (her b ir i u zayzam an  üzerindek i b ir  fonksiyon  o lan  ve belk i de 
k en d isin e  ilişk in  te n sö r ve sp in ö r b iç im li k a ra k te ri b e lirtm ek  üzere  in d is 
lere sa h ip  olan) b ir  m ik ta r  <P,...,V a la n ın ın  ve b u  a la n la ra  ilişk in  
Va<P,..., Va0 tü revlerin  (genellikle yaln ızca  ilk  tü rev in  g ö ründüğü  fak a t d a 
h a  yüksek dereceli tü rev le re  de iz in  verildiği) b ir  fonksiyonu  o la rak  kabu l 
ed ilir. A rtık  zam an tü rev leriy le  ilg ili (orijinal L agrange denklem iyle ilg ili 
a rgüm an ım ızdak i "nok talar"ca b e lir tild iğ i üzere) h iç b ir  özel ro lü n  m evcut 
o lm ad ığ ına ve Va iş lem cisin i k u lla n a rak  d ah a  ta ra fs ız  h a le  geldiğ im ize 
d ik k a t edin . B u radan  h arek e tle  fo rm alizm , göreliliğ in  gerek lilik leriy le  
benzer h a le  g etirilm ek ted ir.

öze llik le  b u  tü r  b ir  d u ru m d a  L agrange denklem leri s ık lık la  işlevseller 
o la rak  a d la n d ır ılır  çünkü  a rg ü m a n la rın ın  b e lirli değerlerine  a it gerçek d e
ğerle ri yerine  sah ip  o lduk la rı iş lev se l b iç im le ilg ilen iyoruz. E u le r-L ag ran - 
ge denk lem leri a r tık  "a la n la ra  göre tü rev ler" ve "a lan la rın  g ra d y a n la n n a  
göre tü rev ler"  içerir. Bu iş lem lerin  no rm al b iç im de uygu lan ış ı, o lağan  kal- 
k ü lü sü n  6. bö lüm de aç ık lan an  iş lem lerin i o ldukça y ak ın d an  y an s ıtır . So
n u ç la r ın  h a s sa s  b iç im de doğru  o lm ası is te n irse  m a tem atik se l incelik ler de 
sık lık la  iç e rilir  fak a t f iz ikçile r iç in  b u n la ra  ilişk in  çok faz la  k ay g ılan m a
m ak a lış ıld ık tır  ve tem el ilg i b iç im sel k u ra lla r ın  doğru  b iç im de iz len işid ir.

Benim b u rad ak i am acım  bu  k o nu la rın  ay rın tıs ın a  girm ek değil fak a t Bu 
"işlevsel türev" du rum uy la  ilg ili o la rak  E u ler-L agrange denklem lerin i y az 
m aya değer (işlevsel tü rev  "d" yerine  “S" k u llan ıla rak  gösterilm ek  üzere):

8L ÖL SL SL
VaöVa<P ~ S 0 ” " ’Va SVaV ~ S V '

Ü stte  b e lir tild iğ i üzere <f>, a la n la rı ay rıca  in d is le re  sah ip  o lab ilir. İ ş 
levsel b ir  tü rev i f iilen  gerçek leştirm ek  tem el o larak  o lağan  k a lk ü lü sle  ilg i
li ayn ı k u ra lla r ı uygu lam ak  ve m ak u l m ik ta rd a  "m atem atikse l sağduyu"



(örn. L =  <Pa<t>bValf/b ise  bu  d u ru m d a  8L/Ö<t>c =  0 bVcf /b + <PaVaVc, 
ÖL/SVc<Pd = O, SL/SVc =  O,SL /8V cV d = <t>c0 d) ku llanm ak tır.

Bu tü r  L agrange denklem leri iç in  H am ilton  k u ra lın ın  b ir  b en zeri m ev
cu ttu r . Bu k u ra lın  E u ler-L ag range denk lem lerin i ey lem in  d u rağ a n lığ ı o la 
rak , b u  eylem  düzenlem e u zay ın a  a i t  s a b it  iki a ve b n o k ta s ın ı b ir le ş tire n  
b ir  eğri üze rindek i L agrange denk lem in in  in te g ra li olm ak üzere  (Şekil 
20 .3 'ü  an ım sayın), ifade e ttiğ in i an ım sayalım . B urada ele a lın an  d ah a  ge
nel d u ru m la rım ızd a  C 'deki s a b it  a ve b s a b it  uç n o k ta la r ı u zayzam ana 
ilişk in  3 -b o y u tlu  b ir  bölge(ler)deki a lan  düzen lem elerince y er d eğ iş tir ir . 
B u n la r sık lık la , uzayzam andak i ayn ı S  2 -u zay ın ı (S belk i de so n su z d a  k a 
b u l edilm ek üzere) k ap say an  ik i A  ve S  3 -u zay  bö lgesi o la rak  k ab u l ed ilir, 
bkz. Şekil 20.9 ve ay rıca  bu  ta b lo  d ah a  so n ra  geleceğim iz (§26.6) k u an tu m  
a lan  k u ram ın ın  yol in te g ra l fo rm ü lasy o n u n d a  önem lid ir. İs te n irse  <A ve 
S 'y i b ir lik te  (b irin in  yönelim in i te rs  çevirerek) b ir  D (o lasılık la tık ız, bkz. 
§12.6) uzayzam an  4 -h ac m in in  dT> s ın ır ın ı o lu ş tu rm ak  üzere a lab iliriz , bkz. 
Şekil 20.10. H er d u ru m d a  H am ilton  k u ra lı L agrange denk lem in in  D bö lge
si üze rindek i u zayzam an  in te g ra lin e  ilişk in  du rağ an lığ ı ifade eder. Bu n e 
denle, £  L agrange denklem i, doğal e  4 -b iç im lis i genellik le e =  dx° A d*1 A 
dx2 A dx3^/(—det g )  o la rak  ifad e  ed ilen  n icelik4 olm ak üzere, k es in  ko n u 
şu rsa k  değ işm ezin  4—biçim li Le an lam ın a  geldiği b ir  uzayzam an  y o ğ u n lu 
ğ u  o la rak  d ü şü n ü lm elid ir. Böylece ey lem  in teg ra li

S =  I L e  
Jd

Ş ekil 20.9 A lan L agrange d enk lem leriy le  ilg ili H am ilto n  ilkesi. Şekil 20 .3 'ün , C 'deki sa b it  
iki a  ve  b uç  n o k tas ı, s ıra s ıy la  3 -b o y u tlu  iki </Z ve B u zay za m a n  b ö lg es in d e , D 4 -b ö lg es in i 
k a p sa y a n  b ir  "kabarcık" o lu ş tu ra ra k , a la n  düzen lem elerin i tem sil eder. M  ve B 'n in , 
s ın ır l ı  b i r  S  2 -y üzey inde  so n la n acak  şek ilde  b i r  a ra y a  geld iğ in i k ab u l e d eb ilir iz  (Şekilde 
ç izilm em iş) ya  da  “S "yi so n su zu n  d ış ın d a , belk i <A ve B 'n in  D  bö lgesi ö tes in d e , kend isi 
b o y u n ca  çak ış tığ ı, d ışa rıd a k i u zay sa l b i r  h ip e r  yüzey  ü zerin d e  o la rak  d eğ e rlen d ire b ilir iz  
(du rum  g ö ste rilm ek ted ir).

4 e'yi belirtm enin b ir  diğer yolu e'ye a it £0123 bileşeninin yerel b ir  sağ-elli ortonorm al çerçe

vede, e0123 = l 'i  sağladığını söylem ektir (§19.2). e [®]-tensörü, m etrik ta ra fın d an  eabci£pqrs = 

g apg bqg " g ds = —24 yoluyla im zalanm ak üzere, E'yle ilgili imza seçimi uzayzam an hacmine 
ilişkin yönelim i sunarak, ayarlanır.

®  d ipnot 4 'e  bağlı alıştırm a. Bu reçetenin ana m etinde verilene denk olduğunu gösterin.



Ş ek il 20.10 İs te n irse  Şekil 20 .9 'un  M  ve B 's in i b irb ir le r in e  ek lenm iş fa k a t fa rk lı yö n e lim 
lerd e  a lın m ış o larak , (tıkız) b ir  u zay zam an  4 -h a c im lis i D 'ye ilişk in  dt> s ın ır ın ı o lu ş tu ra 
cak  şe k ild e , d eğ e rlen d ire b ilir iz  (b k z . Şekil 12.16). H am ilton  ilkesi (Şekil 20.3) d i)  s ın ır ı 

ü ze rin d e  verili b ir  a lan  düzen lem esin e  ilişk in  f  t e 'n in  d u ra ğ a n lığ ın ı ifad e  eder.

olur. Öyleyse a lan  denklem leri, S n iceliğ in in  tü m  değ işken lerin  değ işim le
rin e  göre d u rağ a n  o lm ası sa v ın d an  k ay n ak lan ır (şu h a lde  bu , b ir  jeo d ez i
n in  ben zerin i verir; bkz. Şekil 20.3). Bu, £ 'n in  tü m  o lu ş tu ru c u  a la n la ra  ve 
on la rın  tü rev le rin e  göre değ işken  tü rev in in  yok olm ak zo ru n d a  o lm ası a n 
lam ın a  gelir. Bu koşul

SS =  0

b iç im inde yaz ılır. S n iceliğ i §26.6 'da göreceğim iz k u an tu m  a lan  ku ram ın a  
ilişk in  yol in teg ra l y ak laşım ın ın  m erkezindedir.

20.6 Lagrange denklemlerinin modern kuramı güdüleme 
biçimi

L agrange denklem i ku ram ı (aynı zam an d a  H am ilton  k u ram  da) m odern  
fizik te, b u ra d a  k u llan ım a sunu lab ileceğ i pek çok kayda değer ku llan ım  
m evcu t olm ak üzere, son  derece etk ili b ir  role sa h ip tir . Ö rneğin  bize, s ır a 
dan  b ir  L agrange denk lem in in  sü rek li b ir  (pürüzsüz) sim etriye  sah ip  o ld u 
ğu d u ru m d a  o sim etriy le  ilg ili b ir  ko runum  y asa s ın ın  v a r  o lacağ ın ı söy le
yen, N oether teorem i denen önem li b ir  teo rem  söz konu su d u r. Özelde, 
L agrange denk lem in in  za m a n  ö te lem esi (zam andan  bağım sız) etk isinde 
değ işm ezlik  m ev cu tsa  k o ru n an  b ir  enerji söz k o nusudur; u za m sa l ö te lem e  
e tk is i a l tın d a  değişm ezse b u  d u ru m d a  k o ru n an  b ir  m o m e n tu m  söz ko n u 
su d u r. B undan  başka , b ir  eksen e tra fın d a  açısal d ö n d ü r m e  e tk is i a ltın d a  
değ işm ezlik  b u lu n u y o rsa  ayn ı eksen e tra fın d a  k o ru n an  b ir  açısa l m o m e n 
tu m  söz k o n u su  olur. Bu s im e tr ile r  düz uzayzam andak i y a lıtık  b ir  s is te m 
le ilg ili o la rak  bek lenm elid ir. K oord inatları, £  L agrange denklem ine ilişk in  
verili s im etrim iz in  £ 'n in  genellenm iş b ir  qr "konum " k o o rd in a tın d an  b a 



ğ ım sız o lm ası gerçeğiyle ifad e  edilecek b iç im de seçersek  b u  d u ru m d a  ko 
ru n a n  n icelik , ü s ttek i reçe tede  (§20.2 'de) verild iğ i üzere, b u  qr k o o rd in a tı
n ın  pr "eşlen ik  m om entum "u o lacak tır: pr =  d £ /d q r . Bu pr 'n in  a s lın d a  za 
m a n d a  sa b it  o luşu  E u le r-L ag range  denk lem lerin in  do laysız  so n u cu 
d u r .120171

Bu işlem  a la n la ra  ilişk in  L agrange denklem i fonksiyonelle rine  genelle
neb ilir. Ö rneğin, b ir  "ayar değişm ezliğ i" m evcu tsa , bu  d u ru m d a  ilg ili b ir  
"ko runan  yük" (örn. V  ■—» e'eV  e tk is i a ltın d a k i e lek trom anyetik  ay a r  d eğ iş
m ezliğ i d u ru m u n d a  e lek trik  yükü) bu lm ay ı bek leriz . B unun la  b irlik te  b ö y 
lesi d u ru m la rd a  k arış ık  k o n u la r  o rtay a  çıkm aya b aş la r . Ö rneğin, genel gö
re lilik te  enerji m om entum  k o ru n u m u  elde etm ek üzere bu  f ik irle rin  u y g u 
la n m as ı pek de b e lirg in  b ir  du ru m  d eğ ild ir  ve kesin  k o n u şu rsak  yöntem  
b u  d u ru m d a  geçerli değ ild ir, f  m  e1#f ' ay a r  s im etris in e  ilişk in  kütleçe- 
kim le ilg ili b e lirg in  benzer, (genel göreliliğ in , te n sö r  iş lem leri b iç im inde 
yaz ılm ış ken d isin e  a it denklem lere sah ip  olm ak yo luy la  ic ab ın a  baktığı) 
"genel k o o rd in a t dön ü şü m leri a ltın d a k i değ işm ezlik"tir fa k a t N oether te 
orem i b u  d u ru m d a  "O = O" d o ğ as ın d a  b ir  şey v e rir  ve geçerli olm az. Genel 
göreliliğe ilişk in , b az ıla rı §2 1 .1 'd e  b e lirtileceğ i üzere b a z ıla rı k u an tu m  k u 
ram ın a  etk iley ici y ö n tem ler a k ta ra n  o ldukça fa rk lı tü rd e  b ir ta k ım  k a v ra 
y ışa , b a şk a  k o şu lla rd a  N oether teo rem in in  k u lla n ım ın d an  elde ed ileb ile 
cek güçlü  a lg ılay ışa  k a rş ın , gerek  duyu lduğu  görü lüyor. N oether teo rem i
n in  kü tleçek im  ku ram ı d u ru m u n d ak i s ın ırlı lık la rın ı örneklem ek üzere, ge
nel gö relilik tek i aç ısa l m om entum  k onusu  üzerinde, a s im p to tik  o la rak  düz 
u za y za m a n la r d u ru m u n d a  bile , b e lirg in  b ir  so ru  işa re tin in  h â lâ  as ılı d u r 
m ak ta  o lduğu  b e lir tilm e lid ir .5 E in s te in  k u ram ı L agrange denk lem i ta rz ı 
b ir  yak laşım d an , ilk o la rak  b ilge ve çok yön lü  m a tem atik ç i D avid H ilbe rt 
(1915) ta ra f ın d a n  g ö ste rild iğ i üzere, kesin lik le  tü re tileb ilir . H ilb e rt 'in  kü t- 
leçekim le ilg ili L agrange denk lem in i tem el o larak  —167ıG sa b itin e  b ö lü n 
m üş sk a le r R eğ riliğ id ir  fa k a t b u n u n , §20.5 'in  doğal e  4—b iç im lisiy le  ç a rp ı
la ra k  b ir  yoğun luk  (ya d a  b ir  4 -b içim li) h a lin e  ge tirilm esi gerekir. B unun, 
m addeye ilişk in  L  L agrange denk lem ine eklenm esi gerek ir ve to p lam  ey
lem le ilg ili o la rak

ifad e s in i elde ederiz.
H ilb e rt b u  eylem i önerd iğ inde, zam an ın d a  çok p o p ü le r  o lan , M ie k u r a 

m ı  o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  m adde  k u ram ın ın  e tk isindeyd i ve kü tleçek im le

[20.17] Nedenini açıklayın.
5 Bkz. Penrose, 1982; Penrose ve Rindler,1986; Winicour,1980; Rizzi, 1998.



ilg ili eylem  ilk esin i a s lın d a  y a ln ızca  m addeye ilişk in  L agrange denk lem i
n in  M ie k u ram ın a  uygun  o lan  L agrange denklem i o lduğu  d u ru m la  ilg ili 
o la ra k  b e lir tti . T oplam  L agrange denk lem in in  b u g ü n  a r tık  "her şey in  k u 
ram ı" o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  şeyi verd iğ ine  in a n ır  görünm ekteydi. Bu 
1915'teydi. B ugün Mie k u ram ın ı kim  h a tırlıy o r?

M ie k u ram ı M axw ell k u ram ın d an  b ir  ay rılığ ı içe riy o rsa  da, e lek tro 
m anyetik  a lan a  ilişk in  s ta n d a r t  M axw ell ku ram ıy la  ilg ili uygun  b ir  Lag
ran g e  denklem i,

_ 1 c r*aö
EM — ı

a s lın d a  y ılla r  önce b ilin m ek tey d i.6 Yine de b u  ça lışm ay ı gerçek leştirm ek  
üzere  b u  L agrange denk lem in in  Aa e le k tro m a n y e tik  p o ta n s iye li  b iç im inde 
y az ıld ığ ın d an  em in  olm am ız gerekir. A yrıca yüklü  a la n la r  m evcu t o ld u 
ğ u n d a  b u  e tk ileşim i ifade eden, ay rıca  b u n la r  d a  Aa'y ı  içeren  ek te rim le r  
gerekir. Ö nem li b ir  nok ta  o la rak  tü m  işlem  ay a r değ işm ezliğ iy le ilg ili o la 
rak  d a  s ın a n m a lıd ır . K ütleçekim in de iş in  iç ine g ird iğ i d u ru m d a  kütleçeki- 
m e uygun  "ayar değişm ezliği", d iğe r b ir  dey işle  k o o rd in a t değ işm ezliğ i ge
rek ir. Bu genellik le  h e r  şeyi uygun  o la rak  te n sö r  b iç im inde yazm ak  yo lu y 
la  (ya d a  değ işm ez d iğer reçete lere  göre ta b a n  çerçevesi ya da uygun  sp i
n ö r  form alizm iyle) halled ilir.

Tem el fizik tek i m o d em  g iriş im le rd e  v a rsa y ıla n  yen i b ir  k u ram  o rtay a  
kon d u ğ u n d a , o neredeyse değişm ez şek ilde  L agrange denklem i b ir  fo n k si
yonel b iç im inde  verilir. B unun, ö rneğ in  so n u ç tak i k u ram ın  gerek li tu ta r l ı 
lık  ve değişm ezlik  özellik lerine sa h ip  o lm asın a  ilişk in  d ah a  büy ü k  b ir  şa n 
s ın  m evcu t o lm ası (fakat m u tlak  b ir  kes in lik te  değil) ve "N ew ton 'ın  ü çü n 
cü y asas ı"n a  ilişk in  b ir  b iç im in  b e lirg in  o lm ası (iki a la n  k es iş tiğ in d e  e tk i
le şim in  k arş ılık lı o lm ası an lam ında: b ir i d iğeri üze rine  e tk irse , d iğeri e ş it 
b iç im de ilk i ü ze rin e  geri etkir) gerçek leri g ib i pek  çok av an ta jı v a rd ır . D a
h a s ı L agrange denklem leri, yen i b ir  a lan  su n u ld u ğ u n d a  ona a it k a tk ıla rın  
genellik le  b a s it  b iç im de d ah a  önce v a r  o lan  L agrange denklem ine, ay rıca  
gerek li e tk ile şim  te rim le rin in  h e rh an g i b iriy le  b irlik te  ek lenm esi sevim li 
özelliğ ine sa h ip tir . D aha önem lisi belki de, k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in  o lu 
şum a, ü s tte  değ ind iğ im  ve §26.6 'da göreceğim iz yol in te g ra l y ak laşım ı yo
lu y la  u la ş ıla n  do laysız b ir  ro ta  m evcu ttu r.

B unun la  b irlik te , tem el b ir  yak laşım  o la rak  b u n a  ilişk in  h u zu rsu z lu ğ u 
m u i t i ra f  etm eliy im . H uzu rsu z lu ğ u m u  ta n ım la m a k ta  zo rlan ıyo rum  fak a t 
b u  d u ru m  L agrange denklem i y ak laş ım ın ın  genelliğ iy le ilg ilid ir; b iraz  
yön lend irm e belk i de doğru  k u ram la rı b u lm ay ı sağ lay ab ilir . A yrıca Lag-



range  denklem i seçim i çok luk la eşsiz  d eğ ild ir ve bazen  o ldukça z a h m e tli
dir; h a t ta  bazen  gizli o lm ayan  k a rış ık lık  derecesinde. "Aktif b iç im li" g e r
çek fizik i k av ra y ış ta n , özellikle a la n la rla  ilg ili L agrange denk lem leri d u ru 
m u n d a  b ir  uzak lık  söz k o n u su d u r. S erb est M axwell k u ram ıy la , \F abFab, i l 

gili L agrange denklem i b ile  b e lirg in  h e rh a n g i b ir  fizik i önem e sa h ip  değ il
d ir  (bu n icelik  e lek trik  ve m an y etik  a la n  vek tö rlerine  ilişk in , 3 -b o y u tlu  te 
r im le r  b iç im indek i u zu n lu k la rın  k a re le r i a ra s ın d a k i fa rk ın  ^ i o lm ak ü ze

re ).120181 D ahası "M axw ell L agrange denklem i" b ir  p o ta n s iy e l b iç im inde  ifa 
de ed ilm edikçe, Aa p o tan s iy e lin e  ilişk in  gerçek değer do laysız  b iç im de 
gözleneb ilir b ir  n icelik  o lm am asın a  rağm en , b ir  L agrange denk lem i o larak  
işlem ez. K ütleçekim  d u ru m u n d a  (e lek trom anyetizm a d u ru m u n u n  aksine) 
se rb e s t E in s te in  k u ram ın a  ilişk in  L agrange a lan  denklem i sa ğ lan d ığ ın d a  
(Rab — ^Rffab = 0, R = O'ı im a e ttiğ inden) özdeş b iç im d e  y o k  olur. Yine R, 

değ işm ez b iç im de an lam lı o lm ayan  n ice lik le r (norm alde b ir  k o o rd in a t s is 
tem indek i m e trik  b ileşen ler) b iç im in d e  ifade  ed ilm edikçe b ir  L agrange 
denklem i o la rak  işlem ez. Çoğu d u ru m d a  L agrange denklem i yoğu n lu ğ u 
n u n  k en d is i de açık  b ir  fizik i an lam a  sa h ip  görünm ez; d a h a s ı ayn ı a lan  
denk lem lerine  yönelten  pek çok fa rk lı L agrange denklem i v a r  o lm a eğ ili
m inded ir.

A lan larla  ilg ili L agrange denk lem leri m a tem atik se l a ra ç la r  o la rak  k u ş 
kusuz  son  derece y a ra rlıd ır  ve o n la r  fizik i k u ram la ra  ilişk in  çok büy ü k  s a 
y ıda  öneriy i n o t etm em ize o lanak  sağ la r. Yine de ge lişk in  tem el fizik i k u 
ra m la r la  ilg ili o lan  a ra ş tırm a la r ım ız d a , o n la ra  o ldukça kuvvetli b iç im de 
b ağ lan m ak la  ilg ili h u zu rsu z lu ğ u m  sü rüyo r. Bu h u zu rsu z lu k  ayrıca  
§26 .6 'da geleceğim iz k u an tu m  a la n  k u ram ın a  ilişk in  k o n u la rla  da ilişk ili
d ir  fa k a t ş im d ilik  bu  k ad a rı yeter.



KUANTUM PARÇACIĞI

21.1 Değişmeli olmayan değişkenler

Çoğu fizikçin in , k u an tu m  m ekan iğ in in , dünyaya ilişk in  tab lo m u zd ak i d e
ğ işik lik le ri E in s te in 'ın  genel g ö re liliğ in in  o la ğ an ü stü  eğik uzayzam anm - 
d an  b ile  çok d ah a  devrim ci b iç im de iş led iğ in i dü şü n m ele ri o la sıd ır . A slın 
da k u an tu m  m ekan iğ in in  b ize m ik roskop la  b ile  görülem eyecek a to m la r  ya 
da tem el p a rç a c ık la r  düzeyindeki "gerçeklik" üzerine  inanm am ızı esasen  
söy led iğ i şey, bu  ve izleyen iki bö lüm de göreceğim iz üzere, çok büyük  
o ran d a , k u an tu m  düzeyindeki " tab lo lar"da  tüm üyle  b a s it  b iç im de te rk  e t
m eyi seçeb ild iğ im iz o lağan  k lasik  tab lo m u zd an  ç ıkarılır. A slında çoğu f i
zikçi k u an tu m  ölçeğindeki doğru  b ir  "gerçeklik" v a rlığ ın d an  b ile  k u şk u la 
n ır  görünm ek te  ve y a n ıtla r  elde etm ek üzere b u n u n  yerine yaln ızca  k u an 
tu m  m ekaniğ iy le ilg ili m a tem atik se l fo rm alizm e güvenm ekted ir. (29. b ö 
lüm de ta r t ışm a lı "kuan tum  gerçekliği" k o n u su n a  d ah a  a y rın tılı b iç im de 
döneceğim .)

Yine de tü m  b u n la ra  rağm en, 20 bö lüm deki, 17. yüzyıl N ew toncı m eka
n iğ ine  sığm ayacak  k a d a r  k ap sam lı fa k a t tüm üyle  k lasik  düzendek i Lag
ran g e  denk lem i/H am ilton  iş lem ler to p lam ın ın  ne k ad a rın ın  k u an tu m  m e
kan iğ i k u ram ın a  ilişk in  tem el a lty ap ıy ı sağ lad ığ ı o ldukça d ik k a t çekicid ir. 
E lb e tte  m a tem atik se l fo rm alizm de değ işik lik ler olm ak zorundayd ı. Ö teki 
tü r lü  yen i k u ram  tam  o la rak  esk is in in  b ir  kopyası o lu rdu . B unun la b ir lik 
te  san k i N evvton'ın düzenine sığm ayan  form alizm , yeni k u an tu m  b ile şe n 
le rin in  b as itç e  kend i yerle rine  o tu rtu lab ileceğ i şekilde, tam  o la rak  doğru  
b iç im  ve b o y u tta k i b ir  k ısım  m ekan izm asıy la  b irlik te  k u an tu m  m ekan iğ i
n in  gelm esin i b ek ler gibiydi.

B unun  o lm asın a  o lanak  sağ lay an  k ilit m a tem atik se l özellik  19. yüzyıl 
so n la rın a  doğru , §6.1 'd en  an ım sayacağ ım ız  son  derece o rijina l b ir  e lek trik  
m ü h en d isi ve m a tem atik  fiz ikçisi o lan  O liver H eav iside (1850-1925) ta r a 
f ın d an  çok tan  kayded ilm iş o lan  b e lirg in  b ir  "m erak"tır. H eav is ide 'ın  göz
lem i, b e lir li tip tek i d ife ran s iy e l denk lem leri çözm ekte sık lık la  fay d a  sa ğ 



lay an  b ir  gerçek  o la rak  d ife ran s iy e l iş lem cile rin  tam  o la rak  s ıra d a n  sa y ı
la ra  u y g u lan ab ilen  ayn ı b iç im de ele a lınab ileceğ iyd i. B ir ö rneğe göz a ta 
lım . Ö rneğin

, d2y  s 
y  +  d^ = X

d ife ran s iy e l denk lem in i göz önüne a lın  (ve sem bo lle rin  a n lam la rı iç in  
§6.3 'e b ak ın ).1 Bu b ağ ın tıy ı sa ğ lay a n  b e lir li b ir  y  =  y (x )  fonksiyonu  b u l
m ak is tiy o ru z . H eav is ide 'ın  yön tem i d /d x 'i san k i s ıra d a n  b ir  say ıym ış g ib i 
ele a lm ak tı. B unun  d a h a  "akla uygun" gö rü n m esin i sağ lam ak  üzere  iş lem 
ciyi tek il D h a rfiy le  göstere lim :

d
°  ~ d x '

Bu d u ru m d a  "0 2"yle g ö ste rilen  işlem , ik in c i  tü rev  işlem cisi o lan  
d2/d x 2 =  (d /d x ) 2 y ine lenen  tü re v  a lm ad ır; "ö 3"le g ö ste rilen  ü çüncü  tü rev  
d3/d x 3'tü r ,  vb. Böylece denklem im iz y  +  D2y =  x 5 h a lin e  ge lir ve bu n u

(1 +  D2)y =  x 5

b iç im inde  ifade edebiliriz . B unu b iç im sel o la rak  "1 + D2'y le  bölerek" "çö
zeb iliriz" ve y an ıtı y  = (1 +  D2) -1* 5 b iç im inde yazarız . (1 +  D2) -1 'i b ir  "ö 'li 
ü s lü  seri" b iç im inde açarak

y =  ( 1 - D 2 +  D4 - ö 6 +  - ) * 5

ifad e s in i bu lu ru z . (Bu se riy i §4 .3 'te D y erinde x 'in  b u lu n d u ğ u  d u ru m d a  ele 
ald ığ ım ızı an ım sayın .) D xs =  5x4, D2x 5 = 20x3, D3x s =  60 x2, D4*5 =  120x, 
Dsx s = 120, D6x 5 =  0, vb o ld u ğ u n u  b e lirte rek  (§6.5) b e lir li (doğru!) çözü
m ü,

y  = x 5 -  2 0 x3 + 120x, 

b u lu ru z .12111' I21-21' 12131 U ygun k u ra lla ra  özenli b ir  d ikka tle  b u  tü r  b ir  işlem ,

' Bu, yalnızca örneğin d/d*, d /dy , vb ya da bun ların  kuvvetleri, örn. d3/d x 3 gibi sıradan  d ife
ransiyel işlem ciler içerdiğinden sıradan  d iferansiyel denklem ya da ODE olarak  ad land ırı
lan  şeye ilişkin b ir  örnektir. Bir kısm i d iferansiyel denklem ya da PDE, bölüm 19'da
M axwell ya da E instein 'm  denklem lerindeki gibi d/8x, d2fd x 2, d2/dxdy  kısm i diferansiyel 
işlem cileri içeren denklemdir,

t ®  121.1] (1 + D2)cosx = 0 ve (1 + D2)sinx = 0 olduğunu, gerek duyarsanız  §6.5’teki denkleme
başvurarak  gösterin.

&  121.2] A lıştırm a [21. ll 'e  dikkat ederek, çözüm ünüzün aslında en genel olduğuna ilişkin b ir 
kan ıt sunm ak yoluyla (1 +  D2)y  = xs 'in  genel çözüm ünü bulun.
[21.3] M etinde verilen işlem in alıştırm a [21.2]'deki çözüm lerin çoğunu neden ıskaladığını 
açıklayabilir m isiniz, bakın. Tüm ünü bulan , değiştirilm iş genel b ir yöntem  düşünebiliyor 
m usunuz? İp u cu : "1 — D2 + D4 — D6 H— ” gerçekte 1 +  Dz'n in  b ir tersiyle ilgili gereklilikleri 
ne dereceye kadar sağlar? Bu sonsuz ifadeyle b irlik te (1 + D2)cosx üzerinde çalışın.



H eav iside b a ş la n g ıç ta  b u n u n  k u llan ım ıy la  ilg ili çok faz la  itira z la  k a rş ı la ş 
m ış o lsa  da, m ükem m el derecede h a s sa s  h a le  g e tirileb ilir .

H er ne k a d a r  D (= d /d r )  n iceliğ i (gerekli özen gösterilirse) s ıra d a n  b ir  
say ıd ak i g ib i ceb irse l b ir  yolla ele a lın ab ilse  de, b irb ir in e  k a rışm ış  ö 'le r  
ve x 'le re  sa h ip  o lduğum uzda d ikka tli olm alıyız çünkü  b u n la r  değişm eli 
değ ild ir. "x" ve "D"yi sağ  ta ra f ta k i görünm ez b ir , diyelim  ki '/ '(z )  fonksiyo 
n u n a  etk i eder şek ilde d üşünm ek  zo runday ız . x  iş lem cisi kend i sağ ın d a  
y er a lan ı b as itç e  x 'le  ça rp ark en  D sağ ın d ak in in  x 'e  göre tü rev in i a lır. Böy
lece

D x - x D  = 1

d eğ işm e  özelliğ in i bu lu ruz . B unun neden i nedir?  Bize D(xxp) = (D(x))ıp + 
xD(xp), d iğer b ir  dey işle D(xıp) — xD(ıp) = (D(x))ıp, o lduğunu  söyleyen 
§6.5 'tek i "Leibniz yasası"  özelliğ in i an ım say ın . Bu b a s it  b iç im de, ü s tte  
g ö ste rilen  b ağ ın tın ın  sağ  ta ra f ta k i rasg e le  b ir  ip =  xp(x)'e uy g u lam ası olan, 
D(x) =  l ' i  (diğer b ir  dey işle  x 'e  d o ğ ru d an  u y g u lan an  D l 'd ir )  ak lım ızda 
tu tm ak  üzere, (Dx — xD)ıp =  İtp b ağ ın tıs ıd ır .

Şim di b u n u  çok değişkenli X 1 , . . . , x N'ye  ve ilg ili D1 =  d /d x 1, . . . ,D N =  

d /d x N işlem cile rine  (artık  k ısm i tü rev  iş lem cile ri ve x w'n in , x 'in  b irb iriy le  
ça rp ıla n  N  ad e t kopyası değil, iV'inci k o o rd in a t o lduğunu  unu tm ay ın ), sağ  
ta ra f ta k i "görünm ez" fonksiyon  a rtık  tü m  bu  değ işken lerin  yen i b ir,
ip = ıp^x1, . . . , x N) fonksiyonu  o lm ak üzere, genişle telim .

Dbx a - x aD„ = 8g

değişm e b ağ ın tıs ın ı elde ederiz. (§13.3 'teki 8£ K ronecker d e lta s ın ı a n ım sa 
yın; ü s ttek i ifad e  hem  a = b o ld u ğ u n d a  ilk çev iriciy i hem  de a =£ b o ld u 
ğ u n d a  x  ve D 'n in  değ işm esi12141 gerçeğ in i içerir.) x a k o o rd in a tla r ın ın  düz 
uzaydak i s ıra d a n  uzam sa l ve uzayzam an  k o o rd in a tla r ı o lduğunu  v a rsa y a 
b iliriz  fa k a t o n la rın , ö rneğin  L agrange denklem i ya da H am ilton  fo rm a liz 
m in in  genellenm iş k o o rd in a tla r ı g ib i b iraz  d ah a  özel b ir  şey o la b ild ik le ri
n i de d ü şü n eb ilir iz . B unun la b irlik te  bu  genellem eyi d ah a  ile riye  g ö tü r 
m ekte d e rin  b az ı zo rlu k lar m evcu ttu r. Bu neden le  en az ın d a n  şim d ilik  d ü z  
b ir  En (tam  o la rak  3 ya da 4 b o y u tlu  o lm ası gerekm eyen) İV-uzayıyla ilg i
lend iğ im izi d üşünm ek  d ah a  iy i o lacak tır. D1, . . . ,D W işlem cile ri böylece 
Ew'ye a it, h e r  b ir i  a fin  EN uzay ın ın  bağ ım sız  b ir  s im e tr is in i ifad e  eden, 
tü m  eksen le r yönündek i (Şekil 21.1) so n su z  küçük öte lem eleri ta n ım la r.

N oether teo rem in d en  (§20.6) u zay ın  b u  tü r  sim etrile riy le  m o m e n tu m  
k o r u n u m u  a ra s ın d a  yak ın  b ir  ilişk i o lduğunu  an ım sarız : b ir  L agrange
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Ş e k i l  2 1 .1  Û klitç i (ilg in i E" N -  
uzay ında , D l -  d / d x ' , D 2 = 
d / d x 2. . . , D N =  d / d x N işlem cile ri 
(vektör alanları) ta ra fın d a n  üre
tilm iş , ilg ili x 1, x 2. . . , x "  K artezyen  
k o o rd in a tla r ıy la  b ir lik te  
D bx “ — x aD b =  Sb d eğ işm eli 
b a ğ ın tıla rın ı sa ğ la y a n  b a ğ ım sız  N  
ad e t ö te lem eli s im e tr i m evcu ttu r . 
(N =  3 d u ru m u  g ö steriliyor.)

denklem i b ir  yöndeki u zam sa l ö te lem e ta ra f ın d a n  d eğ iş tir ilm em işse  bu  
d u ru m d a  o yönde sağ lad ığ ı m om entum  ko runu r. Bu z a r if  ve önem li b ir  
g e rçek tir  ve m atem atik se l o la rak  m ükem m el şek ilde k av ra n a b ilird ir . Ku
an tu m  m ekan iğ i b u n a  o ldukça ben zer gö rünen  b ir  şey d ir  fa k a t m a tem a
tik se l o la rak  b u  derece k a v ra n a b ilir  değ ild ir. A slında m a tem atik se l o la rak  
tü m ü y le  çılg ınca görünür! Yine de b u  tu h a f  k u an tu m  m ekan ikse l işlem de 
şü p h e  gö tü rm ez m a tem atik se l b ir  za ra fe t b u lu n u r. K uan tum  m ekaniğ iy le 
ilg ili yaln ızca  bu  tü r  b ir  s im etriy le  ilg ili o la rak  k o ru n an  b ir  m om entum  
m evcu t d eğ ild ir  fak a t a s lın d a  m o m en tum un  k end isi bu  b e lir li  s im etriy i 
ü re te n  tü rev  alm a işlem cisiy le  belirtiliri

21.2 Kuantum Ham ilton ları

Bir m om entum  gerçek te b ir  tü rev  a lm a işlem cisiy le  n a s ıl  b e lir tileb ilir?  
A slında bu, k u lağa  çılg ınca gelir! D aha doğ ru su  iş in  iç ine k a tılm a s ı g ere
ken b ir  h ça rp an ı (Planck sa b itin in , h o rijina l P lanck  s a b iti o lm ak üzere, 
D irac versiyonu , h/2n;  a l ta  bakın) ve ay rıca  sa n a l i b ir im i m evcu ttu r. Böy
lece saçm a g ö rünüm lü  pa = ihDa, d iğe r b ir  dey işle  x “ 'y la  ilg ili m om entum  
için

P‘ = İftâ ^
ta n ım la m a s ın ı yaparız . B u rad an  h arek etle  konum  ve m om entum u ilişk i- 
le n d iren , kanorıik  d eğ işm e  kura lı o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  değ işim  y a s a s ı
n a  u laşırız :

Vbxa - x aVb = \ h S l

Bu çılg ın  gö rünüm lü  işlem ci/m o m en tu m la  ne yapm alıy ız? "K uantum  
m ekan iksel m om entum un", ih d /d x a, ro lü  k la s ik  b iç im li K  H am ilton  fonk 
siy o n u n d a  (p1, . . . , p N; x a, . . . , x N) tam  o la rak  eski k lasik  pa m om en tu m u n u n  
o lduğu  yere y erle ş tir ilm esi gerek tiğ id ir. Bu, (kanonik) kuarıtiza syorı o la 



rak  b ilin en  işlem in  a n a h ta rıd ır . Şim diye dek görelilik le  ilg ilenm edik , bu  
neden le  ü s tte  ele a lın an  "m om entum lar" a s lın d a  enerji değil fak a t u zam sa l 
m o m e n tu m la rd ır .2 Ew uzayım ız y a ln ızca  3 -b o y u tlu d a n  o ldukça büyük  o l
m a eğ ilim in d ed ir  çünkü içerilm iş çok faz la  say ıd a  p arçac ık  ve d iğ e r yap ı 
söz k onusu  o la b ilir  ve bu  fa rk lı konum  ve m om entum  b ile şe n le rin in  tüm ü  
lis ted e  olm ak d u ru m u n d ad ır. 20. bö lü m ü n  genel ta r tışm a s ıy la  uyum lu  
o larak , H am iltondak i açık b iç im li b ir  zam an  bağ ım lılığ ı o lasılığ ın a  izin  
v erm iy o ru m .3

Bu x a k o o rd in a tla rın ın  norm al yorum lam şı, o n la rın  pek çok say ıdak i 
p arçac ığ a  (ya da uygun başk a  param etre lere) ilişk in  konum  su n m ası o la 
cak tır. Bu bö lüm de yaln ızca tekil b ir  parçac ığ a  ilişk in  k uan tum  m ekaniğ iy
le ay rın tılı b iç im de ilgileneceğim  fak a t 23. bö lüm de d ah a  karışık  çok p ar- 
çacıklı s is tem ler ele a lınd ığ ında  genel fo rm alizm e h az ır  b içim de sa h ip  ol
m ak da o lası olacak. Tekil b ir  parçac ık  iç in  özelde, ona a i t  x°  zam an  b ile şe 
n iy le üç uzam sa l b ileşen i x 1, x 2, x 3 a ra s ın d a  belirg in  b ir  görelilikçi sim etri 
b u lu n d u ğ u  o rtay a  çıkar. B irazdan  b u nun , k uan tum  m ekaniğine ilişk in  ger
çek zam an  ak ışın ı tan ım lam ad a  n a s ıl önem li b ir  rol oynadığ ın ı gö rüyor 
o lacağız. Yine de (kanonik) k u an tiza sy o n  işlem i v a r  o lduğu sürece, özellikle 
çok parçac ık lı d u ru m la rd a , fiziğe ilişk in  uzam sa l ve zam an sa l g ö rünüm le
r in  ele a lın ış ın ın  çok fark lı olduğu görelilikçi o lm ayan b ir  işlem  sunar.

Bu çılg ın  fik rin  n as ıl ile rled iğ in i görm ek üzere b ir  k u an tu m  H am iltom - 
n a  ilişk in  b a s it  b ir  ö rneğe göz a ta lım . V = V (x ,y ,z ) konum una b ağ lı o la b i
len  b ir  V p o ta n s iy e l enerji fonksiyonu  ta ra f ın d a n  verilen  d ışsa l b ir  a lan d a  
h a re k e t eden  m k ü tle li tek il b ir  Nevvtoncı p arçac ık  d u ru m u n u  ele a la b ili
riz. §20.2 'de k la sik  b iç im li H am iltom  za ten  gördük  ve b u n u n  px , py ve pz 
K artezyen  x, y  ve z  eksen leri y ö n le rindek i u zam sa l m o m en tu m lar olm ak 
üzere H  =  (p2 + py + p2) /2 m  + V (x ,y ,z )  o lduğunu  an ım sarız . Böylece (ka
non ik  b iç im de ku an tize  olan) k u an tu m  H am iltom , (d2/d x 2 + d 2/ d y 2 + 
d 2/ d z 2 an lam ın a  gelen) V2= (d /d x ) 2 +  (d /d y ) 2 + (d /d z ) 2 (daha önce 
§10.5 'te değ erlen d irilm iş  fak a t b u  kez 3 -b o y u tlu  durum daki) L aplace iş 
lem cisi o lm ak üzere,

2 Bununla b irlik te tu tarlılık  adına (ayrıca bkz. §21.3) göreliliğe uygun notasyona bağlı kalıyo- 
rum , böylece "pa"daki m om entum ların uzam sal bileşim leri, (uzamsal pa bileşenlerinin c~2 
katı olan) olağan m om entum  bileşenlerin in  negatifleridir. Bu seçim §20.2'deki yorum larım la 
uyum ludur çünkü artık  (genel Lagrange/H am ilton form alizm inin q'sn  yerine) x  kullanıyo
rum.

3 Bu kez bağım sızlık H 'n in  korunan b ir toplam  enerji biçim indeki yorum unun sürdürü leb ile
ceğini garan ti eder. Okur, uzay koordinatlarına bağlı olma durum una izin verildiğinden, te 
mel düzeyli görelilikçi b ir değişmezliğin gerekliliklerinin ayrıca zam an bağlılığına izin veri
şim izi de talep etm esi gerçeğinden rahatsız  olabilir; ve bkz. not 20.3. Bununla b irlik te tem el 
b ir  düzeyde hem  zam an hem  de  uzay bağım sızlığı norm al b ir  gereklilik olur.



Px +Py + Pz fi2 ,
X  = 7  +  V (x ,y ,z ) = V2 +  V (x ,y ,z )

Zm im
olur.

Bu ö rnek te  h e r  şey p ü rü zsü z  b iç im de ile rled i (fakat nereye; so n rak i b ö 
lüm ü beklem em iz gerekecek!). B unun la  b irlik te  genellik le k lasik  m om en- 
tu m la r ın  H am ilto n la rd a  k u an tu m  o la n la rla  d eğ iş tir ilm esi tem el o larak  
k u an tu m  m ekan iksel p ve ona k a rş ılık  gelen x  a ra s ın d ak i değ işm eli o lm a
y ış neden iy le  b e lirs iz  o lm ayan  b ir  iş lem  o lab ilir. Ö rneğin px  b iç im inde b ir  
ça rp ım  te rim i k la sik  H am iltonda  g ö rü n ü rse  b unun , ilg ili k u an tu m  H am il- 
to n ın d a  px  ya da xp  ya da belk i - ( px  + xp) ya da sonsuz  say ıd ak i d iğer 

o la s ılık la rd a n  h erh an g i b ir i o la rak  m ı g ö rünm esi gerek tiğ i aç ık  değild ir. 
Bu tü r  b ir  an lam  b u lan ık lığ ı ç a r p a n -d ü ze n le m e  prob lem i o la rak  a d la n d ı
rılır . Pek çok p ra tik  d u ru m d a  b u  b u lan ık lık , baz ı "belirgin" seç im lerin  v a r 
lığ ı sıkça o rtay a  çık tığ ından , pek  önem li o lm ayab ilir. Seçim, ö rneğ in  b ir  
s im etri ya da değişm ezlik  gereksin im i g ib i b a ş a t  b ir  yö n len d iric i ilke ta r a 
f ın d an  ya d a  belk i zorlay ıcı fizik i ya da m atem atik se l sezg ise l ya d a  e s te 
tik  b az ı ta le p le r  ta ra f ın d a n  y ö n etileb ilir . Ya d a  bazen  o, h e r  d u ru m d a  eş
değer k u an tu m  k u ram larıy la  so n u ç lan a n  o fa rk lı a lte rn a tif le rd e n  o lab ilir. 
Yine de b u  tü r  b e lirs iz lik le rin  v a r  o lm ası gerçeği bize, b az ı verili k lasik  
k u ram la rı "kuantizasyon" iş lem in in  bazen  cidd i seçim  k o n u la rın ı da içe re 
b ileceğ in i söyler.

x 1, . . . , x N k o o rd in a tla r ın ın  seçim ine ilişk in  "genellik"le ilg ilenen  b a ğ 
la n tılı  b ir  konu m evcu ttu r. §§20.1, 2 'den , C düzenlem e uzay ı üzerindek i 
q1, . . . , q N genellenm iş k o o rd in a tla r ın a  ilişk in  seçim im izde b ü tü n se l se r
b es tliğ e  iz in  verild iğ in i an ım say ın . Ş unu  so rab iliriz : b u  b ü tü n se l se rb e s t
lik  k u an tu m  k u ram ın a  geçtiğ im izde h â lâ  iz in li m id ir?  A slında y an ıt, h e r  
qa 'y a  ilişk in  k lasik  pa eşlen ik  m o m en tu m u n u n  b a s it  b iç im de —ih d /d q a b i
ç im inde "kuan tize  o lm asını" bek liyo rsak  "hayır''d ır. Konu o ldukça h a s s a s 
t ı r  ve b iz i g eo m e tr ik  k u an tizasyon  o la rak  b ilin en  büyü ley ici a la n a  g ö tü 
rü r .4 Bu, "kütleçekim  a lan ın ın  ku an tize  o lm asın ın" ya da y a ln ızca  eğik b ir  
u zay zam an  a rd a la n ın d a k i k u an tu m  a la n la rın ın  ta rt ış ılm a s ın ın  önerilm e- 
sine göre genel görelilik le ilişk is i iç inde özel b ir  önem e sa h ip tir . (Eğik b ir  
a rd a la n d a k i k u an tu m  ku ram ı k o n u su n a  §30.4 'te döneceğim .) B unun la  b ir 
lik te  uygun  b iç im de d ikka tli o lduğum uz sü rece  yaln ızca  düz o la n la rd an  
d ah a  genel o lan  k o o rd in a tla rd an  kaç ınab ileceğ im iz pek  çok s ta n d a r t  d u 
ru m  söz k o n u su d u r. Özellikle, aç ısa l k o o rd in a tla r ı ku llanm ak  fay d a lıd ır  
ve böylece eşlen ik  m o m en tum lar aç ısa l m o m en tum lar o lur. A çısal m om en- 
tu m la  d ah a  so n ra  ilg ileneceğiz (§22.8 ve görelilikçi d u ru m la  ilg ili §22.12).



21.3 Schrödinger'in  denklem i

En az ın d a n  şim dilik  b u  ç a rp an  düzenlem e ve genellenm iş k o o rd in a tla r  
vb k o n u la rın ı göz a rd ı edelim  ve ken d isin d en  m em nun o lduğum uz b ir  ku- 
an tu m  m ekaniksel H am iltona sa h ip  o lduğum uzu  düşünelim . Onu hang i 
k u llan ım a sokm alıyız? Y anıt onun, b ir  k u an tu m  s is tem in in  zam an la  n a s ıl 
geliştiğ ine  ilişk in  an lay ış ım ıza  tem el olan, S ch rö d in g er d en k le m i  o la rak  
b ilin en  o denklem de k ritik  b ir  ro l oynam asıd ır. A slında b u  denklem in  fo r
m u, ü s tte  za te n  o lu ş tu ru lm u ş o lan  k u ra lla rc a  etk in  b iç im de b e lir len ir . Bu 
du ru m  n as ıl işler? îlk  o larak , çev irici denklem lerim izin  tü m ü n ü n  en sağ 
ta ra f ın d a  görünm eyen  b iç im de g iz lenm iş o lan  ıp "görünm ez" fonk siy o n u 
nu  g ö rü n ü r h a le  getirm eliy iz. S onuçta H am ilton  artık , tü m  bu  d /d x 'le rd e n  
kaynak lı o la rak  b ir  iş lem cid ir  ve kendi en uç sağ  ta ra f ın d a , üze rine  (en 
az ın d an  p o tan siy e l olarak) işleyebileceğ i b ir  şeylere gerek duyar. Schrö
d in g e r denklem i, b ir  zam an  akış denklem i o larak , a r tık  ı//y i zam an la  b i r 
lik te  d eğ iş ir  hale  getireceğ i iç in  ıp'yi tüm  u zam sa l x a 'la rım ız  g ib i t 'ye i l iş 
k in  b ir  fonksiyon  o la rak  yazm am ız gerekir:

ıp = \fı(x1, . . . , x N-, t).

B unun la  b irlik te  pa 'la ra  b ağ lı o lam az çünkü bu  n ice lik le r a r tık  "bağım sız 
değişkenler" d eğ ild ir fak a t x a 'la ra  göre tü rev le r  o la rak  yo ru m lan m alıd ır . 
Bu tü r  b ir  ıp fonksiyonu  da lga  fo n k s iy o n u  o la rak  a d lan d ır ılır . Bu, s is te 
m in  k u a n tu m  halin i su n a r. D alga fo n k siy o n la rın a  ilişk in  fiziki yorum a 
d ah a  so n ra  geleceğiz.

t'y e  göre tü rev  alm a b u ra y a  n a s ıl o tu ru r?  Bu nok ta  S ch röd inger'in  d ik 
k a t çekici zam an  ak ış ın ın  devreye g ird iğ i yerd ir. §20.2 'den (klasik zam an  
bağım sız) H am ilton ın , s is tem in  top lam  enerjis in i g ö ste rd iğ in i an ım say ın . 
A yrıca k u an tu m  kuram ım ız gö reliliğ in  gerek lilik leriy le  uyum lu  o lacaksa  
(tekil b ir  p arçac ık  için) pa = \h d /d x a k u ra lın ın  u zam sa l üç b ileşene  o lduğu  
g ib i a = 0 b ile şen ine  de gen işlem esi gerek tiğ i gerçeğ in i b e lir te lim  (bkz. 
§18.7). B una göre, "kuantizasyon" işlem inde, enerjin in  yeri zam an a  göre 
tü rev  alm a işlem i ta ra fın d a n  a lın m a lıd ır  (E = \hd /d t). S chröd inger denk le
m in in  ifade e ttiğ i tam  o larak , H am iltona ilişk in  top lam  enerji yo rum una 
a i t  bu  "kuan tum  rolü"dür:

olm ak üzere

ihd ihd „
..... ..................

dip
ih —  = ‘Kıp. 

Öt

B asit b ir  ö rnek o larak  ü s tte  §21.2 'de verilen  b ir  k u an tu m  H am ilton ına  
ilişk in  b e lir li d u rum u  k u lla n a rak  a r tık  m  kü tle li tek il b ir  parçac ığ a  ilişk in



S chröd inger denklem in i enerji içeriğ i V = V(x, y, z )  olan  d ışsa l b ir  a lan d a  
h a re k e t ederek y az ab ilir iz :121-51' 12161

dip h2 ,  
ih J F  = - 2 ^ v2*  + v +-

E lb e tte  m om entum  ve enerjin in  y e rle rin in  tü rev  iş lem cile ri ta ra f ın d a n  
tü m  b u  y er d eğ iş tirm eleri epeyce m atem atik se l saçm alık  g ib i g ö rü n ü r ve 
b u  tü r  ş irin lik le rin  b ir  b o k sö rü n  y u m ruğu  ya da b ir  go lfçünün  so p asın ı 
sa lla m as ı ta ra f ın d a n  o rtay a  çıkan  m om entum la ne ilg isi o ld u ğ u n u  so ra b i
liriz . E lbe tte  so rab iliriz! K uan tum  m ekan iğ ine göre h e r  şey  b u n u n la  ilg ili
d ir. M om entum a ilişk in  k ilit nok ta  onun  k o ru n m asıd ır  ve a lıc ıs ı ü ze rin d e
ki es in tiy e  ilişk in  etki b a s it  o la rak  bu  k o runum un  kaç ın ılm az lığ ıd ır. M o
m en tum  b ir  yerle re  g itm elid ir; ko ru n d u ğ u  için  öylece kaybo lam az. A ynısı 
enerji iç in  de geçerlid ir.

K uşkucu okur, klasik  H am iltoncı k u ram d a  enerji ve m om entum  koru- 
n u m u n a  za ten  kesin  o la rak  sa h ip  o lduğum uzdan , şöyle ş ik ây et edebilir: 
fiziki b ir  n icelik le  etk in  b iç im de c isim den  so y u tlan m ış b ir  tü re v  işlem cisi 
a ra s ın d a  böy lesi tu h a f  b ir  belirlem eye, n e  tü r  b ir  faydası o lu rsa  o lsun , n i
çin gerek v a r?121-71 Buna y a n ıt verm eye g irişm ek  ve önerm eyi d a h a  m akul 
ha le  getirm ek  üzere deneye b a şv u ru lm a s ı gerekir. (Bu tü r  saçm a g ö rü 
nüm lü  b ir  önerm e öteki tü r lü  pek de kuvvetli olamaz!) A yrın tılı deneysel 
k o n u la r  b u ra d a  ele a lab ileceğ im  şey ler değil fak a t devasa  m ik ta rd ak i de
neysel k an ıtın  o rtay a  koyduğu as ıl n o k ta  frekans ve enerji a ra s ın d a  v a r  
o lan  do laysız  b ir  ilişk i ve b u n a  b ağ lı o la rak  dalga  say ıs ıy la  (dalga boyu
n u n  tersi) m om entum  a ra s ın d a k i ilişk id ir; d ah a s ı ilişk ile rin  tü m  o lg u la rd a  
ev rensel o lduğu  gö rünür. B unun "pa = ift3 /3xa"yla o lan  b ağ la n tıs ın ı 
§21.5’te  göreceğiz. Bu a ra d a , enerji ve m om en tum un  gerçek te b u  tü r  b ir

•S  [21.5] Bu Schrödinger denklemini, sab it b ir  Newtoncı V = m gz  kütleçekim alanındaki m  küt- 
leli b ir  parçacık durum unda açık biçim de çözün. (Buradaki m dünya yüzeyi üzerindeki yük
seklik ve g  aşağıya doğru olan kütleçekim  ivmesidir.) 

i©  [21.6] X -  x, Y = y, Z - z -  l / 2 t 2g, T = t  koordinatlı serbest düşüş sistem ine geçerek a lış tır

ma [21.5]'teki Schrödinger denklem inin \p = ei(̂ nt 9 +mrzfl>̂  dalga fonksiyonuyla birlikte 
kütleçekim alanından yoksun durum a dönüştüğünü gösterin. Bu bize, E instein 'ın  eşdeğerlik 
ilkesinin [bkz. §17.4) kuantum  sistem lerine uygulanm ış haliyle ilgili olarak ne söyler? 
(§21.9'a dikkat edin.)

/© [21.16] 16'ya bağlı alıştırm a:
— ̂ ftlog2çarpanının nasıl gerekçelendirildiğini görebiliyor musunuz? Y an öm ür bozunma 

olasılığının y anya inmesi için gerekli zam andır.
M  [21.7] H  kuantum  Ham iltonı b ir öteleme değişmezliğine sahip olduğunda, x 3 konum değiş

keninden bağım sız olmak üzere diyelim, ilgili p3 m om entum unun, p3 işlem cisinin d /d t  za
m an akışıyla değişmeli olm ası anlam ında korunduğunu gösterin. Bu değişme özelliğinin n i
çin korunum u ifade ettiğini ileriki yorum ların ışığında açıklayın.



"dalgalı" ilişk iye sah ip  o ldu ğ u n a  in an m ay a ilişk in  b az ı deneysel neden le re  
göz a ta lım .

21.4 Kuantum kuramının deneysel ardalanı

Bu tü r  ilişk in in  belk i de en do laysız g ö rünüm ü  k ris ta l yap ılı m alzem e
le rde  o rtay a  çıkar. Bu tü r  y a p ıla rd a  k r is ta lin  atom ik  düzen lem elerinde 
u zam sa l b ir  periyodik  o lu şa  sa h ip  o luruz. C. J . D avisson ve L. H. G erm er 
(1927) ta ra fın d a n  gerçek leştir ilen  ü n lü  b ir  deneyde g ö ste rild iğ i üzere u y 
gun  b ir  b aş lan g ıç  3 -m om en tum  seçim ine sah ip  e lek tro n la r bu  tü r  b ir  m a l
zem eye doğru  f ır la tı l ır s a  bu  d u ru m d a  m alzem eden  be lirli çok özel aç ıla rla  
sap m a göste re rek  g eçerle r (ya da y ansırla r). Bu yön ve aç ıla rın , k r is ta l k a 
fesin in  periyod ik  doğasıy la  ilişk ili o larak , b e lirg in  b iç im de gelen ya da ay 
r ıla n  3 -m o m en tu m la ra  b ağ lı o lduğu  b u lu n u r. Bu deneye daya lı so n u ç la rın  
açık b ir  an lam ı, e lek tro n la rın  3 -m o m en tu m la rıy la  periyod ik  y e r d e ğ iş tir 
m eye ilişk in  uzaklık  a ra s ın d a  te rs  o ran tılı kesin  b ir  ilişk i b u lu n m asıd ır; 
bkz. Şekil 21.2. A ynısı d iğe r tü rd ek i p a rç ac ık la r  iç in  de geçerlid ir. Sonuç, p 
m om entum lu  b ir  p a rçac ığ ın , b ir  dalga  g ib i periyod ik  b ir  şey o lm asın ın  gö
rü lm esid ir . B u rada parçac ığ ın  A d a lga  boyuyla p m om entum u a ra s ın d a  
te rs lik  denklem i u y arın ca  ev rensel b ir  (h = 2nh  P lanck  sa b itin i içeren)

b ağ ın tıs ı söz k onusudur.

p m o m en tu m u n a sa h ip  b ir  p a rçac ık la  ilg ili X d alga  boyu, 1923 y ılında  
m adde  b iç im li tü m  p a rç ac ık la r ın  ü s ttek i denklem le verilen  b ir  d a lga  b o 
yuy la  b ir lik te  dalga  benzeri b ir  doğaya sah ip  o lduğunu  ilk  o la rak  ile ri s ü 
ren  son  derece öngörü lü  F ran sız  a r is to k ra t ve fizikçisi P rens Lois de Brog-

Ş e k ü  21 .2  D avisso n -G erm er deneyi. 
p  3 -m o m e n tu m lu  b ir  e lek tro n  h u z 
m es i p e r iy o d ik  b iç im li k r is ta l 
ya p ıd a k i b ir  m a d d ey le  karşılaşır . 
Saçılm a  y a  d a  ya n s ım a  a to m  b iç im li 
d iz ilim  e lek tro n la rın k iy le , bun lar, 
h 'n in P la n c k  sa b iti  o lduğu  i  = h /p  
uyarınca, p  m o m e n tu m u n u n  b ü y ü k 
lü ğ ü y le  ilişk ili b ir  A da lga  b o yu n a  
sa h ip  da lga lar ola rak  değerlen d i
r ilm ek  üzere, e ş le ş tiğ in d e  o rtaya  
çıkar.



lie 'n in  a rd ın d a n  d e  Broglie d alga  boyu o la rak  a d la n d ır ılır . D ahası p a rç a 
cık göreliliğ in  gerek lilik leriy le  uyum lu  o la rak  (bkz. §18.7) ay rıca  b iraz d an  
geleceğim iz

E =  hv =  2nhv

P lanck  denklem i ta ra f ın d a n , kend ine a i t  E enerjisi b iç im inde  verilen  b ir  v 
fre k an sın a  da sa h ip  o lm a lıd ır .121-81 Kendi d u rağ a n  çerçevesinde p arçac ığ ın  
enerjisi, ^ d u rağ a n  k ü tle  o lm ak üzere, E in s te in 'm  E =  ^ c 2's id ir , böylece o 
Hc2/2 n h , d iğer b ir  dey işle  n c2/h ,  f re k an sıy la  e sa s lı b ir  b iç im de ilişk ilid ir.

Bu tü r  d ü şünm e b iç im i s ıra d a n  b ir  p a rçac ığ ın  d a lg a  benzeri d av ran ış  
g ö ste rd iğ i so n u cu n a , b u  d av ra n ış , p a rçac ığ ın  d u ra ğ a n  kü tlesiy le  P lanck 
ve de Broglie denk lem lerince be lirlen m iş ev rensel b ir  ilişk iye  sa h ip  olm ak 
üzere, yol açtı. B unun la  b ir lik te  önceki iki on y ıld a  b u n u n  b ir  k a rş ıtı, b a ş 
la n g ıç ta  s a f  b iç im de da lga  benzeri o lan  k av ram ların , tem elde ış ığ ın  b ile 
şen leri o la rak  (§19.2 'den an ım sayın) M axw ell'in  tit re şe n  e lek trik  ve m a n 
yetik  a lan la rın ın , y ine P lanck  ve de Broglie denk lem leriy le  uyum lu  şek il
de, ay rıca  p a rça c ık lı b ir  doğaya da sa h ip  o lduk la rı g ö ste rile rek  za ten  o r 
ta y a  konm uştu . B una ilişk in  en ikna ed ici kan ıt, ilk  o larak  1887'de Hein- 
r ich  H ertz  ta ra f ın d a n  gözlenen  ve 1902'de P h ilipp  L enard  ta ra fın d a n  g ö s
te rilen  en k arış ık  g ö rü n ü m le ri E in s te in  ta ra f ın d a n  1905 'te ışığ ın  parçac ık  
ta b lo su  k u lla n ıla ra k  h a r ik a  b iç im de aç ık lan an  fo to  e lek trik  etfcisiydi. 
(E inste in 'a  1921 y ılın d a  N obel Ö dülü k a z a n d ıra n  görelilik  k u ram ı değil 
buydu!) Foto e lek trik  etk i, gereğince yüksek v f re k a n s ın a  sah ip  o lan  ışık  
uygun  b ir  m etalik  m alzem e üzerine  gönderilip  e lek tron  y ay ın ım ına  neden  
o ld u ğ u n d a  o rtay a  çıkar. D olanıklık , yay ılan  e lek tro n la rın  en e rjis in in  tü 
m üyle (v fre k an sı s a b it  k ab u l edilen) ışığ ın  ş id d e tin e  b ağ lı o lm am ası g e r
çeğ inden  k ay n ak lan ır. B ir da lga  ta b lo su n d a , ş id d e t n e  k a d a r  büyükse  d ı
şa rı f ır la tı la n  e lek tro n la rın  o k a d a r  faz la  enerjiye sa h ip  o lm ası beklenir. 
Bu gerçekleşm ez (aksine ş id d e t d ah a  büyük  o ld u ğ u n d a  d a h a  fa z la  e lek t
ron  d ışa rı çıkar). E in s te in  b u n u  ışığ ın , b irey se l enerjile ri P lanck 'm  E = 
hv 'since verilen  ay rık sı p a rç a c ık la r  b iç im inde  resm ed ilm esi tem elinde 
açıkladı; böylece f ır la tı la n  h e r  elek tron , b u  tü r  b ir  fo to n  ta ra f ın d a n  tekil 
b ir  a to m a ça rp m an ın  sonucu  o la rak  k ab u l ed ilir. E in s te in  P lanck 'm  denk
lem ini, d ah a  so n ra  özellikle, b a ş la n g ıç ta  k u şkucu  A m erikalı deneyci Ro- 
b e r t M illikan  ta ra f ın d a n  1916'ya k a d a r  o lan  y ılla rd a  d o ğ ru lan an  b az ı ta h 
m in lerde  b u lu n a ra k  o ldukça e tk ili b iç im de ku lland ı.

S  [21.8] Özel göreliliğin gerekliliklerinin, Planck'm E = /ıv’sinin niçin de Broglie'nin p =
hA_1'inden türetilmesine olanak sağladığını görebilir misiniz bakın. İpucu:  Dalganın kendisi
boyunca sabit bir değer aldığı M'deki hiper düzlemlerin parçacığa ilişkin 4-hıza Lorentz-or-
togonal olduğunu varsayabilirsiniz.



Şekil 21.3 Kara cisim ışınımı, (a) "Kara" boşluk içerilm iş olan ışınımın ısıtılm ış çevresiyle 
T  sıcaklığında ısıl dengede olmasını garanti eder, (b) Verili b ir T  için her bir v  fre
kansındaki / şiddeti, v 'ye ilişkin belirli b ir fonksiyondur. Sürekli eğri Planck’ın ünlü 
2/ıv3/ ( e ',v/tr -  l ) " 1 denklemiyle verilen (h v e  k  sırasıyla Planck ve Boltzmann sabitleri 
olmak üzere), gözlenmiş olana aittir. Kesik çizgili eğri ışınımın klasik dalgalar biçiminde 
ele alındığı, küçük v 'ler için Planck denklemine yaklaşan fakat büyük v 'ler için ıraksayan 
Rayleigh-Jeans denklemine, / =  I k T v 2, aittir. Noktalı eğri ışınımın klasik parçacıklar bi
çiminde ele alındığı W ien yasasını, / =  2/ıv3e~',v/*T, gösterir.

A slında ışığ ın  bu  k u an tu m  m ekan iksel pa rçac ık lı doğası kend in i za ten  
b ir  m ik ta r  d ah a  erkenden  o rtay a  koym aya b aş lam ış tı. Bu, M ax P lanck 'ın  
k u an tu m  devrim in i b a ş la ttığ ı 1900 y ılındayd ı. B unu, tü m ü  b e lirli b ir  T s ı 
cak lığ ında tu tu la n  (bkz. Şekil 21.3a), kend ine a i t  m addese l "kara"5 çevre
siyle denge halindek i elek trom anyetik  ış ın ım la  ilg ili o lan  son  derece k ay 
da değer kara  c isim  ış ın ım ı  an a liz in i su n a ra k  gerçek leştird i. Şekil 21.3b '- 
de, özgül I  ş id d e ti  iç in  v frek an sın ın  b ir  fonksiyonu  o larak , k (sıcaklığın 
ö lçü ldüğü  b irim le rle  ilgili; krş. §27.3) B o ltzm ann sa b iti o lm ak üzere, ç iz il
m iş o lan

2 h v 3
Ç g h v / k T  _

(doğru) denk lem in i elde etti.

P lanck 'ın  denk lem in in  gözlem lerle m ükem m el b iç im de u y u ştu ğ u  g ö rü 
lür. P lan c k 'tan  önce k a ra  cisim  sp e k tru m u n u n  doğası b ir  gizem di. E lek t
rom anye tik  ış ın ım a ilişk in  tüm üyle  d a lga  b iç im li tab lo , küçük v 'le r iç in  
isa b e tli fak a t büyük  v 'le r  söz konusu  o ld u ğ u n d a  ş id d e tin  so n su za  ıra k s a 
dığı p a ra d o k s  halin d ek i / =  2kT v2 R a y le ig h -Jean s  denklem ine yol açm ıştı. 
Işın ım ı sank i b ir  k lasik  b iç im li p a rç a c ık la r  b an yosuym uş g ibi ele a lm a te 

5 "Kara" terimi burada ışınımı çevreleyen cismin (mümkün olduğunca yakın biçimde) tümüyle 
soğurucu doğasıyla ilgilidir. Bu ilk deneylerde ışınımı içermek üzere, iç hacmi dışarıya bağ
layan oldukça dar bir açıklığa sahip, neredeyse tümüyle kara bir küresel boşluk kullanıldı. 
Bununla birlikte çevreleyen cisim sıcaklık nedeniyle akkor haline olabilir ve pek de kara gö
rünmeyebilir.



m elinde b ir  "gerekçelendirm e" verileb ilen , büyük  v 'le r  iç in  isa b e tli o lan  
b e lirg in  b ir  gelişm e VVien'in / =  2h v 3e~hv^kT önerm esiyd i. P lan ck 'ın  kendi 
denk lem inde g ö ründüğü  h aliy le , son  derece u fak  değeri yak laşık  
6 ,6 2 x l0 -34 Jo u le  san iye o la rak  b u lu n a n  h n iceliğ i kend isi ta ra f ın d a n  Do
ğ an ın  y e n i  b ir  doğal s a b iti (artık  P lanck sa b iti o la rak  ad lan d ırılm ak tad ır)  
o la rak  önerild i. P lanck  denk lem in i elde etm ek üzere  ken d isin i, e lek tro 
m anyetik  sa lın ım la rın  yaln ızca , ay rıca  §23.7 'de geleceğim iz (kuantum  m e
kan ikse l o la rak  doğru) B o se-E in ste in  is ta tis tiğ in in  şa ş ır tıc ı  b iç im de h a 
b e rc is i d u ru m u n d ak i "çılgın" b ir  is ta tis tik se l h esap la m ay ı ben im sed iğ i 
ü s ttek i

E =  hv

denklem i uy arın ca , sa lım m ın  v frek an sıy la  do laysız b iç im de ilişk ili o lan  
be lir li E enerji dem etleri h a lin d e  soğu ru lup  yay ılab ild iğ in e  ilişk in  görüşe 
zo rla n ır  bu ldu .

B uradak i fiziki karışık lık , e lek trom anyetik  e tk ile r, h e r  ne k a d a r  a r tık  
p a rçac ık  özellik lerine sa h ip  g ö rü n se le r de zam an ın d a  yaln ızca  d a lg a la r  
o larak  d ü şü n ü ld ü ğ ü n d en , b ir  k ris ta lle  k a rş ıla şa n  e lek tro n la r  d u ru m u n d a- 
k in in  d iğer tü rlü sü y d ü . P lanck  sa b itin in  D irac b iç im in i k u lla n arak  
E = 2ntıv o lduğunu  bu lu ru z; böylece v -1 sa lın ım ın m  zam an  periyodu , d a l
ga boyunu  m om entum la ilişk ilen d iren  d ah a  önceki denklem im ize 
U =  2nh/p) k a rş ılık  gelen denklem i, d iğe r b ir  dey işle  v _1 =  I n h /E 'y i  sağ 
la r. B ugünlerde P lanck  b a ğ ın tıs ın ın  (E instein, Bose ve d iğ e rle rin in  ile rik i 
ön g ö rü lerin i izleyerek) y a ln ızca  "elek trom anyetik  a lan  sa lm ım ları"y la  de
ğil fak a t ay rıca , E in s te in 'ın  ya ln ız  kalm ış o rijina l ö n g ö rü le rin in  k ab u l ed i
lir  h a le  gelm esi y ılla r  sü rm ü ş  o lsa  da, gerçek  "p a rç ac ık la rd a , M axw ell 
e lek tro m an y etizm asın ın  fo to n la r  o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  k u an ta s ıy la  da 
ilg ili o lduğunu  an lıyoruz. Foto e lek trik  etk in in  bu  b a ş a r ıla r ın ı iz leyen 
d o ğ ru lam a la r  a ra s ın d ak i b iri, A rth u r C om pton 'ın  (1923) yük lü  p a rç ac ık 
la r la  k a rş ıla ş tık la r ın d a  fo to n la rın  as lın d a , §18 .7 'n in  görelilikçi d inam iğ iy 
le uyum lu  biçim de, ta m  o la rak  kü tlesiz  p a rç a c ık la r  g ib i d av ran d ığ ın ı gös
te re n  k ritik  deneyiydi (bkz. §25.4, Şekil 25.9). B uradan  h arek e tle  enerji ve 
m om en tum un  ik isi de (enerjiyle ilg ili zam ana  a it ve m om en tum la  ilg ili 
u zay a  ait) b ir  p e riy o tla  te rs  o ra n tılı b iç im de, b u  p eriy o t h e r  zam an  2nh  b i
çim inde ölçeklenm ek üzere, ilişk ilid ir.

P arçac ık la rın  d a lga  o la rak  ve d a lg a la rın  p a rçac ık  o la rak  d a v ra n a b il
m esi gerçeğiyle yüzleşm e zo ru n lu lu ğ u m u za  ilişk in  en ikna edici (ve en iyi 
bilinen) n ed en le rden  b ir i ç i f t- y a r ık  d en ey id ir .6 B u rada b ir  p a rçac ık  kay

6 Bu deneye ilişkin açıklamalarımda, temel noktaya açıklık kazandırmak üzere tüm pratik 
zorlukları bir kenara bırakıp durumu idealize etmekteyim.



n ağ ın a  ve b ir  alg ılay ıc ı ek ran a  sah ib iz . K aynak ve ek ran  a ra s ın d a , o ldukça 
d a r  b ir  ç ift p a ra le l y a rığ a  sah ip  b ir  engel b u lu n u r; bkz. Şekil 21.4a. E k rana  
doğru  b ir  se ferde b ir  pa rçac ığ ın  y ay ıld ığ ın ı v a rsay arız . B ir y arık  açık  ve 
d iğeri k ap a lı o la rak  b a ş la rsa k  b u  d u ru m d a  ek randa , k ay n a k ta n  gelen p a r 
çac ık la r k en d isin e  ç a rp tığ ın d a  h e r  seferde b ir  ad e t o lu şacak  şek ilde ra sg e 
le b ir  n o k ta  ö rü n tü sü  görü lecek tir. Ö rün tü  ş id d e ti (en büyük  nok ta  yoğun
luğu  an lam ında), bek leneceği üzere, kaynağ ı y a rığ a  b ağ lay an  düzlem e y a 
k ın  b ir  m erkezi ş e r i t te  en yüksek  o lu r ve m erkezi ş e r i t te n  iki yöne doğru  
da düzen li b iç im de az a lır  (Şekil 21.4b). Bu ö rü n tü , deney d iğer yarığ ın  açık 
o lduğu  şek ilde y ap ıld ığ ın d a  da sonuç o la rak  aynı o lu r (Şekil 21.4c). B u ra 
da k a rış ık lık  söz konusu  değil fa k a t deney  a r tık  h e r  iki y a rık  da açık  o la 
rak  b ir  kez d ah a  g erçek le ş tir ilirse  s ıra  d ış ı b ir  şey  o rtay a  çıkar; bkz. Şekil 
21.4d. P arçac ık la r ek ran  ü zerin d e  h â lâ  h e r  seferde b ir  n o k ta  o lu ş tu ru r  fa 
k a t şim d i p a ra le l ş id d e t b a n tla r ın a  ilişk in  dalga lı b ir  g iriş im  ö rü n tü sü  söz 
konusu  olur. H a tta  k ay n ak tan  gelen  p a rç ac ık la r ın  ek ran  üzerinde a s la  u la 
şam ad ık la rı bö lge ler o lduğunu , yaln ızca  b ir  ya da d iğer y arık  açık  o ld u 
ğunda  p a rç a c ık la rın  o bö lgelere m ükem m el b iç im de m u tlu  o la rak  u la ş a 
b ilm ele ri gerçeğ ine k a rş ın , görü rüz . P arçac ık la r ek ran  üzerindek i s a p ta n 
m ış k o n u m la ra  h e r  se fe rinde  b ir  ad e t o lacak  şek ilde  u la ş sa  da ve b ir  p a r 
çacığ ın  ek ran la  b u lu şm a s ın a  ilişk in  h e r  o lay  kay n ak tak i b e lir li b ir  p a rç a 
cık yaym a o lay ıy la  b e lir len eb ilse  de p a rçac ığ ın  kaynak  ve ek ran  a ra s ın d a 
ki engeldeki iki y a rık la  b e lirs iz  k a rş ıla şm a s ın ı da içeren  d av ran ış ı, d a l
g a /p a rça c ık  b u  k a rş ıla şm a  s ıra s ın d a  h e r  iki yarığ ı da h isse tm ek  üzere, b ir  
da lgan ınk i g ib id ir. D ahası, b u  en acil am aç larım ız la  ilg ili özel önem de b ir  
k o nudur, ek ran  üzerindek i b a n tla rd a k i b oşluk  bize d a lg a /p a rçac ığ ım ız ın

Şekil 21.4 (a) Çift yarık deneyiyle ilg ili düzenek. îk i yarık arasından ekrana doğru b ir se
ferde b ir elektron yayılır, (b) Sağ taraftaki yarık kapalıyken ekran üzerindeki örüntü. (c) 
Sol taraftaki yarığın kapalı olduğu aynı durum, (d) Her iki yarık da açıkken girişim  orta
ya çıkar. Ekran üzerindeki bazı bölgelere, yarıklardan biri ya da diğerinin kapalı olduğu 
durumda ulaşılabilirken artık ulaşılamaz.



d alga  b o y u n u n  ne o ld u ğ u n u  söy le r ve bu  A dalga boyu a s lın d a  parçac ığ ın  
p m om entum u b iç im in d e  d ah a  önceki ayn ı denklem le, d iğe r b ir  deyişle 
A =  2 n h /p 'y \e  v erilir.

21.5 Dalga parçacık ikiliğini anlamak

Tüm  b u n la r  k a lın  k a fa lı şü p h ec in in  itira z  e ttiğ i g ib i de o la b ilir  fak a t 
b u  b iz i h â lâ  enerji m om en tum la b ir  işlem ci a ra s ın d ak i saçm a görünüm lü  
sa p tam ay ı yapm aya zorlam az! G erçekten  yapm az fa k a t b ize su n u la n  b ir  
m u c ize yi reddetm em eliy iz. Bu ne m ucizesid ir?  M ucize, deneye dayalı, d a l
g a la r ın  p arçac ık  ve p a rç a c ık la rın  dalga  o lduğuy la  ilg ili gerçek lere ilişk in  
g ö rü n ü ştek i bu  büyük  sa çm a lık la r ın  tü m ü n ü n  güzel b ir  m atem atik se l fo r
m alizm  içerisinde , m o m en tum un  gerçek te "konum a göre tü re v  alm a"yla ve 
enerjin in  "zam ana göre tü rev  alm a"yla be lirlend iğ i b ir  fo rm alizm  iç e ris in 
de b ir le ş tir ile b ilir  o lm asıd ır.

Bu form alizm  gizem li d a lga  p arçac ık  ik iliğ in i an lam am ıza  n a s ıl y a r 
d ım  eder? D alga /parçac ığ ım ız ı tan ım lam ak  üzere, bize, uzam  ve zam an la  
ilg ili ü s tte  önerilen  n icelik te  d a lga  benzeri periyod ik  o lu şa  sa h ip k en  p a r 
çacığ ın  b e rra k  b iç im de ta n ım la n m ış  b ir  Pa 4 -m o m en tu m u n u  sağ lay ab ilen  
m atem atik se l b ir  k av ram a gerek  duyacağız. (Artık b ü y ü k  h a r f  P 'yi k u lla n ı
yo rum  çünkü  bu  b e lir li ö rn ek te  parçac ığ ım ız ın  sah ip  o lduğu  açığa ç ıkab i
lecek b e lirli b ir  "klasik" 4—m om entum  değerine a t ıf ta  bu lu n u y o ru m . "Ku
a n tu m  4 -m om en tum u"nu  h â lâ  b ir  tü rev  işlem cisince ta n ım la n ır  b iç im de 
düşünürüz.) Bu tü r  doğal b ir  d a lg a  benzeri m atem atik se l işlem ,

\p(xa} = e- ip“xa/h

b iç im indek i be lirli uzam  za m a n sa l b ağ ım lılık tak i b ir  dalga  fonksiyonu  
(bkz. §5.3) o lu r (bir düzlem  dalga). Bu nicelik  Pax a 'y ı 27rft'la b ü y ü tü rsek  y i
ne kend isi h a lin e  ge lir (üsse —2ni ek leyeceğinden ifade e~2m = l ' l e  ç a rp ı
lır). Öyleyse 27rft/P0'lık  za m a n sa l b ir  periyod ik liğe ve x1-y ö n ü n d e  ve d iğer 
üç u zam sa l yönde de b en z er şek ild e , 27rft/P1'lik  u zam sa l b ir  periyodik liğe 
sah ip  o lur. Bu du ru m  ü s tte  is ten m iş  o lan  gerek lilik lerle  ta m  o larak  uyum 
lu d u r.

Peki am a b u  b e lirli işlem e özel o lan  şey ned ir?  Bu,

k u an tu m  m om entum  işlem cim ize ilişk in  öz ve k tö r  o la rak  a d la n d ır ıla n  
şeydir. B unun  an lam ı b u  işlem ciy i ü s ttek i ıp(xa)'ya. u y g u la rsa k  y ine b a s it 
b iç im de tp(xa) 'n m  s a b it  b ir  k a tın ı elde edecek o lm am ızd ır (§6.5):



d d 
i f t ğ ^ ı / ’(x i’) =  i f lQ ^ e~'Pbxb/h = Pae~'Rbxb/h = Pa'p{xb).

Bu sa b it  ç a rp a n ın  a s lın d a  ta m  o larak , denklem im izin  sa h ip  o lm asın ı is te 
diğ im iz (klasik) Pa 4 -m om en tum u  o ld u ğ u n a  d ikka t edin . Bu neden le  \p(xa) 
ü s t te  verilm iş o lan  g ib i doğru  b iç im e sa h ip  o lduğunda , gizem li =  
ih d /d x a k u an tu m  m om entum um uz b u  ıp’ye  uy g u lan d ığ ın d a  k en d is in i k la 
sik , k es tirm e  Pa m om en tum una çevirir:

Pa^ = Pa}l>'

fa k a t b u n u  b aşk a  tü r  d u ru m la r  iç in  yapm az. Ü sttek i j/j'nin, 4 -m om en tum - 
la  ilg ili b ir  belirli değere  sa h ip  o ld u ğ u n u  söyleriz  ve onu  b ir  m o m e n tu m  
d u r u m u  o la rak  ad lan d ırır ız . Şans eseri, k la s ik  şek ilde s a p ta n a b ilir  b ir  b e 
lir li Pa m o m en tum una sa h ip  se rb e s t d ü şü ş  halin d ek i b ir  p arçac ığ ı, pa k u 
an tu m  iş lem c isin in  Pa öz değerine sa h ip  öz vek tö rü  o lan  bu  ı/> d a lga  fonk- 
siyonunca  ta n ım la n ır  b iç im de d üşünm ek  d u rum unday ız . B elirli b ir  k lasik  
m om en tum a sa h ip  dalga  fo n k siy o n la rı a s lın d a  yaln ızca  k u an tu m  m om en
tu m  iş lem c ile rin in  öz fonksiyon la rı o lan la rd ır .

§13.5 'te çizg isel T iş lem cisine  ilişk in  b ir  ö z  vek tö r  k av ram ın ın , b u  ona 
a it öz değer  o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  A sk a le r  n iceliğ i iç in  T v  =  Xv o lacak  
şek ildek i b ir  v  v ek tö rü  olm ak üzere, o rtay a  k onduğunu  an ım say ın . 
§13 .5 'te  tem el o la rak  son lu  b o y u tlu  v ek tö r u zay la rı ve o n la rın  doğ ru sa l 
d ö n ü şü m lerin e  a t ıf ta  bu lunm am ız  d ış ın d a  bu  tam  o larak , T  iş lem c isi y e ri
ne \h d /d x a ve A yerine  Pa 'n ın  k u llan ıld ığ ı b u ra d a  sa h ip  o lduğum uz d u ru m 
dur. B urada o lası r/<(xa) 'la ra  ilişk in  W v ek tö r uzay ıy la  ilg ilen iyoruz ve bu 
b ir  so n su z  b o y u tlu  vek tö r uzay ı o lacak tır. (Bu b ir  v ek tö r u za y ıd ır  çünkü  
x a fo n k siy o n la rın ı b irb ir le r iy le  to p la y a b ilir  ve b u  fonksiyon la rı sa y ıla rla  
ça rp ab ilir iz  ve h e r  d u ru m d a  y a ln ızca  yeni x a fonksiyon la rı elde ederiz. 
Sonsuz b o y u tlu d u r  çünkü örneğ in , ü s tte  ele a lm ak ta  o lduğum uz b e lir li 
tü rd ek i tü m  fonksiyon la r, Pa'ya ilişk in  so n su z  say ıd a  fa rk lı seçim  için , ç iz
g ise l o la rak  b ağ ım sız d ır .)12191

Öz v ek tö rle r (ya d a  k u an tu m  m ekan iğ inde sık lık la  a d la n d ın ld ığ ı g ibi 
öz d u ru m la r)  k u an tu m  fo rm alizm inde  k ilit b ir  ro l oynar. K uantum  m eka
n iğ i d ilinde  değ işik  iş lem cile r (ele a lm ak ta  o lduğum uz pa =  ih d /d x a g ib i 
ya d a  d ah a  so n ra  ele a lacağ ım ız konum  y a  da aç ısa l m om entum  g ib i d i
ğerleri) d in a m ik  b iç im li d eğ işken ler  o la rak  ad lan d ır ılır . B aşlang ıç ta  b a s it  
o la rak , tü m  işlem cile rim izin  en sağ  ta ra f ın d a  gö lgeler iç inde k o n u m lan ır  
b iç im de d ü şü n d ü ğ ü m ü z  "görünm ez fonksiyon" ro lü n ü  oynayan  ıp dalga

-S [21.9] Niçin? Burada çizgisel bağım sızlık sürekli toplam ları, diğer b ir  deyişle integralleri 
içerebilir.



fonksiyonum uz a r tık  k es in  o la rak  e tk in  b ir  ro l ü stlen m ey e baş lıyo r. Onu, 
ü s tte  b e lir tild iğ i üzere fizik i s is tem e  ilişk in  d u r u m  b iç im inde  d ü şü n ü rü z . 
B azen o (bu gerçek ten  de, iç in  ku llanage ld iğ im  u zay  ve zam an  k o o rd i
n a t la r ı  b iç im indek i b e lir li  ta n ım la m a la r ın  geçerli o lm asın ın  gerekm ediği 
d a h a  genel b ir  te rim  o lm asın a  rağm en) b ir  d u r u m  ve k tö rü  o la ra k  a d la n d ı
r ılır . Ü stte  ele a lın an  4 -m o m en tu m  d u ru m u n d ak i o lduğu  g ib i baz ı d in a 
m ik b iç im li değ işken lerin  öz d u ru m la r ı  o b e lirli d inam ik  b iç im li d eğ iş
k en lerin  "belirli b ir  değer" o la rak  a d la n d ır ıla n  şeye sa h ip  o ld u k la rı d u 
ru m la rd ır  ve öz değer, d inam ik  değ işken in  o d u ru m la  ilg ili o la ra k  sah ip  
o lduğu  gerçek "değer"dir.

M om entum  öz d u ru m u m u zu  b u  n o k tay a  k a d a r  özel göre liliğ in  gerek li
lik leriy le  uyum lu  o la rak  tü m ü y le  4 -b o y u tlu  b ir  u zay zam an  b iç im inde  ele 
a lm ak ta  o lduğum  gerçeğ ine değ in ilm elid ir. Bu du rum , (§18.7 'deki gibi 
Pa = (£ , — P) ve x a =  ( t,x ) o lm ak üzere)

ifa d e s in in 121101 hem  onu P öz değeriy le  b irlik te  s ıra d a n  b ir  u zam sa l

3 -m o m en tu m lu  öz du ru m  h a lin e  ge tiren  u za m sa l  b ağ ım lılık  hem  de onu  E 
enerji öz değeriy le  b irlik te  S ch röd inger denk lem in in  b ir  çözüm ü y ap a n  za-  
m arısa l bağ ım lılığ ı içerm esi a n lam ın d a  ta sa r ru f lu d u r . B unun la  b irlik te , 
b ir  b ü tü n  o la rak  S chröd inger denklem i zam anı u zam sa l değ işken lerden  
fa rk lı b iç im de ele a lm ası a n lam ın d a  görelilikçi b ir  düzen  değ ild ir, öyleyse 
b u  bö lüm ün  ilerik i ta r t ış m a la r ın d a  görelilikçi o lm ayan  aç ık la m a la ra  dö 
n ü ş  yapm am  d a h a  iy i o lur.

21.6 Kuantum "gerçekliği" nedir?

Bu a y rın tılı k o n u la rd an  b ir  an lığ ın a  u zak la şa lım  ve tü m  b u n la rın  b ize 
"gerçeklik"le ilg ili ne söylem eye ça lış tığ ın ı so ralım . D inam ik b iç im li d eğ iş
k en ler "gerçek şeyler" m id ir?  Ya d a  gerçekliğ i y a ln ızca  d inam ik  b iç im li d e 
ğ işk en le rin  (ya da d iğer işlem cilerin ) öz değerleri o la rak  o rta y a  çıkan  gö
rü n ü ş te  "k lasik  b içim li" n icelik lere  u la ş tığ ım ızd a  m ı elde e ttik  dem eliyiz? 
A slında k u an tu m  fiz ikçile ri b u  konuy la  ilg ili çok açık  o lm aya m eyilli d e 
ğ ild ir. Çoğu b e lirg in  b iç im de "gerçeklik" k o n u su n a  yönelm ekle ilg ili o la rak  
b ile  h u zu rsu z d u r. "Pozitiv ist" d u ru ş  ded ik leri şey i k ab u l e ttik le rin i id d ia

e - i Pax a/h  _  e -iE t/fte iP-x/ft



ed e rle r ve "gerçekliğin" ne an lam a gelm esi gerek tiğ in i ele alm ayı, b u  tü r  
b ir  a ra ş tırm a y ı "bilim  dışı" o la rak  değ erlen d irip  red d ed erle r. F orm alizm i
m izde so rgu lam am ız gereken tü m  şey in  b ir  s is tem e so rab ileceğ im iz  so ru 
la ra  ilişk in  uygun  y a n ıtla r  verm esi ve b u  y a n ıtla r ın  gözlem e d ay a lı g e r
çekle uyum  g ö ste rm esi o lduğunu  id d ia  ederler.

K uan tum  form alizm indek i, b ir  k u an tu m  sis tem iy le  ilg ili h e rh an g i b ir  
şey in  "gerçekten" gerçek o lduğuna inanm am ız gerek irse bu  d u ru m d a  b e n 
ce b u  k u an tu m  gerçekliğ in i aç ık layan  d a lg a  fonksiyonu  (ya da d u ru m  vek
törü) olm ak zo ru n d ad ır. (Başka baz ı o la s ılık la ra  d ah a  so n ra , 29. bö lüm de 
yöneleceğim ; ay rıca  §22.4 'ün  so n u n a  da bakın.) Kendi b ak ış  açım  "gerçek
lik" so ru n u n u n , özellikle k u an tu m  fo rm alizm in in  fiziğ in  tü m ü n d e  ev rensel 
o la rak  geçerli o lduğu  gö rü şü  (pek çok fiz ikçin in  y a p a r  g ö ründüğü  gibi) b e 
n im sen irse , k u an tu m  m ekan iğ inde ad reslenm ek  zo r u n d a  o ld u ğ u d u r çü n 
kü h erh an g i b ir  k u an tu m  gerçekliğ i söz k o n u su  değ ilse h iç b ir  düzeyde (bu 
b ak ış ta  tü m  düzey ler k u an tu m  düzeyi olm ak üzere) h iç b ir  gerçeklik  söz 
k onusu  olam az. B ana göre gerçekliğ i tüm üy le  b u  b iç im de y ad s ım a n ın  a n 
lam ı yok. Geçici ya d a  y ak laşık  b ile  o lsa  fizik i b ir  gerçeklik  k av ram ın a  ge
rek du y arız  çünkü  onsuz, nesne l ev ren im iz ve b u ra d a n  d a  b ilim in  tüm ü  
düşü n celi b ak ış la rım ız  h u z u ru n d a  öylece uçup  gider!

Peki öyleyse, du ru m  v ek tö rü n d en  ne haber?  O nu  gerçekliğ i g ö s te rir  
o la rak  k ab u l etm ektek i zorluk  ned ir?  N için  fiz ikçile r b u  fe lsefi d u ru şu  b e 
n im sem ekle ilg ili s ık lık la  a ş ır ı is tek siz lik  ifade ederler? Z orluk ları a n la 
m ak üzere  dalga  fon k siy o n la rın ın  d o ğ as ın a  ve b u n a  ilişk in  fiziki y o ru m la
ra  d a h a  d ikka tli b iç im de bakm ak  zorunday ız.

Ö ncelikle x/j =  elP'x/,ft m om entum  d u ru m u m u zu  (uygunluk ad ın a  b u n u  
t  =  0 zam an ın d a  k ab u l ettim ) d ah a  y ak ın d an  inceleyelim . B unun h iç b ir  b i
çim de s ıra d a n  b ir  p arçac ık  g ib i yere lleşm em iş o lduğunu  b e lirte lim . O, 
tüm  evrene e ş it b iç im de d ağ ılm ış tır . "B üyüklüğü", ken d is in e  a it |elP*x/ ft| 
m odü lüy le  ö lçü ldüğü  üzere uzay ın  h e r  yerin d e  ayn ı 1 değerine s a h ip tir  
(bkz. §5.1) Okur, tek il b ir  p a rçac ık la  ilg ili o la rak  b u n u n  u zam sa l b ir  yönde, 
y a ln ızca  iy i ta n ım lı b ir  m om en tum la b ir lik te  eğ lend irm ek  üzere  sa h ip  o lu 
n acak  tu h a f  b ir  ta b lo  o lduğunu  düşünm ek le  ilg ili m a zu r görülecek. Tekil 
b ir  n o k ta d a  (en az ın d an  yak laşık  olarak) yere lleşm iş b ir  şey  b iç im indeki 
b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  s ıra d a n  tab lo m u zu n  b a ş ın a  ne geldi? B ir m om entum  
d u ru m u n u n  yaln ızca  b ir  id ea lleş tirm e  o ld u ğ u n u  söyleyebiliriz . "Dalga p a 
ketleri"  o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  b iç im de b en zer d u ru m la ra  geçersek  (m ü
kem m el derecede kesin  o la rak  ta n ım la n m ış  değ ilse de) çok iyi ta n ım la n 
m ış b ir  m om en tum a sah ip  o lm ak tan  y ır ta b ilir iz . B unlar, b ir  yerde b ü y ü k 
lük o la rak  kesk in  b iç im de tepe y ap an  dalga  fonksiyon la rı ta ra f ın d a n  v eri
lir  ve uygun  b ir  an lam d a  m om en tum a a it "neredeyse" öz fonksiyondur. Bu



tü r  da lga  p ak e tle ri tek  b o y u tta , b ir  m om entum  d u ru m u y la  b ir  e- *2 G auss 
iş lem c isi ya d a  d ah a  uygun  b iç im de (A, B ve C gerçel sa b itle r  olm ak üzere) 
genel b ir

Ae-BHx-cy

G auss iş lem cisin in  ça rp ım ın ı a lm ak  yo luy la  açık b iç im de su n u la b ilir . Bu, 
ü s tte k i ifadede  "tepe nok tası"  x  = C n o k ta s ın d a  m erkezlenm iş, is ta t is t ik te 
ki iy i b ilin en  "çan biçim li" eğ rid ir  (buna a i t  b ir  göste rim  iç in  §27 .4 'teki Şe
kil 27.5 'e bakın). Ü sttek i ifad ed e  C 'n in  b ir  k a rm a ş ık  sa y ı  o lm asın a  izin  
verm ek yoluy la kesin  b iç im de ifade ed ileb ilen  bu  tü r  b ir  ça rp ım  a la ra k  e l
de e ttiğ im iz  da lga  p ak e ti ilg i çek ic id ir .121111 A yrıca ta m  üç b o y u tlu  u z a y d a 
ki d a lga  p ak e tle ri de b en z er b iç im de, ö rneğin  tepe n o k ta s ı k a rm a şık  yönde 
g ö ste rilen  b ir  ^ e “B2̂ x2+y2+z^  şek lindeki G auss iş lem cisin i k u lla n ıla ra k  
o lu ş tu ru la b ilir . H er b ir  d u ru m d a , S -1 ona ilişk in  dağ ılım ın  b ir  ö lçüsünü  
su n a r. A slında, "H eisenberg  b e lirs iz lik  ilkesi" o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyi te- 
m elleyen, "neredeyse" b ir  m om en tum  d u rum u  olm aya ne derece  yak ın  o l
duğuy la  b ağ lan tılı o la rak  d ağ ılım ın ın  ne k a d a r  küçük  o lab ileceğ ine ilişk in  
m u tlak  b ir  s ın ır  b u lu n d u ğ u n u  söyleyen b ir  teo rem  m ev cu ttu r. Bunu 
§21 .11 'd e  b ira z  daha  açık b iç im de göreceğiz.

Ş im dilik  m om entum  d u ru m la rı ve dalga  p ak e tle rin in  gerçek ten  neye 
ben zed ik lerin e  ilişk in  d ah a  iy i b ir  ta b lo  elde etm eye ça lışa lım . Bir dalga 
fonk siy o n u n u n  karm aşık  değerli b ir  dalga  o lduğunu  ve "dalgalı" k a ra k te 
r in in  zo ru n lu  o la rak  b ü y ük lüğündek i (ya da şiddet) b ir  sa lın ım  o larak  gö
rü n m esi gerekm ediğ in i ak lım ızda tu ta lım . Bir m om entum  d u ru m u  o lay ın 
d a  "dalgalı" k a rak te re  sah ip  o lan  şey  d a lga  fon k siy o n u n u n  a rg ü m a n ı  (§5.1),

(a) (b)

Ş ek il 21.5 B ir p a rç a c ık  d a lg a  fonksiyonu : x  fo n k siy o n u n a  ilişk in  b ir  k a rm a ş ık  fonksiyon  
o la ra k  \p. (a) B ir tirb u ş o n  (p m o m en tu m u n u n  öz fonksiyonu) o la rak  g ö ste rilm iş  e~İPx/h 
m o m en tu m  d u ru m u , (b) B ir d a lg a  paketi.

[21.11] Üstte gösterilen ifadede gerçel C sayısın ın  yerine (C ve D gerçel olmak üzere) C + İD 
koyarak dalga paketin in  frekansın ı ve tepe noktasın ın  konum unu bulun.



Ş e k il  21 .6  p  u za m sa l 3 -  
m o m e n tu m u n  b ü y ü k lü ğ ü  o lm ak  
üzere, h p " 1 b o ş lu k lu  b ir  m o m en 
tu m  öz d u ru m u y la  ilg ili verili 
f a z  d üzlem leri. (Şekil 21 .2 'y le  
karşıla ştır ın .)

d iğer b ir  deyişle b ir  çem ber e tra f ın d a  ö lçü lm üş o la rak  kabu l edilen  
—Pax a / h ’d ır ;  k arm a şık  düzlem deki b irim  çem ber üzerin d e  a lm an  e- lPaXa/h 
K uantum  k u ram ın d a  dalga  fon k siy o n u n u n  değerine ilişk in  a rg ü m an a  
o n u n /a z ı  o la rak  ad lan d ırm a y a  eğilim liyiz . Bu faz ın  o k ad a r  d a  "b ir o yana  
b ir  b u  y an a  b ü k ü lü r" b iç im de dalga lı o lm ad ığ ın ı gö rü rüz . Şekil 21 .5a 'da  
d alga  fon k siy o n u n u n  b e lirli b ir  yöndeki b u  d av ra n ış ın ı, o yönü  sağ a  doğ
ru  u za k la şan  b ir  aç ıy la  çizerek (resim deki x  ekseni) ve ip dalga fonksiyo 
n u n u n  a lab ileceğ i değerlere ilişk in  k a rm a şık  düzlem i (resim de geri k a lan  
u ve  v  eksenleri) gösterm ek  üzere o yöne d ik  b ir  düzlem  a la rak  gösterm eye 
ça lış tım  (böylece resim  o düzlem deki ıp = u + iı/y i çizer). Bu neden le , r e s 
m im deki x  yönü o lağan  uzaydak i gerçek  b ir  yöne k arş ılık  ge lir fak a t u  ve v  

yön leri o lağan  u zam sa l yön le r değ ild ir; o n la r  dalga  fo n k siyonunun  o lası 
değerlerine  ilişk in  karm aşık  düzlem i gösterm ek  üzere  o rtay a  konur. M o
m en tum  d u ru m u m u z la  ilg ili o la rak  d a lga  fo n k siyonunun  (resm im izin  x  

yönüyle g ö ste rilen  u zam sa l yöndeki p o z itif  m om entum  iç in  sa ğ -e lli olan) 
b ir  tirb u şo n  o lduğunu  fa rk  ederiz. Şekil 21 .5b 'de b ir  dalga  p ak e tin e  ilişk in  
ilg ili resm i çizdim . Bu gerili b ir  t irb u şo n a  ben zer (böylece yaln ızca  b ir  de
receye k a d a r  iyi ta n ım lı b ir  m om en tum a sah ip tir)  fak a t b u  d u ru m d a  bu  
" tirbuşon luk" h e r  iki yönde de a z a la rak  yok o lu r ve dalga  fonksiyonu  b e 
lir li b ir  a ra lık  d ış ın d a  çok küçük h a le  gelir.

E lbe tte  b u  d a lg a la ra  ilişk in  to p la m  ta b lo y u  elde etm ek üzere  b u n u n , 
u zay ın  üç b o y u tu n u n  ta m am ın d a  gerçek leşm ekte o lduğunu  düşünm eye 
ça lışm ak  zo runday ız . B unu yapm ak  z o rd u r çünkü  u zam sa l b o y u tla ra  o l
duğu  k a d a r  k a rm a şık  düzlem e uym ak  üzere  de iki ek b o y u ta  (top lam da 
beş) d ah a  gerek  duyarız! B unun la  b irlik te , y a ln ızca  sa b it fa z l ı  d ü z le m ler i 
d ü şü n ü rsek  iş le r  m om entum  d u ru m u  o lay ın d a  pek de kö tü  değ ild ir. B un
lar, h e r  b ir  düzlem le son rak i a ra s ın d a k i uzak lığ ın , p (uzam sal) 3-m om en-



Ş e k il  2 1 .7  Şekil 2 1 .4 'tek i 2 - y a n k  d e n e 
y in d e  ekra n a  ya k la şa n  b ir  e lek tro n u n  
dalga fo n k s iy o n u  Ş ek il 2 1 ,6'run  
ka rş ılık lı o la rak  h a f i f  b ir  aç ıy la  eğ il
m iş ik i d ü z le m  d a lg a sın ın  b ir  
ç a k ışm a sı o la rak  değerlend irileb ilir. 
F azlar u y u ş tu ğ u n d a  (kesik  ç izg iler  bo 
yunca) ik is i  b irb ir in i g ü çlend irerek , 
ekrana  u la şm a y a  i l iş k in  en  b ü y ü k  
o lasılığ ı o rta ya  ç ıkarır. B u  m a k s im u m 
la r ın  o r ta s ın d a  fa z la r  te r s tir  ve b irb ir
ler in i e leyerek  e le k tro n u n  ekrana  
u la şm a  o la sılığ ın ı s ıfır la r .

tu m u n  büyük lüğü  olm ak üzere, 2 nh /p  o lduğu, m om entum  yönüne dik p a 
ra le l düzlem lerd ir. Bkz. Şekil 21.6. Bu tü r  b ir  aç ık lam a, böy lesi şey leri Şe
kil 21 .2 'de  yap ıld ığ ı üzere b ir  k r is ta lle  k a rş ıla şa n  fo ton  d a lga  fonksiyonu  
ta b lo su  o la rak  d eğerlend irm ek te  fay d a lıd ır . Bu aç ık lam ayı ay rıc a  y a r ık la 
r ın  ek ra n d an  o ldukça uzak  o ld u k la rın ı k ab u l edersek  ç ift y a rık  deneyi d u 
ru m u n d a  da k u llan ab ilir iz ; böylece h e r  b ir  p a rçac ığ ın  da lga  fonk siy o n u 
nu, ek ran ın  yerel b ir  bö lgesine  y ak laş ırk en  h e r  b ir i (yarık la rın  ek ran a  o lan  
b üy ü k  uzaklığ ı neden iy le  esa se n  tek  frek an slı b ir  düzlem  d a lg as ı olan) 
m om entum  d u ru m u  o lm aya çok yak ın  fak a t yön le ri hafifçe  fa rk lı iki p a r 
çan ın  to p la m ın d a n  o lu şm u ş o la rak  dü şü n eb ilir iz . îk i da lga , ek ran  ü z e rin 
deki b az ı y erle rde  b irb ir le r in i g ü ç len d irirk en  d iğer ye rle rd e  ü s tte  aç ık la 
dığ ım  üzere  (Şekil 21.4d'de) d ah a  büyük  ve d ah a  küçük  ş id d e te  sah ip  b a n t
la r  vererek  b irb ir le r in i e leyecektir. Bu geom etriy i d ü z lem lerin  uzaydaki, 
h e r  b ir  d a lga  b ile şen in in  k en d isin e  a i t  faz la  ilg ili s a b it  b ir  değere sah ip  
o lduğu  bö lge leri göste rd iğ i Şekil 21 .7 'de göreb iliriz . Böylece h e r  p a rç an ın  
b irey se l o la rak  aynı ş id d e te  sa h ip  o lduğunu  v a rsa y a rsak , faz d ış ı o ld u k la 
r ın d a  yok o lup  faz iç inde o ld u k la rın d a  b irb ir le r in i güç lend irecek lerd ir. Bu 
bize, gerçek ten  çift y arık  deney inde gözlenm iş o lan  ş id d e t b a n tla r ın ı s u 
n ar.

E vet evet, sa b ırs ız  o k u r söylenm eye b a ş la y a b ilir  fa k a t da lg a la r  tam  
o la rak  böyle d av ran ır. D a lg a /p a rçac ık la rım ız ın  d a lg a /p a rça c ık la r  o lm ası 
gerçeğiyle yüzleşm edim ! D alga la rım ın  k arm aşık  d a lg a la r  o lm asın a  ilişk in  
g ö rü n ü ştek i o ldukça önem siz sü slem eden  ay rı o la rak  tü m  yap tığ ım , de
n izdek i s ıra d a n  d a lg a la r  y a  d a  ses d a lg a la n  ya d a  k lasik  b iç im li e lek tro 
m an y etik  a la n la rd a n  o lu ş tu ru la n  M axw ell d a lg a la rın d a  (radyo d a lg a la n , 
g ö rü n ü r  ışık , X -ışm la n , vb) o rtay a  ç ıkan  b ir  tü r  d a lga  g iriş im in i aç ık la 
m ak tır. B unun la  b irlik te  ik i y a n k  deneyin in , ıs r a r  etm eye yüküm lü  o ld u 
ğum , tü m  an lam ı, deney in  d a lga  ta b lo su y la  p arçac ık  ta b lo su  a ra s ın d ak i



b ir  çelişk iy i o r tay a  ç ıkarm asıd ır. G erçekten de böyle; bu  deneyde parçac ık  
doğasına  ilişk in  en be lirg in  görünüm , bu  küçük  a h b a p la r  ek ran  üzerine  
m in ik  işa re tle rin i, h e r  se fe rinde  b ir  ad e t o lm ak üzere, b ıra k tık la r ın d a  o r
ta y a  çıkar.

21.7 Bir dalga fonksiyonunun "holistik" doğası

B urada v u rg u lan m ası gereken b ir  şey söz konu su d u r. D alganın  yerel 
ş id d e ti b e lir li k r itik  b ir  değere u la ş tığ ın d a  ek ran  ü zerin d e  an b ean  m inik  
b ir  beneğ in  o rtay a  çık tığ ı ya da d ah a  çok, ek ran  üzerinde  görünecek  m in ik  
benek o lasılığ ın ın  d a lg an ın  ş id d e ti a r tt ığ ın d a  a r tt ığ ı d ü şü n ü leb ilir. îy i d e 
neme! B una k a rş ın  ü s ttek i (idealize ed ilm iş haldeki) ç ift y arık  deneyinde 
açık lad ığ ım  üzere bu  işlem eyecektir. Çünkü bu  yaln ızca, tek il yerle rdek i 
tekil o la s ılık la r  k o n u su  o lsayd ı, bazen  ek ran  üzerinde, k ay d a  değer ş id d e 
tin  b u lu n d u ğ u  o ldukça ayrı k o n u m la rd a  iki beneğ in  görünm esin i, k ay n ak 
tak i tek il b ir  p a rçac ığ ın  yay ın ım ın ı aç ık layan  yaln ızca  b ir  dalga  fonksiyo 
nuy la  b irlik te , beklem em iz gerek ird i. Zorluk, p a rçac ık la rım ız ın  e lek tro n la r 
g ibi yük lü  p a rç a c ık la r  o lduğunu  d ü şü n ü rsek  d ah a  b e lirg in  hale  g e tirilm iş  
olur. Ç ünkü, kay n ak tak i tek il b ir  e lek tro n u n  yay ın ım ı ek rana  u la şa n  b ir  
ç ift e lek tron  şek linde so n u ç lan ab ilse , yaln ızca  a ra  s ıra  b ile  böyle o lsa , bu  
d u ru m d a  yük k o runum u  y asa s ın ın  ç iğnenm esine sah ip  olm am ız gerek ird i. 
Aynı du rum , k o ru n an  h erh an g i b aşk a  b ir  p arçac ık  "kuan tum  say ısı"nda 
da, ö rneğ in  n ö tro n la rı k u llanm am ız gerekseyd i b a ry o n  ko ru n u m u n d a 
(§25.6) o lduğu gibi, g eç e rlid ir .121121 Bu tü r  korunum  d ışı d av ra n ış  devasa  
b o y u tta k i deneysel k an ıtla  büyük  uyuşm azlık  göste rir. Yine de e lek tron  ve 
n ö tro n la r, az önce aç ık lad ığ ım  ç ift y a rık  deney indek i d av ra n ış la  so n u ç la 
n an  tü rd e  öz g iriş im  gösterir!

Öyleyse d a lg a /p a rçac ığ ı an lam a d a  ta m  o la rak  hiçb ir yere  gelm iş olduk; 
baz ı k ızg ın  o k u rla r hak lı b iç im de a r ta n  b ir  sa b ırs ız lık  iç inde kesin lik le  i t i 
raz  edecektir! S abred in  lü tfen , da lga  fonksiyon la rım ız ı yo rum lam ay ı b i t i r 
m edik. D algan ın  tü m ü n ü  yaln ızca  tek il b ir  p a rçac ığ ı aç ık la r b iç im de (ya 
da p arçac ık  "olarak") düşünm ek  zorunday ız. B elirli b ir  an lam d a  o, ek ran  
üzerindek i değ işik  y erle rde  o rtay a  çıkacak  b ir  benek  o lasılığ ın ı be lirlese  
de bu  o lasılık  y a ln ızca  o tek  p a rçac ık la  ilg ilid ir. Bu yorum , dalga  fo n k si
yonunu  yerel b iç im de, ek ran  üzerin d e  b u lu n a n  h e r  ay rı yerdeki b ir  benek

S  [21.12] Bu tü r  çift benekli b ir  görünüm  olasılığının böylesi b ir  tablo uyarınca, dalga fonksi
yonu şiddeti biçim indeki benek görünüm ü olasılığı yasası ne olursa olsun, son derece m üm 
kün olm ası gerektiğini gösterin. İpucu-, Ekranı, her birindeki benek görünüm  olasılığı eşit 
olacak şekilde ikiye bölün.



o lu şu m u  o lasılığ ın ı b ağ ım sız  o la rak  su n a r  şek ilde d ü şü n ü rse k  geçersiz 
o lacak tır. B ir dalga  fonksiy o n u n u  b ü tü n  b ir  şey  g ib i d üşünm ek  zo ru n d a 
yız. B ir yerde b ir  benek o lu şm asın a  sebep  o lu rsa  görev in i yapm ış dem ek
t i r  ve b u  be lirg in  y a ra tm a  eylem i onun  b aşk a  b ir  yerde  de b ir  benek  o lu ş
tu rm a s ın ı y asak la r. D alga fon k siy o n la rı b u  önem li an lam d a , k lasik  fizik
tek i d a lg a la rd a n  o ldukça fa rk lıd ır . D alganın  fa rk lı p a rç a la r ı , h e r  b ir i yo lu 
n a  uzak  b ir  bölgede ne o lm ak ta  o ld u ğ u n d an  b ağ ım sız  b iç im de devam  eden 
yerel ra h a ts ız lık la r  şek linde düşünü lem ez. D alga fo n k siy o n la rı kuvvetli 
şek ilde  yerel o lm ayan  b ir  k a ra k te re  sa h ip tir ; b u  an lam d a  o n la r  tüm üyle  
h o lis tik tir.

H a tta  bu  nok taya, b ir  şek ilde fa rk lı b ir  deneysel d u ru m la  d a h a  güçlü  
b iç im de u la ş ıla b ilir . Bu bize, b ir  d a lg a /p a rçac ığ a  ilişk in  dalga  p ak e t ta b 
lo su n u n , p arçac ık  benzeri k u an tu m  d av ra n ış ın ı kend i b a ş ın a  aç ık lam ak ta  
o ldukça y e ters iz  ka ld ığ ın ı son  derece açık hale  getirm e ek av a n ta jın a  da 
sa h ip tir . T ıpkı önceki g ib i b ir  p a rçac ık  kaynağ ı o lduğunu  düşünelim . Bu 
kay n ağ ın  yaln ızca  b ir  tek  p arçac ık  yayd ığ ın ı varsayacağ ız . B ir ç ift yarığa  
sa h ip  b ir  engel k u llan m ak  yerine  pa rçac ığ ın  yolu  üzerin d e  h u z m e  ayırıc ı 
o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  şey  o lduğunu  varsayacağ ız . P arçacığ ım ızı b ir  fo 
to n  o la rak  düşünm ek  h ay a l gücüm üze yard ım cı o lu r ve huzm e ay ırıc ın ın  
fo ton  dalga  pake tim izi d e rin  b iç im de u za k la ş tır ılm ış  iki p a rç ay a  bö lm esi 
gereken  b ir  tü r  "yarı g üm üşlenm iş ay n a "7 o lduğunu  h ay a l edebiliriz . Kav
ra y ışa  ilişk in  açık lık  iç in  gelin  zihn im izde "deney"im izin y ıld ız la ra ra s ı 
u zay d a  g erçek leştir ild iğ in i ca n la n d ıra lım  (ve okur b u ra d a  b irazc ık  da o lsa 
p ra tik  o lm ayan  h iç b ir  şey önerm ediğ im e d ik k a t e tm elid ir; ö rneğim iz y a l
n ızca , k u an tu m  m ekan iğ in in  o la ğ an ü s tü  k o şu lla r  a ltın d a k i çok tem el bazı 
ön g ö rü lerin i gösterm eye h izm et edecektir). D ilersek  fo to n a  a it dalga  fonk 
s iyonunu , k ay n ak tan  derli to p lu  küçük  b ir  dalga  p ak e ti b iç im inde  çıkan 
fa k a t huzm e ay ırıc ıy la  k a rş ıla ş t ık ta n  so n ra  kend isin i, d iyelim  ki b irb irin e  
d ik yönlerde, b ir  d a lga  p a k e t p a rç a s ı huzm e ay ırıc ıd a n  y an s ıtıla c a k  ve d i
ğer d a lga  p ak e t p a rç a s ı onun  iç inden  ak ta rıla ca k  b iç im de ikiye bölecek b ir  
şek ilde h ay a l edeb iliriz  (Şekil 21.8). Tüm  dalga fonksiyonu  b u  iki p a rç an ın  
to p lam ıd ır. İs te rse k  fo to n a  a i t  d a lga  fo n ksiyonunun  fo to ğ ra f  lev h ası y a  da 
b aşk a  tü r  b ir  a lg ılay ıc ıy la  d u rd u ru lm a s ın ı seçm ekten  önce b ir  yıl boyunca 
bek leyebiliriz . A rtık ik i p a rç a  b irb ir in d e n  çok u za k ta  o la ca k tır  fak a t b irb i
r in d en  1,4 ış ık  y ılın d an  d a h a  faz la  b ir  uzak lık la  ay rı (iki fa rk lı uzay  labo- 
ra tu v a rın d a ) b u lu n a n  ik i m e sle k ta şa  sah ip  o lduğum u h ay a l edebilirim .

7 Kesinliğe sahip  deneylerde, böylesi b ir  şeyin  gerçek b ir güm üşlem e içerm esi olası değildir 
fakat o, ince b ir saydam  m alzem enin iki ta rafından  yansıtılan  dalgalar arasındaki girişim  
etkilerini kullanır.
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Ş e k i l  21 .8  Ö lçü len  b ir  dalga  
fo n k s iy o n u n u n  yerel o lm ayan  
doğasın ı g ö ste re n  kura m sa l b ir  
u za y  deneyi. F o tona  il işk in  d a l
ga  fo n k s iy o n u  ka y n a k ta n  derli 
to p lu  k ü ç ü k  b ir  da lga  p a ke ti  
olarak ç ıka r  fa k a t  h u zm e  
ayır ıc ıy la  ka rş ıla ş tık ta n  sonra  
b ir  ış ık  y ılı u za k lık ta k i D ve  E  
a lg ılay ıc ıla rın a  b ir  y ıl sonra  
u la şm a k  üzere  ik iy e  b ö lünür. D 
ve  E 'd e n  y a ln ızc a  b iri fo to n u  
kaydedeb ilir .

H er b ir  m eslek taşım  ayrı b ir  a lg ılay ıc ıya  s a h ip tir  ve h e r  ne k a d a r  iki dalga  
p ake t p a rç a s ın ın  h e r  b ir i a r tık  b ireyse l o la rak  önem li b iç im de dağ ın ık  h a 
le gelm iş o lsa  da m eslek taş la rım ın  ik isi de dağ ın ık  dalga  p ak e tin i top lay ıp  
kendi a lg ılay ıc ıla rın a  odak layan  p a ra b o l b iç im li büyük  b ire r  y an s ıtıc ı ay 
naya sa h ip tir . K uan tum  m ekaniği ne o lacağ ın ı söyler? O, as lın d a  fo tonu  
m e sle k taş la r ım d a n  b ir i ya da d iğerin in  a lg ılayacağ ın ı fa k a t ik is in in  b irlik
te  a lg ılayam ayacağ ın ı söyler. Bu, k la s ik  b ir  d a lg an ın  yapacağ ı b ir  şey d e
ğ ild ir. İki m eslek taşım ın  1,4 ışık  y ılın d an  d a h a  faz la  uzak  o ld u k la rın ı 
an ım say ın . G örelilik  a ra la r ın d a n  1,4 y ıld an  d a h a  az sü red e  h iç b ir  s in y a lin  
geçem eyeceğinde ıs ra r lıd ır  (§17.8); y ine de b ir  dalga  p ak e ti p a rç a s ın ın  b ir  
fo ton  o rtay a  koym ası gerçeği, k a rşılık lı b iç im de, 1,4 ışık  y ılı uzak tak i d i
ğerin in  ayn ı şeyi y ap m asın ı önler. Y alnızca b ir  y ıllık  b ir  zam anda  h e r  b i
rin d en  ne o lduğunu  öğren irim  ve yaln ızca  b ir in e  b ir  fo tonun  u la ş tığ ın ı gö
rü rü m . H er m eslek taş ın  e riş tiğ i dalga  fonksiyon  p a rç as ı, dalga  fonksiyo 
n u n  d iğer p a rç a s ın ın  ney in  p eş in d e  o lduğunu  "bilir" gö rünür! Bu deneyi 
gerçek leştird iğ im  h e r  se ferinde o n la rd a n  b ir i ya da d iğerin in  fak a t ik is i
n in  de değil, fo ton  a ld ığ ın ı bu lu ru m . K lasik b iç im li h iç b ir  dalga  etk isi, 
d alga  fo n ksiyonunun  ik i p a rç a s ı a ra s ın d a  gö rü n ü rd ek i bu  "an lık  ile tiş im i" 
gerçek leştirem ez. K uan tum  dalga fo n k siy o n la rı k lasik  d a lg a la rd a n  öylece 
fa rk lıd ır .

Yine de şüpheci oku r h â lâ  ikna o lm am ış o la b ilir  çünkü  fo ton  h u z m e  
ayırıc ıda  b ir  yönde ya da d iğerinde g itm eye ilişk in  seçim in i b as itç e  y a p 
m ışsa  bu  tü r  h iç b ir  ile tiş im  gerekm ez. Çok doğru . Ü sttek i deneysel d ü ze
neğin  g ö ste rd iğ i şey b ir  fo tona  ilişk in  p a rç ac ık  benzeri g ö rünüm dür. Fo
to n  yere lleşm iş ve p a rçac ık  benzeri b iç im de k a lacak sa  bu  d u ru m d a  hang i 
yöne gideceğiyle ilg ili k a ra r  huzm e ay ırıc ıd a  verilm iş o lm alıd ır. (Yerelleş
m iş b ir  p a rçac ık  eşzam an lı o la rak  ışık  y ılı sü re le ri ü ze rin d en  uzatılam az!)



Bu tü r  deney ler tü m ü y le  fo to n la rın  u ğ raşm ak  zo ru n d a  o lduğu  şey ler o l
say d ı böylece dalga fo n k siy o n la rın a  gerek olm azdı. B unun la  b irlik te  h u z 
m e ay ırıc ıd a n  o rtay a  ç ık tık tan  so n ra  fo ton  ü ze rin d e  gerçek leştirileb ilecek  
fa rk lı deney ler de m ev cu ttu r. Zavallı m in ik  fo tonum uz, o r ta y a  çıkm ak üze
reyken, m eslek taş la rım ın  ona ilişk in  fa rk lı b ir  a lın  y az ıs ı ta sa r la m a d ık la 
r ın ı n as ıl b ileb ilir?  H er b ir in in , b ireyse l o la rak  fo tonu  a lg ılam ak  yerine  şu  
p la n ı h az ırlam ış  o ld u k la rın ı dü şü n ü n . D alga fo nksiyonuna  a it kendi p a r 
ça la rın ı ay rı ay rı d ö rd ü n cü  b ir  konum a y a n s ıtır la r  ve y a n s ıtıla n  bu  iki 
p a rç a  faz lad a n  b ir  y ıl so n ra  eşzam an lı o la rak  ik inci b ir  huzm e ay ırıc ıy la  
k a rş ıla ş ır  (Şekil 21.9). O rada, gelen  h er b ir  dalga  p ak e ti p a rç a s ı b ireyse l 
o la rak  ikiye ay rılır  ve böylece b u  huzm e ay ırıc ıd an  o rtay a  ç ıkan  b ir  yarı, 
b ir  A alg ılay ıc ısıy la  k a rş ıla şm ak  üzere b ir  yöne ve o rtay a  ç ıkan  d iğer y arı 
d a  b aşk a  b ir  B a lg ılay ıc ıs ın a  v a rm ak  üzere d iğer yöne g ider. (Bu, iki m es
le k ta ş ım d an  h e r  b ir in in  b u lu n d u ğ u  ayrı o rtam d an  gelen ik i dalga  p ak e ti 
p a rç a s ın ın  h e r  b ir i iç in  ay rı ay rı geçerlidir.) Tüm  yol u zu n lu k la rı uygun  
b iç im de ta m  o larak  ay a rla n m ışsa  (hepsi e ş it diyelim ), b u  d u ru m d a  d ikkat 
çekici b iç im de, o rtay a  çıkan  fo to n u n  a lg ıla y ıc ıla rd an  y a ln ızca  b irin i etk in- 
le ştireb ileceğ in i, d iyelim  ki A, B değil, gö rü rüz çünkü  B 'deki d a lga  fo n k si
yo n u n u n  iki p a rç a s ı a ra s ın d a  y ık ıcı b ir  g iriş im  söz konusuyken  A 'dakinde 
yap ıc ı b ir  g irişim  m evcu ttu r.

Bir fo to n a  ilişk in  b ü tü n ü y le  parçac ık lı h iç b ir  ta b lo  b u n u  g erçek le ştire 
mez. D alga /parçac ık  ik iliğ ine  ilişk in  dalga  g ö rü n ü m ü n ü  aç ık lam ak  üzere 
a r tık  d a lga  fonksiyonu  kesin lik le  gerek lid ir. F o ton  ilk  huzm e ay ırıc ıs ın ı 
te rk  ederken  hang i m eslek taşım a  doğru  yol a lacağ ın a  ilişk in  seçim in i çok
ta n  y ap m ışsa  d iğer ro ta  ilg isiz  h a le  gelir. Bu d u ru m d a  sonuç o larak  fo ton  
ik inci huzm e ay ırıc ıya  u la ş tığ ın d a  yaln ızca  b ir  yönden  gelm iş o lu r ve ya  A 
ya  d a  B 'ye u la şm ak  üzere  h e r  ik i yo ldan  da g idebilir. A rtık  on u n  B a lg ıla 
y ıc ıs ın a  u la şm a s ın ı engelleyen gerek li y ıkıcı g irişim e ilişk in  h iç b ir  o lasılık  
yok tu r. K ayıt yap an  a lg ılay ıc ı h e r  zam an  A o lduğundan , b u  durum , fo to 
n u n  ilk  huzm e ay ırıcıy ı te rk  ederken  seçim in i b a s it  b iç im de yapm ış o lm a
sı olam az. F o tonun  k u llan ab ileceğ i a l te rn a tif  ro ta la r ın  h e r  ik is in in  de fo
to n  ta ra f ın d a n  ilk  huzm e ay ırıc ıd a n  İk incisine geçişi s ıra s ın d a  eşzam an lı 
o la rak  h issed ilm iş  o lm ası g e re k lid ir .8

Kuantum  m ekaniğine ilişkin de Broglie-Bohm kuram ı, Bohm ve Hiley, 1994, olarak anılan 
açıklam ada dalga ve parçacık görünüm lerinin her ikisi de  aslında eşzam anlı olarak koru
nur. Burada parçacık seçim ini aslında huzme ayırıcıda yap ar fakat dalga h er iki rotayı da 
eşzam anlı olarak incelemeye devam eder. Son huzme ayırıcıya ulaşıld ığ ında, parçacığı A al
gılayıcısına ulaşm ak konusunda b ilgilendirip  onun B'ye gitm esini yasaklayan şey dalgadır. 
Bu ilginç fakat "alışılmadık" (ve hâlâ  yerel olmayan) bakış açısını §29.2'de değerlendirm eye 
çalışacağım .
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Ş e k il  21 .9  Y ıld ızla ra ra sı b ir  ö lçek
tek i M ach-Z ehrıder g iriş im ö lçeri. 
İ lk  h ıızm e  a y ır ıc ıd a n  or ta y a
ç ıkm a s ı ü ze r in e  b ir  fo to n , Şekil
21 .8 'deki d ü ze n le m e  yer in e  dalga  
fo n k s iy o n u  k ıs ım la r ın ın  D ve  E 'de  
b u lu n a n  ayn a la rd a n  ik in c i b ir
h u zm e  a y ır ıc ıs ın a  ya n s ıtıla ca ğ ın ı  
nasıl b ile b ilir? B u  k a rş ıla şm a  so n 
rası fo to n u  y a ln ızc a  A  a lg ıla y ıc ıs ı 
h issed eb ilir .

E lbette , ü s tte  aç ık lan an  as tro n o m ik  ölçekli b e lir li d u ru m la rım d a  b ü 
yük  o ran d a  a ş ır ı h ay a lp e re s t oldum . Bu tü r  b ir  tem ele sah ip  h iç b ir  k u a n 
tu m  deney in in  gerçekten  yap ılm ad ığ ı açık tır! Öte ta ra f ta n  b u  tü r  deneyin  
y er tem elli v ers iyon ları, ış ık  y ılı yerine  belk i de m etre  u zun luğu  k u lla n ıla 
rak  (sonuncusu  b ir  M ach-Z ehnder g irişim ö lçe r o la rak  a d la n d ır ıla n  şey o l
m ak üzere) s ık lık la  yap ılage ld i ve k u an tu m  m ekan iğ in in  bek len tileriy le  
a s la  çe lişilm edi. K ilit b ilm ece, b ir  fo to n u n  (ya da b a şk a  k u an tu m  p a rç a c ı
ğı) k en d isi üze rin d e  ne tü rd e  b ir  deney gerçek leştirileceğ in i o deney  g e r
çek ten  y ap ılm a d an  önce b ir  şek ild e  "bilm ek" zo ru n d a  gö rünm esid ir. Ken
d in i, (ilk) huzm e ay ırıc ıd an  ay rılırk en  "parçacık  m odu ''n a  m ı yoksa "dalga 
m odu"na m ı sokacağ ın ı b ilm eye ilişk in  öngörüye n as ıl sa h ip  o lab ilir?

K uantum  k u ram ın ın  işlem e b iç im i p a rçac ığ a  b u  tü r  h e rh an g i b ir  öngö
rü  verm ek değil fak a t b ir  dalga  fo nksiyonuna  ilişk in  yerel o lm ayan  ho lis- 
tik  k a ra k te ri b a s i t  o la rak  k ab u l e tm ek tir. Y ukarıdak i deney lerin  ik is inde 
de d a lga  fonksiyonunu  ilk  huzm e ay ırıc ıd a  ik i p a rç ay a  bö lü n m ü ş o larak  
k ab u l e ttik  ve d a lg a /p a rç ac ığ a  ilişk in  p a rçac ık  b en zeri görünüm  a lg ılay ı
c ıd a  y a ln ızca  ölçüm  sonuç o la rak  g erçek le ştir ild iğ in d e  o rtay a  çıktı. Öl
çüm , da lga  fo n k siyonunun  h o lis tik  k a ra k te rin i p a rçac ığ ın  h e r  zam an  y a l
n ızca  tek  b ir  yerde  o rtay a  çıkm ası, b ir  konum dak i g ö rü n ü m ü n ü n  h erh an g i 
b a şk a  b ir  yerdek i eşzam an lı g ö rü n ü m ü n ü  y asak la m as ı an lam ın d a  açık h a 
le g e tirir.

21.8 Gizemli "kuantum sıçramaları"
A rtık d ah a  b ü yük  b ir  so ru n  b e lirm ek ted ir. B ir "ölçüm "ü o lu ş tu ra n  fiz i

ki d u ru m u n  h an g is i o lduğunu  n a s ıl b iliriz?  B ir p a rçac ığ a  ilişk in , uzay ın  
m enzili b o yunca  o ldukça fa rk lı iki yöne dağ ılm ış o lan  b ir  dalga  b iç im in 
deki b u  d a lga  fonksiyonu  aç ık lam asın ı m em nun  şek ilde ku llan ag e ld ik ten



so n ra , n iç in  b ird en b ire  b u n a  ilişk in , a lg ılan m ası gerçek leşir  gerçekleşm ez 
yere lleşm iş b ir  p a rçac ık  b iç im indek i aç ık lam aya dönm em iz gerekir? Bir 
k u an tu m  p arçac ığ ıy la  ilg ili b u  ayn ı tü rd ek i tu h a f  ta b lo , ç ift y a rık  deney i
m izin  ek ran ın d ak i a lg ılam aya  ilişk in  o larak  da, tıpk ı çok u zak la rd ak i m e s
le k ta ş la r ım  ta ra f ın d a n  k u lla n ıla n  (belirsiz) "a lg ılay ıc ıla r"da o lduğu  gibi, 
uygun  gö rünü r. Ş im diye k ad a rk i aç ık lam alarım d a , da lga  benzeri g ö rü 
n ü m le rin  p arçac ığ ı a lg ılam ak  üzere  "b ir ölçüm  gerçek leştirm eyi" ta m  o la 
rak  seçene dek ko runm ak  zo ru n d a  o lduğu  kesin  b iç im de g ö rü lüyo r fak a t 
d a h a  so n ra  an iden , d a lg a  fonksiyonu  ta b lo su n d a n  ölçüm  ta ra fın d a n  su n u 
lan  "gerçekliğe" geçtiğ im izde d u ru m a ilişk in  tu h a f  b ir  sü rek siz  (ve yerel 
olm ayan) değ işim in , b ir  k u a n tu m  s ıç ra m a sın ın  söz k o n u su  o lduğu  p a rç a 
cık b en zeri b ir  aç ık lam aya  dönüyoruz. N eden? Bir "ölçüm " o lay ın d a  Schrö- 
d in g e r denklem ince su n u la n  s ta n d a r t  k u an tu m  gelişim  iş lem in d en  fark lı 
(ve son  derece yerel olm ayan) b ir  m a tem atik se l iş lem in  ben im sem esi ge
rek tiğ in i ta lep  eden  a lg ılam a iş lem in d en  ne haber?

Bu kafa  k a rış tır ıc ı k o n u la ra  d ah a  so n ra  23, 29 ve 30. bö lüm lerde  b iraz  
d a h a  d erin  b iç im de yönelm eye ça lışacağ ım . Yine de b u  tu h a f  "sıçram a" i ş 
lem ini, en az ın d an  b iç im sel m atem atik se l aç ık lam a düzey inde b en im se
m ek zo ru n d a  o lduğum uzu  k ab u l etsek  bile , b u n u n  b ize d a lga  fonk siy o n u 
n u n  "gerçekliği" h ak k ın d a  ne söylediği so ru su  o rta  yerde  d u rm ak tad ır . Ku
an tu m  d u ru m u n a  ilişk in , S chröd inger denklem iyle uyum lu  h erh an g i b ir  
sü rek li gelişim  ta ra f ın d a n  k a p s a n ır  görünm eyen  b ir  iş lem  o lan  b u  "s ıç ra 
m a" çok say ıda  fizikçin in , d u ru m  v ek tö rü n ü n  ge liş im in in  fiziki gerçekliğe 
ilişk in  y e te rli b ir  aç ık lam a o la rak  cidd i b iç im de k ab u l ed ilip  ed ilem eyece
ğ ine d a ir  şüphe lenm esine  yol açan  şeydir. S ch rö d in g er 'in  kend is i de "ku
an tu m  s ıç ra m a la r ıy la  ilg ili son  derece ra h a ts ız d ı ve N iels B ohr'la  olan 
b ir  d iya logunda şu n u  b e lir t t i :9

Tüm  b u  la n e t o lası k u an tu m  s ıç ram ası gerçek ten  k a lıc ıy sa  şim diye dek 
k u an tu m  kuram ıy la  ilg ilend iğ im  iç in  üzgün  olm alıyım .

Ş im dilik, k u an tu m  d u ru m u n u n  kend isi a rac ılığ ıy la  b ir  sü re  b ir  dalga 
fonksiyonu  b iç im inde genellik le uzay  içe ris in d e  (fakat o la sılık la  y ine daha 
yere lleşm iş b ir  bölgeye odak lanm ış olm ak üzere) d ağ ıla rak  g eliştiğ i bu  tu 
h a f  açık lam ayı, en az ın d a n  k u an tu m  d ü n y as ın a  ilişk in  m atem atik se l b ir  
m odel o la rak  k ab u l edelim ; fa k a t so n ra  b ir  ölçüm  gerçek leştirild iğ inde  
du ru m  yere lleşm iş ve özgün b ir  şey ha line  çöker. Bu an lık  yerelleşm e, d a l
ga fo n k siyonunun  dağ ılım ı ö lçüm den önce hang i b iç im de o lu rsa  o lsun  
gerçek leştik ten  so n ra  du ru m  y ine bu  b e lir li yere lleşm iş d u ru m d an  b a ş la 
y ara k  genellik le y ine b ir  so n rak i ölçüm  gerçekleşene k a d a r  dağ ıla rak  Sch-

9 Heisenberg tarafından aktarıldığı üzere, 1971, s. 73.



rö d in g er güd ü m lü  b ir  dalga  b iç im inde gelişir. Ü sttek i deneye (ve "düşünce 
deneyine") daya lı d u ru m la rd an , b ir  d a lg a /p a rç ac ığ ın  p arçac ık  benzeri gö
rü n ü m le ri b ir  ö lçüm de o rtay a  ç ıkan  şey lerken, ö lçüm ler a ra s ın d a  o rtay a  
ç ık an la rın  da lga  benzeri şey ler o lduğu  iz len im i elde ed ileb ilir.

Bu, k u an tu m  m ekan iğ in in  bize söy led iğ i gerçek ten  çok uzak  değ ild ir 
fak a t ik i d a lg a /p a rç ac ık  görünüm ü  h iç b ir  b iç im de böy lesine b a s it  o la rak  
betim lenem ez. Bazı fiz ikçile r esasen , tü m  ö lçüm lerin  so n u ç ta  konum a iliş 
k in  o lduğu  b iç im indek i gö rü şü  b en im se rk en ,10 ben  bu  tü r  b ir  p e rsp e k tifin  
son  derece d a r  o lduğunu  d ü şünüyorum . A slında k u an tu m  fo rm alizm in in  
no rm al su n u lu ş  b iç im i ö lçüm lerin  tek  b a ş ın a  konum a ilişk in  o lm asın ı ge
rek tirm ez. Ö rneğin b ir  p arçac ığ ın  m om en tum una (ya da d iyelim  ki b ir  ek
sende ona a it aç ısa l m om entum a) ilişk in  ölçüm , konum a ilişk in  o lan  k ad a r  
iyi b ir  ölçüm  o lu ş tu ru r . Konum  ve m om entum  ö lçüm leri a ra s ın d ak i ilişk i
yi §21.11'de ta rtışa c a ğ ım  fak a t k u an tu m  fo rm alizm in in  ö lçüm leri n a s ıl ele 
ald ığ ın a  ilişk in  genel soru  so n rak i bö lüm e kalacak . B ir k u an tu m  s is te m i
n in  fizik i ö lçüm üne ilişk in  m atem atik se l aç ık lam an ın , b ir  (Schrödinger) 
k u an tu m  g eliş im inden  çok fa rk lı b ir  şey  o lduğu  görülecek. Bu tu h a f  g e r
çekten  k ay n ak lan an  ta r tışm a lı k o n u la r  d ah a  son ra , en b ü tü n lü k lü  b iç im de 
29. bö lüm de ta rtış ıla c a k .

21.9 Bir dalga fonksiyonundaki olasılık dağılımı

Gelin b u ra d a  b ira z  d ah a  s ın ırla n m ış  olan, ip d alga  fonksiyonunun  bize 
p a rçac ığ ın  konum uyla  ilg ili ne söy lem esi gerek tiğ i so ru su n a  yönelelim . 
K uantum  k u ram ın ın  k u ra lla r ı b ize ip'n in  m o d ü l karesi |ı/>|2'n in  (= ıpıp; bkz. 
§10.1), p a rçac ığ ı çeş itli o lası u zam sa l k o n u m la rd a  b u la ra k  b ir  konum  ö l
çü m ünün  o lab ilir liğ in i veren  o lasılık  dağ ılım ı o larak  y o ru m lan m ası gerek
tiğ in i söyler. Bu neden le  p arçac ık  en çok, dalga  fo n k siyonunun  m u tlak  de
ğerin in  en büyük  o lduğu  yerde b u lu n m a eğ ilim inded ir. Bu değer nerede 
s ıf ırsa  p a rçac ık  o rad a  bu lunm az. P arçacığ ı uzayda  h erh an g i b ir  yerde 
bu lm a o lasılığ ı l 'd ir ;  böylece |ı/)|2'n in  tü m  uzay  ü zerin d e  a lın an  in teg ra- 
li,11 d iğer b ir  dey işle

Bu koşu l sa ğ la n ırsa  ip d alga  fonksiyonu  norm a lleştir ilm iş  t i r  deriz.

10 Bkz. Goldstein, 1987; Bell, 1987.

11 Pek çok yazar "norm"u burada Ilı/'U'yle ifade ettiğim şeyin ka re k ö k ü  olarak tanımlayabilir, 
başka bir deyişle benim kullandığım ||ı/ı|| onların ||ı/>||2'sidir.

l 'e  e ş ittir:

M  =  ı.



Bu n o rm alleş tirm e  gereksin im i, ken d isin in  baş lad ığ ım ız  ıp =  elP' x/,ft 
"m om entum  durum u" d a lga  fo n k siy o n la rın ı red d e ttiğ in e  ilişk in  ra h a ts ız  
ed ici b ir  im aya s a h ip tir  çünkü  sonsuz  uzay ın  tü m ü  ü zerin d e  \ıp\2 = l 'd i r ,  
böylece ü s tte k i in teg ra l (uzayın to p lam  hacm ine e ş it olm ak üzere) ıraksar. 
Bu neden le  m om entum  d u ru m la rın ı gerçek leştirilem ez id e a liza sy o n la r  
o la rak  değerlend irm ek  zorunday ız. D iğer ta ra f ta n  dalga  fon k siy o n la rıy la  
ilg ili b ir  b iç im de d ah a  ra h a t  b ir  tu tu m  ben im sersek  h a y a tı m om entum  d u 
ru m la rı iç in  b ira z  d ah a  kolay  h a le  ge tireb iliriz . N orm alleştirm e k oşu lunu  
sa ğ lam asa  b ile  ı/ı'ye h â lâ  b ir  "dalga fonksiyonu" d iyeb iliriz  fa k a t sa ğ la rsa  
onu b ir  no rm a lleştir ilm iş  da lga  fo n k s iy o n u  o la rak  ad lan d ırır ız .

Bir d a lga  fonksiyonu , llt/'ll'yi tan ım la y an  in te g ra l y a k ın sa rsa  norm a lle
şebilir  o lacak tır. Bu d u ru m d a  n o rm a lle ş tirilm iş  dalga  fonksiy o n u n u  elde 
etm ek üzere ip'yi ||ı/»||'nin kareköküne bö leb iliriz : ı/<||*/ı||-1/ 2. Y alnızca n o r
m a lle şeb ilir  d a lga  fo n k siy o n la rı fiz ik i o la rak  gerçek leştirilm e şa n s ın a  s a 
h ip tir . D iğerleri (örneğin m om entum  du rum ları) a s lın d a  fizik i idea lizas- 
y o n la rı te m sil eder. D alga fo n k siy o n la rın a  (no rm alleştir ilm esi zo ru n lu  d e 
ğildir) ilişk in  karm aşık  v ek tö r uzay ı W d u ru m  uzay ım ızd ır. A slında dalga 
fo n k siy o n la rım ızd an  b a z ıla rın ın  e sase n  h ip e r  işlevse l (§9.7) o lab ilm esine 
de iz in  verm ek zo runda  olacağım . B unun  neden i k ısa  sü re  iç inde  açık  hale  
gelecek.

F iziki yo rum la ilg ili o la rak  (bu d a h a  ra h a t tu tu m a  iz in  vererek), ıp s ıf ır  
o lm ayan  sa b it  b ir  k a rm aşık  say ıy la  ç a rp ılırsa  bu  d u ru m d a  d a h a  önceki g i
b i ayn ı fizik i du ru m u  g ö ste rir. 0  gerçel b ir  sa b it olm ak üzere, ıp  ve e10 j/j 'yi 
fizik i o la rak  eşdeğer k ab u l etm ek, h e r  du ru m d a, k u an tu m  k u ram ın d a  
s ta n d a r tt ı r .  B aşka b ir  deyişle , dalga  fonksiyonunu  sa b it  b ir  faz la  çarpm ak  
fizik i d u ru m a  ilişk in  h iç b ir  fa rk lılık  y a ra tm az . (Açıktır ki bu , |2'n in  
değerin i etkilem ez.) B unu b ira z  d ah a  ileriye ta ş ıy ıp , dalga  fo n ksiyon la rın ı 
h â lâ  eşdeğer k ab u l ederek s ıf ır  o lm ayan  karm aşık  h e rh an g i b ir  k sab itiy le  
ça rp m ay a  iz in  verm ek çok d a  m a n tık  d ış ı olm az:

ıp  =  Kip.

(Schrödinger denk lem in in  de b u  değ işik lik ten  etk ilenm ediğ i açık tır.) Bu 
denkliğ i h e sa b a  ka tm ak  d a lga  fo n k siy o n la rın ın  W  k arm a şık  vek tö r u z a 
y ın d a n  onun  idealize  ed ilm iş "fiziki d u ru m la r" ın ın  izd ü şü m se l PW  u zay ı
n a  geçm ek an lam ın a  gelir. (İzdüşüm sel uzay  kavram ı iç in  §15.6 'ya b a 
k ın .)12 E lb e tte  genel ıp >—» Kip genel s a b it  ö lçeklem esi \rp\2'y i korum az, öy
leyse p a rçac ığ ın  konum una ilişk in  o lasılık  yoğun luğunu , ıp n o rm alleş tiril-  
m ed iğ inde de geçerli o lacak  şek ilde  yen iden  yorum lam am ız gerekir. Bunu,

12 Çeşitli yazarlar kuantum  m ekaniksel form alizm i zarif b ir  biçimde bütünüyle bu izdüşüm sel 
çerçeve içinde geliştirdiler. Özellikle bkz. Brody ve Hughston, 2001; H ughston, 1995; Ashte- 
kar ve Schilling, 1998.



o lasılık  yoğun luğunun , |ı/»|2'y i |ı/ı|2'n in  tü m  uzay  üzerindek i in teg ra lin e  
b ö lerek  elde ed ilm esi gerek tiğ ine ilişk in  gözden geçirilm iş k u ra lı sa ğ lay a 
rak  yaparız :

1̂ 0 0 12 
M  ■

Bazı d u ru m la rla , ö rneğ in  m om entum  d u ru m la rıy la  ilg ili o la rak  ||ı/ı|| ır a k 
sa r  ve böylece bu  yo lla h a s sa s  b ir  o lasılık  dağılım ı elde edem eyiz (olasılık 
yo ğ u n lu ğ u ,  sonsuz b ir  evrendeki tek il b ir  p arçac ık  iç in  m aku l o larak , h e r 
yerde s ıf ır  olm ak üzere).

Bu o lasılık  yo ru m lam asıy la  uyum lu  o larak , dalga  fo n k siyonunun  b ir  
"o lasılık  dalgası" b iç im inde ad la n d ır ılm a s ı a lış ılm ad ık  değ ild ir. Öte ta r a f 
ta n  b u n u n  çok y e ters iz  b ir  aç ık lam a o lduğunu  düşünüyorum . îlk  o larak  
ıp (x)'m  k end isi k a rm a ş ık tır  ve bu  d u ru m d a  kesin lik le  b ir  o lasılık  olam az. 
D ahası, (bü tünsel b ir  sa b it  ç a rp an a  bağlı) ip faz ı S chröd inger gelişim i için  
tem el b ir  b ile şen d ir. |ı/)|2'yi (ya da \ıp\2/\\ıp\\) b ile  b ir  "o lasılık  dalgası" o la 
rak  görm ek b a n a  pek ak la uygun  görünm üyor. Bir m om entum  d u rum uy la  
ilg ili o la rak  ıp'ye a it |i/j| m o d ü lü n ü n  gerçek ten  de tü m  uzayzam an  boyunca 
sa b it  o lduğunu  an ım say ın . |ı/>|'de, b ize d a lg an ın  h a rek e t yönünü  b ile  söy 
leyen h iç b ir  b ilg i yoktur! Bu da lg ay a  "dalga benzeri" k a ra k te rin i veren  
yaln ızca  fazd ır.

D ahası, o la s ılık la r a s la  n e g a tif  değ ild ir ve yaln ızca  k a rm aşık  o la rak  b ı 
rak ılm az . D alga fonksiyonu  yaln ızca  b ir  o la sılık la r d a lg ası o lsayd ı bu  d u 
ru m d a  yıkıcı g irişim e ilişk in  h e rh a n g i b ir  sad e le ş tirm e  a s la  söz konusu  
olm azdı. İki y a rık  deneyinde o ldukça can lı b iç im de p o rtre len m iş  (Şekil 
21.4d) b u  sa d e le ş tirm e  k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  k a ra k te r is tik  b ir  özel
lik tir.

Bu n o k ta d a  ta rtışm a y ı h afifçe  de rin leştirm ek  ve §19.4 'teki, e lek tro 
m anyetik  a lan  ve onun la  ilg ili V ay a r b a ğ la n tıs ın a  ilişk in  d eğerlend irm ele
rim iz le  b a ğ lan tılı h a le  getirm ek  uygun  olur. D alga fonksiyonum uz yüklü  
b ir  p arçac ığ ı ta n ım lıy o rsa  b u  d u ru m d a  artık , 9 (=  0 (x)) e lek tro m an y etiz 
m an ın  b ir  a y a r  b a ğ lan tıs ı b iç im inde  d av ra n m asın a  o lanak  sağ lay an  ge
rek li "ayar s im etris i"n i su n an , konum a ilişk in  rasg e le  b ir  gerçel say ı fonk 
siyonu  olm ak üzere, ıp >—> e‘eıp b iç im inde a ya r  dönüşüm leri y ap m ak ta  s e r 
b es tiz . Az önce fak a t S ch röd inger'in  zam an  ak ış ın ın  esasen  d a lga  fo n k si
yo n u n a  a it fa z la rın  konum dan  konum a n as ıl değ iştik le ri b ilg is in e  bağ lı 
o lduğunu  ile ri sü rm ed im  mi? Bir ıp >—> e'eıp ay a r  dönüşüm ü  uygu lam ası, 
fa z la r ın  isted iğ im iz  h e rh an g i b ir  şeye dönüşm e b iç im in i değ iştirm em ize 
o lanak  sağ lar. Bu durum , fa z la r ın  n a s ıl değ iştiğ ine  ilişk in  k ritik  fiziki 
önem le ilg ili az önce id d ia  e ttiğ im  şeyle çelişm ez mi?



Pek de değil: b u  sa b it  o lm ayan  faz değ işim lerine  iz in  verilse  de bu , on 
la r  y a ln ızca  d / d x a iş lem cile rin d e  (diğer b ir  dey işle m om entum da) k arş ılığ ı 
o lan  b ir  değ işim le b ir le ş tir i l ir s e  soz konusu  olur. Bu değ işim  (Aa = Va6 ve 
e =  1 olm ak üzere, d / d x a •—> d / d x a — \eAa) ta m  o larak , V dem et b a ğ la n tıs ı
n ın  eylem ini değ işm em iş b ırak m ak  g ib id ir. "Faz b ilg isi" h â lâ  b u ra d a d ır  
fak a t a r tık  V 'nın ta n ım ıy la  k a rışm ış tır . ıp >—> e10ıp tek  b a ş ın a , rasge le  değ i
şen  8 'y la  b irlik te  b a s itç e  u ygu lanam az ve fizik i d u ru m u n  değişm em iş k a l
m ası um ulam az. 0 'y a  ilişk in  u zam sa l değ işim in  (V'yla bağ lan tılı)  a y r ın tı
la r ı d u ru m a ilişk in  d inam ik  b iç im li gelişim  iç in  te m e ld ir  ve id d ia  ed iyo
rum  ki ıp b ir  o lasılık  d a lg a s ın d a n  açık o la rak  çok d ah a  faz la s ıd ır. H er d u 
ru m d a , xp yüksüz  b ir  d a lg a /p a rç ac ığ ı (e = 0) ta n ım lıy o rsa  d u ru m  öncekin in  
ta m  o la rak  ayn ısıd ır.

21.10 Konum durumları

D alga fo n k siyonunun  y a ln ızca  "b ir o lasılık  dalgası"y la  ilg ili du ru m d a- 
k inden  çok d ah a  faz la  "gerçek" b ir  şey o lm ası gerek tiğ i b a n a  açık g ö rü n ü 
yor. S chrödinger denklem i b ize (yüklü o lsun  ya da o lm asın) b u  d u ru m la  il
g ili o la rak  zam anda  k es in  b ir  gelişim , a s lın d a  faz ın  ko n u m d an  konum a 
n a s ıl değ iştiğ ine  k ritik  b iç im de b ağ lı o lan  b ir  gelişim  su n a r. B unun la b ir 
lik te  b ir  d a lga  fonksiyonuna, üze rin d e  b ir  konum  ölçüm ü gerçek leştire rek  
"parçac ık  nerede?” diye so ra rsa k  b u  faz dağ ılım ı b ilg is in i kaybetm eye h a 
z ırlık lı o lm am ız gerekir. A slında ö lçüm den so n ra , h e r  şeye yeni b ir  dalga  
fonksiyonuy la  yen iden  b a ş lam ak  zorunday ız. Ö lçüm  sonucu  "parçacık  b u 
rad a"  diye id d ia  ederse  böylece yen i d a lga  fonksiyonum uz "burada" ko n u 
m u n d a  çok güçlü  b iç im de zirve y ap m ak  zo ru n d a d ır  fa k a t so n ra  S ch röd in 
ger gelişim i u y arın c a  y ine an i b iç im de dağ ılır. Konum  ö lçüm üm üz m u tla k  
b iç im d e  k esinse  b u  d u ru m d a  yen i d u rum  o konum da "sonsuz b iç im de z ir
ve yapm ış" olur; a s lın d a  o, §6.6'd a  k ısaca  ve §9.7 'de b ir  h ip e r  fonksiyon  
b iç im inde  k arş ılaş tığ ım ız  b ir  n icelik  o lan  D irac d e lta  fonksiyonuy la  aç ık 
lan m ak  zo ru n d ad ır.

F orm alizm in  b u n u n la  n a s ıl ilg ilend iğ in i görelim . B asit o lm ası iç in , b ir  
p a rç ac ığ ın  konum uyla , d iyelim  ki x x koo rd ina tı, ilg ili y a ln ızca  b ir  b ile şe 
n in  ö lçüm ünü  ele a lalım . Ö lçüm üm üzün so n u c u  "x1'le  ilg ili b e lir li b ir  d e
ğ e n e  sa h ip  b ir  konum  olm alıd ır; böylece m om entum  d u ru m u n d a  söy le
nen le  uyum lu  o la rak  ı/ı'nin X 1 iş lem cisine  (diğer b ir  dey işle  x 1'le  ç a rp ım ı
na) ilişk in  b ir  öz d u ru m  o lm asına , öz değer p arçac ığ ın  sa h ip  o lduğu  b ili
n en  X 1 k o o rd in a tın a  ilişk in  b e lir li X 1 değeri olm ak üzere, gerek  duyarız . 
x 1'e ilişk in



İ p  ■—* X 1 l p

eylem in in  b e lir li X 1 k o o rd in a t değeri A"1'e  (gerçel b ir  sayı) sa h ip  o lm ası 
iç in

X1!/» =  X xxp

öz değer denk lem ine gerek du y arız  (x1'in  çizgisel b ir  işlem ci ve X1'in  b ir  
saay ı o lduğunu  an ım sayalım ). Bu, S(x) §9.7 'de (bir h ip e r  fonksiyon  olarak) 
ta n ım la n a n  D irac "de lta  fonksiyonu" o lm ak üzere,

ıp =  8 (x1 -  X 1)

ifadesiy le  ta n ım la n ır . Bu, xS(x) =  0 özelliğ ine121131 sah ip  o lduğu iç in  b u ra 
dan  hareketle , gerek tiğ i üzere (X1 — X1) 6(x 1 — X 1) =  0, d iğer b ir  deyişle 
x 18 (x1 — X 1) =  X16(x1 -  X1) o lur. "Dalga fonksiyonu" o lağan  an lam d ak i b ir  
fonksiyon  değil fa k a t ü s tte  b e lir tild iğ i üzere, X 1 =  X 1 öz değerinde sonsuz 
b iç im de zirve yapm ış o lan  idealize  ed ilm iş (bir h ip e r  fonksiyon  ya d a  d a 
ğılım) b ir  fonksiyondur.

Bu b e lir li ö lçüm  k a lan  uzam sa l k o o rd in a tla r la  ilg ili h iç b ir  şey söy le
m ez ve d a lga  fonksiyonu , bize k a lan  x 2 ve  x 3 k o o rd in a tla r ın ın  rasg e le  b ir  
fonksiyonu  o lan  d e lta  fonksiyonuy la  ilg ili, X 1 iş lem c isin in  genel öz d u ru 
m u n a ilişk in

ıp = (p(x2, x 3) 6(xx — X1)

ifad e s in i elde edecek şekilde, b ir  ölçeklem e su n a ra k  b u  k o o rd in a tla rd a  h â 
lâ  rasg e le  değişik liğe sah ip  o lab ilir. (Bu m e şru  b ir  is tem d ir  çünkü  X 1, x 2 ve 
x 3'ü n  tü m ü  değişm eli ifade lerd ir.) A slında, k u an tu m  m ekan iksel gözlem le
n eb ilir le re  a it, kend i a ra la r ın d a  değ işm eli o lan  b u  ifad e le rin  b ir  to p la m ı
n a  sah ip  o lu rsak  b u  d u ru m d a  o rtak  öz d u ru m la rın  b u n la rın  tü m ü  iç in  v a r  
o lacağ ın a  ilişk in , bkz. §22.13, b ir  genel özellik söz k o n u su d u r .13 Y anıt, 
u zam sa l ö lçüm e a i t  X = (X 1,X 2,X :<) sonuç değeriy le (öz değer) ilg ili (bir 
to p lam  ölçek ç a rp a n ın a  bağlı)

ip =  S O 1 -  X 1)8 (x 2 -  X 2)8 (x3 -  X 3)

= S(x -  X)

ifad esin e  gerek  d u y a rız .14 Son sa tır ,  ü s tü n d e k i ta ra f ın d a n  ta n ım la n ır . Bir 
k o n u m  d u r u m u  b u n a  benzer.

ÜP [21.13] Bunu §9.7’de verilm iş olan h iper fonksiyon biçim indeki tan ım dan kontrol edin.
13 Değişmeli gözlem lenebilirlere ilişkin bu özellik kuantum  mekaniğiyle ilgili her m etinde tar- 

tışılır; örneğin bkz. Shankar, 1994.
14 Farklı değişkenlerle ilgililerse, delta fonksiyonlarını çarpm ak m eşrudur. Delta fonksiyonla

rın ın  özelliklerine ilişkin bkz. Arfken ve W eberf 2000.



Bu tü r  "konum  d u ru m la rı"  m om en tum  d u ru m la rın a  k a rş ıt  an lam d a  
idealize  ed ilm iş dalga  fo n k siy o n la rıd ır. M om entum  konum ları so n su z  b i
çim de dağ ılm ışken  konum  d u ru m la rı so n su z  b iç im de y o ğ u n la şm ış tır . İk isi 
de (ip =  6(x — X )'deki teh like  d e lta  fo n k siy o n la rın ın  k a re s in in  a lın am am ası 
olm ak üzere, krş. §9.7) n o rm a lle ş tir i le b ilir  değ ild ir. Bu bö lüm ü, konum  ve 
m om en tum  aras ın d ak i, b u  konuyu  a y d ın la tan  önem li b ir  ik iliğ i iş a re t ede
rek  b itireceğ im .

21.11 Momentum uzay açıklaması

Bu n o k tay a  k a d a r  k u an tu m  d u ru m la rın ı tüm üy le  konum  fon k siy o n la rı 
o la rak  gösterd im : dalga  fonksiyon la rı. A slında b u n u n  an lam ı, h e r  d u r u 
m u n  -W  e lem an ı-, x konum  işlem cisine , d iğer b ir  dey işle  k o n u m  d u r u m 
larına  (S(x — X )durum ları) ilişk in  öz d u ru m la rın  çizgisel b ir  b ir le ş im i o la
rak  d ü şü n ü lm esid ir. Bir xp d a lg a  fonksiy o n u n u  konum  fonksiyonu  o larak  
ifad e  etm ek a s lın d a  onun  b u  tü r  d e lta  fo n k siy o n la rın ın  çizgisel b ir  b ir le ş i
m i b iç im inde değ erlen d irilm esi an lam ın a  gelir. Bunu, ı/;(x)’i o n la ra  ilişk in  
sü rek li b ir  b irle ş im  b iç im inde ifad e  ederek, d3X =  dXl A dX 2 A dJT3 olm ak 
üzere, ıp(x) = f  ıp(X)S(x — X)d3X denklem i arac ılığ ıy la  gerçek le ştir ir iz . Bu 
denklem de, çizg isel b irle şim d ek i "ka tsay ıla r"  k a rm aşık  ıp(X) sa y ıla rıd ır.

B unun la  b irlik te  b ir  ıp k u an tu m  d u ru m u n u  g ö ste rm en in  pek  çok fark lı 
yo lu  m ev cu ttu r. Onu a l te rn a t if  b iç im de elP‘x^ ‘ m o m e n tu m  d u ru m la rın ın  
ç izg isel b ir  b irle şim i b iç im inde  göste reb iliriz . A rtık  "katsay ılar" , 
(27r)-3/2'n in  $ (P )  n icelik leriy le  ça rp ım ı o la rak  a lab ileceğ im iz fa rk lı k a r 
m aşık  s a y ıla rd ır  ve böylece

tp(x) =  (27t)~3/2 [  xp(P') e ip‘x/Ad3P
Je3

denk lem ine u laşırız . ((27r)-3/2'yle ilg ili sebep b ira z d a n  açık lanacak .) Bu 
denklem  ı/»(x)'i tıp k ı §9 .4 'te y ap ıld ığ ı gibi, b u ra d a  §9.4 'teki denklem i ü s t 
ü s te  3 kez uygu lam ak  an lam ın a  gelen  3 -b o y u tlu  b ir  F o u rie r d önüşüm üne 
sa h ip  o lduğum uzu  d ış ta  tu ta rsa k , ı/i(P)'ye ilişk in  b ir  F o u rie r dönüşüm ü  
b iç im inde  ifade eder.

Bu d u ru m  ıp 'nin  (P 'nin b ir  fonksiyonu  o la rak  fak a t a r tık  onu  p 'n in  b ir  
fonksiyonu  o la rak  yazabiliriz), p a rç ac ığ ın  k u an tu m  d u ru m u n a  ilişk in  
ı/ı(x)'inki k a d a r  iy i b ir  g ö ste rim  sağ lad ığ ın ı ile ri sü rer. A slında konum  ve 
m om entum  değ işken leri a ra s ın d a  çok k es in  b ir  s im etri m ev cu ttu r. A rtık  p 

m o m e n tu m  d eğ işken lerin i b ir in c il o la n la r  b iç im inde  değerlend irm ey i d ü 
şü n e b ilir  ve x  konum  d eğ işk en lerin i "p 'ye göre tü rev  alm a" b iç im in d e  g ö s
te re b ilir iz , böylece (işare t değ işim ine d ikka t ederek)



b iç im indek i ters yo rum lam ay ı (en az ın d a n  x 1, x 2, x 3 u zam sa l değ işken leri 
için) y a p a b ilir iz .121141 A slında, d ah a  önce sah ip  o lduk la rım ıza  eşdeğer o lan  
değişm e b a ğ ın tıla rı sağ lan ır:

pbx a -  x apb =  ift6g.

En sağ  ta ra f ta k i "görünm ez" fonksiyon  a rtık  x a konum u yerine  pa jm om en- 
tu m u n a  ilişk in  b ir  fonksiyon  olm ak d u ru m u n d ad ır. Şim di 6(p —|P) de lta  
fon k siy o n la rıy la  g ö ste rilen le r m om entum  d u ru m la rıd ır  ve konum  d u ru m 
la rıy sa  e” lp‘x/ ft düzlem  d a lg a la rı b iç im inde g ö ste rilir . M om entum  "dalga 
fo n k s iy o n la r ın ın  e-lp' X/,ft konum  öz d u ru m la rı b iç im indek i g ö ste rim i f i
ilen , y a ln ızca  ü stek i o ldukça önem siz iş a re t değ işim iy le b irlik te , eşdeğer 
(ters) F o u rie r dönüşüm ünce verilir:

$(p) = (2tt) - 3/2 [  ıp(X) e-ip-x/ ftd3X.
J E3

(Artık (27r)-3/2'ye ilişk in  sebeb i görü rüz ; o iş le ri, te rs  F o u rie r d ö n ü şü m ü 
n ü n  o rijina l o lan la  fiilen  ayn ı o lacağ ı şek ilde dengelem ek içindir.)

D alga p ak e tle ri konum  göste rim iy le  o lduğu k a d a r  m om entum  uzay 
göste rim iy le  de a ç ık la n a b ilir .121151 B ir d a lga  p ak e tin e  ilişk in , konum  a ç ık la 
m ası ya da m om entum  aç ık lam asın d a , kesin  b ir  "dağılım " (ya da y e re lle ş 
m e eksikliği) kavram ı su n u la b ilir . Bu dağ ılım  ö lçüm lerin i s ıra s ıy la  Ax ve 
Ap'yle göstere lim . H eisenberg belirsizlik  ilkesi b ize bu  d ağ ılım la rın  ç a rp ı
m ın ın  P lanck  sa b iti m erteb es in d en  küçük  o lam ayacağ ın ı söy le r ve

1
ApAx £  -  h

ifad esin e  sa h ip  o lu ru z .15

K onum  d u ru m la rı, m om entum  d u ru m la rı ve d a lga  p ak e tle ri hem  ko 
n u m  hem  de m om entum  göste rim le riy le  Şekil 21 .10 'da gösteriliyo r. S af b ir  
m om entum  d u ru m u n a  ilişk in  uç d u ru m d a  m om entum dak i dağ ılım ın  (di
ğer b ir  dey işle  m om entum  uzay ın d ak i d e lta  fonksiyonu) s ıf ır  o lduğunu , 
Ap = 0, belirte lim . A rtık  Ax, H eisenberg  b a ğ ın tıs ın d a n  kaynaklı, ü s tte

®  [21.14] ı/ı'yi x 1ıjı ya da :hdıp/dx‘ 'le  değiştirm enin sırasıy la ı//yi —ihdtfı/dpl ya da p ,$ 'y le  de- 
ğiştirm eye karşılık  geldiğini gösterin. ıp(xa)' yı ıp(xa + Ca)'yla değiştirm enin ıp'yi 
e-ıcapa/ft^'yie değiştirm eye karşılık  geldiğini (a 1, 2, 3 aralığ ında değişmek üzere) gösterin.
[21.15] \p — i4e"e2(x_c)2eia)x dalga paketinin Fourier dönüşüm ünün 
$  = (i4eltüC/ffV2)e-(p-0,)2/4B2e-lCp olduğunu gösterm ek üzere a lıştırm alar [21.10], [21.13] ve 
[21.14]'ün sonuçlarını kullanın (uyumlu olm ası için h =  1 koyun).



Ş e k il  2 1 .1 0 ıp  dalga fo n k s i 
y o n la r ın ın  k o n u m  u za y  çi- 
zim le r i so l ta ra fta  v e  ilg ili îj> 
m o m e n tu m  u za y  ç iz im le ri 
sağ  ta ra fta  b u lu n m a k ta d ır . 
Ü sttek i ç i f t  b ir  m o m e n tu m  
d u ru m u n u  ve a ltta k i ç iftse  
b ir  k o n u m  d u ru m u n u  g ö s te 
rir. A ra la rın d a k i ik is i  dalga  
p a k e tle r in i g öste riyor . Hei- 
seriberg b e lirs iz lik  ilkesi, 
m o m e n tu m d a k i daha  k ü ç ü k  
d a ğ ılım la  b ir le ş tir ilm iş  o lan  
k o n u m d a k i dah a  b ü y ü k  
d a ğ ılım  ta ra fın d a n  g ö ste r ilir  
ve ta m  tersi.

aç ık lan an  ta b lo y la  uyum lu  o la ra k  (§21.6'da) so n su z d u r ve d a lga  fonksiyo
n u  konum  uzay ın ın  tü m ü n d e  düzgün  b iç im de dağ ılm ış h a ld ed ir . D urum , 
a r tık  Ax =  0 olm ak ve konum  ta m  b ir  kes in lik te  ta n ım la n m a k  üzere fak a t 
m om en tum dak i Ap d ağ ılım ı ş im d i sonsuz  o lacak  b iç im de, konum  du ru - 
m u n d a k in in  tam  o la ra k  te rs id ir .

B urada k u an tu m  m ekan iğ indek i değişm eli o lm ayan  ö lçüm lerin  u y u ş
m azlığ ın ı açık b iç im de göste ren  (daha son rak i değerlend irm elerim izde sık 
ça karş ılaşacağ ım ız  genel b ir  olgu olan) ö rneklere sah ip  o lduğum uzu  gör
m ek ilg inçtir. P arçacığ ın  m om en tum una ilişk in  b ir  ölçüm  onu, k lasik  b ir  P 
değerine k a rşılık  gelen b ir  m om entum  d u ru m u n a  çev irir ve b u  du rum dak i 
h e rh an g i b ir  izleyen ölçüm  ayn ı P sonucunu  o rtay a  koyar. B unun la b irlik te  
du rum  b u n u n  yerine  b ir  ilk  m om entum  ö lçüm ünü izleyen son rak i k o n u m  
ö lçüm üne b ağ lıy sa  sonuç tüm üyle  b e lirs izd ir  ve konum la ilgili so n u ç ların  
h erh an g i b ir i diğer h e rh an g i b ir i k ad a r  aynıd ır. Bu ölçüm , d u rum u  konum 
daki b ir  d e lta  fonksiyonu  h a lin e  getirir. M om entum  u zay ın d a  b u  konum , 
m om entum la ilgili tü m  o lası değerler iç inde düzen li b iç im de dağ ılm ış b ir  
düzlem  dalgasıd ır. Böylece izleyen b ir  m o m e n tu m  ö lçüm ü tüm üyle  b e lir
siz olur. Bu nedenle, a ra  konum  ölçüm ü eylem inin  kend isi o rijina l m om en
tu m  d u ru m u n a  ilişk in  saflığ ı b ü tü n ü y le  bozm uştu r.

A yrıca b e lirtilm e li ki, enerji ve zam an  a ra s ın d a  görelilik le  uyum lu  b i
çim de, b en z er b ir  H eisenberg  b e lirs iz lik  b a ğ ın tıs ı m evcu ttu r:

1
AEAt Z - h .

2



N orm alde b u n u n , s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ inde zam an, d inam ik  b iç im li 
b ir  değ işken  o lm ak tan  d ah a  çok yaln ızca  d ışsa l b ir  p a ra m e tre  b iç im inde 
ele a lın d ığ ın d an , d ah a  ta n ıd ık  gelen  m om entum /konum  b e lirs iz lik  b a ğ ın 
tıs ın d a n  b ir  şek ilde fa rk lı b ir  fizik i s ta tü y e  sah ip  o lduğu  d ü şü n ü lü r . E n er
ji/z a m a n  b e lirs iz liğ in in  a lış ılm ış  yorum u, b ir  k u an tu m  sis tem in in  enerjisi 
b ir  At zam an ın d a  gerçek leştir ilen  b ir  ölçüm le öğ ren ilm işse  b u  d u ru m d a  
bu  enerji ö lçüm ünde ü s ttek i b ağ ın tıy ı sağ lam ak  zo ru n d a  o lan  b ir  A E b e l ir 
siz liğ i m evcu ttu r.

Bu, d iyelim  ki, k a ra rs ız  b ir  atom  çekirdeğiyle ilg ili özel önem e sa h ip tir . 
Bu tü r  b ir  çek irdeğ in  (diyelim  ki uranyum ) k a ra rs ız  o lm ası gerçeği p a rç a 
cık en e rjis in in  öğren ilm esine ilişk in  zam anın , d iğe r b ir  dey işle  p a rçac ığ ın  
öm rünün , b ir  s ın ırı o lm ası an lam ın a  gelir. B u rad an  hareketle , H eisenberg  
b ağ ın tıs ı b ize k a ra rs ız  b ir  p a rçac ık  ya da çekirdeğe ilişk in  öm rüy le te rs  
o ra n tılı o lan  tem el b ir  enerji b e lirs iz liğ i su n a r. E in s te in 'ın  E =  m c2's i (bkz. 
§18.7) neden iy le  bu  bize k ü tle sin d ek i tem el b ir  belirsiz liğ i verir. Ö rneğin 
U238 u ran y u m  çek irdeğ in in  öm rü  y ak laşık  109 y ıld ır, böylece bu  d u ru m d a  
10-51 Jo u le  k a d a r  b ir  enerji b e lirs iz liğ i söz konu su d u r; ilg ili k ü tle  b e lirs iz 
liğ i b ü sb ü tü n  küçük tü r, yak laşık  10~68 kg. (K ararsız b ir  p a rçac ığ ın  dalga 
fonksiyonu  b e lir li b ir  gerçe l16 E enerji değeriy le  ilg ili e~'Et^h d u rağ a n  b i
çim li o lm ak tan , b u ra d a  ay rıca  ü s te l b ir  bozunum  k a tsay ıs ı b u lu n m ak  ü ze
re, sa p a r . B ir enerji öz d u ru m u  o lm am ak nedeniy le , ö lçü lm üş enerjide, 
enerji b e lirs iz liğ in i veren  b ir  sonuç dağ ılım ı m evcuttur.) H eisenberg  en e r
ji/z a m a n  b e lirs iz liğ i §30.1'de, k u an tu m  ö lçüm ü b ilm ecesin in  çözüm üne 
ilişk in  b e lir li b ir  y ak laşım la  b a ğ ın tılı  o larak , oynayacak  özel b ir  ro le s a 
h ip  olacak!

16 Parçacık fiziğinde aynı e 'Etlh zam an bağım lılığını fakat gerçel kısmı eneıjinin ortalam a de
ğeri olan ve sanal kısm ı yarı öm rün tersiyle — jftlog2'nin çarpım ı olan karm aşık  b ir  E'yle 

b irlik te kullanm ak ortak  b ir alıştırm adır. Örneğin bkz. Das ve Ferbel, 2004.



KUANTUM CEBİRİ, GEOMETRİ VE SPİN

22.1 U ve R kuantum işlemleri

K uantum  m ekan iğ in in  sezg ise l o lm ayan  doğası, ya da d ah a  çok k uan tum  
m ekan iksel e tk in lik  düzey indek i D oğanın kend isi, pek çok in san ı, k u a n 
tu m  düzeyindeki o lg u la ra  ilişk in  h erh an g i tü rd e  g üven ilir b ir  ta b lo  b u l
m ak la  ilg ili u m u tsu z lu ğ a  sevk eder. Yine de z a r if  ceb irse l y ap ıs ın a  ek o la
rak  k u an tu m  m ekaniğ iy le  ilg ili güzel d ah a  faz la  geom etri söz k o n u su d u r 
ve k u an tu m  eylem lerine ilişk in  aç ık lam ad a  ilerlem e kaydetm ek  üzere  zo
ru n lu  b iç im de yaln ızca  im gesiz , ta sa v v u r  edilem ez b ir  fo rm alizm e in a n ıl
m ak zo ru n d a  h issed ilm esi yazık  o lur. K uan tum  fo rm alizm indek i tek il b ir  
n ite lik s iz  "nokta parçac ığ ın" b ile  dağ ın ık  dalgalı, g izem li b ir  şey o larak  
g ö rü n d ü ğ ü n ü  görm üş olm am ıza rağm en  o, iç inde  k arm a şık  say ı s ih rin in  
pek  çok gö rü n ü m ü n ü n  k en d is in i gösterm eye b aş lad ığ ı e tk iley ici b ir  m a te 
m a tik se l yap ıya sa h ip  b iç im de resm ed ileb ilen  b ir  "şey"dir.

Bu resim , tek il b ir  n o k ta  p a rçac ığ ın  k u an tu m  aç ık lam asın ı k ab u llen 
m eye b aş lam am ıza  o lanak  sa ğ la r  ve tek il b ir  k u an tu m  p a rç ac ığ ın ın  neye 
benzed iğ in i an lay arak , b u  b ize k u ra l o la rak  kesin  b iç im de pek  çok fark lı 
tü rd e  p a rçac ık  içeren  k a rış ık  s is tem lere  ilişk in  b ir  kav ray ış  su n acağ ın d an , 
a rk am ıza  y as lan ıp  b iraz  rah a tlay ab ileceğ im iz i d ü şü n eb ilir iz . Ne yazık  ki 
b u  b ek len ti b iraz  z a m a n sızd ır  ve d ü n y an ın  gen iş k ap sam lı b ir  k u an tu m  
resm ine  u laşm am ız  gerek iyorsa  d ah a  gen iş b ir  b ak ış  aç ıs ın a  gerek  d u y a 
cağız. 23. bö lüm de, b ir  s is tem  iç indek i pek çok p a rç ac ığ ın  b ir  a ra d a  ele 
a lınm ak  zo ru n d a  o lduğu  d u ru m d a  şey lere ilişk in  tab lo m u zu n  n e  derece 
kafa  k a r ış t ır ıc ı h a le  ge ld iğ in i göreceğiz. H er p a rçac ığ ın  b irey se l o la rak  
kend i ay rı "durum  vek tö rü"ne sa h ip  o lm ası yerine  tü m  k u an tu m  s is te m i
n in  b ü tü n ü y le  kend ine do lanm ış tek il b ir  d u ru m  vek tö rü  g e rek tird iğ in i gö
receğiz.

Yine de tek il "nokta p a rçac ık la r"  bile , şu  an a  k a d a r  su n d u ğ u m  aç ık la 
m a la r  ta ra fın d a n  k a p s a n a n la rd a n  d ah a  faz la  yap ıya  sa h ip  olm a eğ ilim in
ded ir. Ç ünkü o n la r sık lık la , d ah a  çok k arış ık lığ a  yol açan  sp in  ad ı verilen



şeye sa h ip tir . N eyse ki sp in in  kend isi, b u  bö lüm de d ah a  so n ra  göreceği
m iz üzere, geom etri ve k a rm a şık  say ı s ih rin in  d iğer g ö rü n ü m le rin in  g ü n 
dem e geldiği, özel zengin lik  ve za ra fe tte  b ir  m atem atik se l aç ık lam aya s a 
h ip  b ir  o lgudur.

K uan tum  p arçac ığ ın a  (görelilikçi olm ayan), evrim i s is tem  üzerin d e  b ir  
ölçüm  gerçek leştirilene  k a d a r  çok k es in  b iç im de S chröd inger denklem i t a 
ra fın d a n  su n u lan , b ir  d u r u m  ve k tö rü  (ya da dalga  fonksiyonu) b iç im inde 
ad lan d ırd ığ ım ız  şey ta ra f ın d a n  aç ık lan an  b ir  şey o la rak  a lışm ak  zo ru n d a  
kald ığ ım ız  b ir  önceki bö lü m ü n  aç ık lam a la rın ı gözden geçirelim . 23. b ö 
lüm de d ah a  açık b iç im de göreceğim iz üzere, ayn ı şey k arış ık  k u an tu m  s is 
tem le rin in  tü m ü n ü  aç ık layan  d u ru m  vek tö rle ri iç in  de geçerli olacak. Öl
çüm ün  kend isi, m a tem atik se l o la rak  S chröd inger ev rim inden  tüm üyle  
fa rk lı b ir  b iç im de aç ık lan ır. B unun  b e lir tile rin i §§21.4, 7, 8 'de  gördük. 
§§21.10, l l 'd e ,  b ir  p arçac ık  d u ru m u n u n  a rtık  b e lir li b ir  konum da y ere lleş
m iş (genellikle farklı) b ir  du ru m a, d iğe r b ir  dey işle  x konum  iş lem c isin in  
b ir  öz vek tö rü  (bu öz vek tö r konum  k o o rd in a tla r ın d a k i b ir  d e lta  fonksiyo 
n u  olm ak üzere) o lan  b ir  d u ru m a s ıç ra d ığ ı e sn ad a  konum  ö lçüm lerin i ele 
aldık. A yrıca, b ir  pa rçac ığ ın  d u ru m u n u n  kend isi a rac ılığ ıy la  p m om entum  
iş lem cisin in  öz d u ru m u n a, p a rç ac ığ ın  d u ru m u n u n  a r tık  d a lga  benzeri b ir  
fo rm d a (kural o la rak  tü m  uzay  üzerinde) dağ ılacak  şek ild e  s ıç ram ış h a le  
g e tirild iğ i, m om entum  ö lçüm lerine  ilişk in  s o n u ç la n  (§§21.5, 6, 11) ele a l
dık. D aha genel o la rak , b ir  ölçüm  b ir  çe ş it Q iş lem cisine  (genellikle H er- 
m itse l b ir  işlem ci; bkz. §22.5) k a rş ılık  ge lir ve ö lçüm ün  d u ru m  üzerindek i 
e tk is i onu Q 'y a  ilişk in  b ir  öz d u ru m a  s ıç ra r  h a le  g e tirir. Bu, Q 'nun  s ıç ran ı-  
lacak  h an g i öz du ru m u d u r?  K uan tum  k u ram ı u y arın c a  b u  tüm üy le  şan s 
m ese lesid ir  fak a t o la sılık la rı h esap la m ak  üzere  k es in  k u ra lla r  söz k o n u su 
d u r  (bkz. §22.5).

K uan tum  d u ru m u n u n 1 Q 'y a  a it öz d u ru m la rd a n  b irin e  s ıç ra m a işlem i 
d u r u m  ve k tö rü  in d irg en m es i ya d a  dalga  fo n k s iy o n u  çö km esi b iç im inde 
a d lan d ır ılır . Bu, k u an tu m  k u ram ın ın  en kafa  k a r ış tır ıc ı öze llik lerinden  b i
r id ir  ve b u  konuya k ita p ta  d ah a  pek  çok kez döneceğiz. Çoğu k u an tu m  f i
z ikçis in in  du ru m  vek tö rü  ind irgenm esin i, fizik i d ü n y an ın  gerçek  b ir  ey le
m i o la rak  değil fak a t du ru m  v ek tö rü n ü  "gerçek" b ir  k u an tu m  düzeyli fiziki 
gerçekliğ i aç ık la r b iç im de ele a lm am ız gerek tiğ i gerçeğin i y a n s ıtır  şekilde 
d eğ erlen d ird ik lerin e  inan ıyo rum . Bu ta r t ışm a lı konuya d ah a  a y r ın tılı ola-

Bu sıçramalar şimdiki günlük "kuantum atlaması" olarak ifade edilen şeyi uyarmış olan şey 
olarak görünmektedir. Bir fizikçi için bu saçma bir sözcük seçimidir çünkü kuantum durum 
indirgenmesindeki sıçramalar son derece küçük, güçlükle algılanabilen ve olasıkla gerçek 
olmayan olaylardır!



Ş e k il  22.1 F iz ik i b ir  s is te m e  i l iş k in  
ip d u ru m u n u n  za m a n  evr im i ku a n 
tu m  m ek a n iğ in in  kabu l ed ilen  il
ke ler i u ya rın ca  sü re k li o la rak  b ir
b ir in i iz le y e n  tü m ü y le  fa r k lı  iki iş 
lem  b iç im inded ir:  U (Schrödinger) 
ü n ite r  ev r im i (sürekli, b e lir len im 
ci) ve  R d u ru m  in d irg en m esi (sü
reksiz , o lasılıklı).

rak  29. bö lüm de geleceğiz. Yine de, o lguya ilişk in  fizik i gerçeklik  hak k ın d a  
n a s ıl b ir  tu tu m a  sa h ip  o lab ileceğ im izle ilg isiz  b iç im de, k u an tu m  m ekan i
ğ in in  p ra tik te  k u llan ıld ığ ı yöntem , ne zam an  b ir  ö lçüm  gerçek leştirild iğ i 
v a rsa y ılsa , d u ru m u n  a s lın d a  b u  tu h a f  b iç im de s ıç ra d ığ ın ı kabu l etm ektir. 
Ö lçüm den hem en so n ra , s is tem  üzerinde yeni b ir  ölçüm  gerçek leştirilene 
k a d a r  S chröd inger ev rim i ön p la n a  ç ık ar ve böylece sü rer.

S chröd inger ev rim in i U 'yla ve du rum  in d irg en m esin i R 'yle g ö ste riy o 
rum . T üm üyle fa rk lı g ö rünen  b u  iki işlem  a ra s ın d ak i b irb ir in i izlem e, b ir  
evrene ilişk in  b e lirg in  şek ilde tu h a f  b ir  d av ra n ış  b iç im i g ibi görünür! Bkz. 
Şekil 22.1. A slında, gerçekte, b u n u n  henüz b ilinm eyen  b aşk a  b ir  şeye y a 
p ılm ış o lan  b ir  yak laşık lık  ta h m in i o lduğunu  dü şü n eb ilir iz . Belki de, U ve 
R 'n in  h e r  ik isine, s ın ırla y ıc ı yak laşık lık  ta h m in le ri o la rak  sa h ip  o lan  d ah a  
genel b ir  m a tem atik se l denklem  y a  da b ir  tü r  uyum lu  m atem atik se l evrim  
ilkesi m ev cu ttu r?  K işisel fik rim  k u an tu m  k u ram ın d a  b u  tü r  b ir  değ işik li
ğ in  yüksek  o lasılık la , belk i de yeni b ir  21 . yüzyıl f iz iğ in in  b ir  p a rç a s ı o la 
rak  doğru  o ld u ğ u d u r ve 30. bö lüm de b u  o lasılığ ı iş a re t  eden b e lir li baz ı 
önerile rde  bu lunacağ ım . B unun la  b irlik te  çoğu fizikçi b u  tü r  b ir  yolun, iz 
lenm esi verim li o lan  b ir  yol o lm ad ığ ına in a n ır  gö rünm ekted ir.

K uantum  m ek an iğ in in  tem el çerçevesinde değ işik lik  p la n lam ay ı te rc ih  
etm em elerin in  nedeni, (kendisine a it U fo rm alizm indek i büyük  m a tem atik 
sel za ra fe te  ek olarak) k u an tu m  kuram ıy la  deneye d ay a lı gerçek a ra s ın d a 
ki, k u an tu m  k u ram ın a  k a rş ı (var o lan  m elez b içim inde) söylenecek h iç b ir  
şey in  b ilinm ed iğ i ve çok çeşitli so n u ç la rın  onu  son derece isa b e tli b iç im de 
doğru lad ığ ı, o la ğ an ü s tü  e tk iley ici ve kesin  an laşm ad ır . B una göre çoğu 
k u an tu m  fizikçisi, günüm üz k u an tu m  fo rm alizm in i h e rh a n g i b e lir li b ir  b i
çim de değ iştirm eye g irişm ed en  U ve R işlem leri a ra s ın d a k i be lirg in  çe liş
kiyi kabullenm eye ça lışan  fe lse fi b ir  bak ış aç ıs ın ı (ya da d ah a  çok §29.1'de 
aç ık lanacak  o lan  pek  çok fa rk lı a l te rn a tif  bak ış a ç ıs ın d an  b irin i) ben im 
ser. Bu bölüm  ve b ir  son rak indek i am aç la rım d an  b ir i b u  form alizm i, k u 
an tu m  k u ram ın d a  a r tık  geleneksel o lan  şey d en  sap m ak sız ın  incelem eye



b aş lam ak tır . U/ R k o n u su n a  d ah a  so n ra , özellikle konu h ak k ın d a  kend i b a ; 
k ış açım ı d ah a  ay rın tılı b iç im de su n acağ ım  §§29.1,2,7-9 ve ayrıc^ 
§§30 .10-13 'te  geleceğim .

K uantum  m ekaniğ ine "geleneksel" y ak la ş ım la r  o la rak  a d la n d ır ıla b ile 
cek şey in  çoğundaki o rtak  b ir  n o k tan ın , U işlem in in  "tem eldeki b ir  gerçek" 
o la rak  k ab u l ed ilm esi gerek tiğ in i ve R 'n in , öyle ya d a  böyle, b ir  çe ş it y ak 
laşık lık , ilüzyon  ya da uygun luk  b iç im inde  kabu llen ilm ek  zo ru n d a  o ld u ğ u 
nu  söylem ek ad il o lu r ve y az ın d a  bu  tü r  b ir  yak laşım  izleyen pek çok aç ık 
lam a m e v c u ttu r .2 K uantum  m ekan iğ inde, b ir  a şam a d a  b ir  değ işik lik  ge
rek tiğ i fik rinde  o la n la r (ben de dahil) b ile  günüm üz düzen in in  en iyi o la s ı
lık la  m ü th iş  b ir  yak laşık lık  ta h m in i o ld u ğ u n u  ve b u n u n  ö tesine  geçm eye 
ilişk in  en u fak  b ir  u m u t söz k o n u su y sa  b u n u  b ü tü n ü y le  an lam an ın  gerekli 
o lduğunu  id d ia  ederler. B u radan  h arek e tle  U 'nun n a s ıl iş led iğ in i ve d a h a 
sı onun  R'yle uyuşm azlık  iç indeyken  y ine de n a s ıl bu  k a d a r  güzel b iç im de 
k ay n a şa b ild iğ im  d ah a  d erin d en  görm eye ça lışm ak  zorundayız.

A yrıca, U h a rf in in  ku llan ım ın ı da açık lam alıy ım . O, ü n ite r  evrim  y e r i
ne ku llan ılır. S chröd inger denk lem in in  a s lın d a  h an g i an lam d a  "üniter" o l
du ğunu  {bkz. §13.9) görm eye gerek duyacağız ve b u n a  k ısa  sü re  içinde, 
§22.4 'te geleceğiz. Bu "ü n ite r evrim "i ifad e  e tm en in  ay rıca  b aşk a  (eşdeğer) 
y o lla rı d a  m evcu ttu r; özellikle, y ine §22.4 'te geleceğim iz H eisenberg tab lo
su  o la rak  an ılan  şey söz k o n u su d u r. Yine de S chröd inger denklem ince s u 
n u la n  ta b lo n u n  b u rad a k i aç ık lam alarım ız  iç in  en uygun  ta b lo  o lduğu  gö
rü lü r.

22.2 U'nun doğrusallığı ve R'ye çıkardığı sorunlar

Ü niterliğe ilişk in  b ü tü n lü k lü  konuya yönelm eden  önce U 'nun çizgiselli- 
ğ i 'y le ilg ili d ah a  öncelikli so ru n u  inceleyelim . U 'ya ilişk in  b u  görünüm ün , 
tek  b aş ın a , R 'yle cidd i b ir  uyuşm azlık  serg iled iğ in i göreceğiz. Öyleyse y i
ne S ch röd inger'in  ihdıp/dt = Jfıp denk lem in i inceleyelim . W H am ilton ın ın  
(açıkladığı p a rç ac ık la rın  doğası ve o n la r  a ra s ın d ak i kuvvetle r ta ra fın d a n  
ve s is tem  ü zerin d e  b ir  etkiye sah ip  o lab ilecek  h e r  tü r  d ışsa l ko runum lu  
kuvvet, d iğer b ir  deyişle enerji ko runum u , ta ra fın d a n  b e lir tilm ek  üzere) 
b ilin d iğ in i düşüneceğiz). H em en denk lem in  genel b iç im inden  gelen  ve Ha- 
m ilto n ın  ay rın tılı d o ğ asın d an  son  derece bağ ım sız  o lan  b e lir li so n u ç la r 
m evcu ttu r.

2 Kuantum  m ekaniği üzerine farklı bakış açıları üzerine genel b ir ta rtışm a  için bkz. Rae, 1994; 
Polkinghom e, 2002; Home, 1997; ya da DeWitt ve Graham, 1973.



i D ikkatim izi çeken b ir  şey  b u n u n  (durum  h erh an g i b ir  zam an d a  b ir  kez 
S ilind iğ inde zam an  evrim i b ü tü n ü y le  sa p tan m ış  olm ak üzere) belirlen im ci 
Üir denklem  o luşudur. Bu durum , "kuan tum  b e l ir s iz l iğ in i  ve k u an tu m  s is 
tem le rin in  belirlen im ci o lm ayan  b iç im lerde d av ran d ığ ı gerçeğ in i duym uş 
olan  in sa n la ra  b ir  sü rp riz  g ib i g ö rüneb ilir. Bu belirlen im cilik  eksikliği 
yaln ızca  R işlem i u y g u la m ala rın d a  o rtay a  çıkar. S ch röd inger denklem ince 
aç ık land ığ ı üzere k u an tu m  d u ru m u n a  ilişk in  (U) zam an  evrim inde b u lu n 
m az. S chröd inger denk lem inde hem en gördüğüm üz b ir  b a şk a  şey, i'n in  sol 
ta ra f ta k i belirg in  gö rü n ü m ü  neden iy le  (ve i’n in  H am ilto n d a  o rtay a  ç ık ış ı
n a  ilişk in  pek çok o lasılık  m evcu ttu r), onun  k a rm a ş ık  b ir  denklem  o lu şu 
dur.

Son o larak , S chröd inger denk lem in in  as lın d a , ıpvecp

ifad e le rin in  (aynı J f 'y e  sahip) çözüm leriyse bu  d u ru m d a  ayrıca, w ve z 
k a rm aşık  s a b itle r  o lm ak üzere, h erh an g i b ir  wıp -I- zıp doğ ru sa l b irleşim i
n in  de öyle o lm ası an lam ın d a  d o ğ ru sa l o lduğunu  gö rü rüz . Çünkü ü s ttek i 
denk lem lerden  ilk in in  w 'y la  ça rp ım ın ı İk incisin in  z 'y le  ça rp ım ın a  eklersek

ifad e s in i elde ederiz (§6.5). Tüm  b u n la rd a n , S chröd inger ev rim in in  (genel
likle sonsuz  b o y u tlu  b ir  uzay  olan) W d u ru m  uzay ın a  ilişk in  k a rm a ş ık  
ve k tö r  u za y ı  y ap ıs ın ı k o ru d u ğ u n u  görürüz.

7{ H am iltom , YV'nin, sonsuz  küçük b ir  zam an  d ilim inde ev rild ik ten  
so n ra  o r ta y a  çıkan b ir  d u ru m d ak i değ işik liğ i aç ık layan  so n su z  küçük  doğ
ru sa l d ö n ü şü m ü n ü  ta n ım la r. Öyleyse bu  H am ilton  eylem i W üzerindek i 
b ir  vek tö r a lan ı ta ra f ın d a n  aç ık lan ır  (bkz. Şekil 22.2). Sonlu b ir  zam an ın  
a rd ın d a n  d u ru m la r, sonsuz  küçük  H am ilton  eylem inin  "ü ssü n ü  alm a" o la
rak  a d la n d ır ıla n  şey ta ra f ın d a n  elde ed ilen  son lu  b ir  d o ğ ru sa l dönüşüm

dıp d(p
ih - £ - = H ıp.i h ^ -  = H<p

dt

Ş e k il  22 .2  H a m ilto n  a k ış  {M ,} (b ir  v ek tö r  
alanı), W d u ru m  u za y ın a  ilişk in , so n s u z  
k ü çü k  b ir  za m a n  a rd ın d a n  d u ru m d a k i d e 
ğ iş im i veren  so n su z  k ü ç ü k  b ir  doğrusa l 
d ö n ü şü m ü  tan ım lar. S o n lu  b ir  za m a n  
ard ın d a n  (üniter) d eğ iş im i e ld e  e tm e k  ü ze 
re so n s u z  kü çü k  H a m ilto n  e y le m in in  "üs
s ü n ü  a lm a k"  zo ru n d a  o luruz .



u y a rın c a  d eğ iş tirilecek tir. Bu, d a h a  önce k arş ıla ş tığ ım ız  (§14.6), kendişi 
a rac ılığ ıy la  b ir  Lie grup  elem an ın ın  ilg ili Lie ceb irine  a i t  b ir  e lem an ın  ü s
sü  a lın a ra k  elde ed ild iğ i iş lem i ta n ım la y an  "üs alm a"ya o ldukça benzer
d ir. B ununla b irlik te  H am ilton  evrim indeki ü s a lm an ın  gerçek leştirilm esi 
çok d a h a  zor o lab ilir. (Ayrıca, W 'n in  so n su z  boyu tlu  doğası neden iy le  b a ş 
kaca zo rlu k la r o rtay a  çıkabilir.)

Zor ya da değil, y ine de b u rad a k i esas  nokta , h erh an g i sonlu  b ir  T za
m a n ın ın  a rd ın d a n , k u an tu m  d u ru m la rın a  ilişk in  W uzay ın ın  d ö n ü şü m ü 
n ü n  h e r  zam an  d o ğ ru sa l o lacağ ıd ır. Bu du ru m  şu  sava tek ab ü l ed e r (-»» 
sem bo lünü  b ir  d u ru m u n  b e lirli b ir  T zam an  periyodu  a rd ın d a n  n a s ıl evril- 
m iş o lacağ ın ı b e lirtm ek  üzere ku llanacağım ):

\p \p' ve cp cp'
o lu rsa  böylece

wıp + zcp ■**» wxp' + z<p'

olur. B u radak i ıp ve (p rasge le  seçilm iş iki d u rum  (dalga fonksiyonları) ve 
w  ve z rasge le  k a rm aşık  s a b itle rd ir .12211

Bu, U 'nun h ikayen in  tüm ü  o lduğu  b ak ış ın ı ben im sem eyi denersek  b e 
lir li çok tu h a f  im a la ra  sah ip  o lu r ve ölçüm  işlem i gerçek ten , k u an tu m  d u 
ru m u n u n  yönetilem ez biçim de, belk i s is tem d e  ve ona a it ölçüm  düzene
ğ inde korkunç m ik ta rd a  "dolanık" p a rçac ık  içeren  karm aşık  d u ru m la rı ele 
a lm ak ta  b aşv u ru la ca k  b ir  tü r  "uygunluk" h a lin i alır. (Kuantum  m ekaniksel 
"dolanıklık" k av ram ın a  d ah a  özel o la rak  23. bö lüm de geleceğiz. K uantum  
d u ru m la rın ın , §21 .7 'dek inden  çok d a h a  c idd i biçim de, s is tem in  fa rk lı p a r 
çac ık la rın ın  k end ile rine  a i t  ay rı k u an tu m  d u ru m la rın a  sah ip  o lm ayıp  do- 
lan ık  b ir  "bü tün"ün  p a rç a la rı o lduğunu , "holistik" o lduğunu  göreceğiz. Bu
n u n la  b irlik te  b u n la rın  h içb iri v a r  o lan  ta r tışm a y ı etkilem ez.) R'ye ilişk in  
bu  tü r  b ir  "uygunluk" b ak ış ı u y a rın c a  R 'nin, tem eldeki "gerçek" b ir  U ev ri
m ine y ap ılan  b ir  tü r  yak laşık lık  ta h m in i o la rak  o rtay a  çık tığ ı d ü şü n ü lü r. 
B unun la b irlik te  b u  bak ış aç ısı c idd i p a ra d o k s la ra  yol açar.

Ö rneğin §21.7 'deki, uzaydak i iki m eslek taşım ın  kend i a lg ılay ıc ıla rın a  
sa h ip  o ld u k la rı dü şü n ce  deneyin i an ım say alım  ve h e r  b ir  a lg ılay ıc ın ın  
te p k is in in  b as itçe , a lg ılad ığ ı d a lga  p ak e ti p a rç as ıy la  e tk ileş im inden  b a ş 
lay an  b ir  S chröd inger evrim ine ilişk in  sonuç o lduğunu  düşünm ey i dene
yeb iliriz . A lg ılam adan  önceki k u an tu m  d u ru m u  as lın d a , b ir i b ir  a lg ılay ıc ı
ya ve d iğer p a rç a s ı öteki alg ılay ıc ıya  u la şa n  b ireyse l iki dalga  p ak e ti p a r 
ça s ın ın  b ir  to p lam ıd ır; böylece d o ğ ru sa llık  sebebiyle, h e r  b ir  a lg ılay ıc ıda-

®  [22.1] J f ’nin p ve x ' 1 er biçim inde son derece doğrusal olm ayan b ir fonksiyon olabilm esi ger
çeğine karşın  herhangi b ir  Schrödinger evrimi eyleminin niçin doğrusal olduğunu açıklayın.



ki S ch röd inger evrim li tepk i d iğ e rin in  tepk isiy le  ü s t  ü s te  b inm e iç inde b ir  
a ra d a  b u lu n m a k  zo ru n d ad ır. S chröd inger evrim i, b ir  a lg ılay ıc ı tep k is i a rtı 
(iki a lg ılay ıc ı tep k is in in  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esi an lam ın d a  "artı") d iğer 
alg ılay ıcı tep k is in e  yol açar, b ir  a lg ılay ıc ı te p k is i y a  d a  ("ya da" f iiliy a tta  
h e r  zam an  gerçek ten  gö rü len  olm ak üzere) d iğer a lg ılay ıc ı tep k is in e  değil. 
U 'nun tü m  h ikayeyi a n la tı r  o lm asın ı sü rd ü rm ek  b a n a  k a tlan ılam az  gö rü 
n ü y o r (ve N iels B ohr'un  k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  "geleneksel K openhag 
yorum u" kesin lik le  b u n u  yapm ay ı denem ez çünkü  o a lg ılay ıc ıla rın  k en d i
sin i "k lasik  b iç im li kav ram lar"  o la rak  ele alır).

G örebild iğim  k ad a rıy la  U 'nun, ö lçüm ü de içeren  tü m  iş lem ler iç in  ge
çerli o lm asın d a  ıs ra r  e tm en in  tek  yolu , iç inde iki a lg ılay ıc ın ın  tep k ile rin in  
gerçek ten  b ir  a ra d a  b u lu n d u ğ u  "çoklu dünya" tü rü n d e  b ir  b ak ışa  fak a t 
"fark lı dünyalar"  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey  iç inde  geçm ek o lu r .3 Yine b u n 
d an  so n ra  b ile  U "tüm  hikaye" o lam az çünkü, tepk i o lm ayan  tep k ile rin  ü s t  
ü s te  b in m ele ri h iç b ir  zam an  b ilin ç li o la rak  alg ılanam azken , b ilin ç li a lg ı
la rım ız ın , yaln ızca  b irey se l alg ılay ıc ı te p k is in in  b ilin ç li b iç im de a lg ıla n 
m a s ın a  o lanak  sağ lay an  o g ö rü n ü m ü n ü  aç ık layan  b ir  k u ram a  gerek d u y a
rız! (Bu k o n u la ra  §§29.1,8 'de yen iden  dönülecek.) Bu n o k tad a , b en  de "çok
lu  dünya"nm  gid ilecek  doğru  yol o lduğuna in an m ad ığ ım ı belirtm eliy im ; 
y aln ızca , "U 'da h e r  düzeyde" ıs r a r  ed ilirse , nereye g id ilir  g ib i o lduğunu  
ta rtışm a k tay ım .

Bu k o n u la ra  d ah a  son ra , U ve R 'n in , geleceğin d ah a  gen iş kapsam lı b ir  
k u ram ın a  y ap ılan  yak laşık lık  ta h m in le ri o la rak  ele a lınm ak  zo ru n d a  olup 
o lm ad ık la rı so ru su n u n  yöneltileceğ i 29 ve 30. bö lüm lerde geleceğiz. Ş im 
d ilik  geleneksel fo rm alizm in  reçe te le rin i izleyelim . G eliştirilm iş b ir  ku ram  
gerek irse , o, h e r  d u ru m d a  b u  geleneksel k u ram ın  reçe te le riy le  o ldukça 
yüksek  b ir  isa b e tle  u y u şm ak  zo ru n d a  o lacak tır. Yeni b ir  k u ram  bu lm a öz
lem indeki h e r  okura (ve böy le leri o lduğunu  um uyorum !), geleneksel k u ra 
m ın  söylem ek zo ru n d a  o lduğu  şey leri ta m  o la rak  k ab u llen m esi ön eris in d e  
b u lu n u la ca k tır .

22.3 Üniter yapı, Hilbert uzayı, Dirac notasyonu

S chröd inger ev rim in in  "üniter" gö rünüm üne henüz uygun  b iç im de yö
nelm edim . Bu, önceki bö lüm de değin ilen  dalga  fo n k siy o n la rın ın  "no rm al
leşm e" özelliğiyle ilg ilid ir. Tekil b ir  (spinsiz) p a rçac ığ ın  ı1> d a lga  fonksiyo 
n u y la  ilg ili o larak , n iceliğ ine  k a rş ılık  gelen "norm "un |ı/>(X)|2'm n  tü m

Bkz. bölüm  29 ve Everett, 1957; VVheeler, 1957; DeWitt ve Graham, 1973; Geroch, 1984.



uzay  üzerindek i in te g ra li b iç im inde  ta n ım la n d ığ ın ı an ım say ın , ıp ü ze rin 
deki no rm alleşm e k oşu lu  ||ı/<|| =  1 o lm asıd ır  (ve bu  koşu l y ü rü rlü k te  o ld u 
ğu n d a  p arçac ığ ı x  n o k ta s ın d a  b u lm ay a  ilişk in  b ir  konum  ölçüm üyle ilgili 
o lasılık  yoğunluğu  |ıK *)l2 olur). E tk ileşen  pek çok sp in  h a lin d ek i p a rç a c ı
ğın (ya d a  ö rneğ in  sic im ler, vb g ib i d ah a  genel tü rd ek i kav ram ların ) b u 
lu n d u ğ u  genel b ir  k u an tu m  m ekan iksel d u ru m d a , h e r  zam an, uygun  b i
çim de k ab u l ed ileb ilir  h e rh an g i b ir  ıp k u an tu m  d u ru m u  iç in  p o z itif  b ir  
gerçel say ı4 o lm ası gereken ilg ili b ir  ||0 || no rm  k av ram ın ı ta lep  ederiz. Bu 
norm  k u an tu m  fo rm alizm in in  U k ısm ıy la ilg ili b ir  şey o lsa  da a s lın d a  o r
ta y a  çıkan  tüm  olasılıkları sa p ta y a ra k  R k ısm ın d a  da k ritik  b ir  ro l oynar.

N orm u m atem atik se l o la rak , W du ru m  uzay ına a it "kabul ed ileb ilir"  
v ek tö rle r iç in  son lu  o lm ası gereken b ir  u z u n lu k  karesi k av ram ın ı sa ğ la r  
b iç im de d ü şü n eb ilir iz . Z am ana ilişk in  evrim e uygu land ığ ı b iç im iy le "ün i
ter" s ıfa tı b ize bu  n o rm u n  evrim  sü resin ce  k o ru n d u ğ u n u  söyler. B irazdan  
(§22.4'te) b u n u n  as lın d a  n iç in  S ch röd inger ev rim inde geçerli o lduğunu  gö
receğiz.

tik  o la rak  b irkaç n o ta sy o n u  o tu rtm a k  ve n o rm alleşe b ilir  k u an tu m  d u 
ru m la rın ın  öze llik lerinden  b a z ıla rın ı incelem ek fayda lı o lacak tır. N orm u, 
d u ru m la r  a ra s ın d ak i b ir  H erm itse l sk a ler ça rp ım a  (§13.9) ilişk in  b e lir li b ir  
du ru m  o la rak  d üşünm ek  değerli o lacak tır. K uantum  m ekaniksel yaz ında 
bu, tp ve ıp d u ru m la rı iç in  genellik le (<p\ıp) b iç im inde y az ılır  ve ı/ı'nin n o r
m u, b u n u n la  ilg ili <p =  ıp o lduğundak i özel du rum dur:

Spin halin d ek i tek il b ir  p a rçac ık  d u ru m u n d a  sk a le r çarp ım , ||Ali'yle ilgili 
§21.9 'da verilen  b e lirli ifadey i genelleyen

ifad esi o lur. Bu bize, n o rm alleşe b ilir  herh an g i iki 1 -p arçac ık lı <p ve ıp d a l
ga fo n k siy o n la rı a ra s ın d a  ta n ım la n a n  p o z itif  b e lir li b ir  H erm itse l sk a le r 
ça rp ım ı v e r ir .122 21

4 Tekil b ir  parçacık durum uyla ilgili olarak, §21.9, bazı yazarlar benim  kullandığım  ||i/j|| yeri
ne "IIV»ll2"'yi kullanabilirler.
[22.2] Hem (<p\<f>) hem de (ı/'lı/'Vnin yakınsadığı zam anlarda ((p\ıp) in tegralin in  de niçin yakın
sadığını açıklayabiliyor m usunuz, görün. İpucu'. Herhangi sonlu  E3 bölgesi üzerinde negatif 
olm ayan | — Xxj>|2 integraliyle ne ifade edildiğini, #ı//'nin integralinin modül karesiyle, Şıp 
ve tptp'nin in tegralleri çarpım ını b irleştiren  b ir  eşitsizlik  tü reterek  değerlendirin. Ara b ir b a 
sam ak olarak, a ,b ,c ,d  karm aşık sayılarıyla ilgili, tüm  / 'l a r  için a + Xb + Xc + İA d  > 0 olduğu
nu ifade eden koşullar bulun.

İMİ =  W» I»P)-



A slında n o rm alleşe b ilir  d a lga  fonksiyon la rı k a rm a şık  b ir  H vek tö r u za 
y ın ı (W 'nun b ir  a lt uzayı) o lu ş tu ru r  ve bu  H ilbert u za y ı  o la rak  b ilin en  b e 
lir li tü rd ek i b ir  vek tö r u za y ıd ır .122 31 B ir H ilb e rt u zay ın ın  ta n ım ı onun, de
ğeri k a rm aşık  b ir  say ı olup (tüm ü, ü s tte  v erilen  1 -p arçac ık lı in te g ra l d u 
ru m u n d a  do laysız olan)12241

(<p\ıp + x )  = (<PW + (<P\x)

(cp\aıp) = a{(p\ıp)

(<P\4>) = {<PW 

4> *= 0, (ıp\ıp) > 0 an lam ın a  gelir

ceb irse l özellik lerin i sağ lay an  sk a le r b ir  < | > ça rp ım  işlem ine sa h ip  k a r 
m aşık  b ir  vek tö r uzayı o lu şu d u r. Bu denk lem ler ay rıca  (<p -I- xVP) = (<PW + 
(x\ıp) ve {a(p\ıp) = â((p\\p) o ld u ğ u n u  da im a ed er.122 51 D ahası no rm  b ir  kez b i
lin d iğ in d e  sk a le r ça rp ım  onun  a rac ılığ ıy la  ta n ım la n a b ilir122 61 ve böylece 
n o rm u  ko ruyan  d o ğ ru sa l d ö n ü şü m ler sk a le r  ça rp ım ı da korum ak  zo ru n d a 
dır. Ek o la rak  b ir  H ilb e rt uzay ı b e lirli çok tem el sü rek lilik  öze llik lerin i de 
sa ğ lam a lıd ır .5

Ü sttek i no tasyon , büy ü k  20. yüzyıl fizikçisi P aul D irac ta ra fın d a n  s u 
n u la n  k u an tu m  m ekaniğ iy le ilg ili değerli ve gen işçe k u lla n ıla n  n o ta sy o n a  
ilişk in  çerçevenin  b ir  k ısm ın ı o lu ş tu ru r . Bu genel düzen in  b ir  p a rç a s ı o la 
rak  bu,

W. Iî>. l-»>. I~>, |0>, |7), |+>, m  |ÖLÜ> y a  d a  |KAPALI)

benzeri ifad e leri, |. . . )  iç indek i sem bo lün  söz k o nusu  d u ru m u  b e lir ten  u y 
gun  (ve belk i de ak ılda  kalıcı) b ir  iş a re t o lduğu , H ilb e rt u zay ın a  a it çe
ş itli  d u ru m  vek tö rle rin i g ö s te rir  b iç im de değ e rlen d irm en in  fay d a lı o ld u 
ğunu  k an ıtla r . B u n lar bazen  "ket"' vek tö rle ri o la rak  ad lan d ır ılır . Böylesi 
h e r  b ir  ket için  H* ik ili u zay ın ın  (§12.3) ilg ili "bra" v ek tö rü  o la rak  a d la n d ı
r ıla n  b e lir li b ir  üyesi söz k o n u su  o lacak tır. Bu, o d u ru m a ilişk in  s ıras ıy la

1® [22.3] Alıştırm a [22.2]'den devam la norm alleşebilir dalga fonksiyonlarının aslında b ir vektör 
uzayı o luşturduğunu gösterin, 

j®  122.4] Bunu, integral alm aya ilişkin hangi özelliklerin kullanılm akta olduğunu dikkatlice be
lirterek  doğrulayın.
[22.51 Bunu gösterin.
[22.61 (<p\ıl>)'nİTi norm dan nasıl tan ım lanabild iğ im  gösterin. İp u cu : <p + \p ve (p + iıp norm ları 
üzerine çalışın.

5 Bu tü r  uzaylarla çalışm aya sevimli b ir  başlangıç için bkz. Chen, 2002; Reed ve Simon, 1972. 
Parantez anlam ına gelen tn  gilizce "bracket" sözcüğü kuantum  m ekaniğindeki böylesi b ir 
ifadenin kullanım ına sunulm uştur. ( | ) parantezli ifadesin in  sağ tarafı, | >, "ket" vektörü 
olarak adlandırılırken sol tarafı, ( |, "bra" vektörü olarak adlandırılır, -çn .
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b iç im inde y az ıla n  H erm itsel eş len ik  tir . Bra vek tö rle ri ke t v ek tö rle rin in  ik i
liğ i o ldu ğ u n d an , §12.3 'teki n o k ta  ça rp ım ıy la  ayn ı an lam d ak i b ir  sk a ler 
ça rp ım a  sa h ip tir . |0 )  ke t v ek tö rüne  sa h ip  b ir  (xfj\ b ra  v ek tö rü n ü n  bu  sk a le r 
çarp ım ı, kesin  o larak  ü s tte  (ı/ı|<p) b iç im inde  yaz ılm ış H erm itse l sk a le r ç a r 
p ım dır. Bu, (ı/; |0 )'n in  k a rm aşık  eşlen iğ i o la rak  (cp\ıf>) k a rm aşık  say ıs ıy la  
uyum ludur. îk i \ıp) ve |ı/ı> d u ru m u , <0|0) = O'sa, d iğer b ir  dey işle  <ıp\<p) = 
O'sa, o rtogona ld ır  denir.

D oğrusal b ir  L iş lem cisin in  \ıp) üze rindek i eylem i L\ıp) b iç im inde y a z ı
lır  ve <0| k e tin in  L|ı/;)'yle sk a le r  ça rp ım ı

W L \ıp )

şek linde yaz ılır. Ayrıca bu  b e lir li b ir  "(<j>\L" b ra s ın ın  |ı/))'yle sk a le r  ç a rp ı
m ıd ır. "(<p\L" b ra s ı ned ir?  O, b e lir li b ir  L*|0)ketinin, L*, I 'n in  ilişiğ i6 olm ak 
üzere, k a rm aşık  eşlen iğ id ir. B ir L d o ğ ru sa l iş lem cisine  u y g u lan an  "ilişik" 
işlem i §13.9 'da son lu  b o y u tlu  d u ru m d a  ele a lınm ış o lan  * H erm itse l e ş le 
n ik  iş lem in in  ayn ısıd ır. K arm aşık  (<t>\L\rp) sa y ıs ın ın  k arm aşık  eşlen iğ i k a r 
m aşık  (ıfı\L'\<p) say ıs ıd ır .

22.4 Üniter evrim: Schrödinger ve Heisenberg

A rtık S chröd inger ev rim in in  "üniter" doğasına  bakm ak  üzere iyi b ir  ko 
num day ız. §22 .3 'te  bu  ev rim in  çizg isel o lduğunu  gö rm üştük , öyleyse tü m  
yapm am ız gereken onun, H 'nin  iki e lem an ı \<j>) ve \ıp) a ra s ın d a k i sk a le r 
<<p\ıp) ça rp ım ın ı ko ru m asın ı sa ğ lam ak tır . D iğer b ir  dey işle  (<p\ıp) zam an d a  
sa b it tir : d(4>\4>)/dt = 0. (Üstte söy lenen  no rm u  ko rum ak la  sk a le r ça rp ım ı 
ko ru m an ın  eşdeğer gerek lilik ler o lduğudur.) Tem el o la rak  J f  k u an tu m  Ha- 
m ilto n ım ızd an  gerek duyduğum uz şey (i) onun  b iz i ve (ii) ken d isin e  a it 
H erm itse li H ilb e rt u zay ın d a  tu tm a s ıd ır . B un lar son  derece a sg a ri gerek li
lik le rd ir  ve b ir  H am iltona ilişk in  h e rh a n g i m aku l b ir  öneri ta ra f ın d a n  sa ğ 
lan ır. Ona ilişk in  H erm itse l doğa örneğ in , öz değerlerin in , s is tem  en erji
siy le ilg ili o lası değerlerin , gerçel say ı o lm asın ı g a ra n ti eden  doğal b ir  ge
rek lilik tir. A yrıca JT n in , bu  d u ru m  evrim in  ü n ite r  doğası iç in  gerek li o l
m a sa  da H 'n in  tü m  öz değerleri (enerji değerleri) pozitifken  s ıf ır  o lm ayan  
tü m  |ı/>)'ler iç in  (\fj\H\ip) > 0 an lam ın a  gelm ek üzere  p o z i t i f  belirli o lm asın ı 
ta lep  etm ek o lağand ır. B u rad an  (bir ça rp ım ın  tü rev in e  ilişk in  Leibniz 
özelliğ in i, bkz. §6.5 ve ü s ttek i özellik leri ku llanarak) hem en sk a le r  ça rp ım 

6 Kuantum  m ekaniksel litera tü rde, konuyla en ilgili m atem atiksel yazındaki Q' yerine siklikti 
Qf notasyonu kullanılır; bkz. §13.9.



la r ın  a s lın d a  ko ru n d u ğ u n u , d iğer b ir  deyişle S chröd inger ev rim in in  ü n ite r  
o lduğunu  gösteren

= <— + (<p\—ift_1?fı/)>

=  -  iA-M^lîf lV ) =  0
ifad e le rin i elde ederiz .12271 B enzer a rgüm an , ö rneğin  u zam sa l dön ü şü m ler 
ya da d ö ndürm elere  ilişk in  ü re te ç le r  g ib i d iğer H erm itse l iş lem cile r için  
de, b u n la rın  da ay rıca  H 'ye ilişk in  ü n ite r  d ö nüşüm lere  k a rş ılık  geld iğ in i 
g ö ste re rek  geçerli olur.

Ü sttek i denklem  sk a le r  b ir  (tp\xp) ça rp ım ın ın  değ işim  o ra n ın ın  s ıf ır  ol
d u ğunu  göste rir. B u radan , <0|ı/>>'nin, |cp) ve |ıp) aynı K  u y arın c a  b ireyse l 
o la rak  S chröd inger ev rim ine u ğ ram ak  üzere, tü m  zam an  boyunca d eğ iş
m ez b iç im de kald ığ ı son u cu  izler, t  = 0 zam an ın d a  \<p) ve |\p) k u an tu m  d u 
ru m la rın a  sah ip  o lduğum uzu  ve o n la rı S chröd inger reçe te s i u y arın c a  so n 
rak i b ir  T zam an ın a  k a d a r  s ıra s ıy la  \<pT) ve |ıpT) ha line  gelecek şek ilde  ev- 
rim le ş ir  kabu l e ttiğ im iz i v a rsa y a lım  (§22.2'deki n o ta sy o n u  ku llanarak):

10) I<Pt) ve W I'Pt)-
Böylece

(<p\ıp) = (<pT\ıpT)

olur. Bu b ize H H ilb e rt uzay ı ü ze rin d e  t  =  O 'dan b e lirli b ir  t = T zam an ın a  
k a d a r  a lın an  S chröd inger ev rim ine ilişk in  doğ ru sa l eylem in, bu  dönüşüm ü

\<pT) = UT\<p), \ıpT) =  UT\tp), vb,

o lacak  şek ilde etk ileyen b ir  UT iş lem c isin in  b u lu n m a s ı an lam ın d a  ü n ite r  
o ld u ğ u n u  söyler. B u radak i UT işlem cisi §13.9 'daki an lam ıy la  ü n ite rd ır , 
d iğe r b ir  deyişle te rs i  kend i iliş iğ in e  e ş ittir:

U f1 = U"T, d iğe r b ir  dey işle  UTU"T = U'TUT =  l.

B uradak i I, H ü zerindek i b irim  işlem cid ir. ( I / /y e  ilişk in  b u  özelliğ in  gös
te rim i için  bkz. §13.9.)

§22.1 'de b e lir tild iğ i üzere b ir  k u an tu m  sis tem in e  ilişk in  evrim i g ö ste r
m en in  fa rk lı y o lla rı da m evcu ttu r; H eisenberg tab losu  o la ra k  ad lan d ır ıla n , 
b u n la rın  en b ilin d ik  a lte rn a tif id ir . H eisenberg  ta b lo su n d a , s is tem in  "du
rum u", zam an  evrim i d a h a  çok d inam ik  b iç im li değ işken ler şek linde kabu l 
edilm ek üzere, zam an d a  sa b it o la ra k  değerlend irilir. Okur, k u an tu m  s is te 

-S [22.7] Bu iddiayı b iraz daha ayrın tılı o larak açıklayın. Leibniz özelliğinin b ir  H ilbert uzayı 
skaler çarpım ı için neden geçerli olduğunu açıklayabilir misiniz?



m inde gerçek baz ı fizik i değ işik lik le r söz k onusu  o lsa  b ile , k u an tu m  d u ru 
m u n u n  n a s ıl "değişm ez" b iç im de d eğ e rlen d irileb ild iğ in i e lb e tte  so rg u lay a 
b ilir! A slında öyledir; fak a t S ch röd inger ta b lo su n d a n  H eisenberg  ta b lo su 
n a  geçiş gerçek ten  sem bollerim izi y a ln ızca  b ir  yen iden  ta n ım la m a m esele
sid ir.

ilk  o la rak  şu  an a  k a d a r  ben im seyegeld iğ im iz o lağan  S ch röd inger ta b 
lo su n u  ele alın , t  =  0 zam an ın d a  verili b ir  J f  k u an tu m  H am ilton ı ta ra f ın 
dan  ta n ım la n ır  b iç im deki, S chröd inger reçe te si u y arın c a  ev rim leştiğ in i 
k abu l e ttiğ im iz  b ir  |ı/j) k u an tu m  d u ru m u n a , T k a d a r  b ir  sü re  so n ra  |t/>)'nin

W  ■“» |ıM  =  UT\ıp)

o lacağ ı şek ilde sah ib iz . UT ey lem in in  H H ilb e rt uzay ın ın  tü m ü n d e  gerçek
ten  d o ğ ru sa l b iç im de geçerli o lduğunu  an ım say ın . Böylece h e rh an g i b aşk a  
b ir  |0 ) d u rum u , d ah a  önce \ıp) iç in  k u llan ılm ış  o lan  aynı UT'y le  b ir lik te  i l
gili b ir  |$ )  => \(pT) = UT\<p) evrim ine u ğ rar. H eisenberg  ta b lo su n d a  T za m a
n ın d ak i d u ru m u  b a s it  biçim de

WH = Ur1W = U'TW

o la rak  d ü şü n ü rü z . |ıp)T "H eisenberg  du ru m u "n u n  zam an ın  ile rley iş iy le  (te
m el o la rak  tan ım da!) değişm ediğ i aç ık tır. Öte ta ra f ta n  ceb irse l iş lem lerin , 
öz değerle rin  (ölçülm üş fiziki param etre le r)  S chröd inger tab lo su n d ak iy le  
aynı o lacağ ı şek ilde , önceden o lduğu  g ib i devam  etm esi iç in  d inam ik  b i
çim li değ işken lerin  de d en k leştiric i şek ilde  ev rim leşm esine gerek duyarız . 
Bu neden le  (H üzerindeki) h erh an g i b ir  ç izg isel Q iş lem cisi kendi

<?H =  =  UIQUC

H eisenberg  v ersiyonuy la  yer değ iş tirm ek  zo ru n d ad ır. B u rad an  do laysız 
b iç im de, h e rh an g i öz değere ya da h e rh a n g i sk a le r  ça rp ım a  ilişk in  H eisen 
berg  v ersiy o n u n u n  S chröd inger v e rsiyonuy la  ayn ı o lduğu  sonucu  iz le r.122-81 
A rtık H eisenberg  evrim i (Schrödinger ta b lo su n d a  sa b it  o lduğu  varsay ılan ) 
Q işlem cile rine  ve özellikle d inam ik  b iç im li değ işkenlere uygu lan ır. B u ra
dan

ih —  QH = Qw“K  — H Q h

H eisenberg h a reke t d en k lem lerin e  u la ş ır ız .12291 (Buna ilişk in  b e lirg in  b ir  
son u cu n  QH = K  d u ru m u n d a  o rtay a  çıkan  en e ıji k o runum u  o lduğuna  d ik 
k a t edin.)

-© 122.8] Tüm bunları ayrın tılı biçim de açıklayın. 
- 0  [22.9] Bunu doğrulayabilecek m isiniz görün.



O kur şey leri bu  şek ilde aç ık lam ak la  ne kazand ığ ım ız ı so rab ilir . He- 
isen b erg  ta b lo su n d a , b az ı b ağ la m la rd a  tekn ik  av a n ta jla r  söz k o n u su d u r 
fa k a t b u  ta b lo  k uan tum  m ek an iğ in in  yorum a d ay a lı b ilm eceleriy le  ilgili 
şey ler k o n u su n d a  yard ım cı olm az. "K uantum  s ıç ram a la rı"  so ru n u  o rtad a n  
kalkm ad ı fak a t |ı/j)H'n in  R işlem inde  b a şk a  b ir  şeye "s ıç ram a"sm a iz in  v e 

re rek  suçu  d u ru m a y ıkm ak ya da "sıçram a"yı H eisenberg  d inam ik  b iç im li 
değ işk en lerin in  y ap tığ ın ı k ab u l etm ek seçenek lerine sah ip  o lab iliriz . Ken
di ad ım a  b u  "s ıçram a” m ese le le rin in  H eisenberg  ta b lo su n d a , h e rh an g i b ir  
şey  çözülm üş o lm aksız ın  d a h a  an laş ılm az  h a le  g e tir ild iğ in i görüyorum .

S ch röd inger ta b lo su n d a  en az ın d an , bize "kuan tum  gerçek liğ i''n in  neye 
benzed iğ ine  küçücük b ir  b ak ış  a tm a  f ırs a tı  su n an , ev rim leşen  b ir  du rum  
v ek tö rü n e  sah ib iz! H eisenberg  ta b lo su , kendi du ru m  v ek tö rü  fizik i b ir  ey 
lem  gerçek leşm ekte bile o lsa  h a re k e ts iz  b iç im de yerin d e  d u rd u ğ u n d an , 
pek  de b u n u  yapm a şa n s ın a  sa h ip  görünm ez. D ahası, d inam ik  biç im li d e 
ğ işk en le rin  evrim i h e rh an g i özel b ir  fiziki sis tem d ek i değ işim i gösterm ez 
çünkü  o n la r  özel s is tem leri pek de aç ık lam az fak a t b u n u n  yerine  b ir  s is te 
m e so ru lab ilen , ö rneğ in  "konum un nedir" , vb, g ib i şey leri so rg u lar.

Bu iki fa rk lı tab lo y a  sa h ip  o lu n m ası, büyük  o ra n d a  ta r ih i  n ed e n le rle 
d ir. Kendi ta b lo su n u  H az iran  1925 'te ü re te n  H eisenberg  ilk ti ve S ch röd in 
ger kend i önerm esin i y a rım  yıl k a d a r  so n ra  Ocak 1926 'da o r ta y a  koydu ve 
b u n d a n  k ısa  sü re  so n ra  ik i düzen  a ra s ın d ak i özdeşliğ i fa rk  e tti. Schrödin- 
g e r 'in  d a lga  fo n k siyonunun  \ıp2\ m odül karesin e  ilişk in  o lasılık  yorum unu  
(§21.9) ilk  ile ri sü ren , H az iran  1926'da M ax B om 'd u . S ch rö d in g er 'in  k en d i
si de ı//y le  ilg ili d ah a  "klasik  b iç im li b ir  alan" ta b lo su n a  tu tu n m a y a  ç a lış 
tı. K uan tum  m ekaniğ iy le ilg ili genel işlem ci çerçevesi H eisenberg , B om  ve 
P ascu a l Jo rd a n 'ın  ça lışm a la rın d a n  o rtay a  çıkıp D irac ta ra f ın d a n  tüm üyle  
fo rm ü le  ed ild i ve ilk  o la rak  1930'da b as ılm ış  o lan  son  derece  etkileyici 
The Principles o f  CLuantum M echan ics  [Kuantum  M ekaniğ in in  tikeleri] a d 
lı k ita b ın d a  a y rın tılı b iç im de aç ık lan d ı.7

E lb e tte  du rum , sonuç o la rak  k u an tu m  k u ram ın a  b ir  değ işim  su n u ld u 
ğ u n d a  b ir  fo rm alizm i d iğerine  te rc ih  etm ekle ilg ili iyi se b ep le r  söz konusu  
o lab ilir , ve ik is i a ra s ın d ak i eşdeğerlik  o rtad a n  k a lkab ilir. K uan tum  k u ra 
m ı ve (özel) görelilik  k u ram ın ı uy u m lu  b ir  düzen iç inde b ir  a ra y a  g e tirm e
ye ça lış a n  k u an tu m  a lan  k u ram ıy la  (bkz. bö lüm  26) ilg ili d u ru m  bile  k ib a r 
ca b u d u r. D irac bu  d u ru m d a , H eisenberg  ta b lo su n u  seçm ekle ilg ili8 baz ı 
gerekçeler o rtay a  koydu. B unun la  b irlik te  görelilik le  ilg ili o la ra k  ne He-

7 En güncel basım  için bkz. Dirac, 1982. Daha yakın b ir  uygulam a için bkz. Shankar, 1994.
8 Görelilikçi kuantum  alan  kuram ında Schrödinger tab losunun  yer alm adığına ilişkin b ir id 

dia için bkz. Dirac, 1966.



isen b erg  ta b lo su  ne de S chröd inger ta b lo su  değ işm ezdir. Bu b ağ lam d a b a 
zen m elez "etk ileşim  tab lo su" te rc ih  ed ilir .9

22.5 Kuantum "gözlemlenebilirler"!

Şim di, k u an tu m  s is tem i iç indeki b ir  ö lçüm ün  fo rm alizm  iç inde n as ıl 
g ö ste rilm esi gerek tiğ in i görelim . §22.1 'de b e lir tild iğ i üzere konum  ve m o
m en tum  ö lçüm lerine  ilişk in  21. bö lüm de verilm iş o lan  ö rn ek le r b ir  k u a n 
tu m  ö lçüm ü genel d u ru m u n d a  ne o ld u ğ u n u  açık lay ıc ı n ite lik ted ir . B ir k u 
an tu m  sis tem in e  a i t  b ir  "ölçülebilir" n ite lik , gözlem leneb ilir  o la rak  a d la n 
d ır ıla n  b e lirli tü rd e  b ir  Q iş lem cisince g ö s te rilir  ve b u  işlem ci k u an tu m  
d u ru m u n a  u y g u lan ab ilir. D inam ik biç im li değ işken ler (konum  ya da m o
m entum  diyelim ), göz lem leneb ilirle re  ilişk in  ö rn ek le rd ir.10 K uram  b ir  Q 
göz lem leneb ilirin in , H uzayı üzerindek i eylem i H 'ye ilişk in  d o ğ ru sa l b ir  
dönü şü m ü  (§13.3), o lasılık la  tek il o lsa  da, etkileyecek şe k ild e  (konum  ya 
da m om entum  iş lem cile ri benzeri) d o ğ ru sa l b ir  işlem ci o la rak  g ö ste rilm e
sin i ta lep  eder. ip, Ç 'nun  b ir  öz d u ru m u y sa  ıp d u ru m u n u n  Ç gözlem leneb i
lir in e  ilişk in  o la rak  b ir  belirli değere  sa h ip  o lduğunu  söyleriz, bu  d u ru m 
da ilg ili q öz değeri b u  b e lirli değer o lu r .11 Bu, d ah a  önce §21.5, 10, l l 'd e  
konum  ve m om entum la ilg ili o la rak  k arş ıla ş tığ ım ız  te rm ino lo jin in  ay n ıs ı
dır.

G eleneksel k u an tu m  m ekan iğ inde genellik le tü m  öz d eğ erle rin  gerçel 
sa y ıla r  o lm a zo ru n lu lu ğ u  ta lep  ed ilir. Bu, Ç 'nun , kend i iliş iğ in e  e ş it o lm a
sı an lam ın a  gelecek şek ilde  b ir  H erm itse l o lm ası sa ğ la n a ra k  g a ra n ti ed ile 
b ilir:122101

<?* =  <?.

B ana göre, b ir  Ç gözlem lenebiliri üze rindek i bu  H erm itse l gereklilik , k a r
m aşık  sa y ıla r  k lasik  fizik te, ö rneğ in  gök küreye ilişk in  R iem anncı küre 
g öste rim i (§18.5), h arm o n ik  o s ila tö re  ilişk in  pek çok s ta n d a r t  ta r t ışm a d a  
(§20.3), vb 'dek i g ib i sık lık la  k u lla n ıld ığ ın d an  gerçekçi o lm ayan  b ir  şek ilde

9 Etkileşim  tab losu  örneğin Ham iltonın zam an bağım lı olduğu "zaman bağım lı tedirgem e ku
ram ı" hesap lam alarında sıklıkla kullanılır. Bkz. Shankar, 1994, bölüm  18; Dirac, 1966.

10 Burada, konum ya da mom entum u bazı denklem lerde gerçek  "gözlemlenebilirler" olma ye
terliliğ inden alıkoyabilecek, öz durum ların  norm alleşebilir olm adıklarına ilişkin gerçeği göz 
ard ı ediyorum.

11 Daha genel biçim de b ir öz değer olsa da olm asa da, q = (ı/ı|<?|ı/ı) ise ç 'nun , norm alleştirilm iş 
\>fı) durum uyla ilgili Q'ya a it beklenti değeri o lduğunu söyleriz.

i©  [22.101 H erm itsel b ir  Q işlem cisinin herhangi b ir öz değerinin aslında gerçel b ir  sayı olduğu
nu  gösterin.



ş id d e tli b ir  g erek lilik tir .12 B ir gözlem leneb ilir üze rindek i tem el b ir  gerek li
lik  ken d isin e  a i t  ayrık  öz değerlere  k a rşılık  gelen  öz v ek tö rle rin  b irb ir in e  
o rto g o n al o lm asıd ır. Bu "norm al" o la rak  a d la n d ır ıla n  iş lem cile rin  k a ra k te 
r is tik  b ir  özelliğ id ir. B ir Q n o rm a l işlem cisi kendi ilişiğ iy le  değ işm eli o lan  
işlem cid ir:

<?*<? =  <?<?*

Ayrık öz değerlere  k a rş ılık  gelen  bu  tü r  b ir  Q n o rm aliy le  ilg ili öz v ek tö rle 
rin  h e rh an g i b ir  çifti a s lın d a  o rto g o n al olm ak zo ru n d a d ır.122111 B ir ölçüm  
so n u cu  o rtay a  çıkab ilecek  a l te rn a t if  d u ru m la r  a ra s ın d ak i s ta n d a r t  ortogo- 
n a llik  gerek liliğ inde ıs r a r  ederken  ölçüm  so n u ç la rın ın  (öz değerler) k a rm a
şık  sa y ıla r  o lu şuy la  ilg ili m em n u n iy e t duym am  neden iy le  k u an tu m  "göz- 
lem leneb ilirler"im in , H erm itse l o lm a la rın a  ilişk in  d ah a  kuvvetli gerek lilik  
yerine  y a ln ızca  no rm al ç izg isel iş lem c ile r o lm a la rın ı isteyeceğim .

B urada , k u an tu m  gözlem leneb ilirle rine  öz vek tö rle rin  (H'ye a i t  h e rh a n 
gi b ir  e lem an ın  b u  öz v ek tö rle r b iç im in d e  çizg isel o la rak  ifad e  ed ileb ilece
ği şekilde) H H ilb e rt u zay ın ın  tü m ü n ü  k ap sam a sıy la  ilg ili b aşk a  b ir  gerek
liliğ i de yorum layacağ ım . Bu özellik, son lu  boyu tlu  d u ru m d a  Q 'ya ilişk in  
H erm itse l (ya da norm al) d o ğan ın  m atem atik se l b ir  so n u cu d u r. B ununla 
b irlik te  so n su z  boyu tlu  b ir  H 'yle ilg ili o la rak  b u n a , b ir  k u an tu m  gözlem le
n eb ilir i b iç im inde ro l oynayacak  h e rh a n g i b ir  Q 'ya ilişk in  ay rı b ir  v a rs a 
yım  o la rak  gerek duyarız . Bu özelliğe sa h ip  b ir  H erm itse l öz iliş ik  b iç im in 
de ad lan d ır ılır .

B ir k u an tu m  gözlem leneb iliriy le  ilg ili o rtogonallik  gereksin im i k u a n 
tu m  ölçüm  işlem i iç in  önem lid ir. K uantum  m ekaniğ i k u ra lla r ı u y a rın c a  b ir  
Q iş lem cisiy le  ilg ili ö lçüm  so n u cu  h e r  zam an  ken d isin e  a it öz değerlerden  
b ir i o lacak tır; bu , k u an tu m  d u ru m u n u n  R işlem iy le b irlik te  gerçek leşen  
"s ıç ram a"s ıd ır  (bkz. §22.1). Ö lçüm den önce s is tem in  d u ru m u  ne o lu rsa  o l
su n  o, tıp k ı R 'yle uyum  iç indek i d u ru m  ö lçüm ünde o lduğu  g ib i, Q 'nun  öz 
d u ru m la rın d a n  b irin e  s ıç ra r. Ö lçüm  so n ra s ın d a  du rum , Q gözlem leneb ili
riy le  ilg ili b e lir li b ir  değer, d iğ e r b ir  dey işle  ilg ili q öz değerin i ed in ir. Bu 
nedenle , Q gözlem leneb ilirine  ilişk in  o lası fa rk lı ölçüm  so n u ç la rın d a n  h er 
b ir i iç in , d iğe r b ir  dey işle  h e r  b ir  <h,<72. fo .-- öz değeri iç in , tü m ü  karşılık lı 
o la rak  o rtogonal o lan  a l te rn a t if  sonuç d u ru m la rı küm elerinden  b ir in i elde 
ederiz.

Bu n iç in  önem lid ir?  K ısa sü re  iç inde  bu  a l te rn a tif  ç ık tıla rın  h e r  b irine  
ilişk in  o la s ılık la r ı h esap la m ak ta  gerek li k u an tu m  y a sa la r ın ın  n e  o lduğunu

12 Bkz. Dirac, 1982. Karmaşık param etre ler pek çok alanda kullanılır, örn. Fortney, 1997.
®  [22.11] Bunu kanıtlayabilecek m isiniz bakın. İpucu: -Â /)« ?  -  XI) l^) ifadesin i ele a la 

rak ilk önce Q\xp) =  Alt/;) ise Q'\ıp) = Âlı/*) olduğunu gösterin.



göreceğiz. Bu k u ra lla r ın  b ir  an lam ı, b ir  du rum un , b ir  ölçüm  sonucu  o la rak  
o rtogonal b ir  d u ru m a s ıç ram a o lasılığ ı h e r  zam an  s ıf ır  o lacak tır. B u radan  
h arek e tle  b ir  Q gözlem lenebiliriy le  ta n ım la n an  b ir  ölçüm  y in e len irse  bu  
d u ru m d a  ik inci ölçüm  ilk in in  verd iğ i ayn ı öz değeri, d iğer b ir  dey işle  ö l
çüm le ilg ili ayn ı sonucu  verecek tir. F ark lı b ir  sonuç verm ek onun , b ir  d u 
ru m d an  o rto g o n al b ir  du ru m a, o lasılık  k u ra lla r ın ın  iz in  verm eyeceği b ir  
s ıç ram a  gerçek leştirm esine  yol açar. B unun la  b ir lik te  bu  m u tlu  son  fark lı 
öz değerle iç in  Q'ya a it öz d u ru m la rın  o rtogonalliğ ine  bağ lıd ır; Ç 'n u n  n o r
m al b ir  işlem ci o lm asına  gerek duym am ızın  sebeb i bud u r.

Şim di, "gözlem lenen" |i/j) d u ru m u y la  b irlik te  su n u ld u ğ u n d a  Q gözlem 
le n eb ilirin e  ilişk in  fa rk lı a l te rn a tif  öz du ru m  o las ılık la rı görev ine geri dö 
nelim . K uan tum  m ekaniksel o lasılığ ın , Q göz lem leneb ilirine  ilişk in  h e r  
h an g i b aşk a  (örneğin ö lçü lm üş o lan  öz değerin  değeri gibi) b ir  gö rünüm e 
değil de y a ln ızca  ölçüm  öncesi ve so n ras ın d ak i k u an tu m  d u ru m la rın a  
bağ lı o lu şu  R k u an tu m  iş lem in in  d ik k a t çekici b ir  özelliğ id ir. K ural, Ç 'ya 
a i t  |ıp) d u ru m u n u n  \<p) öz d u ru m u n a  s ıç ram a o lasılığ ın ın , |ıp) ve |0 ) 'n in  
n o rm a lle ş tir ilm iş  (\\ıp\\ =  1 =  ||0 ||) o lduğu  v arsay ıla rak ,

\(<P\'I>)\2

ifadesiy le  v erilm esid ir. D iğer tü rlü , ü s tte k i ifadey i o lasılık  elde ed ilm eden  
önce ||ı/>|| ve ]|0II'yle bölm em iz gerek ir. Bu olasılığ ı, n o rm alleş tirilm em iş  
d u ru m la rla  ilg ili o la rak

(<PWW<P)
(ıp\ıp){<p\<p)

z a r if  b iç im inde yazm ayı seçeb iliriz . Bu h e r  zam an  O'la 1 a ra s ın d a  b ir  d e
ğ e rd ir  ve 1 değerin i yaln ızca  d u ru m la r  o ra n tılı  o ld u ğ u n d a  a lır .122121 Ü sttek i 
ta r t ışm a d a n  S chröd inger ev rim in in  (<p\xp) sk a le r  ça rp ım la rın ı k o ru d u ğ u n u  
an ım say ın . Bu, U ve R iş lem leri a ra s ın d a k i önem li b ir  uyum lu luk  ilişk is i
d ir  ve uyum suz o lm a la rın a  k a rş ın  U ve R 'n in  b irb ir le r iy le  düzen li b iç im de 
"kaynaş"tığ ı gerçeğin i ifade eder. A slında b ir  ö lçüm deki d u ru m u n , o rtogo 
n a l b ir  d u ru m a  h içb ir  zam an  do laysız b iç im de s ıç ram ad ığ ın ı gö rü rü z  çü n 
kü  (<p\ıp) =  0 o lm ası, b u n u n la  ilg ili o lasılığ ın  s ıf ır  o lduğu  an lam ın a  gelir.

N o rm alleştirilm iş  ip ve (p o rtogonal d u ru m la rı a ra s ın d a k i b ir  k u an tu m  
ü s t  ü s te  b in m esin d e , wıp +  zcp diyelim , ağ ırlık lan d ırm a  ç a rp an ı karm aşık  
sa y ıla rı w ve z b azen  gen lik ler  ya d a  "o lasılık  genlik leri" o la rak  a d la n d ır ı
lır. Bu d u ru m d a , wıp + zıp d u ru m u n d ak i ıp’y i (p’den a y ır t etm ek üzere  kuru -

®  [22.12] Bunu, alıştırm a [22.2]'deki yöntem ler aracılığıyla ( | > cebirsel özelliklerinden h a 
reketle gösterin.



lan  b ir  deney, ı//ye ilişk in  ivvv =  |ıv |2 ve ip'ya ilişk in  i z  =  \z\2 o las ılığ ın ı ge
tir ir ,  d iğ e r b ir  dey işle o la s ılık la r ı elde etm ek üzere  gen lik  m o d ü lle rin in  k a 
re le rin i a lırız . Benzer b ir  yo rum  b u  tü r  ik iden  faz la  d u ru m u n  ü s t  ü s te  b in 
m esinde de geçerlid ir.

N orm al b ir  Q iş lem cisine  ilişk in  y a ra rlı b ir  özellik  (kendisine a i t  öz 
vek tö rle rin  H 'n in  tü m ü n ü  k ap sad ığ ın ı v a rsayarak ), on u n  h e r  zam an  H il
b e r t uzay ıy la  ilg ili o rto n o rm al b ir  ta b a n  o lu ş tu ra n  b ir  öz değerle r a iles ine  
sa h ip  o lu şu d u r. B ir o rto n o rm a l ta b a n  (§13.9'la k a rş ıla ş tır ın )

(e«ta) =

(6ij K ronecker d e lta s ı o lm ak üzere) o lacak  şek ilde  ve H 'ye a i t  h e r  ip e lem a
n ı {z1,z 1,z l l ... ı//ye ilişk in  k a rm a şık  "kartezyen  k o o rd in a tla r"  olm ak üzere)

ıp = z 1e 1 + z 2e 2 +  z3e  3 +  •••

b iç im inde ifade ed ileb ilm ek  üzere  H 'n in  b ir  e 1, e 2,e 3, ... e lem a n la r  k ü m esi
d ir. Bu, y ap ış ız  tek il b ir  p a rç ac ık la  ilgili, (bir F o u rie r d ö n ü şü m ü  k u lla n ıla 
rak  gerçek leştirild iğ i üzere) m om entum  y a  da bp(x) = /  ip(X) 8(x — X )d3X) 
konum  (§21.11) d u ru m la rın ın  sü rek li b ir  d o ğ ru sa l b ir le ş im i o larak  genel 
b ir  dalga  fonksiyonu  ifad es in e  b en z e rd ir  çünkü  m om entum  ve konum  d u 
ru m la rı s ıra s ıy la  p ve x m om entum  ve konum  iş lem c ile rin in  öz değ e rle ri
d ir. Konum g ö ste rim inden  m om entum  göste rim ine geçiş H H ilb e rt u za y ın 
dak i b ir  ta b a n  değişim i an lam ın a  ge lir [bkz. Şekil 22.3). B unun la  b irlik te  
ne m om entum  d u ru m la rı ne de konum  d u ru m la rı, tekn ik  b ir  an lam d a  g er
çek ten  b ir  ta b a n  o lu ş tu ru r  çünkü  n o rm a lle şe b ilir  d eğ ild irle r ve gerçek ten  
kesin lik le  H 'ye a it değ ild irler! (Kuantum  m ekaniğ i b u  tü rd e  ra h a ts ız  edici 
k o n u la rla  do ludu r. Bu d u ru m  doğası devam  ettiğ in d en , b u  tü r  m a tem a tik 
se l incelik lerle  ilg ili k a ra rlı şek ilde  özensiz o lunup  h a t ta  konum  ve m o
m en tum  d u ru m la rı gerçek d u ru m la rm ış  g ib i d a v ra n ıla b ilir  y a  da tü m  za 
m an  m a tem atiğ i doğru  b iç im e sokm ak ta  ıs r a r  etm eye h a rc a n a b ilir  fak a t 
bu  d u ru m d a  b ir  "ölü k a tılığ ı ''n a  h ap so lm ak la  ilg ili çe lişk ili b ir  teh like  söz

Momentum tabanı

Ş e k il  22 .3  B ir  k o n u m  g ö s te r im in d e n  m o 
m e n tu m  g ö s te r im in e  geç iş  y a ln ızc a  (tekn ik  
olarak, n o rm a lle şeb ilir  o lm a m a k  üzere, ne 
m o m e n tu m  ne  d e  k o n u m  d u ru m u  H 'ye 
g erçek ten  a it  o lm a sa  da) H H ilb ert 
u za y ın d a k i ta b a n  değ iş im id ir .



k o n u su d u r. B ir o r ta  yol tu ttu rm a k  iç in  elim den geleni yap ıyo rum  fak a t 
konuy la  ilg ili gelişm e sağ layacak  doğru  y an ıtın  ne o lduğunu  b ild iğ im den  
pek em in değilim!)

22.6 EVET/HAYIR ölçümleri; projektörler

Öz d u ru m la rın  n o rm alleşe b ilir  o lm ad ığ ı ö rneğ in  konum  ya da m om en
tu m  iş lem cile ri d u ru m u n d a  bu  tü r  b ir  d u ru m d a  b ir  p a rçac ık  bu lm a o la s ı
lığ ın ı s ıf ır  o la rak  elde ederiz. Bu gerçek ten  de "doğru" y a n ıtt ır  çünkü  h e r 
h an g i b e lirli b ir  değere sah ip  konum  ya da m om entum  o lasılığ ı (konum  ve 
m om entum  sü rek li p a ra m e tre le r  o lm ak üzere) a s lın d a  s ıfırd ır . Bu b ize pek 
yard ım cı olm az, öyleyse ö rneğin  "konum  filan ca  b ir  değer a ra lığ ın d a  m ı
dır?" so ru su n u  so ran  g ib i b aşk a  tü rd ek i gözlem leneb ilirle ri te rc ih  ed eb ili
riz. Bu tü r  b ir  so ru  m om en tum la (ya da b aşk aca  sü rek li h e rh an g i b ir  göz
lem lenebilirle) ilgili o la rak  da so ru lab ilir . Böylesi ev e t/h a y ır so ru la r ı k u 
an tu m  m ekaniğiyle, diyelim  ki öz değere EVET y an ıtı iç in  1 ve HAYIR y a 
n ıtı  iç in  O'ı a ta y a ra k  b ir le ş tir ile b ilir . Bu tü rd ek i b ir  gözlem leneb ilir p ro 
je k tö r  o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyle aç ık lan ır.

B ir E p ro jek tö rü , öz iliş ik  o lm a ve kend i k a re sin e  e ş it olm a öze llik leri
ne sa h ip tir :122131

E2 = E = E*.

Böylesi ş e y le r  en ilkel tü rd ek i ö lçüm ü su n a r  ve k u an tu m  m ekan iğ indek i 
"ölçüm " ta ra f ın d a n  o rtay a  kon u lan  k o n u la r, pek çok am aca yönelik  o larak  
en iyi şek ilde  b u  tü r  iş lem cile r b iç im inde  g erçek leştirilir. B unun la b irlik te  
böy lesi b ir  EVET/HAYIR ölçüm ü g erçek le ştir ild iğ in d e  özellikle göze ç a r 
p a r  h a le  gelen  b ir  konu m e v cu ttu r  çünkü  (2 'den d ah a  yüksek boyuttak i) bu  
iş lem cile r (tüm üyle) b o zu k tu r. B ir q öz değeriy le  ilg ili o la rak , q 'y a  karşılık  
gelen  öz vek tö r uzayı 1 -b o y u tlu d an  d a h a  büyükse, d iğe r b ir  dey işle  Ç 'ya 
a i t  ayn ı q öz değerine k arşılık  gelen o ra n tılı  o lm ayan  öz v ek tö rle r m ev cu t
sa , Q b o zu k tu r  deriz (§13.5). Aynı q öz değerine k a rşılık  gelen  tü m  öz vek
tö rle rd e n  o lu şan  H çizgisel a lt u zay ın ın  tü m ü  Ç 'n u n  q 'ya  k a rş ılık  gelen  öz  
u za y ı  o la rak  an ılır. Böylesi d u ru m la rd a , ö lçüm ün "sonucu"nun  elde ed il
m esi (diğer b ir  deyişle öz değerin  sap tan m ası) b ize kend iliğ in d en  du rum  
v ek tö rü n ü n  h an g i du ru m a "s ıçram a''s ı gerek tiğ in i söylem ez. Konu, ölçüm e 
b ağ lı o lan  |ıp) d u ru m u n u n , Ç 'nun  q 'ya  k a rş ılık  gelen öz u za y ın a13 o rtogo 
n a l o la rak  y an s ıtıld ığ ın ı ile ri sü ren  iz d ü ş ü m  önerm esi ta ra f ın d a n  çözülür.

[22.13] Bir Q gözlem lenebiliri polinom biçim li b ir  denklemi sağlıyorsa bu durum da ona a it 
her b ir öz değerin aynı denklemi sağladığını gösterin.

13 İzdüşüm  ölçüm lerine ilişkin mükemmel b ir ele alış biçim i Kraus, 1983; Nielsen ve Chuang, 
2000'de bulunabilir.



A slında "izdüşüm  önerm esi" te rim i b as itç e  s ık lık la  §22.1 'in , b ir  Q gözlem 
le n eb ilirin in  ö lçüm ünün  b ir  sonucu  o la rak  d u ru m u n , ö lçüm ün  su n d u ğ u  öz 
değere k a rş ılık  gelen Ç 'ya a i t  b ir  öz d u ru m a sıç rad ığ ı, (von N eum ann  ta ra 
f ın d an  aç ık land ığ ı üzere)14 s ta n d a r t  k u an tu m  m ekaniksel iş lem  iç in  k u lla 
n ılır. Bu ve son rak i bö lüm de b u  önerm eye ilişk in  izd ü şü m  gö rü n ü m ü n ü n  
bozuk  öz değerle r d u ru m u n d ak i önem ini v u rg u lu y o ru m .15

Bu iz d ü şü m ü  ifade e tm en in  en iy i y o lla r ın d an  b iri, uyg u n  b ir  E p ro jek 
tö rü n ü , d iğe r b ir  dey işle 1 EVET öz değerine k a rş ılık  gelen öz uzayı, Ç 'nun  
q 'y a  k arş ılık  gelen öz uzay ın a  eşd eğ er o lan  p ro jek tö rü  k u lla n a ra k  y a p ıla n 
d ır. (Bu h e r  zam an  y ap ılab ilir ; E b a s itç e  Ç 'nun  so rd u ğ u n d an  d ah a  b a s it  
b ir  so ru  so rar: “q, Q ö lçüm ünün  sonucu  m udur?'') Böylece izd ü şü m  ön er
m esin in  id d ia  e ttiğ i şey  ö lçüm ün  so n u cu n u n  (q so n u cu n a  sa h ip  Q ya da 1 
so n u cu n a  sa h ip  f 'y le  b irlik te)

|ı/)>'nin E|ı/»)'ye

s ıç ra m a sı şek linde o lduğudur. B unda, n o rm alleş tirm ele ri d e r t etm edim  
(ve istem ezsek  d ert etm eye gerek de yoktur). S onuçtak i d u ru m u  n o rm a lle ş 
tirm em iz is te n irse  |ı/>)'yi d a h a  dağ ın ık  gö rü n ü m lü  £,|ı/ı)(ı/)|E|ı/<>_1/2'ye s ıç 
r a r  b iç im de k ab u l edeb iliriz . B unun la  b irlik te  b u ra d a k i aç ık lam a larım d a 
d u ru m la rım ı n o rm alleştirm ek  zo ru n lu lu ğ u n d a  o lm am ayı d a h a  uygun  b u 
luyorum . Bu denk lem lerin  pek çoğunu  ö b ü r tü r lü sü n d e n  d a h a  b a s it  g ö rü 
n ü m lü  h a le  ge tirir.

Şekil 22 .4 'te izdüşüm  ön erm esin in  H H ilb e rt uzay ı iç indek i geom etrik  
doğasın ı b e lirttim . E p ro jek tö rü n ü  (kendisi de b ir  p ro jek tö r olan) I -  E 'yle 
değ iş tird iğ im izd e  EVET ve HAYIR öz u za y la rın ın  b a s it  b iç im de y er d eğ iş
tird iğ in i bu ld u ğ u m u za  d ikka t edin. (/ b u ra d a  H ü zerindek i b irim  iş lem ci
dir.) Bu neden le  ölçüm  E ö lçüm üyle ilg ili o la rak  0 elde ederse |ıp), 
( /  — E)\tp)(— \ıp) -  £|ı/<»'ye s ıç ra r. |ı/>)'nin, b irb ir in e  o rtogonal o lan  iki E\tp) 
ve ( / — E)\ıp) d u ru m u n u n 122141 to p lam ı o ldu ğ u n a  d ik k a t edin . E ö lçüm ü bu  
ik is i a ra s ın d a  k a ra r  verir; ilk i iç in  EVET, İk incisi iç in  HAYIR:

\4>) = E\rp) +  /  — E)\ıp).

Bu ik i a lte rn a tife  ilişk in  o la sılık la rı, d iğer b ir  dey işle k en d isi a racılığ ıy la  
du ru m  "norm "unun (uzunluk karesi) ilg ili h e r  b ir  izd ü şü m d e ind irgenm iş 
h a le  geld iğ i m ik ta rı ifade  e tm en in  do laysız b ir  geom etrik  yo lu  m evcu t
tu r .122151 Bu b a s it  geom etrik  gerçek d u ru m la rım ız ı n o rm alleş tirm ek te  ıs r a r  
edersek  belirsiz leşir!

14 Bkz. von Neumann, 1955.
15 Bkz. Lüders, 1951, ayrıca bkz. Penrose, 1994. 
r© [22.14] Bunu gösterin.
®  [22.15] Niçin?



Ş ek il 22.4 İz d ü şü m  ö n e rm esin in  H iç in d ek i geom etrik  doğası. Y atay  düzlem  1 öz d eğ e rle 
r in i (EVET) ve d ikey  düzlem  0 öz d eğ e rle r in i (HAYIR) göste rm ek  üzere  E p ro jek tö rü n e  a it  
öz u z a y la r  b e lir tiliy o r . R esim , IV>)'ye ilişk in  |V>) =  E\ıp) + I -  E)\ı/)Ym n, E\tp), |ı/()'nin EVET 
uzay ı (ölçüm ün EVET veren  sonucu) iç indek i izd ü şü m ü  ve /  -  E ) |ı/>), |t/ı)'n ın  HAYIR uzay ı 
(HAYIR sonucu) iç indek i izd ü şü m ü  o lm ak  ü ze re  iki o rto g o n a l p a rç a y a  a y rış tır ıy o r. H er 
b ir  d u ru m d ak i o las ılık , \ipYys a i t  (H erm itsel) u zu n lu k  k a re s in in  (durum  v ek tö rle rin in  
n o rm a lle ştirilm ed iğ i)  izd ü şü m  iç inde  k en d is i a rac ılığ ıy la  in d irg e n d iğ i kes in  b ir  
o ran tılı l ık  ta ra f ın d a n  verilir.

22.7 Boş ölçümler; sarmallık

Bazı f iz ikçile r izdüşüm  önerm esiy le  ilg ili k u şk u la rın ı (ya d a  onun  "ge
reksiz" ya d a  "gözlem lenem ez" olduğunu) ifade  e ttile r. Zorluk, du ru m u n  
ölçüm  so n ras ı ne hale  geld iğ in i belirlem eye ilişk in  h iç b ir  a ra ca  sah ip  ola- 
m ayab ileceğ im izd i çünkü  belki de ölçüm  iş lem in in  kend isi, gözlem lenenin  
d u ru m u n u n , kend i b a ş ın a  değerlendirem eyeceği şek ilde ölçüm  a le tleriy le  
karışm ış  h a le  gelm esine ned en  o lm uştu . A slında bu  bazen  k a rm a şık la şan  
b ir  konu o la b ilir  fak a t izd ü şü m  ö nerm esin in  (gerekirse bozuk) b ir  ö lçüm ü 
b e lirg in  b iç im de aç ık lad ığ ı k o şu lla r  kesin lik le  m evcu ttu r. B una ilişk in  en 
açık  du rum , b ir  boş (ya da e tk ile ş im  serbest) ö lçüm  d u ru m u n d a  o rtay a  ç ı
kar. Bu etk iley ici tü rd ek i du ru m  kend i h e sab ın a  ilg i çek ic id ir ve k u an tu m  
m ekan iksel d a v ra n ış ın  en tu h a f  g ö rü n ü m le rin d en  b ir in i örnekler. B u radan  
h arek etle , b ir  ya da iki örneğe göz a tm am ıza  değecektir.

§21.7 'de ta r t ış ıla n , tek il b ir  fo to n u n  b ir  huzm e ay ırıc ıya  gönderilip  
ken d is in e  a it d u ru m u n  b ir  k ısm ın ın  y an s ıtıl ıp  b ir  k ısm ın ın  ak ta rıld ığ ı tü r 
deki b ir  d u ru m u  ele alalım . K arşıla şm a so n ra s ı du ru m  bu  iki o rtogonal 
p a rç an ın , a k ta r ıla n  |r) p a rç a s ı ve y a n s ıtıla n  |p) p a rç a s ın ın  b ir  to p la m ıd ır  
(güzel b ir  k es tirm e  to p lam a işlem i yapm ak  üzere ilg ili h e r  faz ça rp an ın ı 
|r)  ve |p ) 'n u n  ta n ım la rın a  çekip n o rm alleş tirm ed e  ıs r a r  etm eyiz) (bkz. Şekil 
22.5):



W  =  k )  +  |p>.

A k tarılan  huzm eye, a rg ü m a n la  ilg ili am aç la r  için , %100 a lg ılam a verim ine 
sa h ip  o ld u ğ u n u  v arsayd ığ ım ız  b ir  alg ılay ıcı y e rle ş tir ild iğ in i d ü şü n ü n . D a
h as ı, fo ton  kaynağı, h e r  fo to n  yay ın ım ı o lay ın ın  %100 verim le (kaynakta) 
kaydedileceğ i b iç im de o lm alıd ır. (B unlar açık b iç im de y ap ılm ış  o lan  id e a l
le ştirm e le rd ir; gerçek b ir  deneyde bu  tü r  verim lere  yak laşm ak  zor o lab ilir. 
Yine de b u n la r  k u an tu m  m ek an iğ in in  n a s ıl iş led iğ in i ö rneklem ek üzere 
yap ılm a sı m aku l id ea lleş tirm ele rd ir.)  Bazı d u ru m la rd a  kay n ağ ın  b ir  fo ton  
yayd ığ ın ı fa k a t a lg ılay ıc ın ın  b u n u  sa p tam ad ığ ın ı gö rü rsek , b u  d u ru m la r
da fo to n u n  "d iğer yo ldan  g ittiğ i"n d en  ve böylece ona a it d u ru m u n  y a n s ıtı
lan  |p) o ld u ğ u n d an  em in o lab iliriz . D ikkat çekici o lan  şey, fo to n u n  a lg ılan 
m a m a s ın a  ilişk in  ö lçüm ün fo to n u n  d u ru m u n u n  b ir  k u an tu m  s ıç ra m a s ın a  
(\4>) ü s t  ü s te  b in m esin d en  y an s ıy an  |p) du rum una) u ğ ray ış ın a , fo tonun  ö l
çüm  a le tle riy le  h iç  de e tk ileşm em iş o lm ası gerçeğine k a rş ın , sebep  o lm a
sıd ır. Bu b ir  boş ölçüm  örneğ id ir.

Bu tü rd e  etk ileyici b ir  ku llan ım  A vshalom  E litzu r  ve Lev V aidm an t a 
ra f ın d a n  öne sü rü ld ü .16 H uzm e ay ırıc ım ızı M ach-Z ehnder tip in d ek i b ir  g i
r iş im ö lçe rin  (§21.7'de aç ık lanm ış o lan  as tro n o m ik  d üşünce  deney im in  son 
k ısm ın ı an ım say ın ; bkz. Şekil 21.9) b ir  p a rç a s ı o la rak  fa k a t ilk  huzm e ay ı
r ıc ın ın  ak ta r ılm ış  o lan  hu zm esin e  b ir  C a lg ılay ıc ıs ın ın  y e rle ş tir ilip  y e rle ş
tir ilm ed iğ in i b ilm ed iğ im iz b ir  şek ilde  düşünelim . C a lg ılay ıc ıs ın ın  b ir  
bom bay ı, alg ılay ıcı b ir  fo to n  a lırsa  b o m b an ın  p a tlay a ca ğ ı b iç im de te tik le- 
d iğ in i d ü şü n ü n . Sonda iki A ve B alg ılay ıc ısı m e v cu ttu r  ve C 'n in  b u lu n 
m ad ığ ı k o şu ld a  B 'n in  değil fa k a t y a ln ızca  A 'nın b ir  fo ton  a l ın d ıs ı kayde-

Ş e k ü  22 .5  İ z d ü ş ü m  ö n erm esin i g erek tiren  
s ı f ır  ö lçüm ü . T ekil b ir  fo to n  b ir  h u zm e  
ayır ıc ıya  gönderilir . S o n u ç ta k i |ı/>) d u ru 
m u , k ısm e n  y a n s ıtıl ıp  k ısm e n  a k ta r ılm ış  
olarak, a k ta r ıla n  |r )  p a rç a sı ve  ya n s ıtı la n  
|p) p a rç a sın ın  |V>) =  |t )  +  |p ) to p la m ıd ır  
(ilgili h er f a z  ça rpan ın ı ta n ım la ra  çekip  
no rm a lle ş tirm e d e  ısra r ederek). K aynağın  
b ir  fo to n  ya y ım la d ığ ı fa k a t  a lg ıla y ıc ın ın  
b u n u  sa p ta m a d ığ ı g ö rü lü rse  b u  durum da , 
fo to n  a lg ılay ıc ıy la  h iç  e tk ile şm e m iş  o lsa  
b ile  o n u n  \p) d u ru m u n d a  o ld u ğ u n u  b iliriz .



Ş ek il 22.6 E litzu r-V a id m an  b om ba te s ti. B ir b o m b ay a  iliş tir ilm iş  C a lg ılay ıc ıs ı, M a ch - 
Z ehnder tip in d ek i b ir  g ir iş im ö lçere  ek lenm iş o la b ilir  ya  d a  o lm ay ab ilir  {bkz. Şekil 21.9) 
(İnce beyaz d ik d ö rtg e n le r  huzm e a y ır ıc ıla r ı, s iy a h  o la n la r  a y n a la r ı göste rm ek ted ir.) G iri
ş im ö lçer iç indek i kol u z u n lu k la rı, C 'n in  ek lenm ediğ i h e r  d u ru m d a  k ay n ak  ta ra f ın d a n  
y ay ılan  b ir  fo to n u n  A a lg ılay ıc ıs ın a  u la şm a k  z o ru n d a  o lacağ ı şek ilde  e ş itt ir . B 
a lg ılay ıc ıs ın ın  fo to n u  (bom ba p a tlam ak sız ın ) a ld ığ ı d u ru m d a  fo to n la  k a rş ıla şm a sa  b ile  
C 'n in , huzm e iç indek i y e rin d e  o ld u ğ u n u  b iliriz .

deb ileceğ in i (§21.7'den) b iliyoruz. Bkz. Şekil 22.6. C 'n in  (ve bom banın) v a r 
lığ ın ı, onu  gerçek ten  b ir  p a tla m a d a  kaybetm ediğ im iz b ir  k o şu ld a  öğ ren 
m ek istiyo ruz . Bu, B a lg ılay ıc ıs ın ın  fo tonu  gerçek ten  k ay d e ttiğ i d u ru m d a  
gerçek leşir çünkü  bu  yaln ızca  C alg ılay ıc ısı fo tonu  a lm ad ığ ın a  ilişk in  ö l
çüm ü y ap tığ ın d a  gerçek leşeb ilir! F o ton  a s lın d a  d iğer yola g ird iğ i için, C '
n in  yok luğunda fo tonu  y a ln ızca  A a lab ilecekken  artık , A ve B 'den  h e r  b ir i
n in  fo to n u  a lm a o lasılığ ı ^ 'd ir  (çünkü a r tık  iki huzm e a ra s ın d a  h iç b ir  g ir i

şim  söz k onusu  değ ild ir).17

H enüz verilm iş o lan  ö rnek lerde h iç b ir  bozu lm a m evcu t değ ild ir, öyley
se ü s tte , ölçüm e ilişk in  tek  so nucun  s is tem in  "sıçra"d ığ ı d u ru m u  sa p tam a- 
yab ileceğ ine ilişk in  o la rak  b e lir tilm iş  o lan  konu gündem e gelmez. 
§22 .6 'dan , bozuk  öz d eğerlerden  k ay n ak lan an  bu  an lam  b e lirs iz lik le rin i 
çözüm lem ek üzere izdüşüm  ö n erm esin in  uygun  k u llan ım ın a  gerek d u y d u 
ğum uzu  an ım say ın . B u rad an  h are k e tle  b a şk a  b ir  se rb e s tlik  dereces i s u 
n alım . B unu fo to n  p o la rizasy o n u  o lg u su n u  h e sa b a  k a ta ra k  y ap m ak  u y 
gun  o lur. Bu, d a h a  önce k u an tu m  m ekan ikse l sp in e  a i t  o la rak  a n ıla n  f iz i
ki n ite liğ e  ilişk in  b ir  ö rn ek tir. Spine ilişk in  f ik irle re  d a h a  a y r ın tılı  o la rak

17 Etkileşim  se rbest ölçümlere ilişkin orijinal fik ir Robert Dicke'den kaynaklanm ış görünüyor. 
Bu, küteleçekim le ilgili dalga algılanm asında olduğu gibi çok çarpıcı bazı uygulam alara sa 
hip tir; bkz. Braginsky, 1977. Burada açıklanm ış olan olağanüstü  E litzur-V aidm an "bomba 
te s ti” düşünce deneyi farkl türdeki uygulam alara yol açm ış olabilir; ayrıca bkz. Penrose, 
1994.



Ş ekil 22.7 K ütlesiz  b ir  p a rçac ık , ö rneğ in  b ir  fo ton , y a ln ızca  kendi h a re k e ti y önünde sp in  
y ap ab ilir . V erili b i r  k ü tle s iz  tü rd e  p a rç a c ık  iç in  bu  |s | sp in in in  m ik ta rı h e r  zam an  ay n ıd ır  
fa k a t  s  sa rm a llığ ı (bir fo to n a  ilişk in  d u ru m d ak i gibi) s ıf ır  değ ilse  sp in  (a) sa ğ -e lli (s > 0: 
p o z itif  sa rm allık ) ya  da  (b) so l-e lli  (s <  0: n e g a tif  sa rm allık ) o lab ilir. B ir fo to n la  ilg ili o la 
rak , sa ğ -e lli çem berse l k u tu p la n m a y a  ilişk in  s  = 1 ve  so l-e lli çem b erse l k u tu p lan -m a y a  
ilişk in  s  = - 1  ik i d u ru m u n u  verecek  b iç im de (fi b irim inden) |s | =  l 'e  sa h ib iz . K uan tum  
ü s t  ü s te  b inm e ilkesince  b u n la ra  a it, fo to n  k u tu p la n m a s ın a  ilişk in  o la s ı d iğ e r  d u ru m la rı 
v e ren  k a rm a şık  d o ğ ru sa l b ir le ş im le ri, şek ille r  21.12 ve 21 .13 'te  g ö ste rild iğ i üzere  o lu ş tu 
rab ilir iz .

§§22.8-1 l 'd e  geleceğim . Ş im d ilik  sp ine  ilişk in  yaln ızca  o ldukça b a s it  b ir  
özelliğe, k ü tlesiz  b ir  p a rçac ık  d u ru m u n d a  gerek duyacağız. A slında fo to n 
la r  sp ine  sa h ip  p a rç ac ık la rd ır  fak a t k ü tlesiz  o lunca, sp in le r i kü tleye sah ip  
b ir  p a rçac ığ ın  (örn. e lek tron  ya d a  proton) §§22 .8-10 'da geleceğim iz d ah a  
genel sp in in d en  b ir  m ik ta r  fa rk lı b iç im de d av ran ır. B ir fo to n u  (ya da b a ş 
ka b ir  kü tlesiz  parçacığ ı) zo ru n lu  b iç im de kendi h a re k e t yönünde  sp in  y a 
p a r  b iç im de düşünm ek  zorunday ız; bkz. Şekil 22.7.

V erili b ir  k ü tlesiz  tü rd e  p a rç ac ık  iç in  bu  |s | sp in in in  m ik ta rı h e r  zam an  
ay n ıd ır  fa k a t sp in  h a re k e t yönünde sa ğ -e lli (s > 0) ya da so l-e lli (s <  0) 
o lab ilir . Ek o larak , k u an tu m  m ekan iğ in in  genel ilkeleriy le  uyum lu  b iç im 
de, sp in  d u ru m u  ik is in in  h erh an g i b ir  (kuantum ) doğ ru sa l b irle şim i o lab i
lir. s n ice liğ in in  kend isi k ü tle siz  p a rçac ığ ın  sarm allığ ı o la rak  a d la n d ır ılır  
(§22.12) ve değeri h e r  zam an  b ir  ta m sa y ı ya d a  ta m sa y ın ın  y a rıs ı olm ak 
zo ru n d a d ır  (ya da uygun  b irim le ri d ah il ederek  sa rm a llığ ın , ^ ft 'n in  b ir  

ta m sa y ı k a tı o lduğunu  söylem em iz gerekir). K ütlesiz b ir  p arçac ık , |s | = 
j 'y se  (ya da b irim ler d ah il ed ilerek  |s | = jh), j  sp in in e  s a h ip tir  denir. Bir 
fo ton  1 sp in in e  (böylece sa rm a llığ ı ± l 'd ir ) ,  b ir  g rav ito n  2 sp in in e  (sarm al
lık  ±2) sa h ip tir . N ö trin o la r -  sp in in e  s a h ip tir  ve k ü tlesiz  n ö tr in o la r  söz 

k o n u su y sa ,18 bu  tü r  b ir  n ö trin o  — ^ sa rm a llığ a  ve ken d isin e  a i t  ilg ili k a rş ı-  

n ö trin o  j  sa rm a llığ a  sa h ip tir .

18 Artık çeşitli türdeki n ö trin o lan n  en azından çoğunun kütleye sahip  o lduğuna ilişkin sağlam  
deliller m evcuttur ve belki de hepsi böyledir. Böyle bile olsa, "kütlesiz" o lduk lanna ilişkin 
varsayım  davranışlarıy la ilgili iyi b ir  yaklaşıklık tahm ini sunar. Bu konuya §25.3'te yeniden 
döneceğim.



Bir fo ton  d u ru m u n d a  sa rm a llık  d u ru m la rı (belirli sa rm a llık  durum ları) 
çem bersel k u tu p la n m a  d u ru m la rıd ır  ve s ıra s ıy la  s =  1 iç in  sağ -e lli, 
s = —1 iç in  so l-e llid ir . B ir fo to n a  ilişk in , düzlem  k u tu p la n m a sı g ib i o lası 
b aşk a  k u tu p la n m a  d u ru m la rı m e v cu ttu r  fak a t b u n la r  b a s it  o la rak  sağ  ve 
so l-e lli d u ru m la rın  çizgisel b irle ş im id ir. Tüm  b u n la ra  ilişk in  geom etriye 
k ısa  sü re  iç inde, §22.9 'un  so n u n d a  geleceğim  fak a t b u n la r  ş im dilik  gerekli 
değil. Ş u ank i tek gereksin im im iz çem berse l k u tu p la n m a n ın  yan sım ay a 
bağ lı o la rak  n as ıl d av ran d ığ ıy la  ilg ili b e lirli b ir  gerçek tir. Ç em bersel b i
çim de k u tu p lan m ış  d u ru m d ak i b ir  fo to n u n  huzm e ay ırıcı (ya da ne tü r  
b aşk a  b ir  ayna  ku llan ırsak) üzerine , y an s ıy an  huzm enin  doğruca fo tonun  
geldiği yöne geri gideceği şek ilde d ik  o larak  ç a rp tığ ın ı varsay ıyo rum . Ge
reksin im  duyduğum uz gerçek, ak ta r ıla n  p a rça , fo tonunk iy le a y n ı k u tu p 
lanm aya sa h ip k en 122161 y an s ıy an  fo to n u n  k u tu p la n m a  d u ru m u n u n  k ay n ak 
ta n  y ay ılan  fo tonunk iy le  ters  o lm asıd ır. İs ten irse , b aş lan g ıç  huzm esi yö
nünde , y an s ıy an  fo ton  hu zm esin in  b as itç e  kaynağa  yen iden  girm eyeceği 
şekilde, çok küçük b ir  eğim  b u lu n d u ğ u n u  v a rsay ab iliriz . Bu du rum , değer
lend irm ele rim iz i önem li b iç im de etk ilem eyecektir.

Şekil 22 .5 'teki o rijinal "boş ölçüm " deneyim ize fak a t bu  kez Şe kil 
22.8 'deki g ib i dik b iç im li o la rak  ç a rp an  fo ton la  b irlik te  yen iden  dönelim . 
K aynağım ızın, fo to n la rın ı çem berse l b iç im de sa ğ -e lli ya da so l-e lli k u tu p 
lanm ış b ir  du ru m  o la rak  yayacağ ı şek ilde ay a rlan a b ild iğ im  varsayalım . 
B elirli b ir  d u ru m d a  sa ğ -e lli b ir  fo to n  yay ım lar (ve b u  gerçeğe d ik k a t eder). 
Fo ton  huzm e ay ırıc ıy la  k a rş ıla ş t ık ta n  so n ra  a r tık  fo tonun  d u rum u , ket 
iç indeki +  ya da -  sa rm a llığ a  ilişk in  iş a re ti gösterm ek  üzere, d o ğ ru sa l b ir  
b ir le ş im d ir  (önceden olduğu üzere faz ça rp an la rıy la  ilg ili uygun  u z laşıla - 
ra  sah ip  b ir  to p la m ):

| ı p + )  =  | t + > +  | p - ) .

A lgılayıcım ızı d ah a  önce o lduğu  g ib i a k ta r ıla n  huzm e iç ine y e rle ş tire lim  
(ve k u tu p la n m a y a  d u y arsız  o lduğunu  varsayalım ). Böylece önceki gibi, 
kaynak  sa ğ -e lli fo ton  yay ım lad ığ ın ı kaydeder fa k a t alg ılay ıcı fo tonu  a l
m ad ığ ı iç in  b u n u  kaydetm ekte  b a şa r ıs ız  o lu rsa  b u  d u ru m d a  d u rum un  
y an s ım ış  o lan  so l-e lli |p —> d u ru m u n a  (kaynak ta ra f ın d a n  "alg ılanm am ış" 
o lm aya bağ lı olarak) s ıç rad ığ ı sonucu  ç ıkarılm ak  zo ru n d ad ır. B u rad a  v u r 
g u lad ığ ım  nok ta , bu  sonuç d u ru m u n u n  doğasın ı öğrenm ek üzere tam  iz 
d üşüm  ö nerm esin in  gerekli o lduğudur; bkz. Şekil 22.9. Ölçüm tüm üyle 
EVET/HAYIR'lı b ir  k a ra k te rd e d ir  çünkü  sonuç ya "alg ılam am a" (HAYIR) 
ya da "a lg ılam a"d ır (EVET). Bu a lte rn a tif le r in  ik isiy le  de ilg ili b ir  bozuk-



Ş ek il 22.8 Şekil 2 2 .5 'tek i deneye, b u  kez fo to n u n  nered ey se  d ik b iç im li o la rak  ç a rp tığ ı ş e 
k ilde b ir  d ö nüş. K aynak sa ğ -e lli b i r  fo to n  yay ım lar. F oton h uzm e ay ır ıc ıy la  k a rş ıla ş tık ta n  
so n ra  a r tık  du ru m u , k e t iç indek i "+" ya  da  " sa rm a llığ a  ilişk in  iş a re t i  g öste rm ek  üzere 
|tp + ) =  |t+ >  + \p - ) 'd i r .  (K u tup lanm aya duyarsız) a lg ılay ıc ı fo to n u  a lm ay ışı k aydederse , 
d u ru m u n  y an s ım ış  o lan  so l-e lli |p —) d u ru m u n a  (a lg ılam am aya b ağ lı olarak) s ıç rad ığ ı 
so n u c u n u  ç ıkarm ak  zo runday ız . Bu, (Lüders n o k tas ın a ; bkz. Şekil 22.9) ta m  izd ü şü m  
ö n erm esin i g e rek tirir  çü nkü  HAYIR d u ru m u  (|p +> ve |p —) ta ra f ın d a n  k a p sa n a n  2-uzay) 
ve ( |r  +> ve \x - )  ta ra f ın d a n  k ap san an ) EVET d u ru m u n u n  ik is in d e  de  b ir  bozuk luk  söz 
k o n u su d u r. D urum un ölçüm e (b u rad a  b ir  a lg ılanm am a) b ağ lı o la ra k  sıç rad ığ ı |t  +>  +  

İP —) gerçek  b aş lan g ıç  d u ru m u n u n  sa p ta n m a s ı gerekir.

Ş ek il 22.9 Şekil 22 .8 'deki fo to n  k u tu p la n m a  d u ru m la rı iç in , Şekil 22 .4 'ün  izd ü şü m  ö n e r
m esine  ilişk in  izd ü şü m se l PH 4 H ilb e rt u zay ın d ak i (bkz. Şekil 15.15) b ir  aç ık lam a. B aş
lang ıç  d u ru m u , to p lam  u zay  |t  +), | r  ->, |p +) ve |p - )  ta ra f ın d a n  k a p sa n m a k  üzere , PH 2 
iç inde  b e lir ti le n  \r + ) +  |p  - ) 'd i r .  Beyaz üçgen  ok |p - ) 'y e  (Lüders n o k tas ın a ), bu , EVET ve 
HAYIR d o ğ ru la rın a  b a ş la n g ıç  n o k ta s ın d a n  ( |r + )  +  \p - »  ç ap raz  o lan  tek  çizgi üzerin d e  
o lm ak  üzere, o lan  izd ü şü m ü  g ö ste rir . A lgıla(m a)m am n k en d is i b ize  y a ln ızca  son u ç  d u ru 
m u n u n  HAYIR çizgisi ü ze rin d e  y er a ld ığ ın ı sö y le r fa k a t b a ş la n g ıç  d u ru m u n u n  seçim i 
tam  izd ü şü m  önerm esi u y a r ın c a  b u  bozuk lu ğ u  yok eder.

luk  söz k o n u su d u r çünkü  HAYIR y a n ıtın ın  öz uzayı |p +) ve |p —) ta ra f ın 
d an  k ap sa n a n  2 -u za y d ır  ve EVET y an ıtın ın  öz uzayı |r  +> ve |r  ->  ta ra f ın 
d an  k ap sa n a n  2 -u zay d ır. Bu du ru m d a, b aş lan g ıç  d u ru m u  |r  +> +  \p - )  o l
d u ğ u n d an  izdüşüm  ö n erm esi19 b iz i a lg ılam am a son u cu y la  ilg ili o la rak  
İp +) +  |p —) (ya d a  |p + ) ve |p — )'ye ilişk in  b aşk ac a  h e rh a n g i doğ ru sa l b ir  
b irleşim ) yerine doğru  b iç im de HAYIR d u ru m u n d ak i |p — }'ye ta ş ır .20 122 171

19 İzdüşüm  önerm esine ilişkin bu  arıtım , Lüders'ten, 1951, kaynaklanm ış görünm ektedir ve bu 
durum da PH4'teki |p —> noktası "Lüders noktası" olarak anılm aktadır.

20 Daha ekonomik ve daha ilginç b ir  örnek için, geliş huzm esinin kutuplanm ış olm aktan daha 
çok ortam a ilişkin olarak Brem ster açısıyla  doğrultulduğu, huzm e ayırıcısı yerine kırıcı b ir 
ortam  yüzeyinin kullanıldığı hafifçe farklı b ir durum u ele alabiliriz. Böylece yansıyan huz
me belirli b ir çizgisel kutuplanm aya ve ak tarılan  huzm eyse ters çizgisel kutuplanm aya s a 
hip olur. Analiz tem el olarak üsttekiyle aynıdır fakat artık  gelen fotonun kutuplanm ış olma-



22.8 Spin ve spinörler

Bu deney pek de ilg i çekici d eğ ild ir fak a t b ir  nok tay ı ö rneklem ekted ir. 
Bazı d ah a  kayda değer şey leri 23. bö lüm de göreceğiz. B una h az ırlık  o larak  
sp in  hak k ın d a  b ir  m ik ta r  d ah a  konuşm ak  uygun  olacak. K ütlesi o lan  b ir  
p a rçac ık  d u ru m u n d a  b u n u n  ilg ili o lduğu  şey kü tle  m erkezindeki aç ısa l 
m om en tu m d u r.21 §§21 .1-5 'te  k ü tle  enerji ko runum u  ve m om entum  koru- 
n u m u n u n  önem iyle k u an tu m  y asa la rım ız ın  s ıra s ıy la  zam an  ö telem e s i
m e tr is i ve uzay  ötelem e s im e tr is i özellik leri şek linde k a rş ıla ş tık . Benzer 
b ir  şek ilde dönel s im etri açısa l m om entum  k o ru n u m u n a  neden  o lu r (ayrı
ca bkz. §18.7 ve §20.6). Kütle sa h ib i b ir  p arçac ık la  ilg ili o la rak  p arçac ığ a  
a it d u rağ a n  çerçevede o lduğum uzu  h aya l edebiliriz . Böylece ilg ili d ö n d ü r
m eler, p a rçac ığ ın  o çerçevedeki konum u do lay ında  a lınm ış o lan  0(3) dön
dürm e g ru b u n u  o lu ş tu ra n la rd ır .

K uantum  m ekaniğ indeki b ir  m om entum  b ile şen in in  ift'nin ilg ili konum  
k o o rd in a tı yönünde so n su z  küçük  ö te lem eler ü re ten  işlem ciyle ça rp ım ı b i
ç im inde göste rilm esine  (§§21.1, 2) k a rşılık  o la rak  b ir  aç ısa l m om entum  b i
leşen i de ift'yle ilg ili (Kartezyen uzam sal) eksen do lay ındak i sonsuz  küçük 
d ö n dürm elerin  ü reteciy le  ça rp ım ı b iç im inde g ö ste rilir . Bu neden le  k u a n 
tu m  m ekan iğ indek i aç ısa l m om entum  b ileşen leri sonsuz küçük  d ö n d ü rm e
lere ilişk in  cebir  o la rak  (§§13.6, 10), d iğer b ir  dey işle Lie ceb iri ik is i a r a 
s ın d a  b ir  ayrım  y ap m ad ığ ın d an  0(3) ta  da eşdeğer b iç im de S0(3) d ö n d ü r
m e g ru b u n a  ilişk in  Lie ceb iri o la rak  an ılır.

S0(3) Abelci o lm ad ığ ından  Lie ceb iri e lem an la rın ın  tü m ü  değişm eli de
ğ ild ir; a s lın d a  bu  ceb ire ilişk in  i 1, { 2 ve ^3 ü re teç le ri, üç K artezyen u zam 
sa l eksen do lay ındak i so n su z  küçük  dö n d ü rm eler

i ^ 2  ~  ̂ 2^1  =  ^ 3 '  ^ 2 ^ 3  — ^ 3 ^ 2  =  ^ 3  A  ~  ^ 1 ^ 3  =  ^ 2

ifad e le rin i sa ğ la r .122181 B unlar, k u an tu m  m ekaniği k u ra lla r ın a  göre üç ek 
sen  do lay ındak i aç ısa l m om en tum a ilişk in  L1( L2, L3 b ileşen leriy le

sim  garan ti etmemiz gerekmez. Onun, ortam ın içi yerine (uygun b ir açıyla) d ışından gelme
sine ilişkin gerçek, boş ölçüm ün istenilen kutuplanm ış sonuç durum unu üretm eyi garanti 
etm esine tek başına yeterlidir. Elektrom anyetizm ayla ilgili iyi b ir  genel kaynak için bkz. 
Becker, 1982; Jackson, 1998.
[22.17] Doğru yanıtın  niçin "izdüşüm" tarafından  verildiğini daha ayrın tılı o larak açıklayın.

21 "Yapışız b ir parçacık", x = O olduğunda §18.6'nın M = 2x A p ifadesi yok olduğundan, kendi 
kütle merkezi dolayında açısal m om entum a sahip değildir. Bununla birlikte, not 18.11'de 
belirtild iğ i üzere, "içsel spin"i açıklayan b ir  niceliğin açısal m om entum a, parçacığın spini 
ta rafından  tanım lanan "vapı"nın m evcut olduğu durum da eklenmesi gerekir. Bunu daha 
açık biçim de §22.11 'de göreceğiz.



I j  =  İM lt L2 =  İM 2, L3 = \M 3

ifad e le ri u y a rın c a  ilg ilid ir. Şu h a ld e  aç ısa l m om entum  değişm e k u ra lla r ı
m ız

o lu r.22 P ra tik  o la ra k  k u an tu m  m ekan iğ indek i d iğe r h e r  şey g ib i Lu L2, L3 
aç ısa l m om entum  b ile şen le ri H H ilb e rt uzay ı ü zerindek i do ğ ru sa l iş lem ci
le r o la rak  d av ran m ak  zo ru n d ad ır. Bu neden le  a ç ısa l m om entum a sah ip  
ku an tu m  sis tem leri, SO(3)'e ilişk in  Lie ce b irin in  H 'ye a it d o ğ ru sa l dö n ü 
şü m ler b iç im indek i b ir  g ö ste rim in i su n a r  (bkz. §13.6, 10, §14.6).

Bu, k u an tu m  m ekan iğ in in  en z a r if  ve aç ık lay ıc ı g ö rü n ü m le rin d en  b ir i
ne yol aç a r  ve a y rın tılı ça lışm an ın  k arş ılığ ın ı faz la s ıy la  geri veren  b ir  ko
nu d u r. B unun la  b ir lik te  b u ra s ı tü m  a y r ın tıla r ın  y eri d eğ ild ir ve yaln ızca  
b e lir li önem deki b irk aç  nok tay ı su n m ay a ça lışacağ ım . îlk  o la rak  (ft/2 ol
m aksızın) Pauli m a tris leri o la rak  a d la n d ır ıla n

açık m a tr is le rin  gerek li değişm e özelliğ in i sağ lad ığ ı gerçeğine d ik k a t ede
riz .1122191 B un lar aç ısa l m om en tum a ilişk in  (önem siz olm ayan) en  b a s it  gös
te rim i su n a r  ve b u  2x2  m a tr is le r in  {i/ '0 (at), i/ '1(* )}  ik i b ile şen in e  sah ip  (bir 
sü tu n  vek tö rü  o la rak  düşünü len) b ir  da lga  fonksiyonu  üzerine  e tk id iğ in i 
d ü şü n ü rü z . Bu d u ru m u  döndürm eye b aş lad ığ ım m ızd a  4>o(.x ) ve ı/'ıC*) b ile 
şen le ri P au li m a tr is le r in in  ü re ttiğ i m a tr is  ça rp m a k u ra lla r ı u y arın c a  k a 
rılm ış  hale  gelir.

Bu 2 -b ile şen li ıpA d a lga  fonksiyonunu  (0 ve 1 d eğerle rin i a lan  ya da 
§12.8 'de an ılan  "soyut in d is  no tasyonu" u y arın c a  soyu t b ir  ind is  o la rak  
düşünebileceğ im iz) b ir  A a l t  in d is i k u lln a rak  işa re tley eb ilir iz , t/z /y la  ta 
n ım lan an  n icelik  b ir  sp in ö r  o la rak  a d la n d ır ılır  ve ken d isin e  a it A in d is i 
b ir  2- sp in ö r  in d is i o la rak  an ılır . A slında ıpA'n ın  §11.3 'te aç ık lanm ış o lan  
an lam d a  b ir  sp in ö r n esn e  o lduğu  o rtay a  ç ıkar (27r'lik sü rek li b ir  döndürm e 
onu kendi n eg a tif in e  gö tü rü r). A slında P au li m a tr is le r in d e n  b ir in in , 27r'lik 
ta m  b ir  döndürm e elde edene k a d a r  sü rek li b iç im de "ü ssü n ü  a lır"sak  (bkz.

22 Dikkatli okur b u rada  içerilmiş, §21.5'te ele aldığım ız türde, işa re te  ilişkin m etrik im zasın
dan kaynaklanan herhangi b ir incelik olup olm adığını m erak edebilir. Kuantum  m ekaniğin
deki açısal m om entum un, SO(3) Lie cebirinden ayrıntılı b ir  gelişim iyle ilgili olarak okur Jo- 
nes'un, 2002 ve E lliot ve Davvber'in, 1984, an laşılır açık lam alarına bakm alıdır. Açısal mo
m entum  cebirine ilişkin a lte rn a tif  ve b ir şekilde daha "fiziki" b ir  tü retim  Shankar'da, 1994, 
verilir; gerçi bence bu yaklaşım da b ir m iktar fazlaca çalışm a içerilm iştir! 

f© [22.191 Bunu kontrol edin. Bunlara ait çarpm a kuralların ın  dördeylerinkilerle nasıl ilişkilen- 
diğini açıklayın.

I*^L2 L2L3 L3L2 — — \fılj2



§14.6) i/j/ y 1 ~ xpAYa gönderen  —/  iş lem cisin i elde ettiğ im izi g ö rü rü z .122-201
Bu no ta sy o n , "ıpA" benzeri şey lerd en  o lu ş tu ru la n  "tensö r benzeri" n ic e 

lik le r k u lla n ıla ra k  te n sö r an a liz in in  fo rm alizm in i tam am lam ak  "(ya da 
h a t ta  değ iştirm ek)23 üzere g e liş tirileb ilen  güçlü  b ir  fo rm alizm in  p a rç a s ı
d ır. B u rada tüm üy le  gerekli o lm asa  da, gerçek kuvveti bu  fo rm alizm in  gö
re lilikçi v ers iy o n u n d an  y ara rla n d ığ ım ızd a  o rtay a  çıkar. B unun iç in  ay rıca  
A',B ',C ',... "apreli" in d is le re  ek o la rak  A ,B ,C ,... g ib i "apresiz" o la n la ra  da, 
ap re li ve ap res iz  in d is le r  uygun  b ir  an lam d a  b irb ir in in  ka rm a ş ık  eş len ik
leri o lm ak üzere, bkz. §13.9, gerek  duyarız . N o tasyon  k u an tu m  a lan  k u ra 
m ı (belki de o lm ası gerekenden  çok d ah a  az d eğerlend irilen  b ir  gerçek o la 
rak ;24 bkz. §25.2 ve §34.3) ve genel gö re lilik te25 büyük  değere s a h ip tir  (ve 
b u rg aç  k u ram ın d a  tem el b ir  ro l oynar; bkz. §33.6). Şu anki aşam a d a  benim  
iç in  b u n a  g irişm ek  uygun  olm az (gerçi §25.2 'de b u n a  geri döneceğiz) fak a t 
bu  2 -sp in ö r  fo rm alizm inden  b ir  m ik ta r  ödünç alm ak fayda lı o lacak tır. Bu
ra d a  ve §§22.9-1 l 'd e  ona o lan  tü m  gereksin im im iz genel sp in  d u ru m la rın ı 
düzen li b ir  b iç im de gösterm ek le ilg ilid ir. B urada yaln ızca  görelilikçi o l
m ayan  fizik le u ğ raş tığ ım ız d an  ap re li in d is le re  (§§25.2, 3 ve §§33.6, 8 'e 
dek) gerek  duym ayacağız .

B una b a ş la m a d a n  önce n o ta sy o n d a  b ir  sad e le ş tirm e  yapm ak  isterim . 
Bu bö lü m ü n  geri ka lan ı ve §22.11'in  so n u n a  dek b irim le rin  h =  1 o lacağ ı 
şek ildek i uygun  v arsay ım ı ben im seyeceğim . A slında bu  h e r  zam an  o la n ak 
lıd ır  ve §27.10 'da (ve §31.1) b u n d a n  d a h a  ile ri g id ip  şey leri, ış ık  h ız ın ın  ve 
kütleçek im le ilg ili sa b itle rin  de b ire  eş itlen d iğ i "Planck b irim leri" o la rak  
a d la n d ır ıla n  şey  b iç im inde aç ık layabileceğim izi göreceğiz. Ş im dilik  bu  k a 
d a r  ile ri g itm eye gerek yok. H er d u ru m d a , gerek irse  fi'yi fiziki b o y u tla r la  
ilg ili b a s it  değ erlen d irm elerd en  h arek e tle  yen iden  eski h a lin e  getirm ek 
zor değild ir. (Örneğin, ft'n in  b ire  eş itlen d iğ i fiziki h erh an g i b ir  denklem de 
onu  yen iden  eski ha line  getirm ek  üzere, uzun luk  ve zam anı göz a rd ı ede
rek, k ü tlen in  g 'u n cu  ü ssü  b iç im inde ölçeklenm iş h e r  n iceliğ i, h~q'y la  o n i
celiğ in  ça rp ım ıy la  yer d eğ iş tir ir iz . Özellikle kü tle , enerji, m om entum  ve 
a ç ısa l m om entum  h 'ye b as itç e  bö lünür.)

Şim di 2 -sp in ö r  fo rm alizm ine dönerken , tek  değerlik li b ir  ıpA sp in ö r n i
ce liğ in in  -  sp in li b ir  p arçac ığ ı aç ık lam ak  üzere k u llan ılab ild iğ in i a n ım sa 

rız. Aynı tü rd ek i n o tasyon , SO(3) Lie ce b irin in  d iğer göste rim le riy le  ilg ili 
o la ra k  d ah a  yüksek  değerli sp in le r  iç in  ben im seneb ilir. Spinin  değeri h er

[22.20] Bunu açık biçim de yapın.
23 Bkz. Penrose ve Rindler, 1984.
24 Bkz. Geroch, U niversity of Chicago Lectures (Chicago Ü niversitesi Dersleri), basılm am ış.
25 VVitten, 1959; Geroch, 1968, 1970; Penrose ve Rindler, 1984, 1986.



zam an  ^ 'n in  n eg a tif  o lm ayan  b ir  ta m sa y ı k a tıd ır  (ya da ft'yi eski h a lin e  ge

tire re k  sp in /ft'n in  b u  değerle ri a ld ığ ın ı söyleriz):

0 , ± l . - . 2 . - ......2 2 2

D alga fonksiyonu , n in d is le r in d e  ^ sp in  d u ru m u n d a  tüm üy le  s im etrik  o lan  

b ir  ıpAB .F nesnesiy le  (b ir "sp in -tensö rü") a ç ık la n ab ilir  (p a ran tez le r tü m  n 
in d is le r i üzerindek i sim etrilem ey i gösterm ek  üzere, §12.7) :

TpAB^F  =  V* (AB...F) •

A slında SO(3)'e ilişk in  tü m  g ö ste rim le r bu  b e lir li o la n la rd an , in d irg e n e 
m e z  gösterim lerden  d o la y s ız  to p la m la r  b iç im inde o lu ş tu ru la b ilir  (bkz. 
§13.7). Bu, genel göste rim in , h e r  b ir i kendi sp in ö r in d is le r in d e  tüm üyle  s i
m e trik  o lan

bpAB .F• (Pgh...k > X lm...R’ "  ‘ )

d alga  fon k siy o n la rın ın  (o lasılık la  sonsuz) b ir  to p lam ı b iç im inde  ifade ed i
leb ileceğ in i söylem ek an lam ın a  gelir.

Tekil b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  d a lga  fonksiyonu  için , örn. ıpAB...F' b u  tü r  
y a ln ızca  b ir  s im etrik  a la n  m ev cu ttu r. (îki p arçac ık  iç in  b u n la rd a n  ayrı ay 
rı ik i ade t, üç p arçac ık  iç in  üç ade t, vb, b u lu n d u ğ u n u  dü şü n m ek  a n la ş ı la 
b ilir  b ir  h a ta  olur. Sonraki bö lüm de b ird en  faz la  p a rç ac ık lı s is tem lerin  
gerçek te  n a s ıl aç ık land ığ ın ı göreceğiz.) Skaler  p arçac ık  o la rak  a d la n d ır ı
lan  0 sp in li b ir  p arçac ık  iç in  (bir n  m ezon gibi), dalga  fonksiyonu  0 in d ise  
s a h ip tir  ve b u  21. bö lüm de ele a lın m ış o lan  d u ru m d u r. En ta n ıd ık  p a rç a 
cık lar, e lek tron la r, m üon la r, n ö tr in o la r, p ro to n la r, n ö tro n la r  ve b u n la rı 
o lu ş tu ra n  k u a rk la rın  tü m ü  j  sp in in e  s a h ip tir  (yalnızca 1 indis). D öteryum  

(ağır h id ro jen  çekirdeği) ve W -bozonu  (bkz. §25.4) 1 sp in in e  s a h ip tir  (2 s i
m e trik  sp in ö r  indisli). Pek çok ağ ır  çek irdek  ve h a t ta  a to m la rın  b ü tü n ü  
çok d ah a  yüksek  sp in e  sa h ip  tek il p a rç a c ık la r  o la rak  ele a lın ab ilir , - n  sp i

n i iç in , n - in d is li ^>Ab ...f  n esn es i b ağ ım sız26 n + 1 k a rm a şık  b ileşene  s a h ip 
t i r .122-211 ıpAB...F sp in  te n sö rü  s ık lık la  n - in d is li b ir  sp in ö r  o la rak  a n ılsa  d a  o, 
y a ln ızca  n 'n in  tek  o lduğu  d u ru m d a  sp in ö r b ir  n esn ed ir  (§11.3). B u n lar sp i- 
n in  tam sa y ı değil, y a n - te k  ta m sa y ı o lduğu  d u ru m la rd ır . A yrıca, sp in  de
ğ erin in , j  =  ^ n  (>  0), k en d is in in

26 "Bağımsız" sözcüğü, rf)AB F'ye a it tüm  bileşenlerin cebirsel olarak daha küçük b ir kümeden 
değil fakat bu  bağım sız küm eden elde edilebilm esi anlam ında kullanılır. Burada bu bas it 
olarak sim etriden kaynaklanır, böylece 2" adet bileşenin tüm ü n + 1 adet bağım sıza düşer. 
Örn. rp001 = ı/ı010 = ıpw0 olduğundan ı/'ooı.0oıo ve ıp1B0 b ileşenleri, önem siz b ir şekilde, b a 
ğım sız değildir.



I2 =  L\ +  L\ +  L\

"top lam  spin" iş lem c isin e27, bu  J =  (L1, t 2/^ 3) 3 -v ek tö r iş lem cisin in  "göz 
a rd ı ed ilen  uzun luğu" olm ak üzere, ilişk in  j ( j  + 1) öz değerin i belirled iğ i 
(ve belirlend iğ i) b e lir tilm elid ir.

J2 top lam  sp in i aç ısa l m om en tum un  h e r  b ir  LV L2,L 3 b ile şen iy le  (bu b i
le şen le rin  kendi a ra la r ın d a  değişm eli o lm am aları gerçeğine karşın ) değ iş
m elid ir .02221 [22-231 Bu özellik J2'y i SO(3) iç in  b ir  C asim ir işlem cisi o la rak  n i
teler; bkz. §22.12. K uantum  d u ru m la rın ı tüm üyle  betim lem ek  üzere  genel
likle değ işm eli işlem cilerin  ek s ik s iz  b ir k ü m e s in i  (§22.12) o lu ş tu ru r  ve k ü 
m eye a it tü m  işlem cile rin  eşzam an lı o la rak  öz d u ru m la rı o lan  d u ru m la rı 
a ra rız . A çısal m om entum la ilg ili o la rak  bu , no rm alde  L3 aç ısa l m om entum  
iş lem cisin i Jz'ye eşlik  etm ek üzere y u k a r ı (“z") yönünde k ab u l ederek  y a p ı
lır. j  ve m 'n in  ik is i de y a r ı- te k  ta m sa y ı ya da ik isi de tam sa y ı olm ak üzere 
j  > 0 ve — j  <  m <  j  o lduğunu  k ab u l ederiz. ıpABF'n in  fa rk lı b ile şen lerin e  
2j + 1 (=  n + 1) ad e t o lası fa rk lı m  değeri k a rş ılık  gelir.

S p inör b ile şen le ri iç in  yukarı yön seçim i (ve b u  b ir  y u k arı/a şağ ı, 
§22 .9 'daki |î), |l)  ta b a n ı seçm eye k arş ılık  gelir) e lbe tte  rasge led ir. "Yukarı" 
yerine  eşdeğer b iç im de h erh an g i b aşk a  b ir  u zam sa l yön de seçileb ilir. Bu
ra d a n  h arek e tle  "m değeri"ne a ra  s ıra  v erili b az ı başka  yön lerle  a t ıf  y a p a 
cağım .

22.9 İk i-durum lu sistem lere ilişk in  Riem ann küresi

i  sp in in e  ilişk in  tek il sp in  d u ru m la rın ın  (örn. e lek tron , p ro ton , nö tron , 

kuark) d ikka t çekici b iç im deki özlü k u an tu m  geo m etris in i ele alalım . A yrı
ca bu , genel o la rak  2 -d u ru m lu  k u an tu m  s is tem lerin i an lam a k ta  aç ık lay ı
cıd ır. Bu tü r  b ir  s is tem  2 -b o y u tlu  k a rm a şık  b ir  H2 H ilb e rt uzay ı ta ra f ın 
d an  aç ık la n ır  ve -  sp in  du ru m u  ona ilişk in  geom etriy i hoş b iç im de açık lar.

^ sp in li p arçac ığ ım ıza  ilişk in  o larak , p a rçac ığ ın  d u rağ a n  çe rçevesinde

ki sp in  serbestlik  derecesiy le  ilg ileneceğiz. Bunu açık h a le  getirm ek  üzere

27 Alışıldığı üzere geleneksel kaynağım ıza başvuruyoruz; Shankar, 1994.
ü ?  [22.22] Bu değişmeliliği dolaysız biçim de açısal m om entum  değişme kurallarından  kontrol 

edin.
®  [22.23] L* = + 1/.2 ve L~ = L1 — iL> işlem cilerini ele alın ve bun ların  çeviricileri üzerine

/. j 'le  birlikte çalışın. J2'yi t*  ve L3 biçim inden çözün. |ıp), L / c  ait b ir  öz durum sa böylece, sı
fır olmadığı her durum da £±|ı/)>'nin her b irin in  de öyle olduğunu gösterin  ve ona a it öz değe
ri |ı/j)'ninki biçim inde bulun. |\p), bu tü r  öz durum lar tarafından  kapsanan  sonlu boyutlu b ir 
indirgenem ez gösterim  uzayına sahipse boyutun, j( j  + 1) uzaydaki tüm  durum lar için i2'ye 
a it öz değer olmak üzere, b ir 2/ tam sayısı olduğunu gösterin.



p arçac ığ ın , s ıf ır  m om entum  öz d u ru m u n d a  o lm ası a n lam ın d a  "durağan" 
o lm asın ı dü şü n eb ilir iz , böylece ona a i t  d u ru m  x değ işken leri u zay ın d a  s a 
b it122241 olm ak zo ru n d ad ır. Bu d u ru m d a  ıp0 ve >p1 y aln ızca , d iyelim  ki 
ıp0 =  w ve ıp1 = z  b iç im indek i k a rm a şık  sa y ıla rd ır  ve d u ru m u  {w ,z} o la rak  
y azarız . "Yukarı spin"i, |T) (düşeyde y u k arı doğru  sağ-e lli), {1,0} sp in  d u ru 
m u o la rak  ve b u n a  uygun  şek ilde "aşağ ı sp in"i, |l)  (düşeyde aşağ ı doğru  
sağ-elli), {0,1} o larak  y azab ilir iz . Bu ik i ta b a n  d u ru m u  o rtogonald ir:

<î | i> =  0.
A yrıca n o rm a lle ş tir ir iz  de:

<î | î> =  1 =  U I D.

Genel ^ -sp in  d u rum u , ıpA =  {w ,z}  (H2'n in  genel elem anı), b u  ik i ta b a n  d u 

ru m u n u n  d o ğ ru sa l b irle şim id ir:

{w ,z } =  w |î)  +  z \i).

B aşka b ir  genel {a, b) d u ru m u n u n  {w,z}'yle sk a ler çarp ım ı

({a, b}\[w ,z}) = âw + bz
ifad esin ce  v e rilir .122 251

A rtık  h e r  —sp in  d u ru m u n u n  a s lın d a  uzaydak i b ir  yönde sa ğ -e lli o lan  

s a f  b ir  sp in  d u rum u  o lm ak zo ru n d a  o lduğu  aç ığa  ç ıkar ve uzaydak i 
gerçek b ir  yön olm ak üzere,

ıv |î) +  z |l )  =  | / )

ifad e s in i y azab ilir iz  (söyleyebiliriz).122261 b u  b ize PH 2 izd ü şü m  uzayıy la 
(§15.6) u zaydak i yönlere ilişk in  geom etri a ra s ın d a , bu  yö n le r sp in  yönleri 
b iç im inde  d ü şünü lm ek  üzere, d ik k a t çekici b ir  belirlem e su n a r. F izik i o la 
rak  ay rık  —sp in  u za y la rı as lın d a , PH 2’n in  fa rk lı n o k ta la rı

z: w

ay rık  o ra n la rın c a  işa re tlen m ek  üzere, b u  izdüşüm  uzay ı ta ra f ın d a n  su n u 
lu r  (bkz. §21.9). B aşka b ir  dey işle  PH 2, ilk  kez §8 .3 'te ta n ış tığ ım ız  eski a r 
k ad aşım ız  R ie m a n n  k ü res in in  ta m  o la rak  b ir  kopyasıd ır. Bu R iem ann kü-

1® [22.24] Niçin?
1® [22.251 Bu ifadeyi elde edin.
-S? [22.26] Bu gerçeği iki farklı biçim de tü re teb ilir  m isiniz bakın: (i) {a, b] durum u, b/a 'yı Şekil 

8 .7a 'nm  karm aşık düzlem indeki b ir  nokta olarak tanım lam ak üzere yönü uygun b ir Kartez
yen çerçevede açık biçim de bularak; (ii) doğrudan hesaplam a olm aksızın, H2'n in  SO(3)'e iliş
kin b ir  gösterim  olm ası nedeniyle spine ilişkin her yönün dahil edilmesi, yine de PH2'nin 
bundan  daha fazla durum  içermek üzere "yeterince büyük" olm am ası gerçeğini kullanarak.



Şekil 22.10 2-durum lu sistem e ilişkin IPH2 izdüşüm  uzayı b ir Riemann küresid ir [bkz. Şe
kil 8.9). ^-spinli kütle sahibi b ir parçacığın spin durum ları için |î)  sp in  durum unu ("yu
karı" spin) göstermek üzere kuzey kutbunu ve |l) durum u ("aşağı" spin) için güney ku tb u 
nu kullanabiliriz. Genel b ir | / )  sp in  durum u, merkezden çıkan yönü, çift saplı ok ta 
rafından örneklendiği üzere, |/> durum unun yönü olan küre üzerindeki (diğer b ir deyişle 
o yöndeki b ir E,  sp in  ölçümü için k e s in  "EVET" sonucu veren) b ir noktayla (|î) ve |!) için 
uygun fazlarla  birlikte) gösterilir. Durumu b ir | / )  = w |î) + z |i)  çizgisel birleşim i biçim in
de (z ve ıv karm aşık sayılarını b ir ıpA 2 -spinörünün w = i/>„, z = ı/'ı b ileşenleri olarak de
ğerlendirebileceğimiz şekilde) ifade edebiliriz. Küre üzerindeki noktalar z: ıv  ayrık o ran 
larına  karşılık  gelir. Bunların her b iri karm aşık düzlemdeki, bu düzlem kürenin ekvatoral 
düzlemi olarak kabul edilmek üzere, (°°'a izin vererek) b ir u  =  z / w  karm aşık sayısıyla 
gösterilir, u  noktası stereografik olarak güney kutbundan küre üzerinde | / ) ’yı gösteren 
noktaya yansır.

re s in in  h e r  n o k ta s ı ay rık  b ir  ~ -sp in  du ru m u n u , bu , k ü ren in  m erkezinden  

b u  n o k tay a  k a d a r  y ap ılan  b e lir li sp in  ö lçüm üne ilişk in  "m = öz d u ru m u  

olm ak üzere, iş a re tle r  (Şekil 22.10).

G eom etrik  b iç im li bu  ilişk iy i, k ü ren in  güney  k u tb u n d a n  §8 .3 'te  aç ık 
lanm ış o lan  ekva to ral düzlem ine o lan  s te reo g rafik  izd ü şü m ü n ü  k u lla n d ı
ğ ım ızda d ah a  açık b iç im de görü rüz . Bu düzlem  (§8.3 'ün "z"si yerine) k u a n 
tu m  m ekan iksel z ve w  g en lik le rin in  u = z /w  o ran ına  ilişk in  k a rm aşık  
düzlem  o la rak  değerlend irilm elid ir. Bu du rum , kü re  ü zerin d e  u zam sa l /  
yönüne k a rş ılık  gelen b e lirli n ok tay ı do laysız b iç im de z /w  o ran ıy la  ilişk i- 
len d irir.

Ö lçüm ü göste rm esi iç in , "sp in  /  yönünde m idir?" so ru su n u  so ran  E? 
p ro jek tö rü n ü  ku llanalım ; böylece sp in  d u ru m u n u n  | / )  o lduğu  g ö rü lü rse  
(ya da b u  d u ru m a y an s ıtılırsa ) öz değer 1 (EVET), sp in  b u  v a s ıta y la  (Ri
em ann  k ü res i üzerindek i a n tip o d a l nok taya  k arş ılık  gelen) ters  u zam sa l 
yöndeki o rtogonal | / )  sp in  d u ru m u n a  y a n s ıtı l ırs a  öz değer 0 (HAYIR) olur. 
(H ilbert uzay ındak i "ortogonal"in  uzaydak i "dik açıda"ya değil fak a t bu  
ö rnek te  "ters"e k a rş ılık  geld iğ ine d ik k a t edin.) |î)  d u ru m u y la  b a ş la rsa k  £> 
ölçüm ü iç in  EVET o lasılığ ı |w |2/Ç |w |2 +  |z |2) o lur. \  ve /  a ra s ın d a k i o lağan



Ö klitçi 3 -u zay  aç ıs ı 6 o lm ak üzere, sp in  b a ş la n g ıç ta  b ir  | \ )  d u ru m u n d ay sa  
ve d u rum un , onun  üzerin d e  b aşk a  b ir  | / )  yönünde olup o lm adığ ın ı öğ ren 
m ek üzere  b ir  ö lçüm  g erçek le ş tir ilirse  böylece EVET so n u cu  bu lm ay a  iliş 
k in  o lasılık

i ( l  + cosö)

o lu r.122 271 Ayrıca b u  o lasılığ ı k ü ren in  geom etrisi b iç im inde  de k av ra y ab ili
riz; \  ve /  s ıra s ıy la  A ve B n o k ta la r ıy la  v e rilir  ve B'yi çap  üzerindek i b ir  C 
n o k ta s ın a  A üzerin d en  o rto g o n al b iç im de y a n s ıtır ız  (Şekil 22.11). A' n o k ta 
sı A 'ya an tip o d a l o lan  n o k ta y sa  b u  d u ru m d a  EVET o lasılığ ı A 'B 'nin k ü re 
n in  çap ı A'A'ya b ö lm ü n ü n  u zu n lu ğ u  o lu r.122-281

B u rad a  k u lla n ıla n  "R iem ann kü resi"n in  §8 .3 'tek inden  ya d a  §18.5 'teki 
gökküresiden , "an tip o d a l nokta" kavram ı a rtık  k ü ren in  y ap ıs ın ın  (hangi 
d u ru m la rın  H ilb e rt uzay ı an lam ın d a  "ortogonal" o ld u ğ u n u  söyleyebilece
ğim iz biçim de) b ir  p a rç a s ı o lacak  şek ilde d ah a  faz la  yap ıy a  sah ip  o lduğu 
na  d ik k a t edin. Küre a r tık  b ir  "konform al küre"den  d a h a  çok "m etrik  kü- 
re"d ir, böylece ona ilişk in  s im e tr ile r  o lağan  an lam d ak i d ö n d ü rm ele r ta r a 
f ın d an  v e rilir  ve gökküresi üze rindek i sapm a e tk ile rin d e  gö ste rilm iş  o lan  
konform al h a rek e tle ri kaybederiz . Yine de b u ra d a  v a r  o lan  R iem ann k ü re 
si ku llan ım ım ız k u an tu m  m ekan iğ inde o rtay a  çıkan  k arm aşık  say ı o ra n la 
rıy la  uzaydak i o lağan  yö n le r a ra s ın d a  b e lirg in  b iç im de açık b ir  b ağ lan tı 
g ö ste rir. K uantum  d u ru m u  fo rm alizm inde gö rünen  k arm a şık  sa y ıla rın  tü 
m üyle soyu t şey ler o lm ad ığ ın ı görürüz; o n la r  geom etrik  ve d inam ik  b iç im 
li d a v ra n ış la  y ak ın d an  ilişk ilid ir. (Ayrıca §21.6 'da an la tılm ış  o lan , k a rm a 
şık  fa z la r ın  b ir  m om entum  d u ru m u n u n  d inam iğ in i sa p tam ak ta k i ro lü n ü  
anım sayın .)

Şekil 22.11'de b ir  k u an tu m  ö lçüm ünden  k ay n a k la n an  o lasılık la rı 
PH 2'yle ilişk ili o la rak  ifad e  eden  geom etrin in  sp in  d u ru m u y la  s ın ırlı o l
m ay ıp  2 -d u ru m lu  b ir  s is tem  iç in  o ldukça genel o lduğu  b e lir tilm e lid ir. ~  

sp ine  ilişk in  d u ru m  iç in  özel o lan  şey o lağan  u za m sa l yönlerle  PH 2 R i
em ann  k ü resi a ra s ın d ak i yak ın  ilişk id ir. 2 -d u ru m lu  b ir  s is tem  iç inde k la 
sik  b iç im li b ir  ç ift a l te rn a tif in  "kuan tum  dağ ılım ı''n ı sağ lay an  R iem ann 
k ü resi l\er zam an  m ev cu ttu r. B unun la b irlik te  pek çok fizik i d u ru m d a , bu  
k ü ren in  ve tem eldek i k u an tu m  m ekaniksel k a rm a şık  sa y ıla rın  (genlikler) 
geom etrik  ro lü  çok da do laysız d eğ ild ir ve fiz ikçile rde  o n la rı tüm üy le  "b i
çim sel" n icelik ler o la rak  değerlend irm eye ilişk in  b ir  eğilim  söz k o n u su 
dur. Bu tu tu m  kısm en, b ü tü n lü k lü  b ir  fizik i s is tem e  ilişk in  d u ru m  vektö-



Ş e k i l  22 .11  2 - d u r u n ü u  b ir  s i s t e m in  (Şekil 
2 2 .1 0 'd a k in e  b e n ze r I  b a ş la n g ıç  d u r u m u n u n  
R ie m a n n  k ü r e s i  ü z e r in d e k i  B n o k ta s m c a  
g ö s te r i ld iğ in i  d ü ş ü n ü n .  K ü re  ü z e r in d e k i  
b a ş k a  b ir  n o k ta y la  ilg ili ,  E V E T 'in  d u r u m u  
A 'd a  v e  H A Y IR 'ın  A 'y a  a n tip o d a l  o la n  A " n d e  
b u la c a ğ ı b ir  E V E T /H A Y IR  ö lç ü m ü  g e r ç e k 

l e ş t i r m e k  is t iy o r u z .  K ü r e n in  y a r ıç a p ın ı  i  
a la r a k  v e  B 'y i  A'A e k s e n i  ü z e r in d e k i  C'y e  or- 
to g o n a l b iç im d e  y a n s ı ta r a k ,  O k ü r e n in  m e r 
k e z i  o lm a k  ü z e r e  8 , OB ve  OA a r a s ın d a k i  a ç ı  
o la c a k  b iç im d e , E V E T  o la s ı l ığ ın ın  

■ (1 +  cosö) o la n  A'C u z u n lu ğ u  v e  H A Y IR  

o la s ığ ın ın  i  (1 -  cosö) o la n  CA u z u n lu ğ u  o l

d u ğ u n u  g ö r ü rü z .

rü n ü n  to p lam  faz ın ın  gözlem lenem ez k ab u l ed ilm esinden  kay n ak lan ır, bu  
neden le  in sa n la r  iç karm aşık  k a tsa y ıla r ın  geom etrik  zengin lik  p o ta n s iy e li
n i s ık lık la  göz a rd ı ederler. B ir p a rç ay la  d iğeri a ra s ın d ak i ilgili fa z la r  k e 
sin lik le  gözlem leneb ilir b ir  ro l oynar. B unu ifade etm en in  b ir  yo lu  b ir  s is 
tem e ilişk in  tü m  izd ü şü m se l PH H ilb e rt uzay ın ın  k a rm aşık  g eom etris in in  
fizik i o la rak  an lam lı o lm ası  g erçeğ inded ir. T oplam  faz P H 'n in  ta n ım ın d a n  
tüm üy le  ç ıkarılm ış  o lsa  da ilg ili tü m  fa z la r  ona a it geom etride  ön p lan a  
çıkar. A slında P H 'n in  k arm aşık  izd ü şü m se l geo m etris in d en  y a ra rla n a n  za 
r i f  y ak la ş ım la r  m e v cu ttu r.28

Ayrıca R iem ann k ü resin e  a i t  geom etrin in , k u an tu m  m ekan iğ in in  k a r 
m aşık  sa y ıla rın ı sp in in  uzam sa l özellik leriy le  do laysız  b iç im de bağ lan tı-  
la n d ırd ığ ı b aşk a  d u ru m la r  da söz k o n u su d u r. Bu d u ru m  en önem li b iç im 
de, k ısa  sü re  iç inde aç ık lanacağ ı üzere (§22.1 l'de), k ü tle si o lan  yüksek 
sp in li b ir  p a rçac ığ ın  genel sp in  d u ru m la rın d a  uygu lan ır. Bu bö lüm ü b i t i r 
m ek üzere  şim di, §22.7 'de k ısaca  k a rş ıla ş tığ ım ız  fo ton  k u tu p la n m a s ın a  
dönelim . B ir fo to n a  ilişk in  genel k u tu p la n m a  d u ru m u n u n  |+ ) p o z itif  sa r-  
m allığ ıy la  |->  n e g a tif  sa rm a llığ m ın  k arm aşık  b ir  çizgisel b irle ş im i o ld u 
ğunu  an ım sayın :

|0> =  w|+> +  z |—>.

Bu tü r  b ir  d u ru m u n  fiziki y o rum lam ası, düzlem  k u tu p la n m a s ı ve çem ber- 
se l k u tu p la n m a  b e lir li d u ru m la rın ı genelleyen, elip tik  k u tu p la n m a  o la rak  
ad la n d ır ıla n  şey  b iç im inded ir. Am acım  b u n u  b u ra d a  tü m  a y r ın tıla r ıy la

28 Bkz. not 21.12; Nielsen ve Chuang, 2000, ayrıca benzer bir bakış açısından kuantum bilgi bi
liminin bazı görünümlerini tartışır.



an la tm ak  değil fak a t k lasik  b ir  elek trom anyetik  düzlem  d a lg as ı b iç im inde 
d ü şü n ü rse k  yeteri k a d a r  iyi b ir  ta b lo  elde ed ilir. "D üzlem ler" h arek et yö 
n ü n e  dik o lan  d a lga  p a ra v a n la rıd ır . U zaydaki h e r  n o k ta d a  b ir  E elek trik  
vek tö rü  ve b ir  m anyetik  B v ek tö rü  m e v cu ttu r  ve b ir  düzlem  da lg asıy la  i l
g ili o la rak  b u n la r  h e r  zam an  d ik  o lup dalga  p a ra v a n la rı iç inde b u lu n u r. 
U zaydaki b ir  nok tay ı s a b it  tu tm ay ı h aya l eder ve d a lg an ın  geçm esine izin  
verirsek  e lek trik  vek tö rü , kend i u cu n u n  dalga p a ra v a n ı düzlem inde b ir  
e lips tan ım lay acağ ı şek ilde sa lın ım  y ap ar. M anyetik  v ek tö r özdeş fak a t 
d ik  b ir  açı boyunca d ö n d ü rü lm ü ş b ir  elips ta n ım la y a rak  onu  izler. Bkz. 
Şekil 22.12. E lips b e lir li d u ru m la rd a , d ü z le m  k u tu p la n m a s ı d u ru m la rı, b ir  
doğru  p a rç a s ı h a lin e  gelm ek üzere ezilir. Çizgisel k u tu p la n m a , e lip sin  b ir  
çem ber h a lin e  geld iğ i d u ru m la rd a  o rtay a  çıkar. Şeyleri, d a lg an ın  doğruca 
b ize geleceği b iç im de y ö n len d irirsek  bu  d u ru m d a  v ek tö rle r p o z itif  sa rm a l
lık  iç in  s a a t  y ö nünün  te rs in d e , n e g a tif  sa rm a llık  iç in  s a a t  yönünde sa lın ır.

Şekil 22.12 Elektromanyetik düzlem  dalgaların ın  b ir özelliği olarak foton kutuplanm ası 
(bkz. Şekil 21.7). (a) Düzlemsel kutuplanm ış b ir dalga gözlemciden uzaklaşır. Elektrik 
vektörler "(siyah uçlu oklar) ve m anyetik vektörler (beyaz uçlu oklar) sabitlenm iş iki dik 
düzlem de ileri geri salınır, (b) Çembersel biçim de kutuplanm ış b ir  düzlem  dalgasında, 
elektrik ve m anyetik vektörler daim a dik ve sab it e şit uzaklıkta ka larak  hareket yönünde 
döner, (c) D iyagram lar arkadan bakıldığında elektrik ve m anyetik vektörlerin  dalga b o 
yunca nasıl döndüklerini gösterir (pozitif sarm allık  durumu). Alttaki şekil çem bersel ku
tuplanm ayla ilgili durum u ve üstteki şekilse, iki okun ucu dik b aşa t eksenlere sahip 
uyum lu e lipsler çizerek, eliptik  kutuplanm aya ilişkin genel durum u gösterir.

(a) (b) (c)



Şekil 22.13 Riem ann küresi üzerinde gösterilen foton kutuplanm a durum ları. Kuzey ku t
bunun |+> pozitif sarm allık  durum unu ve güney kutbunun |—) negatif sarm allık  durum u
nu, foton m om entum unun kuzey yönünde olduğunu düşünerek, gösterdiğini kabul ede
lim. Genel ıv|+) + z |- )  kutuplanm a durum u Riemann küresi üzerindeki q  =  ( z / w ) ' ,z  nok- 
tasınca gösterilir. "Stokes vektörü" olarak adlandırılan , q 'dan dışarıya doğru çıkan 
yarım -çapı ele alın. Bu çemberi Stokes vektörü dolayında sağ-elli o larak yönlendirin. 
Daha sonra çemberi kürenin ekvator düzlem ine ortogonal biçim de yansıtın . Bu bize ge
rekli kutuplanm a elipsini ve doğru yönelimi verir.

R iem ann k ü res in in  tü m  b u n la ra  n a s ıl u yduğunu  görelim . Kuzey k u tb u 
n u n  |+ ) p o z itif  sa rm a llık  d u ru m u n u  ve güney k u tb u n u n  | - )  n eg a tif  s a r 
m allık  d u ru m u n u  göste rd iğ in i kabu l edelim . F o tonun  |+ ) yönünde y u k a rı
ya doğru  yolcu luk  e ttiğ in i v a rsa y arız . Şu halde , R iem ann k ü resi ü ze rin d e 
ki z/vv'yu işa re tlem ek  yerine  ona a it q = (z /ıv )1/2 kareköküne (hangisi o l
duğu  önem sizdir) bakacağız . K ürenin  q 'd a n  çıkan y arıçap ın ı ("Stokes vek
törü") ele a la lım  ve küre üzerinde  bu  çizgiye dik o lan  çap sa l düzlem de b u 
lu n a n  büyük  çem beri çizelim . Bu çem beri, q 'yu  işa re t eden vek tö r d o lay ın 
da sa ğ -e lli b ir  an lam d a  yön lend irin . D aha so n ra  çem beri k ü ren in  ekvato r 
düzlem ine o rtogonal b iç im de y an s ıtın . Böylece gerekli k u tu p la n m a  e lip s i
n i, doğru  yönelim le b irlik te  elde ederiz. Bkz. Şekil 22.13.122 291

22.10 Yüksek spin: Majorana tablosu

K uantum  m ekan iğ indek i b e lirg in  b iç im deki soyu t k a rm aşık  sa y ıla rla  
uzay  geom etrisi a ra s ın d ak i yak ın  ilişk iy i g ö ste ren  b ir  d iğer ö rnek  o larak  
j  =  - rı sp in li kü tleye sah ip  b ir  p a rçac ığ a , ya da a tom a ilişk in  sp in  d u ru m 

la rın ı ele alın . Ü stte  (§22.8'de) id d ia  ed ild iğ i üzere bu , s im etrik  b ir  n -in -



d iş li ıPa b ...f  sPin  ten sö rü n ce  ta n ım la n ab ilir . Şu ha lde , böy lesi h e r  sp in  ten- 
sö rü n ü n , onun  arac ılığ ıy la  1 -in d is li sp in ö rle rin  sim etrik len m iş b ir  ç a rp ı
m ı o la rak  ifade  ed ilebileceği, ölçek ç a rp a n la rı ve düzen lem elerine  eşsiz  b i
çim de bağ lı b ir  "kanonik ay rış tırm a"y a  sah ip  o lab ileceğ in i id d ia  eden  b ir  
teo rem  m ev cu ttu r:122-301

'PaB^F = a (APB <Pf)-

§12.7 'den b u rad a k i in d is le rd e  b u lu n a n  p a ra n te z le r in  s im etrilem ey i gös
te rd iğ in i an ım sarız . Şekil 22 .10 'da tek  in d is li b ir  xpA sp in ö rü n ü n  geom etrik  
o la rak  R iem ann kü resi ü ze rindek i b ir  nok ta  (diğer b ir  dey işle  uzaydak i b ir  
yön) ta ra fın d a n  (toplam  b ir  k a rm aşık  ça rp an a  bağ lı olarak) g öste rild iğ i 
resm i k u lla n arak  ıp A B ...F sp in  te n sö rü n ü n  k en d is in in  R iem ann  k ü resi üze
rinde , kü re  üzerindek i n  n o k tan ın  düzenlenm em iş b ir  küm esi (diğer b ir  d e
y işle  düzenlenm em iş n yön) b iç im inde , top lam  b ir  ölçek ç a rp an ın a  bağlı 
şek ilde gösterileb ileceğ i so n u cu n a  u laşırız ; bkz. Şekil 22.14. Genel b ir  n 
d u ru m lu  sp ine  ilişk in  b u  göste rim  M ajorana  ta n ım la m a s ı o la rak  a d la n d ı
rılır . Bu, o rijina l o la rak  1932 y ılın d a  p a rla k  İ ta ly an  fizikçi E tto re  M ajora
na ta ra f ın d a n  (fakat §22.11'de k ısaca  değineceğim  fark lı tü rd e  b ir  iş lem 29 
aracılığ ıy la) bu lu n d u . (31 y aş ın d ay k en  N apoli K örfezi'ndeki b ir  gem ide, 
gizem li şekilde, belki de in t ih a r  ederek  o rtad a n  kayboldu.)

j  = \ n  sp in iy le  ilg ili o la rak  s ta n d a r t  b ir  du rum  ta b a n ı m evcu ttu r. M a

jo ra n a  ta n ım la m a s ın d a  b u n la r, kend ile ri iç in  M ajo rana ta n ım la m a sın d ak i 
n o k ta la r ın  tü m ü n ü n  ya kuzey ya d a  güney k u tb u n d a  b u lu n d u ğ u  d u ru m 
la rd ır:

|ÎTÎ...Î>, I-IÎÎ...Î), |UÎ...Î)...|İU...İ>.

B u n  +  1 ad e t du ru m  L3 g özlem leneb ilirin in  (x3 ekseni "yukarı" yön  olm ak 
üzere) öz d u ru m u d u r ve böylece tü m ü  b irb ir in e  o rto g o n ald ir. m  değerleri 
o la rak  (§22.8) ad lan d ır ılıp  s ıra s ıy la  j , j  — l , j  — o lan  fa rk lı n - I-1
ad e t sp in  öz değeri ta ra f ın d a n  a y ır t  ed ileb ilirler. §22.1 l 'd e  b u n u n la  ilgili 
b iraz  d ah a  faz la  şey göreceğiz.

B ir a to m la  ilg ili bu  "m değeri"n i ölçm ekte k u llan ılan , S tem -G erlach  
ayg ıtı o la rak  b ilinen  s ta n d a r t  b ir  ölçüm  a le ti m evcu ttu r. B unun ça lışm ası 
iç in  a to m u n  m anyetik  b ir  m om ente (öyleyse bu  m inik  b ir  m ık n a tıs tır)  s a 
h ip  o lm asına , m anyetik  m om ent vek tö rü  sp in  v ek tö rü n ü n  b e lir li b ir  k a tı 
olm ak üzere, gerek duyarız . A tom lar kuvvetli b iç im de hom ojen o lm ayan

®  [22.30] Not 4.2'de ifade edilmiş olan "kalkülüsün temel teoremi"ni kullanarak bunu kanıtla
yabilir misiniz görün. İpucu : Ç '̂nın bileşenleri {1 ,z } olmak üzere polinomunu
ele alın.



Ş e k il  2 2 .1 4  R ie m a n n  k ü re s i ü z e r in d e  n  
a d e t  d ü z e n le n m e m iş  n o k ta  ta r a f ın d a n  v e 
rilen , —s p ir il i  k ü tle  s a h ib i  b ir  p a r ç a c ık la  

i lg ili  g e n e l (izd ü şü m se l) b ir  s p in  d u r u 
m u n a  i l iş k in  M a jo ra n a  ta n ım la m a sı.  
M e r k e zd e n  h e r  b i r  n o k ta y a  g id e n  b u  v ek 
tö r le r i Ş ek il 2 2 .1 0 'u n  r e ç e te s iy le  u yu m lu  

b iç im d e  i  s p in in i o lu ş tu r u r  o la ra k  d ü ş ü 
n e b ilir iz . B u  s p in le r in  s im e tr ik  
ç a rp ım la r ı  to p la m ı ver ir . (2 - s p in ö r  no- 
ta s yo n u n d a , tü m  s p in  d u ru m u , 
a a, P a, ■■ ■,<?/ n ı n  Ş ek il 2 2 .1 0 'd a k i g ib i  n  
a d e t  n o k ta y ı b e lir le d iğ i ,
'I’ab  f =  a (AP B ' "  V f ) Y İ ç a rp a n la r ın a  
a y ıra n  s im e tr ik  n - d e ğ e r l i  sp ir ıö rd ü r .

Şekil 22.15 Bir atom un (spiniyle birleşm iş) m anyetik m omentine ilişkin "m -değeri”ni 
ölçmekte kullanılan  Stem -G erlach aygıtı. Atom lar yollarının her m  değeri için hafifçe 
farklı biçim de sapacağı şekilde, kuvvetli biçim de homojen olmayan b ir m anyetik alan 
içinden geçer.

b ir  m anyetik  a lan  iç inden  geç irilir. Bu o n la rın  y o lla rın ı h er m  değeri için, 
h e r  a tom a a it m anyetik  m om ent v ek tö rü n ü n  hom ojen o lm ayan  m anyetik  
a lan la  b a ğ lan tılı o la rak  n a s ıl yön lend irileceğ in i m be lirled iğ inden , hafifçe  
fa rk lı b iç im de sa p tır ır ; bkz. Şekil 22.15.

F ark lı h e r  m  değeri iç in  tü m  d u ru m la r  b irb ir in e  o rtogonal o lm asına  
rağm en  g ene l M ajorana tan ım la m a sıy la  ilg ili o rtogonallik  k o şu lla rı k a r ı
ş ık tır .30 B unun la b irlik te  b ir  /  y ö n ü n ü n  n ite led iğ i b ir  M ajo rana d u ru m u 
n u n  | / / / . . . / >  d u ru m u n a, /  çap  boyunca / ' a  te rs  olm ak üzere, zo ru n lu  b i
çim de o rtogonal o lduğu  b e lir tileb ilir . D ahası /  M ajo rana ta n ım la m a sın d a  
r  çok k a tlılığ ıy la  n ite len irse , du ru m  M ajorana ta n ım la m a sı en  az ın d an  
n — r  +  1 çok k a d ılığ ın a  /  te rs  yönü n ü  içeren  b aşk a  b ir  sp in in e  ortogo-

30 Genel bir yineleme için bkz. Biedenham ve Louck, 1981. İlginç ve modem bir uygulama için 
b k z . Swain, 2004.
[22.31] Tüm bunları §22.9'daki geometriyi kullanarak gösterebilir misiniz görün. Bu sonucu 
çeşitli Z,3 öz durumlarının ortogonalliğine uygulayın.

n a ld ir .122,311



Bu so n u ç la r  bize, M ajo rana y ön le rin i fiziki o la rak  do laysız b iç im de yo 
ru m la m a o lanağ ı sağ lar. M ajo rana yön le ri kesin  b iç im de, sp in in  b ü tü n ü y 
le te rs  yönde o lduğunu  b u lm ak  üzere  gerçek leştir ilen  o yöndeki b ir  S te m -  
G erlach ö lçüm ünün  s ıf ır  o la sılığ a  sa h ip  o lduğu yön le rd ir, r  çok k atlılığ ın - 
dak i b ir  M ajo rana yönüyle ilg ili o la rak , o yönde —/ den  —j  + r — l 'e  k a d a r  
h e rh a n g i b ir  şey o lab ilecek  m  değeri iç in  o lasılık  s ıf ırd ır .31

K ütleye sa h ip  b ir  p a rç ac ık la  ilg ili genel sp in  d u ru m u n u  gösterm ek  üze
re  ü s t te  öze tlenen  işlem in  pek çok fizikçiye çok da ta n ıd ık  gelm ediği b e lir 
tilm e lid ir . O nlar b u n u n  yerine , h a rm o n ik  a n a liz  o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyi 
b a r ın d ıra n  fa rk lı b ir  iş lem i b en im serle r. Bu, pek çok fa rk lı sebep  n ed en iy 
le önem li b ir  k o n u d u r ve so n rak i bö lüm  ilg ili fik irle re  ilişk in  k ısa  b ir  ta r 
tışm a  su n m ak tad ır.

22.11 Küresel harmonikler

§20.3 'te  (küçük genlik li ve h arcan ım sız) titre ş im le re  ilişk in  k lasik  k u 
ram la  k a rş ıla şm ış tık . Ana ta rtışm a m ız  son lu  say ıd a  b ir  se rb e s tlik  d erece
sine  sa h ip  s is tem lerle  ilg iliyd i. B unun la  b irlik te  ay rıca  (b ir davu l ya da 
b ir  h av a  sü tu n u n d a k i titre ş im le rd e  o lduğu  gibi) se rb e s tlik  derecesin in  
so n su z  o la rak  değerlend irild iğ i s is tem leri de (kısaca) ele aldık. Bu t i t r e 
ş im le r (her d u ru m d a  da), h e r  b ir i n o rm al frek an s  o la rak  a d la n d ır ıla n  ken
di t it re ş im  fre k an sın a  sa h ip  n o rm al m o d la rd an  o lu şu r. T itre şen  nesn e  t ı 
k ızsa  (bu te rim in  an lam ı iç in  bkz. §12.6 ve şek ille r 12-14), ona a i t  m o d la r 
fa rk lı n o rm al fre k an s la rın  ay rık  b ir  sp e k tru m u n u  su n a ra k  ay rık  b ir  aileyi 
o lu ş tu ra ca k tır . B elirli b ir  S2 k ü resi d u ru m u n d a  fa rk lı (kafam ızda b ir  s a 
b u n  köpü ğ ü n ü n  ya d a  k ü rese l b ir  b a lo n u n  titre ş im se l m o d la rı o la rak  can- 
land ırab ileceğ im iz) t itre ş im  m o d la rı kürese l h a rm o n ik le r  o la rak  a d lan d ı
r ıla n  şey lere tek ab ü l eder. B unun, aç ısa l m om en tum a ilişk in  k u an tu m  m e
kan iğ iy le ilg isi ned ir?  K ısa sü re  iç inde  görüyor olacağız.

Bu h arm o n ik leri s ın ıfla n d ırm ak  üzere, S2 ü zerin d e  ta n ım la n m ış  o lan  
V2 L aplace işlem cisine  ilişk in  öz d u ru m la rı a ra rız . §10.5 'te, Ö klitçi düzlem  
ü ze rin d e  V2= d 2/ d x 2 +  d2/ d y 2'yle ta n ım la n m ış  o lan  o lağan  2 -b o y u tlu  L ap
lace işlem cisiy le  k a rş ıla şm ış tık . Bu ifade S2 b irim  k ü res i üze rinde, eğik 
m etriğ i h e sa b a  k a tacak  şek ild e  değ iştirilm ek  zo ru n d ad ır. Bu m etrik  form , 
b ir  n o k tay a  ilişk in  (olağan 3-uzaydaki) K artezyen  k o o rd in a tla r ın  
x  =  sinflcos#, y  = sin0sin0, z =  cos6 o lduğu  S2 ü zerindek i n o k ta la r ın  b ir  
işa re tle m e si o lan  a lış ılm ış  kürese l k u tu p lu  (0 ,0 )  k o o rd in a tla r ın d a k i



ds2 =  gabd x ad x b = dd2 + sin20 d # 2

ifa d e s id ir  (Şekil 22.16). Bu nedenle , (p e sa se n  boylam  ve — 6 en lem d ir

(tüm ü rad y a n  cinsinden). L aplace işlem cisi (kovaryant Va tü rev li; bkz. 
§14.3)122 321

olur. V2'ye a it o lası öz değerlerin  (j =  0,1,2,3,... için) - j ( j  + 1) o lduğu  açığa 
ç ık ar ve böylece <P ilg ili öz fonksiyon  olm ak üzere,

V2<P = —j(J  +  l)tf>

o lu r.32 Bu öz fo nksiyon la r küresel h a rm o n ik lerd ir  ve h a rm o n ik le rin  ay rıca  
eşzam an lı b iç im de (V2'yle değişm eli olan) d/d<j> iş lem cisin in  de öz fo n k si
yo n la rı o lm asın ı ta lep  etm ek a lış ıld ık tır , d/dtp 'ye  ilişk in  o lası öz değerler, 
m ta m sa y ıs ı —j < m <  j  a ra lığ ın d a  olm ak üzere, im 'lerd ir:

Böylesi öz değer ö rnek leri 0  =  1 (; =  m = 0 için), <t> = cos8 (j = 1 ve m  =  0 
için), <f> =  e±1sin0 (; =  1 ve m =  ±1 için), <t> = 3cos20 -  1 (j = 2 ve m = 0 için), 
v b 'd ir .33

Okur, s ıra s ıy la  §22.8 'in  so n u n d a  ve §22.10 'da an ılm ış o lan  top lam  aç ı
sa l m om entum  işlem cisi J2 = L\ + L\ + L\'ye ilişk in  j ( j  + 1) öz değerleriy le

[22.32) Bu küresel kutuplu  ifadeyi tü re teb ilir misiniz?
32 Küresel harm onikler bağlam ında bu rada kullandığım  j  yerine sıklıkla C harfi kullanılır.
î3 Daha fazla ayrın tı için kuantum  mekaniğiyle ilgili herhangi b ir  kitaba bakın, örn. Shankar, 

1994 ya da Arfken ve VVeber, 2000.

V2= g abVaVb 
d 2 cos 9 1 d2

d d 2 + sin 0 +  sin2 6 d(p2

arac ılığ ıy la  ilişk ilen ir . B u  n eden le  te 
m eld e  <j> (burada h e m  k u z e y  k u tb u n d a  
h e m  d e  ekva to rd a  işa re tlen m iş) b o y 
la m ın  ve n /1  -  6 en lem in  b ir  ö lçüsü-

Ş e k il  22.16 K üre ü ze rin d ek i s ta n d a r t  
kürese l k u tu p lu  0 ve<j> koord ina tla r ı 
K artezyen  ko o rd in a tla r la  x  =
sinöcos<p, y  = sin0sin0, z = cosO



L3 b ile şen in e  ilişk in  m a ra s ın d a k i d ik k a t çekici benzerliğ i kaybe tm em eli
dir. A slında da lga  fonk siy o n u n u n  j  in te g ra l sp in li b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  
aç ısa l bağ ım lılığ ı zo run lu  b iç im de b ir  ;'-k ü rese l h arm o n ik tir . D ahası L3'e 
a it öz d u ru m la r  d<P/d<p'n in  öz fonksiyon la rı o lan  harm o n ik lere  tek ab ü l 
eder. A slında böy lesi d a lga  fo n k siy o n la rın ın  aç ısa l d a v ra n ış ın a  ilişk in

,* =  -V* v e L 3 =  -

ifad e le rin i "sap tay ab iliriz" .34
Bu bize, y 'n in  b ir  y a r ı- te k  ta m sa y ı o lduğu  (bu radan  h are k e tle  m 'deki 

gibi) "spinör" d u ru m la rı verm ez. B unun  için  "spin  ağ ırlık lı k ü rese l harm o- 
nikler" o la rak  an ılan  şey lere genellem e y ap a b ilir iz .35 B u n lar b a s it  b iç im de 
S2 ü zerindek i fon k siy o n la r d eğ ild ir  fa k a t ay rıca  S2'n in  h e r  n o k ta s ın d a k i 
b ir  b irim  (spinör) ta n ja n t v ek tö rüne  b ağ ım lılık la rı da v a rd ır  (Şekil 22.17). 
(B unlar S3 üzerinde, C lifford d em etin in  bize su n d u ğ u , S2'ye ta n ja n t o lan  
"sp inör" b irim  v ek tö rle r dem etin i tem sil eden fon k siy o n la r o la rak  d ü şü n ü 
leb ilir.)36 B urası b u n u n  a y r ın tıla r ın a  g irilecek y er değ ild ir ve oku r y azm a 
yön lend irilir .

Ş ek il 22.17 Spin ağ ırlık lı k ü rese l h a rm o n ik le r. S2 k ü res i ü zerin d ek i sp in  a ğ ır lık lı fo n k s i
y o n la r  b a s i t  b iç im d e  (sağ ta r a f ta  çizilm iş) S2 ü zerin d ek i fo n k siy o n la r  o lm ay ıp  ay n ı z a 
m a n d a  S2'y e  (b u rad a  k en d is in e  a i t  sp in ö r  d o ğaya iş a re t  e tm ek  üzere  "yarım  ok" b iç im in 
de g ö ste rilen ) söz k o n u su  n o k ta d a  ta n ja n t  o lan  (spinör) b ir  b ir im  v ek tö rü n e  b ağ lılığ a  da 
sa h ip tir . Bu tü r  fonk siy o n la r, Şekil 15.10’d ak i C liffo rd  sp in  v ek tö r dem eti o lan  sol ta r a f 
tak i S3 ü zerin d e  d a h a  u y gun  b iç im d e  g ö s te rilir , ("s sp in  ağ ırlığ ı"n ın  b ir  fo n ksiyonu , sp in  
v e k tö rü n ü n  S2'ye ta n ja n t  o lan  ken d i dü z lem in d e , ken d is i bo y u n ca  d ö n d ü ğ ü  x  aç ıs ın a  b ir  
e 15* b ağ lılığ ın a  sah ip tir .)

34 Shankar, 1994.
35 Bkz. Newman ve Penrose, 1966; Penrose ve Rindler, 1984.
36 Bkz. Goldberg, vd., 1967.



A slında §22.8 'de su n u lu p  §22.10 'daki M ajo rana ta n ım la m a s ı iç in  k u l
lan ıld ığ ı üzere  sp in  d u ru m la rın a  iişk in  2 -sp in ö r  ta n ım la m a s ı kü rese l h a r-  
m onik ler ve sp in  ağ ırlık lı k ü rese l h a rm o n ik le r ku ram ıy la  y ak ın d an  ilişk i
lid ir. H erhang i n - in d is li iPa b .f s im etrik  sp in  te n sö rü  açık b iç im de j  = 
i n ' l e  ilg ili (sp in  ağırlıklı) kü rese l h a rm o n ik le rin  b ir  to p la m ın a  k arş ılık  ge

lir. O nları bu lm ak  üzere, S2 üzerinde  çap sa l o la rak  te rs  n o k ta la r ı g ö s te re 
cek şek ilde122331

R 0.^ 1} =  e1<̂ 2c o s ^ ,e - “*’/2s in |

t7/0.7/1} = —e '^2sin j ,e - 1*/2cos^

b ile şen le rin e  sah ip  ÇA ve tja 2 -sp in ö r le r in i alırız . H er (spin  ağırlıklı) h ar- 
m oniği yazm ak üzere (değişken b ir  sp in ö r re fe ran s  s is tem i o la rak  kabu l 
edilen) ÇA ve r)A'y \a  ilg ili o la rak  ıpAB F'n in  b ile şen le rin i alırız . Bu "b ileşen 
ler"

'I>a...cd. .A a - S c ■■■vF
n icelik lerid ir.

Bu ifadede ^ 'le rin  say ıs ı rç'ların (= j) sa y ıs ın a  e ş itse  böylece (spin a ğ ır 
lık tıla r  yerine) s ıra d a n  h arm o n ik le ri elde ederiz. (Genellikle f  ve rç'ların s a 
yısı, s "sp in  ağırlığ ı" olm ak üzere, s ıra s ıy la  j  +  s ve j  — s 'd ir . ıpAB F'n in  s ı
ra s ıy la  §22.10 'da an ılan  s ta n d a r t  ta b a n  d u ru m la rın ın , I I . . . I Î . . . Î ) ,  h e r  b iri 
o lduğunu  kabu l edersek  d /d fp 'n in  öz d u ru m la rı o lan  s ta n d a r t  k ü rese l h a r 
m onik leri (katların ı)37 elde ederiz. (B unlar iç in  ıpAB...F'Ye ilişk in  n -1-1 b a 
ğım sız b ileşen d en  yaln ızca  b ir  aded i s ıf ır  değildir.) Bu ta b a n  d u ru m la rı
n ın  s im e tr ik le n m iş  o ld u k la rın ı ak lım ızda tu tm ak  zorunday ız. Ö rneğin 
| l î î ) ,  |-l)|î)|î> + |î} |l ) |î )  + | î ) | î ) | l )  ifad e s in in  b ir  k a tıd ır . Bu b e lir li d u ru m d a  
E g e 'n in  tü m  b ile şen le ri tek  bağ ım sız  b ileşen  t/j011 = ıp101 =  ı/)110 d ış ın d a  
yok olur. Bu k o n u la r  üzerine  o lan  aç ık lam am ın  özlüğü38 neden iy le  görece 
y e ters iz  o lsa  da neyin  d ah il o lduğuy la  ilg ili b ir  özet a k ta r ır  ve okur a s lın 
d a  kürese l h arm on ik lere  g iden  (a lışılm ad ık  o lsa da) d ik k a t çekici b iç im de 
e tk iley ici b ir  yol o lan  şe y i su n a n ın  sp in ö rle r  o lduğunu  değerlend irm eye 
b a ş la y a b ilir .122 341 §22.8 'den (krş . §13.7) ıpA B ...F sp in  te n sö r  n ice lik le rin in

[22.33] N oktaların  niçin antipodal olduğunu açıklayın.
57 Ayrıca küresel harm oniklere ilişkin, onları kullanm akta ve onlarla hesaplam a yapm akta 

önemli olan ortogonallik ve (toplam ölçeği sabitlem ek üzere) norm alleştirm e özellikleri de 
m evcuttur. Bununla b irlik te bu konular bizi epeyce uzaklara götürür; okura küresel harm o
nikler kuram ına ilişkin şu açıklam alar önerilir: Groemer, 1996; Byerly, 2003.

38 Spinör cebiri ve geom etrisini b iraz daha ayrın tılı biçimde izlemek isteyen okur, sp inör in 
d islerin in  = f°, (0 = f 1 düzeni uyarınca "yükseltirebileceği ya da "alçaltırab ileceğ i ger
çeğine dikkat etm elidir. Bkz. Penrose ve Rindler, 1984; Zee, 2003, Ek.



SO(3) döndürm e g ru b u y la  ilg ili (n +  l ) -b o y u tlu  ind irgenem ez b ir  gösterim  
uzay ı su n d u ğ u n u  an ım say ın , böylece ayn ısı j  =  2n (spin ağırlıklı) kü resel 
h a rm o n ik le rin e  ilişk in  uzay  iç in  de geçerlid ir.

M ajo rana tan ım lam ası, tPab .f = a(A0B < P f) çözüm lem esinde, yaln ızca  
f 'le r in  görünüp  h iç b ir  77'n ın  o lm ad ığ ı ü s ttek i ta n ım la m a d a  o rtay a  çıkan 
(spin  ağırlıklı) k ü rese l h a rm o n ik le rin  s ıf ır la r ın a  k arş ılık  gelen  aA,pA,...,<pA 
sp in ö rle ri b iç im inde elde ed ileb ilir . A slında bu , M a jo ra n a 'n m  ta n ım la m a 
sın ı ilk  kez b u lm a sın a  k a rş ılık  gelen  d eğ erlend irm eler ü ze rin d en d ir. 2-  
sp in ö r fo rm alizm in i k u lla n a rak  kü rese l harm o n ik lerle  ilg ili b az ı değerli 
k av ra y ış la r  elde etm ek o la s ıd ır . S p inör y ak laşım ın ı k u llan m ak  pek çok 
aç ıd an  d ah a  b a s it t i r  fa k a t pek  ta n ıd ık  değild ir.

K üresel harm on ik ler, ö rneğ in  k lasik  fizik te  o lduğu  g ib i pek  çok a lan d a  
ön em lid ir  ve çoğu u y g u lam ad a  aç ısa l m om en tum la özel b ir  b ağ la n tı söz 
k o n u su  değ ild ir. (Böylesi d u ru m la rd a  } y erine  t  h a rf in i k u llanm ak , ilki 
aç ısa l m om entum a ilişk in  ç a ğ rış ım la ra  sah ip  g ö ründüğü  iç in , olağandır.) 
B ir sa b u n  k ö püğünün  küçük  titre ş im le ri b ir  ö rnek  o lab ilir . B ir b aşk ası, 
yüksek  değerli f 'y \e ,  200 ve d ah a  yüksek, özel o la rak  ilg ilen ild iğ i d u ru m 
daki, uzay ın  d e rin lik le rin d en  gelen m ik roda lga  (2,7 K) ış ın ım ın ın  gökküre- 
si ü ze rindek i sıcaklık  dağ ılım ın ın  an a liz i olur. Bu an a liz  §§27.7, 10, 11 ve 
§28.4 'te göreceğim iz üzere  kozm oloji iç in  b ü yük  b ir  önem e sa h ip tir .

K üresel h a rm o n ik le rin  k u an tu m  ve k lasik  b iç im de o rta y a  k o n u lu ş la rı 
a ra s ın d a k i k a rş ıtlık  ça rp ıc ıd ır  ve sezg isel değ ild ir. 6 ve <p k o o rd in a tla r ın ın  
s ta n d a r t  aç ısa l u zam sa l yo rum a sa h ip  o lduğu  b ir  k u an tu m  sis tem in d e  j  
değeri (ya da t)  h e r  zam an  a ç ısa l b ir  m om entum  b iç im indek i yo rum a s a 
h ip ti r  fak a t b u  k lasik  b ir  s is tem  iç in  o lan d an  u zak tır . Özellikle, k u an tu m  
m ekan iğ indek i s ıf ır  aç ısa l m om en tum lu  b ir  s is tem  k ü rese l o la rak  sim etrik  
olm ak z o ru n d a d ır  çünkü  /  =  0 o lan  b ir  d a lga  fonksiyonu  y a ln ızca  küre 
ü zerindek i kü rese l h arm o n ik  sa b itin d e n  o lu şu r; fak a t k la s ik  fiz ik te  s ıf ır  
aç ısa l m om entum  (diğer b ir  dey işle  "spin  yapm ayan") kesin lik le  kürese l 
s im etri an lam ın a  gelmez!

T ers yönde, b ü y ü k  b ir  a ç ısa l m om entum a (büyük j değeri) sah ip  ra sg e 
le seçilm iş b ir  k u an tu m  sis tem in in , az ya da çok rasg e le  b iç im de S2 k ü re 
sine  ek ilm iş 2j n o k ta d an  o lu şa n  b ir  M ajorana ta n ım la m a s ın c a  ta n ım la n 
m ış b ir  d u ru m a sah ip  o lduğunu  görürüz . Bu, kend i k u an tu m  sa y ıla rıy la  i l
g ili o la rak  büyük  değerli b ir  k u an tu m  s is tem in in  k lasik  b ir  s is tem e yak 
la şm a s ı gerek tiğ ine ilişk in  genel iz lenim e k a rş ın ,39 büyük  aç ısa l m om en-

na bağlı olarak) hesaplayın. Bunların  aslında  V2 ve d/d<p'mn öz durum ları olduğunu kontrol 
edin.

19 "Kuantum sayısı" terim i genellikle önemli b ir  kuantum  gözlem lenebilirine ilişkin, örneğin



tu m lu  b ir  s is tem in  k lasik  aç ısa l m om entum  d u ru m u y la  h iç b ir  benzerlik  
ta ş ım az . K lasik benzeri b ir  k u an tu m  d u ru m u y la  ilg ili o la ra k  M ajo rana 
n o k ta la r ın ın  tem el o la rak  S2 m erkezinden  ç ıkan  b e lir li b ir  yönde, d iğe r b ir  
dey işle  k lasik  sp in in  (pozitif) ekseni o lan  yönde küm elenm elerine  gerek 
duyarız . Bu iki tab lo  a ra s ın d a  n iç in  böy lesi b ir  uyum suz luk  b u lu n u r?  Ya
n ıt, "büyük" k u an tu m  d u ru m la rın ın  neredeyse tü m ü n ü n  k la s ik  o la n la ra  
benzem em esid ir. Bu tü r  ö rn ek le rin  en ü n lü sü  S ch röd inger'in  can lı ve ölü 
o lm aya ilişk in  b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esi iç inde  b u lu n a n  k u ram sa l ke
d is id ir  (bkz. §29.7). O layları n iç in  gerçek ten  böyle k lasik  b ir  düzeyde g ö r
meyiz? Bu, 29 ve 30. bö lüm lerde ta r t ış ıla c a k  o lan  ö lçüm  p a ra d o k su n u n  
b ir  g ö rünüm üdür.

U zay larla  ilg ili S2'den  d ah a  genel o lan  h arm o n ik  ana liz  b ilim se l a r a ş 
tırm a n ın  çoğu a lan ı iç in  önem li b ir  p a rçay ı o lu ş tu ru r . B ir s is tem le  ilg ili 
küçük  ted irgem e ya d a  sa lınm aların  ele a lın m ası son  derece değerlid ir. Bu
n u n la  b ir lik te  b ir  u y a rıd a  b u lu n m ak  uygun  o lacak tır. T ık ız-o lm ayan  b ir  
uzayda  durum , ü s tte  ele a lın m ış o lan  S2 d u ru m u n d an  çok d ah a  k arış ık  b ir  
h a l a lab ilir . B una b en zer b ir  şey i (tıkız çem ber üzerindeki) F o u rie r a n a li
z inden  (tık ız-o lm ayan  açık çizgi üzerindeki) F o u rie r d önüşüm üne geç tiğ i
m iz 9. bö lüm de gördük. İn sa n la rd a  bazen , an a liz in  tık ız  b ir  b iç im den  tı- 
k ız -o lm ay an a , diyelim  ki kü red en  h ip e rb o lik  uzaya, yaln ızca  b a s it  b irkaç 
iş a re t değ işik liğ iy le (ve §18 .4 'teki " işa re t çevirm e" fik irleriy le  uyum lu  o la 
rak , tr ig o n o m etrik  fo n k siy o n la rın  y e rle rin in  h ip e rb o lik  benzerle riy le  d e 
ğ iştirilm esiy le) devred ileb ileceğ ine in an m ay a ilişk in  b ir  eğilim  b u lu n u r. 
Ne yazık  ki gerçek b u n d an  çok d ah a  faz la  k a rış ık  o lab ilir . Bu tü r  ta m a m 
lanm am ış b ir  "harm onik  analiz", h arm o n ik le r s is tem in in  son  derece eksik 
o lu şu  nedeniy le , h ipe rbo lik  uzay  üzerindek i ilg ili fo n k siy o n la rın  yaln ızca  
gözden kaybo lacak  derecede küçük  b ir  m ik ta rın ı ele geçirir.

22.12 Görelilikçi kuantum açısal momentumu

Şim di görelilikçi aç ısa l m om entum  k o n u su n a  yönelelim . §18.7 'de aç ık 
lan m ış  o lan  k la s ik  ifad e leri an ım say ın . Bir pa 4—vek tö rü  iç inde b ir le ş tir i
len  k ü tle /en erji ve m om entum a b en z er biçim de, b ir  nesneye ilişk in  açısa l 
m om entum  ve kü tle -m erkez i h a re k e tin i aç ık layan  te rs  s im etrik  b ir  Mab 6 -  
te n sö r  n iceliğ i m evcu ttu r. B u n larla  k u an tu m  m ekaniksel o la rak  n as ıl ilg i
lenm eliyiz?40

b ir parçacık ya da kuantum  sistem ini sın ıflandırm akta kullanılan  açısal m om entum , yük, 
baryon sayısı, vb gibi olası ay n k  öz değerlerle ilgilidir. Bkz. §3.5.

40 Bölümler 24-26'da uygun biçim li b ir  (özel-) görelilikçi kuantum  m ekaniğinin bu bölümdeki



§§21 .1 -3 'te  enerji ve m o m en tum la  ilg ili k u an tu m  k av ra m la rın ın  uzay- 
zam an a ilişk in  zam an  ve uzay  ö telem eli h a re k e tle r in in  ü re te ç le rin i n as ıl 
gizem li b iç im de g ö ste rd iğ in i, ya da (esasen) o n la r  o ld u ğ u n u ,  gördük. B en
zer b iç im de Mab 6 -aç ısa l m om en tum un  b ileşen leri, M Minkovvski uzay ın ın  
(Lorentz) dönel h a re k e tle rin e  ilişk in  ü re teç le ri göste rir; ya d a  on la rd ır. 
Ö telem eli pa h arek etle riy le  b ir lik te  b u  dönel h a re k e tle r  (yansım alı o lm a
yan) P o incare  g ru b u n u n  (§18.2), Ö klitçi geom etriye ilişk in  k a tı h a re k e tle 
r in  M inkow skici benzeri, b ü tü n ü n e  yol açar.

D aha açık b iç im de ö te lem eli P o incare  h a re k e tle rin e  ilişk in  ü re teç le r pa 
4—m om entum  v ek tö rü n ü n  p0, pv  p2, P3 b ile şen le rid ir . B u rad a  E =  p0 = 
\h d /d x °  enerjis i zam an  ö te lem esi ü re ti r  ve ben zer şek ilde  geri k a lan  üç b i
le şen  (diğer b ir  dey işle  m om entum ), ( —px, — p2, — p3) 'ü n  p 3-m om entum u- 
n u n  b ile şen leri o lduğunu  ak lım ızda tu tm a k  üzere, bkz. §18.7, u zam sa l yer 
d eğ iş tirm e le r  ü re tir: pt =  ih d /d x 1, p2 =  ih d /d x 2, p3 = ih d /d x 3. Dönel P o in 
ca re  h a re k e tle r i 3 -uzay ı, §22.8 'de ele ald ığ ım ız o lağan  a ç ısa l m om entum a 
ilişk in  k u an tu m  k av ram ın ı ta n ım la y an  c_2M23 = = ih t 1, c~2M31 =  L2 =
ih f 2, c~2M12 =  L3 = iM 3 b ile şen le rin ce  ü re tilir . B un lar Mab 6 -a ç ısa l mo- 
m en tu m u n u n  tüm üyle  u zam sa l o lan  b ile şe n le rid ir  ve L oren tz h ız  d ö n ü 
şü m lerin i ü re te n  geri k a lan  3 b ağ ım sız41 c~2M01, c~2M02, c~2M 03 b ileşen i 
§18.7 'yle uyum lu  o la rak  k ü tle  m erkezin in  düzen li h a rek e tiy le  ilg ilid ir  (bkz. 
Şekil 18.16).

P o incare  g ru b u  Abelci o lm ad ığ ından , ona a i t  ü re te ç le rin  h içb iri d eğ iş
m eli değ ild ir. O nlara ilişk in  değ işm e k u ra lla r ı b ize pa ve M ab k u an tu m  iş 
lem cilerim izle  ilg ili değ işm e k u ra lla r ın ı söyler:

[P a .V b ] =  0

[pa,M bc] = ih (gabpc -  g acpb)

[Mab, Mcd] =  ih {g bcMad -  g bdMac +  g a i Mbc -  g acM bd).

B un lar b ira z  k a n ş ık  g ö rü n eb ilir  fa k a t P o incare  g ru b u n a  ilişk in  Lie ce b ir i
n i (§14.6) ta n ım la d ık la rın d a n  görelilikçi fiz ik te  tem el b ir  önem e sa h ip tir 
ler. Şekil 22.18 'de g ö ste rild iğ i üzere  d iyag ram  b iç im li n o ta sy o n d a  b iraz  
d a h a  b a s it  g ö rü n ü rle r .122 351

G örelilikçi o lm ayan  aç ısa l m om en tum la  ilg ili o la rak , d u ru m la ra  ilişk in  
b ir  ta b a n ı j ( j  + 1) öz değerle ri ve değ işm eli J2 ve L3 gözlem leneb ilirle rine

b as it değerlendirm elerden çok daha fazlasına gerek duyacağını göreceğiz fakat bu durum  
v ar olan tartışm ayı etkilemeyecektir.

41 Not 22.6'yı anım sayın. Buradaki bağım sızlık Mab'n in  ters sim etrikliğini hesaba katar.
[22.351 §22.8'de 3-boyutlu  açısal m om entum la ilgili olarak verilm iş çeviricilerin bunlarda 
içerildiğini gösterin.



[T .f] - =«

[ î , ü ] -  f ü - ü y  - » p  

[ M ]  = ü ü - S f c - 4 ?

Ş e k il  22.18 G örelilikçi 4 -m o m erıtu m  
ve  6 -açısa l m o m e n tu m  k u a n tu m  çev i
r ic iler in in  d iya g ra m  b iç im li hali: 
[Pa.Pt] = 0,

[Mab, Mcd] =  ih (g bcM ad -  g bdM°c + 
g adMbc ~  g acMbd).

ilişk in  m  b iç im inde açık layab ild iğ im izi an ım sayın ; bkz. §§22.8, 11. Bu iş 
lem ciler ta m  b ir  değişm e küm esin i (L1, L2, L3 ü re teç le rin d en  o lu ş tu ru la n  ve 
J2 ve I 3'le  değişm eli o lan  h erh an g i başka  b ir  işlem cin in , bu  ik is in in  b ir  
fonksiyonu  olm a zorun lu luğu  neden iy le yeni h içb ir  şey verm em esi a n la 
m ında) su n a r. Ele a lın an  verili b ir  sis tem le  ilg ili o la rak  böylesi tam  b ir  d e 
ğişm e küm esi bu lm ak  genellikle k u an tu m  m ekan iğ in in  önem li b ir  p a rç a s ı
dır. B unu özel o la rak  pa ve Mab'n in  b ileşen lerinden  o lu ş tu ru lm u ş iş lem ci
lerle ilgili o la rak  yapabilm em iz ve o n la ra  ilişk in  öz değerleri görelilikçi 
p a rç ac ık la r  ya da sis tem leri s ın ıfla n d ırm ad a  ku llanab ilm em iz gerekir.

G özlem leneb ilirlerin  değ işm esiy le  n iç in  ilgilenm ekteyiz? Sebep, A ve B 
böy lesi iki adediyse , böylece AB  =  BA  o lur, eşzam an lı o la rak  h e r  ik is in in  
de öz d u ru m u  o lan  \ıprs) d u ru m la rı b u lab ilm em iz ve ilg ili (ar, bs) öz değer
le r  ç iftin in  bu  d u ru m la rı işa re tlem ek  üzere k u lla n ıla b ilm esid ir.42 D eğiş
m eli A, B, C, D, ... gözlem leneb ilirle rin in  tam  b ir  küm esine sa h ip sek  bu  d u 
ru m d a  |tprstu,..) ta b a n  d u ru m la rın a  ilişk in , ilg ili (ar , bs,c t , du, . . . )  öz değerler 
a iles i bu  d u ru m la rı işa re tlem ek te  ku llan ılab ilm ek  üzere, b ir  aileye sa h ip  
o lu ru z .122-361

T am  b ir  değişm e küm esin i elde etm ek üzere, ele a lın an  s is tem in  tü m  
iş lem cile riy le  (skaler) değ işm eli o lan  C asim ir  işlem cile rin i b u la ra k  b a ş la 
m ak o lağ an d ır. 3 -b o y u tlu  o lağan  aç ısa l m om entum  (§22.8'i an ım sayın) 
d u ru m u n d a  yaln ızca  b ir  (bağım sız)43 C asim ir işlem cisi, J2 =  L\ + +  L\,

A2 Bununla, genel b ir  / ( S ,<p) fonksiyonunun, g t(8) ve ht (<p) sırasıy la  uygun A ve B (değişmeli) 
işlem cilerinin öz fonksiyonları olm ak üzere, diyelim ki f(9,<p) = Z A,j gt(8)hj(4>) şeklindeki 
b ir toplam  olarak yazılabildiği durum da ortaya çıkan "değişken ayırm a" olgusu arasında b ir 
bağlantı söz konusudur. Küresel harm onikler bu özelliğe sah ip tir. Bkz. Groemer, 1996; Byer- 
ley, 2003.

®  [22.36] Uygunluk adına öz değerlerin sürekli yerine aynk  b ir sistem  o luşturduğunu varsaya
bileceğiniz şekilde bu idd iaları ayrın tılı biçim de çözümleyin. İlk olarak bozuk h içbir öz de
ğer olm adığını varsayın ve bozulm alar söz konusu olduğunda argüm anın nasıl gerçekleşti
rildiğini gösterin, tpucu: A'ya ilişkin her b ir  öz değeri B 'ye ilişkin b ir öz değer biçim inde 
ifade edin ve böylece devam edin.

4Î Buradaki "bağımsızlık" fonksiyonel bağım sızlığa atıftır; not 22.26'yla karşılaştırın . Bu ne
denle, 2J2, (J2)3 ve cos|2 aynı J2 Casim ir işlem cisi değilken b un lar J2'den bağım sız değildir. 
Açıkçası bu, kısmi diferansiyel denklem lerin yerel çözümlerine uygulanan b ir uzayın boyu-



m evcu ttu r. Önem li b ir  soru: pa ve Mab ta ra fın d a n  ü re tilm iş  s is tem le  ilg ili 
o la ra k  ü s tte k i değişm e k u ra lla r ın ı sağ lay an  C asim ir iş lem c ile ri nelerd ir?

Şim di, k ü tle  m erkezi d o lay ındak i sp in  P a u li-L u b a n sk i sp in  vek tö rü  
o la rak  a d lan d ır ıla n

Sa = ^ abcdMbcpd

niceliğ ince ta n ım la n ır . L ev i-C iv ita’n ın  £abcd's  ̂ §19.2 'de ta n ım la n m ış tı f a 
k a t b u ra d a  c =  1 v a rsa y ım ın d a  b u lu n u lm ad ığ ın d an  e0123 =  c~3’e sah ip  
o luruz. ("M atem atikçi n o ta sy o n u n d a  p 'y i a r tık  önceki 3 -m om en tum  yerine  
4—m om en tum u  gösterecek  şe k ilde, krş. §11.6, §12.7, §19.2, k u lla n arak  
5 =  *(Af A p ) yazabiliriz .) Tekil b ir  y ap ış ız  k lasik  p arçac ığ ın , x a p a rçac ığ ın  
d ü n y a  çizg isi üze rindek i b ir  n o k tan ın  konum  vek tö rü  olm ak üzere, 
Mab =  x ap b — x bpa 'ya sa h ip  o lduğunu  g ö rm ü ştü k  (§18.7 'nin so n u n a  bakın). 
K uantum  d u ru m u n d a  da ayn ı ifadey i kabu l ederiz; b u ra d a n  b u  tü r  b ir  
p a rç ac ık la  ilg ili o la rak  5 “ =  0 so n u cu  izler. B unun la  b ir lik te  S“ 'm n  b u  tü r  
iki y a  da d a h a  faz la  pa rçac ık lı to p la m  b ir  s is tem le  ilg ili o la rak  yok o lm ası 
gerekm ez. D ahası sp in li b ir  tek il p arçac ık  için , Mab a ç ısa l m om entum  bu 
b a s it  b iç im e sah ip  olm az. B u rad a  n ±  0 v a rsay ım ıy la  ek b ir  n~2s abcdScpd 
sp in  te rim i m ev cu ttu r (bkz. n o t 18.11). 5 a 'n ın  h e r  zam an  pa 'y a  ortogonal 
o lduğunu  (paS a =  0) ve o n u n la  değ işm eli (diğer b ir  dey işle  [Sa,p a] =  0) o l
d u ğunu  bu lu ruz. Böylece S a, pa g ib i orijin  b ağ ım sızd ır .122 371

ti tü m  sis tem in  d u rağ a n  k ü tle s i olm ak üzere  bağ ım sız  ik i C asim ir i ş 
lem cisi (Poincare g ru b u  iç in  C asim irler) m ev cu ttu r:122 381

pap a = c V 2 ve SaS a = - n 2]2.

Ü sttek i denk lem lerin  İk incisinde ta n ım la n a n  "J2"nin as lın d a , Lv  L2, L3 k en 
di d u rağ a n  sis tem in d e  kü tle  m erkezi do lay ındak i aç ısa l m om entum  b ile 
şen le ri olm ak üzere, J2 = L\ + L\ + L\ o lduğunu  görürüz . D eğişm eli iş lem 
cile r küm esin i tam am lam ak  üzere, pap a ve SaSa 'y la  b ir lik te  b ize to p lam d a 
a ltı ad e t veren , P ı,P 2»P3'ü  ve sp in  v ek tö rü n ü n  b ir  b ile şen in i, d iyelim  ki S3, 
seçeb iliriz . (Ayrıntıda çok d a h a  faz la  say ıd a  b aşk a  seçim  o la sı o lsa  da, 
to p lam  bağ ım sız  işlem ci say ıs ı h e r  zam an44 a ltıd ır.) B unun, §22.13 ve 
§31 .10 'daki ta r t ışm a la r la  önem li b ir  ilişk isi m evcu ttu r.

tuyla ilgilidir. Kuantum m ekaniksel problem lerde, izin verilm iş öz değerleri katı biçimde 
yasaklayıp serbestlik  derecesinin sayım ını k arıştıran  çözüm uzayı, örn. §22.11'nin S2'si, 
üzerinde tıkızlık gereksinim leri bulunm ası olasıdır.
(22.37] Bu dört cümlede iddia edilen özellikleri oluşturun.
(22.38] Gösterilen bu iki işlem cinin pa ve Maö'yle niçin değişmeli olmak zorunda olduğuna 
ilişkin b a s it b ir sebep sunun. İp u cu : §22.13'e b ir  göz atın.

44 "Değişmeli bağım sız işlem ciler sayısı"nın değişmezliğiyle ilgili b ir  m iktar dikkat gerekir.



Öyleyse du rum , zam an  ve uzaydak i ö te lem eleri d ah il e tm ek üzere E 
en erjis in i J2 n iceliğ in i ve i 3'e  ek o la rak  üç m om entum  b ile şen in i ta m a m la 
m ak iç in  b ir  "C asim ir işlem cisi" o la rak  seçeb ild iğ im iz görelilikçi o lm ayan  
d u ru m la  o ldukça ben zerd ir . G örelilikçi d u ru m d a  J2'y i do laysız  b iç im de e l
de edem eyip d ah a  çok b ize pap a =£ 0 k oşu luy la  yem el o la rak  eşdeğer b ir  
şey veren

I2 =  - c ' i P a P ^ S a S '1

şek linde elde ederiz. A slında ü s ttek i ta r t ışm a d a , n  d u rağ a n  k ü tle s in in  yok 
o lm ad ığ ın ı varsay d ık . /x = 0 o lu rsa  sp in in  bü y ü k lü ğ ü n ü  bu  şek ilde ifade 
edem eyiz.

H = 0 k ü tles iz  d u ru m u y la  n a s ıl ilg ilen iriz? D aha çok s sarm allığ ın ı, 
§§22.7, 9 'dak i b ir  fo ton  d u ru m u y la  ilg ili o la rak  k a rş ıla şm ış  o lduğum uz b ir  
n icelik , yen iden  ed in iriz . Bu, S a P au li-L u b an sk i v ek tö rü n ü n  pa 4-m om en- 
tu m u y la  o ran tılı o lm asın a  ilişk in  fiziki gerek lilik  ta ra f ın d a n  tan ım la -
n l r ; l22.39l

Sa spa.

s = O'a da ay rıca  iz in  v erilirk en  sa ğ -e lli sa rm a llık  s > O'la ve so l-e lli s a r 
m allık  s < O'la verilir. Şu ha lde , s ,p 1,p 2,p 3 o la rak  k ab u l edebileceğim iz b a 
ğım sız d ö rt değ işm eli gözlem leneb ilire  sah ib iz . A slında k ü tle s iz  d u rum u  
ele a lm ak tak i en düzen li yo lun  burgaç  ku ra m ın a  b a şv u rm a k  o lduğu  açığa 
çıkar. B una (Z°,Z*,Z 2,Z 3 "burgaç değ işken leri"n in  ay rıca  b ağ ım sız  d ö r t d e 
ğ işm eli işlem ci o la rak  da k u llan ılab ild iğ in i göreceğim iz) §33 .6 'da gelece
ğiz.

22.13 Genel yalıtık kuantum nesnesi

K uantum  m ekan iğ i b ir  a tom  ya d a  m olekül g ib i y a lıtık  b ir  nesney i ge
nel o la rak  n as ıl tan ım la r?  N esne üzerine  etk iyen  h iç b ir  d ış kuvvet b u lu n 
m ad ığ ın ı ve onun  yerel o la rak  ka ld ığ ın ı v a rsay ıy o ru m  fa k a t kend i içinde 
e tk iyen  iç kuvvetle r b u lu n a b ilir . Bu tü r  b ir  n esn en in  ta n ım la n m a s ın a  il iş 
k in  önem li b ir  özellik o la rak  ta n ım ı (i) n esn en in  b ir  b ü tü n  o la rak  d ış sa l b i
çim de n ite len m esi ve (ii) a y rın tılı içsel iş ley iş i ve geom etrik  y ap ıs ın a  ay ı
rırız .

Bu d ışsa l n ite lem e, (i), onun  to p lam  k ü tle /en erjis i, m om entum u, kü tle  
m erkezin in  konum  ve h are k e ti ve aç ısa l m om en tum uy la  ilg ilid ir. Bu n ice
lik leri görelilikçi an lam d a  k ab u l edelim  ve d ışsa l p a ra m e tre le r i ile tm ek



üzere §22 .12 'n in  pa ve Maft's in i ku llana lım . İçsel iş ley iş le r, (ii), o lu ş tu ru c u  
p arçac ık la r, o n la rın  b e lir li doğası, a ra la r ın d a k i kuv v etle rin  doğası ve ge
om etrik  ilişk ile riy le  ilg ilid ir. Bu ilişk ile rin  tüm üy le  b ağ ıl45 b ir  doğadaki 
(örn. b ir  p a rç a n ın  k ü tle  m erkezine göre uzak lığ ı y a  da çeş itli p a rç a la rın  
b irb ir iy le  o lu ş tu rd u ğ u  aç ıla r  ya da b u n la rın  b irb ir in e  göre uzaklık ları) ge
nellenm iş qr k o o rd in a tla r ın c a  (§20.1) verild iğ i k ab u l edilecek. Bu nedenle 
b u n la r, n esn en in  tü m ü  u zam sa l ya d a  zam an sa l b ir  ötelem e hareketiy le  
yer d eğ iş tir ir  ya da b e lirli b ir  açı boyunca d ö n d ü rü lü r  ya d a  b ir  yönde d ü 
zen li b ir  h ız la  h a re k e t e ttir i l ir s e  değ iştirilm ez .

Göreli d o ğ aları neden iy le  içsel k o o rd in a tla r ın  h iç b ir i P o incare  g ru b u 
n u n  h erh an g i b ir  s im e tr is in ce  değ iştirilm ez . B u rad an  pa ve MQÖ'yle d eğ iş
m eli olm a zo ru n d a lık la rı sonucu  izler. N için? B ir 5 s im etri iş lem cisin in  
b ir  k u an tu m  sis tem in e

|ıp) •-> S\xp)

u y a rın c a  etk i e ttiğ in i ve Q 'nun  b ir  k u an tu m  işlem cisi o lduğunu  düşünün ; 
böylece s im etri iş lem c is in in  Q üze rindek i eylem i

Q >-h> 5Q 5_1

o lu r .122401 Q, S  ta ra f ın d a n  d eğ iş tir ilm em işse  böylece SQ S_1 =  Q, ve b u ra d a n  
da

SQ = QS

olur. Bu neden le  S 'y i s ıra s ıy la  pa ve Mab b ile şe n le rin d e n  b ir i  b iç im inde  k a 
b u l ederek  h e r  iç p a ra m e tre n in  a s lın d a  pa ve Afai” yle değişm eli o lm ak zo
ru n d a  o lduğunu  g ö rü rü rü z .

V ar o lan  b ağ lam d a  bu , içsel se rb e s tlik  d erecesine  k a rşılık  gelen dalga 
fonksiyonunun  b ir  p a rç a s ın ı 4 -m om en tum  ve 6 -a ç ısa l m om entum un  d ış 
sa l p a ra m e tre le rin e  k a rş ılık  gelenden  ay ırab ileceğ im iz  an lam ın a  gelir. 
O lağan d a v ra n ış ta , s is te m in  d ışsa l gözlem leneb ilirle re  ilişk in  uygun  tüm  
s is tem in  b ir  öz d u ru m u  o lduğunu  v arsa y arız . Ö zellikle enerji ve m o m en tu 
m u n  b e lirli öz d eğ e rle r ta ra f ın d a n  verild iğ i k ab u l e d ilir  ve şey leri 3-m o- 
m en tu m u n  s ıf ır  o lduğu  (§21.5'in n o ta sy o n u n d a , P =  0) re fe ran s  sis tem ine  
a tfe tm ek  o lağ an d ır. D aha so n ra  aç ısa l m om entum  §§22 .8-11 'in  görelilikçi 
o lm ayan  ta r t ış m a la r ı  u y a rın c a  ele a lın ab ilir , böylece s is tem in  J2 top lam  
a ç ısa l m om en tum una ve is te n irse  L3’e ilişk in  b ir  öz d u ru m  iç inde o lm asın ı 
is teyeb iliriz .

4S Genel göreliliğe ilişkin konular bu rada göz ardı edilm ektedir, böylece "göreli", özel görelilik 
anlam ında kabul edilir.



İçsel p a ra m e tre le r  e lbe tte , söz k onusu  b e lir li s is tem in  a y r ın tıla r ın a  
b ağ lıd ır. Bazı k o şu lla rd a  içsel se rb e s tlik  derecesin i, denge c iv a rın d ak i m i
n ik  sa lın ım la r  ta ra fın d a n  ta n ım la n ır  b iç im de değerlend irm ek  iyi b ir  y ak 
laşık lık  ta h m in i o lab ilir . Bu d u ru m d a  §20.3 'teki k lasik  ana liz  an lam lı olur. 
§20.3 'ten , Qab ve Pab s im etrik , p o z itif  b e lir li ve zam an d a  sa b it  olm ak ü ze
re,

X  =  İ Q abqaqb + PabPaPb

b iç im indek i b ir  H am ilton ı a lırsa k  böylece k lasik  du ru m d a, h e r  w /2 n  n o r 
m al fre k an sı W  =  PQ m a tr is in e  (diğer b ir  dey işle W ac = Pa tQ tcY e) a i t  b ir  
u>2 öz değerinden  kay n ak lan d ığ ın ı an ım sarız .

Peki o h a ld e  k u an tu m  m ekan iğ inden  ne haber?  P lanck 'ın , v frek an s o l
m ak üzere, E = hv = 2nhv  b ağ ın tıs ın ı an ım say arak , o b e lir li n o rm al m od- 
daki b ir  sa lın ım a  ilişk in  E = ha> g ib i b ir  enerjiy i bek leyebiliriz . A yrıca b e l
ki, k la sik  o la rak  sa lın ım ın  gen liğ in in  (yaklaşık lık  ta h m in in e  ilişk in  "küçük 
salın ım " doğası ra h a ts ız  ed ilm ediğ i sürece) d iled iğ im iz k a d a r  büyük  hale  
geleb ilm esi neden iy le  enerjiye ilişk in  daha yüksek  değerler de bek leyeb ili
riz  ve gen lik  ne k ad a r büyük  o lu rsa  o k ad a r  büyük  enerji elde ederiz. "Da
h a  yüksek  harm on ik lerin " içerild iğ in i v a rsa y a rsak , b u n la rın  a)/2n  b a s i t  
f re k an sın ın  ta m sa y ıs ı k a tla r ı o lan  fre k a n s la rla  o rtay a  ç ık tığ ın ı §9.1'd en  
an ım sarız , böylece iz in  verilen  k u an tu m  enerjisi öz d u ru m la rın ın

0, hü), 2ho), 3hco, 4ho) , ...
o lduğunu  h ay a l edebiliriz .

A slında bu, doğru  k u an tu m  m ekaniksel y a n ıtta n  pek uzak  d eğ ild ir  f a 
k a t enerjiye s ıfır  n o k ta s ı enerjis i o la rak  ad la n d ır ıla n  ek b ir  iftco k a tk ıs ı 

b u lu n d u ğ u  o rtay a  ç ıkar.46 Böylece iz in  verilen  enerji öz d u ru m la rı şu n la r 
dır:

-  hü), -  hco, -hü),-hü),~  h u , ... .
2 2 2 2 2

Bu, kend isiy le  ilg ili H am ilton ın  H  =  (m 2ü)2q2 + p 2)/2 m  1 -b o y u tlu  harm o- 
n ik  o s ila tö re47 ilişk in  s ta n d a r t  k u an tu m  ta rt ışm a s ın d a n  gelir. Ayrı ayrı 
h e r  m od için , W m a tr is in in  h e r  w öz değeriy le ilg ili o la rak  b u  değerlerin  
b ir in d e n  gelen  b ir  enerji k a tk ıs ı b u lu n u r.

46 Bununla b irlik te §20.3'te izin verildiği üzere, enerjiye ilişkin sıfırı basitçe yeniden tan ım la
yan, H am iltona b ir sab it ekleme özgürlüğü m evcuttur, krş. §24.3'teki a lıştırm a [24.2]. Böyle
ce bu -  hü) ekleme bazen fiziki olarak dolaysız h içbir önemde olm am ak biçim inde değerlen
dirilir.

47 Örneğin The Principles o f  CLuantum M echanics, Dirac, 1982, Dirac’ın klasik davranışına b a 
kın.



Genel b ir  k u an tu m  sis tem iy le  ilg ili o larak , b u  değerle r y a ln ızca  y ak la 
şık lık  ta h m in le rid ir  çünkü  yüksek  dereceli te rim le r  önem li h a le  gelm eye 
b aş lay a b ilir . B unun la  b ir lik te  çe şitli s is tem le r  iç in  b u  şek ild e  iy i b iç im de 
yak laşık lık  ta h m in i y ap ılab ilir . D ahası o ldukça d ikka t çekici b iç im de, fo- 
to n la ra , ya da b ir  "bozon" o la rak  a n ıla n  tü rd ek i h e rh a n g i b a şk a  b ir  p a rç a 
cığa (bkz. §23.7 ve §26.2), ilişk in  k u an tu m  a lan  ku ram ın ın , bo zo n la ra  i l iş 
k in  tü m  s is tem  o sila tö rle rin  b ir  top lam ıym ış g ibi ele a lınab ileceğ i o rtay a  
çıkar. Bu o sila tö rle r, (H am iltonda yüksek  dereceli h iç b ir  te rim  olm am ak 
üzere) b o zo n la r ü s tte , a ra la r ın d a  b ir  etk ileşim  o lm aksız ın  d u rağ a n  b ir  d u 
rum d ay k en  ele a lınm ak  üzere, tam  o la rak  b a s it  h a rm on ik  tü rd e d ir .48 B u ra 
dan  h arek etle  b u  "harm onik  o sila tö r"  ta b lo su  o ldukça gen iş şek ilde uy g u 
la n a b il ir  b ir  düzen su n a r. Yine de d a h a  tam  b iç im de ile rlem ek  üzere e tk i
leşim lere  ilişk in  ay rın tılı b ilg i gerekir.

Örneğin, b ir  h id ro jen  a to m u  (pro ton  az h a re k e t e ttiğ in d en , e lek trondan  
çok d a h a  faz la , yak laşık  o la rak  1836 kat, kü tle li o lm ak üzere, iy i b ir  y ak la 
şık lık  ta h m in i o la rak  genellik le sa b it k ab u l ed ilen  kend i p ro to n  çekirdeği 
e tra fın d ak i yörüngede b u lu n a n  b ir  e lek tro n d an  o lu şu r. Yine de k u an tu m  
m ekan iksel k u ra lla r  b ize k u an tu m  m ekaniksel y ö rü n g en in  çek irdek  e t ra 
fın d a  yaln ızca  tek b ir  k lasik  yörünge içerm ed iğ in i fa k a t tem elde b u  tü r  
pek çoğuna ilişk in  b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esi o lduğunu  söyler. Bu ü s t  
ü s te  b inm iş  "kuantum  yörüngeleri" S chröd inger denklem in in , tem elde k la 
sik  du rum dak iy le  aynı fa k a t §§21.2, 3 'ün  (ve gerek tiğ i yerde  §23.8'in) k u 
ra lla r ı u y arın ca  "kanonik  o la rak  ku an tize  olm uş" b ir  H am ilto n la  b irlik te  
d u rağ a n  çözüm leri o lacak tır . A çısal m om entum a ilişk in  b ir  öz du ru m  o l
m ak üzere, aç ısa l b ağ ım sız lık la rı iç indek i k ü rese l h a rm o n ik le r  o lan  dalga 
fo n k siy o n la rın ı b u lu ru z  (§22.11). Genellikle, E enerji öz değeri ve (uygun 
o lu rsa  m 'y le b irlik te) j  aç ısa l m om entum  öz değerin i çe ş itli d u ru m la rı iş a 
re tley en  k u an tu m  sa y ıla rı b iç im inde  k u llan ab ilir iz . H id ro jen  atom u d u ru 
m u n d a  (elektron ve p ro to n u n  sp in le rin i göz a rd ı eder ve H am ilto n ın  göre
lilikçi o lm ayan  b ir  b iç im in i a lırsak), E enerji öz değ e rin in  j  to p lam  aç ısa l 
m om entum  öz değerince ta n ım la n m a k ta  o lduğunu  gö rü rü z  fak a t ra s la n tı  
eseri j ,  E ta ra fın d a n  tan ım lan m az . H idrojen  a to m u n a  (ve d ah a  karış ık  
a tom lara) ilişk in  d ah a  ta m  b ir  k u ram d a  E 'n in  genellik le j 'yi belirled iğ in i 
görü rüz , böylece fa rk lı tü m  d u ru m la r  a s lın d a  y a ln ızca  enerji öz değeri t a 
ra f ın d a n  n ite len ir.

H eisenberg , S chröd inger ve D irac 'ın  çok d ah a  isa b e tli k u an tu m  m eka
n iğ inden  b ir  on y ıld an  d a h a  faz la  sü re  önce 1913'te o rta y a  konan  o rijinal

48 §22.4’ün Heisenberg tablosundaki t] = (2mhoı) 1/2 (p + ımq) nicelikleri §26.2'nin yaratm a iş- 
lemcileri rolünü oynar.



Ş e k il  22 .19  Y örüngede d ö n en  e lek tro n la rın  
i lk  olarak, ters ka re  e le k tro s ta tik  e tk ile ş im  
ya sa sı uyarınca , k la s ik  K e p le r-N ew to n  e lip 
tik  yö rüngelerine  sa h ip  b iç im d e  g ö rü ld ü ğ ü  
fa k a t  enerji ve  açısal m o m en tu m la rı, y ö 
rüngesel açısa l m o m e n tu m u n  h 'n in  b ir  
ta m sa y ı ka tı o lm a sın a  ilişk in  "ku a n tu m  ko 
şu lu "  ta ra fın d a n  sın ır la n d ır ıla n  “B o h r a to 
mu". F ik ir  en  başarılı b iç im d e  h idro jen in  
te k  e le k tro n u n a  a it çem berse l yörüngelere  
uygulan ır.

B ohr atom  k u ram ın d a  h id ro jen in  iz in  verilen  aç ısa l m om entum  ve enerji 
değerleri, y ö rüngele r sanki, çek irdek  ve yörüngede d o lan an  e lek tron  a r a 
s ındak i e lek tro s ta tik  etk ileşim e ilişk in  te rs  k are  y asas ın c a  verilen  k lasik  
Kepler-N evvton e lip tik  yörüngele riym iş g ib i fak a t e lek tronun  yörüngese l 
aç ısa l m om en tu m u n u n  ft'nin b ir  in te g ra l k a tı o lm asın a  ilişk in  "kuantum  
koşu luy la" b ir lik te  h esap la n ır . Böylesi "kuantize o lm uş yörüngeler" bazen  
orbita ller  o la rak  an ılır; bkz. Şekil 22.19. Bu işlem  d ikkat çekici b iç im de iyi 
iş lem iş49 fa k a t d ah a  so n ra  gelen k u an tu m  m ekan iğ in in , kend ile ri çok d ah a  
büyük  b ir  genellik  ve tam lığ a  yön lend irm ek  üzere, su n d u ğ u  k u ram sa l a lt 
d es tek ler ta ra fın d a n  des teksiz  b ırak ılm ış tır . D aha k arış ık  a to m lar, b a s i t  
m oleküller, görelilikçi etk iler, e lek tron  sp in i ve nük leer sp in in  varlığ ı, vb 
tüm ü, kesin  m atem atik se l u y g u la m ala r yerine  yak laşık lık  ta h m in i tek n ik 
le ri ve sa y ısa l h e sa p la m a la rın  b ek len ir  o lm asına  rağm en  k u an tu m  form a- 
lizm ince ü s tte  özetlenen  f ik irle r  k u lla n ıla ra k  ele a lın ab ilir .

E le k tro s ta tiğ in  ü s ttek i ku llan ım ı da b ir  yak laşık lık  ta h m in id ir  ve 
e lek tro n la rın  y ay ın ım ı/so ğ u ru m u  yo luy la  d u rağ a n  b ir  d u ru m d an  b ir  b a ş 
k as ın a  geçişe iz in  verilm ek  zo ru n d ad ır. B un lar M axw ell ku ram ın ı, kesin  
konuşm ak  gerek irse  (26. bö lüm de özetlenecek olan) k u a n tu m  a la n  k u r a 
m ın ın  fo rm alizm ine gerek d u y an  k u an tize  b iç im i h a lin d e  g erek tirir. Tam  
kesin lik  iç in  D irac 'ın  24. bö lüm dek i görelilikçi e lek tro n u n a  da gerek d u y u 
lu r. T aban d u r u m u  o la rak  a d la n d ır ıla n  en düşü k  enerjili öz d u ru m d ak i 
b ir  a tom  (çevresel etk ile rden  tam am en  y a lıtık  o lduğu  varsay ıla rak ) o d u 
ru m d a  k a la c a k tır  fak a t d ah a  enerjili, u ya r ılm ış  d u r u m  o la rak  a d la n d ır ı
lan  b ir  d u ru m d ay sa  onun  b ir  ya d a  d ah a  çok fo ton  yay ın ım ıy la  ta b a n  d u 
ru m u n a  düşm esine  ilişk in  son lu  b ir  o lasılık  b u lu n m a sı o la s ıd ır .50 Bu n e 

49 Özellikle, hidrojenin spektral çizgi frekanslarına ilişkin daha önce anlaşılm az olan Balmer 
denklem idenklem ini sağladı: v =  R(N~2 -  M-2); R, Rydberg-Ritz sab iti olarak bilinen b ir  sa 
b ittir  ve M ve N tam say ılar olmak üzere M > N > O'dır.

50 Korunum yasalarından  kaynaklanıp bu geçişlerin bazıların ı yasaklayan "seçim kuralları" 
bulunabilir.



denle, se rb e s t atom  ya da m o lekü lle rin  ta b a n  d u ru m u n d a  y a  da b u n a  y a 
k ın  d u ru m d a  b u lu n m ası bek len ir. B ir atom  ya d a  m olekül b ir  d u ru m d an  
b ir  d iğerine d ü ştü ğ ü n d e  y ay ılan  tek il b ir  fo tonun  v fr e k a n s ı  ik i du rum  
a ra s ın d a k i E enerji fa r k ı  ta ra f ın d a n  P lan ck 'ın  E = 27rftv'si (bkz. § 21.4) ve 
enerji k o runum u  yoluyla sa b itle n ir .

A çıklam ası uzun  erim li b ilim se l b ir  b ilm eceye dönm üş o lan  böylesi 
f re k a n s la r  sp ek tra l çizg ilerde  u zun  sü re  gözlendi. Bu incelenm iş sp ek tra l 
çizgi ö rü n tü sü n d ek i o la ğ an ü s tü  b ilg i zenginliğ i k u an tu m  k u ram ı ta ra f ın 
d an  ü s ttek i b iç im de aç ık land ı. Bu, 20. yüzyıl fiz iğ in in  en yüce za fe rle r in 
den b ir in i sundu! K lasik fiziğe ilişk in  (pozitif ve n eg a tif  yü k le r a ra s ın d ak i 
Coulom b te rs  kare e tk ileşim  y a sa s ı ve ivm elenen  e lek tro n la rın  e lek tro 
m anyetik  enerji y ay ın ım ın ı n a s ıl yapm ak  zo ru n d a  o lduğunu  söyleyen 
M axw ell denk lem lerin i de içeren) bek len tile r d ah a  önce, yö rüngede d o la 
n an  e lek tro n la rın  tekil b ir  d u rum  verm ek üzere k ısa  sü re  iç inde  sa rm a l b ir  
h a re k e tle  felaketle  so n u ç lan acak  b iç im de çekirdeğe g itm ek zo ru n d a  o ld u 
ğ una  ilişk in  b e lirg in  b ir  öngörü  su n m u ştu . Bu sonuç gözlenen gerçeklerle 
açık  b ir  çe lişk i iç indeydi. K uan tum  m ekaniği yaln ızca  b u  p a ra d o k su  o r ta 
d an  k a ld ırm ak la  kalm ad ı, ayn ı zam an d a  b ilim in  ad li tıp  b ilim in d en  n ü k le 
er fizik  ve kozm olojiye k a d a r  s ıra la n a n  pek çok a lan ın d a  o la ğ an ü s tü  güçlü  
b ir  a ra ç  su n a n  sp ek tra l çizg ilere ilişk in  ay rın tılı b ir  ku ram  sağ lad ı.

D ikkate değer önem de son  b ir  genel yorum  o larak , j  ve m  aç ısa l mo- 
m en tu m u  ya da h a rm on ik  o s ila tö re  ilişk in  enerji öz d u ru m la rı ya da h id 
ro jen  atom u, vb g ib i a y r ık  k u an tu m  sa y ıla rın ın  v a rlığ ın ın  sonuç o larak  b ir  
uzaya  ilişk in  tık ız lık ta n  k ay n ak lan d ığ ı b e lir tile b ilir .51 A çısal m om entum  
d u ru m u n d a  bu , kend isine  §22.11'in  h a rm on ik  an a liz in in  uygu lan d ığ ı S2 
o lan  u za m sa l yön ler k ü res in in  tık ız lığ ın d an  gelir. T ıkızlık  (ya da periyo 
diklik) b en zeri b ir  şey o lm aksız ın  yaln ızca , k  öz değ erin in  s ın ırlan m ad ığ ı 
V20  =  —k<P benzeri denklem  çözüm lerine sa h ip  o lu rduk . Bu tü r  tık ızlık  
yo k lu ğ u n d a  k u an tu m  m ekan iğ ine  ilişk in  genel fo rm alizm in , konuyu b a ş 
ta n  b a ş la ta n  ve "kuantum " ism i o rijina l o la rak  k en d isin d en  kay n ak lan an  
ça rp ıc ı ayrık lığ ı su n m am ası iron ik tir!



DOLANIK KUANTUM DÜNYASI

23.1 Çok parçacıklı sistem lerin kuantum mekaniği

Önceki iki bö lüm de sp in li ya da sp in s iz  tek il k u an tu m  p a rç ac ık la r ın ın  
d a v ra n ış la rın ın  n as ıl gizem li o lduğunu  ve bu  d av ra n ış la  b a şa  çıkm ak için  
n a s ıl tu h a f  ve h a rik a  b ir  m atem atik se l fo rm alizm in  g e liş tiğ in i gördük. 
F orm alizm im iz bize tek il p a rç a c ık la r  ya da d iğer y a lıtık  k av ra m la rın  k u 
a n tu m  d a v ra n ış la rın ı aç ık lad ığ ın d an , onun  ayrıca , belki b irb ir iy le  çeşitli 
şek ille rde  e tk ileşim  iç inde o lan  b irçok  ay rı p arçac ık  içeren  s is tem le rin  n a 
sıl aç ık lan d ığ ın ı da an la tm ış  o lm asın ı beklem ek an lam sız  olm az. Bu b ir  
an lam da , §21 .2 'n in  genel fo rm alizm i b u n u n  iç in  ye terince  geniş o ld u ğ u n 
d an  b ir  nok taya  k ad a r d o ğ ru d u r fak a t b ir  s is tem d e  b ird en  faz la  p arçac ık  
b u lu n d u ğ u n d a  yeni baz ı be lirg in  özellik ler o rtay a  çıkar. T em elde y a tan  
yeni nicelik , kend is i a rac ılığ ıy la  b ird en  faz la  parçac ık lı b ir  s is tem in  yine 
de tek  b ir  h o lis tik  b irim  g ib i ele a lınm ak  zo ru n d a  o lduğu  k u a n tu m  dola- 
n ık lığ ı o lgusudu r. Bu o lgunun  fa rk lı aç ık lam a la rı b ize k u an tu m  d a v ra n ı
şıy la  ilg ili şim diye k a d a r  k a rş ıla ş tığ ım ız d an  d ah a  faz la  gizem  su n a r. D a
h a s ı özdeş o lan  p a rç ac ık la r  b irb irle riy le , b u n u n  p arçac ık  do ğ asın a  bağ lı 
o la rak  o ldukça ay rık  ik i şek ilde o rtay a  çıkab ild iğ in i bu lacak  o lsak  da, h e r 
zam an  o to m a tik  o larak  k arış ır.

ö ncek i iki bö lüm de b ir  k u an tu m  sis tem in in  m a tem atiğ in e  ilişk in  o lu ş 
tu ru la n  şeye dönelim . Bize k u an tu m  d u rum  v ek tö rü n ü n  evrim iyle ilg ili 
S chröd inger denk lem in i su n a n  k u an tu m  H am ilton  yak laşım ı, o lasılık la  e t 
kileşen , o lasılık la  sp in  h a lin d ek i çok p arçac ık  söz konusu  o ld u ğ u n d a  da 
tıp k ı sp in s iz  tek  b ir  p arçac ık  d u ru m u n d ak i g ib i h â lâ  geçerlid ir. Tüm  ge
reksin im im iz b u  özellik lerin  h ep s in i b ir le ş tirm ek  üzere  uygun  b ir  H am il- 
to n d ır. H er p a rçac ık  iç in  ay rı b ir  d a lga  fonksiyonuna sah ip  değiliz; d ah a  
çok, tü m  sis tem i aç ık layan  b ir  du ru m  vek tö rüne sah ib iz . B ir konum  uzayı 
g ö ste rim in d e  b u  tek  du ru m  vek tö rü  h â lâ  b ir  V  d a lga  fonksiyonu  o la rak  
d ü şü n ü le b ilir  fak a t o tü m  p a rç a c ık la r ın  tüm  konum  k o o rd in a tla r ın a  i l iş 
k in  b ir  fonksiyon  olur; öyleyse o gerçek ten  p a rç a c ık la r  s is tem in in  d ü z e n 



lem e  uzayı üzerindek i b ir  fo n k siy o n d u r (bkz. §12.1) ve ay rıca  sp in  d u ru m 
la rın ı işa re tlem ek  üzere b az ı ay rık  p ara m e tre le re  b ağ lı o la b ilir  (örn. sp in  
h a lin d ek i b ir  p arçac ığ ı tan ım lam ak  üzere  §22.8 'deki g ib i b ir  VAB F 2 -sp i-  
n ö r ta n ım la m a sın ı k u lla n ırsak  böylece "ayrık pa ram etre le r"  fa rk lı tek il b i
le şen leri işa re tliy o r olur.) S chröd inger denklem i b ize ¥/ 'n in  zam an  iç inde 
n a s ıl ev rild iğ in i söy leyecektir, öyleyse V 'n in  ay rıca  t zam an  değişkenine 
de b ağ lı o lm ası gerekecektir.

S ta n d a rt k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in  d ikkate  değer b ir  özellik, çok p ar- 
çacık lı b ir  sis tem le  ilg ili o la rak , k u an tu m  sis tem i iç inde içerilm iş  o lan  te 
kil p a rç a c ık la r ın  h e r  b iri kendi b ağ ım sız  konum  k o o rd in a tla r ı küm esine 
sah ipken , yaln ızca  b ir  ad e t zam an  k o o rd in a tın ın  o lm asıd ır. G örelilikçi ol
m ayan  k u an tu m  m ekan iğ in i "daha tam " b ir  görelilikçi k u ram a y ap ılan  b ir  
tü r  s ın ırlay ıc ı yak laşık lık  ta h m in i o la rak  düşün d ü ğ ü m ü zd e  b u  du ru m  ona 
ilişk in  ilg inç b ir  özellik o lur. Çünkü, görelilikçi b ir  düzende, uzay ı ele a lış  
biç im im iz esasen  zam anı da ele a lm am ız gereken b iç im dir. H er parçac ık  
kend i uzay  k o o rd in a tın a  sa h ip  o ld u ğ u n d an  kend i zam an  k o o rd in a tın a  da 
sa h ip  o lm alıd ır. Bu, o lağan  k u an tu m  m ekan iğ in in  ça lışm a b iç im i değild ir. 
Tüm  p a rç ac ık la r  için  tek  b ir  zam an  m evcu ttu r.

F iziği o lağan  "görelilikçi o lm ayan" b ir  b iç im de d ü şü n d ü ğ ü m ü zd e  a s 
lın d a  bu , görelilikçi o lm ayan  fiz ik te  zam an  d ışsa l ve m u tlak  o lduğundan , 
ev ren in  h e rh an g i b ir  zam an d ak i b e lirli b ile ş im inden  b ağ ım sız  o larak  ar- 
d a la n d a  b as itç e  "ak tığ ı''ndan , ak la  y a tk ın  gö rü leb ilir . B unun la  b irlik te  gö
re liliğ in  su n u m u n d a n  böy lesi b ir  ta b lo n u n  yaln ızca  b ir  yak laşık lık  ta h m i
n i o lab ileceğ in i b iliriz . B ir gözlem ci iç in  "zam an"ın  ne o lduğu  b ir  d iğeri 
iç in  uzay  ve zam an ın  b ir  k a r ış ım ıd ır  ve bu  k a rş ılık lıd ır. O lağan k uan tum  
ku ram ı, b irey se l o la rak  h e r  p a rç ac ığ ın  kendi uzay  k o o rd in a tın ı ta ş ım a  zo
ru n lu lu ğ u n u  ta lep  eder. B u rad an  h arek e tle  uygun  b iç im deki b ir  görelilikçi 
k u an tu m  k u ram ın d a  h e r  p a rçac ığ ın  b ireyse l o la rak  ay rıca  kend i zam an  
k o o rd in a tın ı da ta ş ım a s ı gerek ir. A slında bu  b ak ış  aç ısı 1920 'lerin  so n la 
r ın d a n  b u  y an a  zam an  zam an  çeş itli y a z a r la r  ta ra fın d a n  b e n im se n m iş tir1 
fa k a t tam  gelişm iş görelilikçi b ir  k u ram  h a lin e  gelm iş görünm em ekted ir. 
H er p a rçac ığ ın  kendi ay rı zam an ın a  sa h ip  o lm asına  o lanak  sağ lam ak tak i 
tem el b ir  zorluk, b u  d u ru m d a  h e r  p a rçac ığ ın  ay rı b ir  zam an  b o y u tu n a  g i
den  kend ine a i t  neşe li yola g ire r gö rünm esi ve böylece b iz i gerçekliğe geri 
getirecek  d ah a  faz la  b ileşene  gerek duyu lm asıd ır.

§26 .6 'da görelilikçi k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in , H am ilton  form alizm i 
yerine  görelilikçi b ir  L agrange denklem ine d ay an an  ve "tek zam an/çok  
uzay" so ru n u n u n  a lt ed ild iğ i "yol in teg ra l"  yak laşım ın ı sunacağ ım ; b u n u n 

1 Bkz. Eddington, 1929b; Mott, 1929; Dirac, 1932.



la  b irlik te  d ah a  so n ra  göreceğim iz üzere, ne tü r  (bilinen) işlem  k u lla n ılırsa  
k u lla n ıls ın  h e r  zam an  gö rü ld ü ğ ü  g ibi cidd i yen i so ru n la r  devreye girer. 
D ahası k ısa  sü re  iç inde o lağan  S chröd inger denk lem in in  k en d isin in  de 
"gerçekliğe geri dönm e" zo rlu k la rın d an  bağ ış ık  o lm ad ığ ın ı göreceğiz. Bana 
göre S chröd inger y ak laşım ın a  ilişk in  b u  b a s it  uzayzam an  a s im e tris i şe y 
lere ilişk in  k u an tu m  tab lo m u zd a  h â lâ  d e rin  b ir  şeyi g iz lem ek ted ir fak a t şu  
an d a  bu  b iz i ilg ilendirm em eli. Ş im dilik  b u  k o n u la n  görm ezden  geleceğim  
ve şey leri yaln ızca , ev rensel b ir  d ış zam an ın  u y g u la n ır  o la rak  d eğ e rlen d i
rileb ild iğ i görelilikçi o lm ayan  k u an tu m  ku ram ı bak ış aç ısıy la  sunacağım . 
B unun la  b ir lik te  görelilik  k onusu  o rta d a n  kaybo lm ayacak  ve b u  bö lüm ün  
sonunda , §23 .10 'da ona yen iden  dönm eye gerek duyacağız.

Öyleyse çok p arçac ık lı s is tem leri görelilikçi o lm ayan  s ta n d a r t  Schrö
d inger ta b lo su  u y arın ca  n as ıl ele alm alıy ız? §21.2 'de aç ık land ığ ı üzere 
iç inde tü m  m om entum  değ işken lerin in  sis tem dek i tü m  p a rç ac ık la r  için  
görünm ek zo ru n d a  olduğu  tek  b ir  H am iltona sah ip  olacağız. Bu m om en- 
tu m la r ın  h e r  b ir in in  yeri, konum  uzay  göste rim indek i (Schrödinger) kuan- 
tizasyon  reçe tesin d e , o b e lirli p a rçac ığ ın  ilg ili konum  k o o rd in a tıy la  ilgili 
o lan  b ir  k ısm i tü rev  alm a işlem cisi ta ra f ın d a n  d eğ iş tir ilir . Tüm  b u  iş lem 
cile r b ir  şey  ü zerin d e  etkim ek z o ru n d a d ır  ve y o ru m lan m ala rın a  ilişk in  u y 
gun luk  ad ın a  h ep s i aynı şey üzerine  etk im ek zo ru n d ad ır. Bu d a lga  fo n k si
y o n udur. Ü stte  b e lir tild iğ i üzere a s lın d a  tüm  s is tem le  ilg ili o la rak  bir W 
d alga  fonksiyonuna sah ip  olm ak zo runday ız  ve bu  dalga  fonksiyonu  a s lın 
da tü m  ay rı p a rç ac ık la r ın  fa rk lı konum  k o o rd in a tla r ın a  ilişk in  b ir  fo n k si
yon  olm ak zo ru n d ad ır.

23.2 Çok parçacıklı durum uzayının büyüklüğü

K ulağa y e terin ce  za ra rs ız  geliyor fak a t a s lın d a  öyle mi? B elirg in  b iç im 
de b a s it  o lan  bu  son  gerekliliğe ilişk in  iriliğ i hazm etm ek  üzere b ir  m ola 
verelim . D urum , h e r  pa rçac ığ ın  kendi ay rı dalga  fonksiyonuna sa h ip  o l
m ası o lsayd ı, n  a d e t sk a le r (diğer b ir  dey işle  sp in  yapm ayan) p a rçac ık la  il
gili o la rak  n ad e t fark lı karm aşık  konum  fonksiyonuna sah ip  olm am ız ge
rek ird i. Bu, n küçük  p arçac ık la  ilg ili gö rsel h aya l gücüm üzün  b ir  m ik ta r 
esn e tilm esi o lsa da belki tam  da b a şa  çıkabileceğim iz b ir  şeydir. (Bu d e
ğ erlend irm elerde  zam anı göz a rd ı ediyorum ; h e r  şeyin  ta m  o la rak  b ir  a n 
da o lduğunu  k ab u l edin.) G örselleştirm e am aç larıy la  ilg ili o la rak , n fark lı 
b ileşene  sah ip , h e r  b ileşen in  ay rı b ir  "alan"ı ta n ım la r  b iç im de düşünü le - 
b ild iğ i uzaydak i b ir  aZam nkinden o k a d a r  da fa rk lı o lm ayan  b ir  tab lo y a  
sah ip  o lab iliriz . (Böylesi ay rı h e r  a lan  tek il b ir  p a rçac ığ ın  dalga  fonksiyo 



n u n u  göstereb ilir.) Gerçel b ile şe n le rd en  söz ed iyo rsak  belk i de b u n u  2n  b i
le şen  o la rak  ele alm alıy ız çünkü  dalga fonksiyon la rı k a rm a şık tır. E lek tro 
m anyetik  b ir  a lan  sonuç o la rak  gerçel 6 b ileşene, d iğer b ir  dey işle  (üç k a r 
m aşık  sk a le r da lga  fo nksiyonuna  benzer) 3 değişkenli 6 fonksiyona sa h ip 
t i r  ve e lek trik  ya da m anyetik  v ek tö rle rle  ilg ili b ir  a lan  im gelem de o k ad a r 
da korkunç b ir  zo rlam a değildir!

K arm aşık  b ir  sk a ler a lan d ak i, ö rneğ in  3 -u zay d ak i sk a le r b ir  parçac ığ a  
ilişk in  da lga  fonksiyonuy la  ilg ili "serbestliğ i" n a s ıl h e sa b a  katm alıy ız? Bu 
tü r  o lası fa rk lı a lan  "sayı"sı ned ir?  §16.7 'deki n o ta sy o n  u y a rın c a  ooa°° ifa 
d es in in  b gerçel b o y u ttak i b ir  uzaydak i a gerçel b ile şen li, se rb e s tç e  seç il
m iş (pürüzsüz) b ir  a lan  iç in  o lanak lı o lan  b ir  se rb e s tliğ i g ö ste rd iğ in i 
an ım say ın . Böylece, k a rm aşık  b ir  sk a le r a lan  için , se rb e s tlik  oo2°°3 olacak  
şek ilde a = 2 o lu r  (çünkü k arm aşık  b ir  say ı ik i gerçel say ı sayılır). Bu, a la 
n ı y a ln ızca  b ir  zam anda, d iğer b ir  dey işle  t 'y i sa b it  k ab u l e tm ek tir, böy le
ce (b =  4 u zayzam an  değerinden  d ah a  çok) b = 3 k ab u l ederek  o lağan  3 -  
u zay ı ele alırız . U zayzam anı da ele a lab iliriz  fa k a t o d u ru m d a  se rb e s tliğ i 
k ıs ıtla y an  a lan  denk lem lerine sa h ip  o luruz. Dalga fonksiyonu  d u ru m u n d a  
b u  k ıs ıtlam a , se rb e s tliğ i b aş lan g ıç  v eris i o la rak  b ir  b aş lan g ıç  3 -uzay ı üze
r in d e  özgürce b e lir tile b ile n  şeye dek ind irgeyen  S chröd inger denklem id ir. 
Böylece elim izde a lan d ak i se rb e s tlik  o la rak  h â lâ  oo2°°3 b u lu n u r.

R a s la n tısa l b ir  değerlend irm e o la rak  kaygı duyacak  h e rh a n g i b ir  k ay 
n ak  (yük) o lm aksız ın  se rb e s t b ir  M axw ell a lan ı d u ru m u n u  inceleyeb iliriz . 
B urada , o lağan  3 -u zay d a  6 gerçel b ileşene  sah ib iz , böylece a lan ın  y a ln ız 
ca s a b it  b ir  t 'd e  o lduğunu  k ab u l ed e r ve M axw ell denk lem lerin i göz a rd ı 
edersek  oo6°°3 se rb e s tliğ in i elde ederiz. B unun la b ir lik te  M axw ell denk lem 
le ri h e rh an g i b aş lan g ıç  v e ris i o lan  3 -u zay  üzerinde  iki k ıs ıtla m an ın  geçer
li o lm a zo ru n lu lu ğ u n u  im a eder: e lek trik  ve m anyetik  a lan  vek tö rleriy le  il
g ili ırak sa m a n ın  yok o lm ası.12311 Bu, b aş lan g ıç  v eris i 3 -u za y  üzerindek i 
se rb e s t b ile şe n le rin  e tk in  sa y ıs ın ı 2 az a ltır , böylece se rb e s tlik  gerçekte 
oo4°°3 olur.

Ş im di n  sk a le r  p a rçac ığ a  iliş ik in  k u an tu m  m ekan iksel aç ık lam ayı ele 
alalım . A çıklam a yaln ızca  n  fa rk lı dalga  fonksiyonu  o lsayd ı se rb es tlik  
oo2n°°3 o lu rd u  çünkü  bu, 3 -u zay d ak i n o k ta  b a ş ın a  n  k a rm aşık  say ı seçm ek
tek i se rb e s tlik tir . B unun la  b ir lik te  n sk a ler p arçac ığ ı aç ık layan  gerçek b ir  
k u an tu m  dalga  fonksiyonu  d u ru m u n d a  3n  gerçel değ işkenli b ir  ad e t k a r 
m aşık  fonksiyona sah ip  o luruz. Bu, 3n  b o y u tlu  b ir  uzaydak i k a rm a şık  b ir

&  [23.1] Bu yok olmayı açıklayabilir misiniz? §19.3'te açıklanm ış olan 4-boyutlu  "ıraksaklık" 
kavram ını anım sayın; bu rada 3-uzay versiyonuna gerek duyarız. İpucu: Bkz. alıştırm a
[19.2],



sk a le r a lan a  benzer, böylece se rb e s tlik  ü s ttek i yerine  m uazzam  b iç im de 
d ah a  büyük  o lan  oo2°°2n olur.

Bu a r t ış ın  devasa  bü y ü k lü ğ ü n ü  değerlendirm ek, h e r  şey tü m  bu  oo'lar- 
da g iz lend iğ inde pek de ko lay  o lm asa  gerek. Öyleyse kendi iç inde yaln ızca  
10 n o k tay a  sa h ip  "oyuncak" b ir  evren i ele alm am a iz in  verin . Bu n o k ta la rı 
0 ,1 ,2 ,3 ,4 , 5,6, 7 ,8 ,9  b iç im inde işa re tley eb ilir iz . Bu evrendeki sk a le r b ir  
p arçac ığ a  ilişk in  dalga  fonksiyonu  b u  n o k ta la rın  h e r  b ir in d e  b u lu n a n  k a r 
m aşık  b ir  sa y ıd an  o lu şu r, d iğe r b ir  deyişle z 0,z 1,z 2, . . . , z 9. Tüm  bu  dalga  
fo n k siy o n la rın a  ilişk in  uzay  1 0 -k arm aş ık -b o y u tlu  (20-gerçel-boyutlu) H 10 

H ilb e rt uzay ı o lur. D alga fonksiyonunu , b u  z 'le re  ilişk in  m odü llerin  k a re 
leri to p la m ın ın  b ire  e ş it o lacağ ı şek ilde n o rm a lle ş tir irse k  böylece |z6|2, 
p a rçac ığ ı 6 'd a  bu lm ay a  ilişk in  b ir  konum  ölçüm ü o lasılığ ın ı g ö s te rir  ve 
böyle devam  eder.

Bu gerçek ten  saçm a değild ir. Gerçek fiziki d u ru m la rd a  a s lın d a  10 k u 
tu d a n  o lu şan  b ir  diziye, bu  k u tu la rd a n  b irin d e  o labilecek b ir  e lek tron la  
b irlik te  sa h ip  o lunab ilir. Bkz. Şekil 23.1. Deney y ap a n  k im sele r k u a n tu m  
n o k ta la r ı o la rak  a d la n d ır ıla n  bu  doğaya sah ip  şey leri o lu ş tu ra b ilir le r  ve 
b u n la r  ele a lm ak  üzere o lduğum  tü rd ek i dalga  fonksiyon la rı u zay ın ın  b o 
y u tla r ın ın  b ü y ü k lüğünden  y a ra rla n a n  k u a n tu m  bilg isayarları yapm aya 
ilişk in  k u ra m sa l o lasılık la  ilişk ilid ir.

Şu h a ld e  evren im izde ik i p a rçac ık  b u lu n d u ğ u n u  varsay ın . H er ik is in in  
de ayn ı tü rd ek i parçac ık  o lm am ası, d ah a  so n ra  geleceğim  b ir  sebep n ed e 
n iy le d ah a  iy id ir. Öyleyse b u n la rd a n  b ir in e  A d iğerineyse B p arçac ığ ı d i
yelim . H er b ir  p arçac ık  10 fa rk lı yerde b u lu n a b ilir , öyleyse b u  ç ift iç in  
o lası (aynı k u tu d a  o lm a la rın a  da iz in  vererek) yüz fa rk lı y er m evcu ttu r. Şu 
h a lde  d a lga  fonksiyonunu  tan ım lam ak  üzere, karm aşık  sa y ıla rd a n  h e r  b ir i 
b ir  yerleştirm eye  a tan m a k  üzere 100 fark lı k a rm aşık  say ıya, 

z00-z0i---->z09-zi 0' zı i '- - - - zi 9>z20-----z99- gerek duyarız . Tüm  b u  z 'le rin  m o
dü l k a re le ri top lam ı b ir  o lacak  b iç im de n o rm a lle ş tir irse k  böylece örneğ in  
lz38İ2 •d p a rçac ığ ın ın  3 ve B p a rçac ığ ın ın  8 'de  o lduğunu  bu lm ay a  ilişk in  

- ______
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Ş ek il 23.1 P a rç a c ık la r la  ilg ili o la rak  y a ln ızca  10 o las ı konum a sah ip , b u ra d a  10 k u tu y la  
g ö ste rilen , b i r  "oyuncak evren" h a y a l ederiz . H er b iri, b irb ir in d e n  bağ ım sız  b iç im d e  h e r 
h an g i b ir  k u tu y u  do ldu rab ilecek , a y ır t  ed ileb ilir  A v e B  p a rç a c ık la rı g ö ste rilm ek ted ir.



o lasılığ ı g ö ste rir. A rtık  H100'le  ilg ilen iyoruz. F ark lı ü ç  p a rç ac ığ a  sah ip  o l
sayd ık  b u  du ru m d a, dalga  fonksiyonu  1000 ad e t k a rm a şık  say ıdan , 
z000,z001, . . . ,z 999, o lu şu rd u  ve du ru m  uzayım ız H1000 o lu rdu . K ura lla r y a l
n ızca  b ireyse l üç d a lga  fon k siy o n u n a  sah ip  o lunacak  b iç im de o lsaydı, d u 
ru m  uzay ı yaln ızca  H30 o lm uş o lu rdu . F ark lı d ö r t  p a rç ac ık  iç in  H10000'e 
sa h ip k en  b ireyse l d ö r t dalga  fonksiyonu  iç in  y a ln ızca  H40'a  sah ib iz  ve bu 
d u ru m  böylece devam  eder.

Ü stte  k u lland ığ ım  "coa°°3"" n o ta sy o n u n a  geri dönerek, ü s t  "°o3"ün Öklit- 
çi E3 3 -u zay ın d ak i "nokta sa y ıs ı''n a  k a rşılık  geld iğ in i belirte lim . O say ın ın  
yeri a r tık  o y u n c a k  ev ren im izdek i gerçek n o k ta  say ıs ı o lan  10 'la d e ğ iş tir i
lir , ve böylece ooaK>3,,,( (a x lO n)-g e rç e l-b o y u tlu  uzaydak i "nokta say ısı"n ı 
gösteren) ooac°10" h a lin e  gelir. Böylece, E3'tek i n -p a rç a c ık lı b ir  sk a le r  dalga 
fonk siy o n u n d a  b u lu n a n  se rb e s tlik  iç in  c o 2a>3n yerin e  a r tık  oyuncak ev ren i
m izle ilg ili b ir  n -p a rç a c ık lı dalga fonksiyonundak i se rb e s tlik  için  
002xıon'ye s a hji3jz n  ad et  ay rı 1 -parçac ık lı k a rm aşık  d a lga  fonksiyonuy la 

ilg ili o la rak  H10n'y le k a rş ıla ş tır ı ld ığ ın d a , oyuncak ev ren im iz le ilg ili n -p a r-  
çacık lı da lga  fonksiyonuy la  ilg ili k a rm a şık  H ilb e rt uzay ı a r tık  H10" 'd ir . Bu 
neden le  n -p a rça c ık lı dalga  fonksiyonum uz n  ad e t ay rı d a lga  fonksiyonuna 
ilişk in  yaln ızca  2 0 n -b o y u tlu  b ir  uzay yerine  2 x l0 ”-b o y u tlu  b ir  uzay  (bu 
10n-k a rm a ş ık -b o y u tlu  H ilb e rt uzayı) üzerinde ta n ım la n ır . Ö rneğin y a ln ız 
ca 8 p a rç ac ık  iç in  bu , 160 yerine  200000000 b o y u tlu d u r.

23.3 Kuantum dolanıklığı; Bell eşitsizlikleri

Tüm  b u  faz lad an  b ilg i ne işe  yarıyor? O, p a rç a c ık la r  a ra s ın d a k i "dola- 
nıklık" ilişk ile ri o la rak  b ilin en  şeyi ifade eder. B un ları n a s ıl an lam alıy ız? 
İlk o la rak  S chröd inger ta ra f ın d a n  (1935b) g ö rü n ü r h a le  g e tir ilen  p a rç ac ık 
la r  a ra s ı do lan ık lık lar, son  derece kafa  k a r ış tır ıc ı fa k a t E in ste in -P o d o lsk i-  
R osen  (EPR) e tk ile ri o la rak  b ilin en  gerçek ten  gözlem lenm iş o lg u la ra  yol 
açan  şey lerd ir .2 B unun la  b ir lik te  b u n la r  k u an tu m  d ü n y as ın ın , deneysel 
o la rak  ikna  edici b ir  b iç im de göste rilm eleri o ldukça zo r o lan  epeyce in c e
lik li özellik lerid ir. Çok p a rç ac ık lı s is tem lerle  ilg ili o larak , dalga  fonksiyo 
n u n d ak i "bilg i”n in  neredeyse tü m ü  bu  tü r  k o n u la rla  ilg ilend iğ inde böyle- 
sine  özel ve g ö rü ş ten  g iz lenm iş b ir  şeye dönm ek zo ru n d a  görünm em iz 
k ayda değerdir! Bu, k ısa  sü re  iç inde (§23.6) yen iden  döneceğim  b ir  b ilm e
cedir. B ana göre b u  b ilm ece b ize günüm üz k u an tu m  fo rm a lizm in in  ne tü r  
yen i y ö n le rde  h a re k e t etm esi gerek tiğ ine ilişk in  b ir  şey ler söylem eye ça lı



şıyor. Yine de öyle o lsa b ile , b ize kesin lik le  k u a n tu m  h esa p la m a sın ın 3, bu  
do lan ık lık  ilişk ile rin d e  g iz lenm iş b u lu n a n  d ev asa  "bilgi" k ay n a k la rın d a n  
fay d a lan m ay ı am açlayan  y ü rü rlü k tek i o ldukça etk in  b ir  a ra ş tırm a  ko n u 
su , gücüne ilişk in  b ir  şey ler söylüyor.

öy leyse  k u an tu m  dolan ık lığ ı ned ir?  EPR etk ile ri ned ir?  Y alnızca sp in  
d u ru m la rı üzerine  y o ğ u n la ştığ ım ızd a  yapab ileceğ im iz  son lu  b o y u tlu  b ir  
d u ru m u  ele alm ak en açığ ı o lacak tır. En b a s it  EPR d u ru m u  D avid Bohm 
ta ra f ın d a n  (1951) ele a lın m ış  o lan d ır. B unda, b irlik te  b irle şik  b ir  0 sp in  
d u ru m u n d a  b aş lay ıp  b irb ir in d e n  sağ  ve sola , a ra la r ın d a  büyük  b ir  uzak lık  
b u lu n a n  s ıra s ıy la  L ve R a lg ılay ıc ıla rın a  doğru  u zak la şan  b ir  ç ift j  sp in li 

parçac ığ ı, diyelim  ki PL p arçac ığ ı ve PR p arçac ığ ın ı göz önüne a lırız  {bkz. 
Şekil 23.2). H er b ir  a lg ılay ıc ın ın , yaln ızca  iki pa rçac ığ ın  b irb ir in d e n  y e te 
rince  ay rılm ış o lm asına bağ lı o la rak  k a ra r  verilen  b ir  yönde y ak la şa n  p a r 
çacığ ın  sp in in i ö lçeb ild iğ im  v arsay alım . Sorun, k u an tu m  m ekan iğ in in  
b ek len tile rin i, b irb ir le r in d e n  ay rıld ık tan  so n ra  h e r  b iri b ir  d iğeriy le  i le ti
şim  k u rm ak ta  y e ters iz  o lan  p arç ac ık la r ın  b ağ lan tılı o lm ayan  bağ ım sız  
k lasik  benzeri k av ra m la r  o lduğu  b ir  m odel k u lla n a rak  yen iden  ü re tm en in  
o lası o lup  o lm adığ ın ı görm ektir.

Kuzey tr la n d a lı fizikçi Jo h n  S. Bell'e a tfed ilen  kayda değer b ir  teorem  
neden iy le  k u an tu m  k u ram ın ın  ta h m in le rin i bu  b iç im de yen iden  ü re tm en in  
o lası o lm adığ ı açığa çıkar. Bell, k u an tu m  m ekan iğ in in  bek len tile rin ce  ih 
la l ed ilen , y ine de iki p a rçac ığ ın  fizik i o la rak  ayrı hale  geld ik ten  so n ra  b a 
ğ ım sız o la rak  d av ran d ığ ı h e rh an g i b ir  m odel ta ra fın d a n  zo ru n lu  b iç im de 
sa ğ lan an , fizik i o la rak  ayrı iki ö lçüm ün  so n u ç la rın a  ilişk in  bağ lı o la s ılık 
la r ı ilg ilend iren  eş its iz lik le r4 tü re tti.  Böylece Bell eş its iz lik  ih la li, k end isi 
u y arın c a  p a rç ac ık la r ın  b ağ la n tıs ız  ve bağ ım sız  gerçek şey 1er o la rak  ele 
a lınd ığ ı h erh an g i b ir  m odel ta ra f ın d a n  aç ık lanam ayan , esasen  k u an tu m  
k u ram sa l e tk ile rin , b u n la r  fizik i o la rak  ay rılm ış p a rç a c ık la r  a ra s ın d ak i 
k u an tu m  d o lan ık lık la rına  ilişk in  e tk ile r  olm ak üzere, v arlığ ın ı gösterd i.

Y azında b u  tü r  Bell eş its iz lik  ih la lin e  ilişk in  b e lirli pek çok ça rp ıc ı ö r
nek b u lu n u r.5 B un lardan  "o lasılık la r o lm aksız ın  Bell eş itsiz lik leri"6 o la rak

3 Bununla b irlik te ayrın tıda kuantum  hesaplam ayla ilgili bize söylediği şey incelikli b ir  konu
dur; bkz. Jozsa, 1998.

4 Bu eşitsizliğe ilişkin belki de en düzenli ve en geniş ölçüde alın tılam a yapılan  versiyon Cla- 
u se r vd., 1969’dakidir. O, E (x,y), EPR çiftine ilişkin b ir bileşenle ilgili A,C ve diğeriyle ilgili 
B, D a lte rn a tif  ölçüm lerinin sonuç lan  arasındaki uyum a a it beklenti değeri olmak üzere, tam  
uyum için E = 1 ve tam  uyum suzluk için E = - 1  olur, \E(A,B) -  E(/4,D)| + |£(C,B) + 
E(C, D) | <  2 biçim ini alır.

5 En hayret verici o lanlarından biri T ittel vd., 1998'de bulunur.
6 Bkz. Stapp, 1971, 1979; Hardy, 1992, 1993.
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Ş ek il 23.2 E PR -B ohm  d ü şü n c e  deney i. B ir ç if t -  sp in li PL ve P„ p a rç a c ığ ı b a ş la n g ıç ta  b i r 
leş ik  b ir  0 sp in  d u ru m u n d a d ır  ve so n ra  te rs  yön le rd e  so l ve sağ a , s ıra s ıy la  adam ak ıllı 
a y n  L ve R a lg ılay ıc ıla r ın a  d o ğ ru  yo lcu lu k  ederler. H er a lg ılay ıc ı y a k la şa n  p arçac ığ ın  
sp in in i fa k a t  y a ln ızca  p a rç a c ık la r  tam  u ç u şa  geç tik ten  so n ra  k a r a r  v erilen  b ir  yönde 
ö lçm ek üzere  a y a r la n m ış tır . Bell teo rem i bize, iç inde  ik is in in  a y rılm a y a  b a ş la d ık ta n  so n 
ra  ile tiş im  k u ram ay an  k la s ik  b en ze ri b ağ ım sız  n e s n e le r  o la rak  d av ra n a b ild ik le ri  b ir  m o
d e le  sa h ip  k u a n tu m  m ek an iğ ine  ilişk in  b ek len tile ri y en id en  ü re tm e n in  h iç b ir  yo lu  o l
m ad ığ ın ı söyler.

an ıla n  b az ıla rı y a ln ızca  ev e t/h a y ır  m eselele ri içerm eleri an lam ın d a  özel
lik le d ik k a t çek ic id ir ve o la s ılık la r  h ak k ın d a  kayg ılanm am ız gerekm ez ya 
da  d ah a  çok yaln ızca  a ş ır ı  belirli 0 ("hiç") ve 1 ("hep") o la s ılık la r ı hakk ında  
kayg ılan ırız . B urada , k u an tu m  p a rç ac ık la r ıy la  tek il p a rç a c ık la r  a ra s ın d a 
ki Bell e ş its iz liğ i tü rü n d ek i çe lişk in in  yaln ızca  ik i açık v e rsiy o n u n u  o rtay a  
koyacağım . B un ların  ik is i de a y n  ayrı so l ta ra fta k i b ir  L a lg ılay ıc ısıy la  
sağ  ta ra f ta k i b ir  d iğe r R a lg ılay ıc ıs ın a  doğ ru  g iden  b ir  ç if t ^ -sp in li p a rç a 

cık içerir. îlk i H enry  S tap p 'e  (1971), (1979) a tfed ilen  b ir  a rg ü m an ı izleyen 
ve içeris in d ek i gerçek o lasılık  değerlerin i a ra ş tırm a m ız  gereken, ü s tte  d e
ğ in ild iğ i üzere EPR 'yle ilg ili o rijina l Bohm v ersiy o n u n u n  do laysız  b ir  ö r 
neğ id ir. Lucien H ard y 'e  (1992), (1993) a tfed ilen  İk incisi "neredeyse" o la s ı
lıksız  b ir  v e rs iy o n d u r fa k a t ona doğru  h afifçe  ek b ir  büküm e sa h ip tir .

B un ları ay rın tılı b iç im de su n m a d an  önce küçük  b ir  (Dirac) no tasy o n a  
d a h a  gerek duyuyorum . B irb irin d en  bağ ım sız  o la rak  k ab u l ed ileb ilecek  iki 
p a rç a d a n , |ıp) ve |$ ), ik i p a rç a d a n  o lu şan  b ir  k u an tu m  s is tem in e  sa h ip  o l
duğum uzu  düşünelim . Böylece k u an tu m  sis tem in in  b u  ik is in d en  o lu şu r 
b iç im de değerlend irm ek  is te rsek  b u n u

şek linde yazarız . Bu h â lâ  tek il b ir  d u ru m d u r ve b u  gerçeğ i ifad e  eden 
lx) =  |^>|0> g ib i b ir  eş itlik  yazm ak  y asa l o lur. B u rad a  işe  k o şu lan  çarp ım  
tü rü  ceb irc ile r ta ra f ın d a n  te n sö r  ça rp ım ı o la rak  a d la n d ır ıla n  şey d ir ve bu 

(z |ı/>»|0) =  z( \ıp)\(t>)) =  |ı/'> (z |0» , ( | ö >  +  |^ » |0 )  =  ( | 0 ) l 4>)+ W W , \ r p K { \ 0 )  

+ 10)) =  \ıp)(\0) +  \ıp )W  k u ra lla r ın ı sağ lar. M atem atik se l y az ın d a  te n sö r  
ça rp ım  işlem i genellik le (g) ile g ö s te rilir  (ayrıca bkz. §13.7) ve böylece 
\ıp)\<f>) ça rp ım ı \ıp} (g) \<p) ile gö ste rileb ilir .

H er du ru m d a, (g) sem b o lü n ü  bu  tü r  ça rp ım la rın  a i t  o lduğu  (Hilbert) 
u za y la rıy la  b ağ lan tılı o la rak  ku llanm ak  fay d a lıd ır . Böylece |ıp), Hp'ye ve

W\<P)



|<p), H ^'ya a itse  bu  d u ru m d a  |ı/<)|0 ), Hp ®  H? 'ya a ittir .  Hp (g) H ^ 'nun  b oyu tu  
kend i ik i ç a rp an ın ın  b o y u tla r ı ça rp ım ıd ır, böylece k u ra lla ra  uygun  o la rak  
Hp <g> Hq = Hpq y azab iliriz . Ç arp ım ın  ay rıca  oo o lduğunu  k ab u l e ttiğ im iz  
k o şu ld a  p ve g 'd a n  h erh an g i b ir i ya da ik is in in  de oo o lm asın a  izin  veriyo 
rum . Hp <g) H ^ 'nun  yaln ızca  çok küçük  b ir  p a rç a s ı [p,q >  1 varsay ım ıy la), 
|rp), Hp'ye ve \<p), Hq'ya  a it olm ak üzere, \xp)\tp) b iç im indek i e lem an la rd an  
o lu şu r. B u n lar d o la n m a m ış  d u ru m la rd ır . Hp ®  H ^ 'nun  gene l b ir  elem anı 
(olasılık la , p ve q 'n u n  h e r  ik isi de so n su zsa , sonsuz  b ir  top lam  ya da in teg- 
ra l içeren) b u  do lanm am ış d u ru m la rın  çizgisel b ir  b irle şim i o lu r.7EBunun- 
la  b irlik te  do lan ık lık la  ilg ili kavram , Hp<? H ilb e rt uzay ım ızın  tü m ü n ü n  
Hp <g> b iç im indek i b ir  şeye özel o larak  bö lünm esine  bağ lı o lduğunu  ak 
lım ızda tu tm alıy ız . (Genel b ir  Hpq H ilb e rt uzay ın ın  h e rh a n g i b ir  d iğeri 
ü ze rin d en  b u  tü r  h iç b ir  bö lünm esi te rc ih  edilm ez. C ebirsel o la rak , n 'n in  
b ile şik  b ir  say ı o lduğu h e r  d u ru m d a , H” 'yi b ir  te n sö r  ça rp ım ı b iç im inde 
ifade  e tm en in  h e r  zam an  pek çok yo lu  olacaktır.) "Dolanıklık" kav ram ıy la  
ilg ilen ilen  d u ru m la rd a  fizik i ilg in in  özel o la rak  bö lünm esi, özellikle, 
E PR 'n in  tü m  ilg ilendiğ i şey  o lan , uzun  b ir  m esafey le ay rılm ış "bireysel" 
p a rç ac ık la rın  b u lu n d u ğ u  d u ru m d a , m aku l b iç im de açık b ir  şeydir.

Bu g ib i işlem lerde  b ir  soyu t in d is  fo rm ü lasyonu  k u llanm ak  bazen  fay 
d a lıd ır  [bkz. §12.8). \ıp) k e t vek tö rü  so y u t b ir  ü s t  in d is le  b irlik te  xpa b iç i
m inde ve ona ilişk in  (karm aşık  eşlenik) (ıp\ b ra  vek tö rü  soyu t b ir  a l t  in d is 
le b irlik te  ıpa b iç im inde y az ılab ilir . Tüm  (\p\<p) p a ra n te z i ıpa<pa, ve b ir  
(ıp\Q\<p) ifad e s i xpaQa^  o lur. ı/<“ 'n ın  0 ^ 'y la  \ıp)\(p) te n sö r  ça rp ım ıy sa

ıpa(pP b iç im inde y az ılab ilir . D o lan ık laş tırılm am ış d u ru m la r  h e r  zam an  bu  
b iç im de ay rılır. Genel b ir  d u ru m sa  (o lasılık la dolanık), b a s i t  çe 0 “^ b iç i
m inde b ir  işlem dir. Bu tü rd ek i n o ta sy o n la  ilg ili b e lir li b ir  ku llan ım ı bu  
bö lüm de d ah a  so n ra  göreceğiz.

23.4 Bohm tipi EPR deneyleri

Şim di yen iden  EPR 'ye ilişk in  Bohm  versiy o n u n a  dönelim . Ü zerinde b ir  
ölçüm  gerçek leştirilm eden  hem en önceki b aş lan g ıç  d u ru m u n u  ele alın . Bir 
a ray a  g e tir ilen  ^ -sp in li ay rı iki p a rçac ık  0 sp in i o lu ş tu rm a k  zo ru n d ad ır. 

B unun neden i aç ısa l m om en tum un  k o ru n m asıd ır  ve p a rç a c ıla r  b irle ş ik  b ir  
0 sp in li d u ru m la  yola çıkar. Öyleyse h e r  b ir  p a rçac ığ ın  sp in i iç in  ta b a n  
d u ru m la rın a  ilişk in  top lam  sp in in  s ıf ır  o lacağı b ir  b irle şim e gerek d u y a 
rız. Bu, 0 sp in in in

7 D olam khktaki bu tü r konulara ilişkin genel b ir ta rtışm a için bkz. Nielsen ve Chuang, 2000.
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ifad es in ce  verilen  |/2) d u ru m u  ta ra f ın d a n  g erç ek le ş tir ilir  (du rum larım ı 
no rm alleştirm ek le  ilg ili h â lâ  kayg ılanm ıyo rum ).1123 21 123 31 Y azında, b u  tü r  
b ir  şey in  sık lık la  | î  L>|1 R) -  | i  L )|î R) g ibi b ir  b iç im de, n o ta sy o n d a  hang i 
d u ru m u n  sol ta ra f ta k i p a rç ac ık la  h a n g is in in  sağ  ta ra fta k iy le  ilg ili o lduğu 
b e lirg in  h a le  g etirilerek , yaz ıld ığ ı gö rü lü r. B ana göre b u  gerekli değ ild ir 
çünkü  (i) n o ta sy o n  p a rç ac ığ ın  konum u, m om entum u y a  da h e r  neyse onu 
değil h e r  d u ru m d a  y a ln ızca  d a lga  fo n k siyonunun  sp in  k ısm ın ı ay ırıp  se 
çer, böylece sp in in  yönü  ilg ilend iğ im iz  şey  h e r  neyse onu  sa b itle r  ve (ii) 
te n sö r  ça rp ım la rı değ işm eli o lm ad ığ ı iç in  ça rp ım ın  h an g i " ta ra f 'ım n  h a n 
g is i o lduğunu  açıkça a n la ş ı lır  b iç im de söyleyebiliriz . Benim  kabu lüm , ç a r
p ım ın  sol ta ra fın d a k i te rim in in  sol ta ra fta k i p arçac ığ a , sağ  ta ra fın d a k i te- 
r im in in se  sağ  ta ra f ta k i p a rç ac ığ a  a it o lduğu  şek linded ir. B unu k afa  k a r ış 
tır ıc ı b u la n  okuyucu lar, is te r le rse  L ve R 'y i ta r t ışm a  b o y u n ca  k e tle r  iç in 
deki eski d u ru m la rın a  geri g e tireb ilirle r .

L’de yere lleşm iş |a) ve R 'de yere lleşm iş |/?)'yla b ir lik te  \a)\(i) b iç im inde 
yen iden  yaz ılam ad ığ ı iç in  bu , do lam k b ir  d u ru m a ilişk in  açık b ir  ö rnek
t i r .12341 Bu do lan ık  d u ru m u n  ne g ib i an la tım la ra  sah ip  o ld u ğ u n u  görm eye 
ça lışa lım . Şim di, sol ta ra f ta ,  L 'de o tu rm a k ta  o lduğum u düşünecek  ve sol 
ta ra f ta k i PL p a rç ac ığ ın ın  sp in in e  ilişk in  "yukarı" yönde, î ,  b ir  ölçüm  g er
çek leştireceğ im  (î ise  EVET; I  ise  HAYIR). EVET y an ıtı a lırsam  bu , |/2> d u 
ru m u n u n  tü m ü n ü  |î ) | l ) 'a  ve HAYIR y an ıtı a lırsam  (—) |l} |î ) 'e  y an s ıtır .  A r
tık  sonuç, s ta n d a r t  U -ev rim in in  b ize a r tık  PL'n in  kend i L ölçüm  ayg ıtım la  
u m u tsu z  b iç im de k a r ış tır ılm ış  o lm asın ın  o lası o lduğunu  söylem esi d ış ın 
da, do lanm am ış olur. Açık b iç im de ifade edileb ilecek  o lan  şey, EVET y an ı
tı  a ld ığ ım d a sağ  ta ra f ta k i R a lg ılay ıc ıs ın d a  b u lu n a n  m eslek taşım  |i)  sp in  
d u ru m u n a  sah ip  PR'yle k arş ıla şacak k en , HAYIR y a n ıtın ı a ld ığ ım daysa  
m eslek taşım ın  |î} 'le k a rş ıla şa c a k  o lm asıd ır. PR ü ze rin d e  a r t  a rd a  gerçek
le ş tir ile n  b ir  "yukarı" ö lçüm üne b ağ lı o la rak  m eslek taşım  zo run lu  o larak  
b en im k in in  te rs i sonucu  elde edecektir.

Tüm  b u n la rd a , y u k a r ı/a şa ğ ı seçim iyle ilg ili özel b ir  şey söz k o n u su  d e
ğild ir; çünkü  ölçm ek üzere  h an g i yönü seçersem  seçeyim , /  diyelim , m es
lek taş ım  aynı yönü  seç tiğ in d e  sonuç b en im k in in  te rs i  o lacak tır. Bu, 0 spi-

( 0  123.2] |î) ve |i) norm alleştirilirse, |/2>, norm alleştirilm ek üzere hangi katsayıya gerek duyar?
( j | |a > |/ ? ) | |  =  ||a|i]|/?Iİ olduğunu varsayabilirsiniz.)

£& [23.3] Bunun niçin O spinine sahip olduğunu çabucak görebilir m isiniz? İp u cu : Bir yöntem, 
bu  tü r  te rs  sim etrik b ir  birleşim in  esasen  b ir skaler olduğunu gösterm ek üzere indis notas- 
yonunu, sp in  uzayının 2-boyutlu  olduğunu akılda tu ta rak  kullanm aktır.
123.4] Neden olmasın? Yine de, |a) ve \f$) böylesine yerelleşm iş değilse, bunu yapm anın b ir  
yolunu bulun.



Ö
A lterna tif
ay a rla rım

M eslek taşım ın  a lte rn a tif  
ay a rla rı

Ş ekil 23.3 E PR -B ohm 'un  S tapp  v e rs iy o n u n a  ilişk in  k u tu p la n m a  d üzen lem esi; Bell e ş i t 
s iz lik le rin in  b ir  örneği. B a şlan g ıç ta  iki ta ra f ta k i  sp in  ö lçü m lerin i k a tı şa f tlı  o k la r  t a 
ra fın d a n  v e rilen  yö n le rd e  o la rak  k ab u l ed eriz  fa k a t b ir  f ik ir  değ işik liğ iy le  h e rh an g i b iri 
ya  d a  h e r  ik is i b ird e n  kesik  şa ftlı  o k la r  yö n ü n d e  o lacak  b iç im de d ö n d ü rü leb ilir . Bağlı k u 
an tu m  o la s ılık la r ı, ta s a rla n m ış  sp in  ö lçü m lerin in  yön le rin e  ilişk in  b ir  önb ilg iye  sa h ip  
o lm ay an  ve ile tiş im siz  bağ ım sız  v a r lık la r  o la rak  d a v ra n a n  p a rçac ık  ç if tle rin e  sa h ip  h e r 
h an g i b ir  k la s ik  b en zeri düzen  ta ra f ın d a n  m odellenem ez.

n ine ilişk in  dönel değişm ezlik  a rac ılığ ıy la  açık o lm a lıd ır  fa k a t /  yönü /  
yö n ü n ü n  te rs i  olm ak üzere.

ifad e s in i doğ ru lam ak  üzere do laysız  b ir  ceb ir  h esap la m as ı gerçek leşetir- 
m ek öğ retic id ir. (Not: | / )  =  a |î )  +  b|J.) ise  bu  d u ru m d a  |/>  oc î|T> -  â |l )  
olur.)123 51

A yrıca tü m  b u n la rd a n , m eslek taşım  ve ben  sp in i ölçm ek üzere fa rk lı  
yön le r seçersek  EE, EH, HE, HH (E EVET'in ve H HAYIR'ın k ısa ltm as ı o l
m ak üzere) bağ lı o la s ılık la rın ın  ne o lduğu  so n u cu n a  da u la şırız . \  ve /  
a ra s ın d ak i açı 8 o lm ak üzere  ben im  \  seçtiğ im i ve m eslek taş ım ın sa  /  seç 
tiğ in i d ü şü n ü n . Böylece, §22 .9 'da v erilen  (bkz. Şekil 22.11) o lasılık  d eğ eri
n in  k u lla n a rak  bağ lı o la s ılık la rın  ("uyumlu" EE ya da HH ve "uyum suz" 
EH ya da HY an lam ın a  gelm ek üzere)

o lduğunu  görürüz.

Ş im di S tap p 'in  ö rneğ in i ele a lalım . Şeyler, b a n a  a it ay g ıtın  sp in i düşey  
o la rak  y u k arıy a  doğru  kabu l ed ilen  T yönünde ya da (î'y a  dik) y a tay  b ir  
yön o lan  -» yönünde ölçm ek üzere yön lend irileb ileceğ i b iç im de d ü zen le 
n ir. M eslek taşım ın  ayg ıtı sp in i T ve l  y ön le rin in  düzlem inde h e r  b irin e  
45°'lik aç ıd a  b u lu n a n  /  yönünde ya da ayn ı düzlem de fak a t î 'e  45° ve -»'a 
135°'de b u lu n a n  \  yönünde ölçm ek üzere y ö n le n d ir ilir  (Şekil 23.3). Ölçüm 
yönüm ün  m eslek taşım m kiy le  45°'lik b ir  aç ıda  b u lu n m a s ın a  ilişk in  üç ola-

âö [23.5] Parantez içindeki bu yorumu doğrulayın ve üstteki ifadeyle ilgili olarak, |/2) için he
saplamaya dayalı dolaysız bir doğrulama sunun, tpucu: Bkz. alıştırma [22.26).

i / 2>«  k > i / > - i / > k >

uyum lu: ^(1  — cosö), uyum suz: j ( l  +  cosö)



silik  ve a ra la r ın d a k i aç ın ın  135° o lm asına  ilişk in  yaln ızca  b ir  o lasılık  söz 
k o n u su d u r. 45°'lik d u ru m la rd a  uyum lu  olm aya ilişk in  % 15 'ten  b ira z  d ah a  
az b ir  o lasılık  elde ederken  135°'lik için  % 85'in  hem en ü s tü n d e  b ir  o la s ılı
ğa sa h ip  oluruz.

O lası iki ö lçüm den h a n g is in i gerçek leştireb ileceğ im le  ilg ili k a ra rın  v e
r ilm esin in , p a rç ac ık la r  ta m  uçuş h a lin d e  o lana  dek gerek li o lm am asına  
iz in  vere lim  ve ay n ıs ın ı m eslek taşım  için de kabu l edelim . P ekâlâ, m eslek 
ta ş ım ı T ita n 'a  (S a tü rn 'ün  u y d u la rın d a n  biri) koyalım  ve p arçac ık  k ay n ağ ı
n ı, ış ık  h ız ıy la  bile , k a ra r  verm ek üzere üç çeyrek s a a t g ib i b ir  şeye sah ip  
o lab ileceğ im iz şekilde, ik im izin  a ra s ın d a  b ir  y erle re  y e rle ştire lim . Bkz. Şe
kil 23.4. P arçac ık la rın , m eslek taş ım la  ik im izin , ölçüm  ay g ıtla rım ız ı (ba
ğım sızca) hang i b iç im de yön lend ireceğ im izi "b ilm eleri"n in  h iç b ir  yolu 
yoktur.

H er b irim iz  g ö rü n ü ş te  rasg e le  b iç im de yön len d irilm iş  p a rç ac ık la rın  
b ir  d a lg as ın ı a ld ığ ım ızda , ben im  T seçtiğ im i ve m eslek taş ım ın  /  seçtiğ in i 
düşüne lim . B unlar, h e r  b ir i b ir  EPR -B ohm  ç iftin in  üyesi o lm ak üzere, yol 
o r ta s ın d a k i k ay n ak tan  g ö nderile rek  b ir i b a n a  b ir i m e sla k taş ım a  h er se fe
rin d e  b ir  kez gelir. N o tla rım ız ı k a rş ıla ş tırd ığ ım ız d a  ilg ili sonuçlarım ız  
a ra s ın d a , ü sttek iy le  uyum lu  b iç im de yaln ızca , % 15 'ten  b ira z  d ah a  az b ir  
uyum  b u lu n d u ğ u n u  görü rüz .

P arçac ık la r, ölçüm  ay g ıtla rım ız ı n as ıl yön lend ireceğ im ize ilişk in  h içb ir  
b aş lan g ıç  b ilg isine  sa h ip  değ ilse ve ile tiş im  k u rm ay an  ay rı ay rı b irey ler 
(klasik benzeri) o la rak  d av ra n ıy o rsa , son  d ak ik ad a  an id en  k a ra rım ı d eğ iş
tir ip  -» yönünü  ö lçseydim  b u n u n , m eslek taşım ın  gerçek ö lçü m lerin d e  h e r 
h an g i b ir  değ işik lik  y ap m am ası gerek ird i. Böyle yapsayd ım , şu  a n d a  elde 
e ttiğ im  ö lçüm lerle  m eslek taşım ın  o rijina l ö lçüm leri a ra s ın d a  h â lâ  % 15'lik 
b ir  uyum  söz konusu  o lu rd u  çünkü  yön le r a ra s ın d ak i aç ı h â lâ  45°'d ir. Öte 
ta ra f ta n  son  dak ika f ik ir  değ işik liğ iy le /  yerine  \  ö lçüm ü y ap a n ın  m eslek
ta şım  o lduğunu , b en im se  k a ra rım ı d eğ iştirm ed iğ im i d ü şü n ü n . Bu durum -

Ş ek il 23.4 D ünya ü ze rin d e  k o n u m lan an  b i r  y a z a r  k en d is in i, a rd ış ık  b ir  EPR p a rçac ık  ç if
tin in  b ir  b ile şe n in in  a lıc ıs ı o la ra k  d ü şü n ü r; d iğ eriy se  T ita n ’dak i b ir  m es le k ta ş  o lm ak 
üzere , p a rç a c ık  kay n ağ ı ik i a lıc ıd a n  k a b a c a  e ş it  u zak lık ta  b u lu n u r . P a rç a c ık la r  ış ık  
h ız ıy la  b ile  yo lcu luk  e tse, a lg ılay ıc ı y ö n len d irm e le ri ü zerin e  k a ra r  verm ek  iç in  y ak laş ık  
45 d ak ik a lık  b ir  zam an  m ev cu t o lur.



da m eslek taşım ın  değ işik liğ in in  de ben zer b iç im de ben im  o rijina l T ö lçüm 
lerim i etk ilem em esi gerek ird i. Yine, m eslek taşım ın  yeni \  ö lçüm leri ben im  
o rijina l T ö lçüm lerim le % 15'in  hem en  a ltın d a k i o ran d a  b ir  uyum a sah ip  
olm ak zo ru n d ad ır.

B unun la  b irlik te  ik im iz in  d e  yön lend irm ele rim iz i son dak ikada , ben im  
ölçüm üm  -> ve m eslek taşım ın  ölçüm ü \  olacak biçim de, değ iştirm eye k a 
ra r  verd iğ im izi düşü n ü n . A rtık  a ra la r ın d a k i açı 135° c iv arın a  geldi. Böyle
ce k u an tu m  m ekan iğ in in  b ek len tile ri bize, uyum un  % 85 'ten  d ah a  faz la  o l
m ası gerek tiğ in i söyler. Bu, henüz ele a lın m ış  o lan  alg ılay ıcı y ö n len d irm e
le rin e  ilişk in  o la sı h e r  çiftle  ilg ili doğru  bağ lı o la sılık la rı su n a n  p arçac ık  
ç iftleriy le  tu ta r lı l ık  iç inde m id ir? İy isi m i bakalım . P arçacık  ç iftle ri a lg ıla 
yıcı a y a r la r ın a  ilişk in  o lası d ö rt o la s ılık tan  h erh an g i b iriy le  k a rş ıla şm ak  
ve h e r  d u ru m d a  doğru  k u an tu m  m ekan iksel o lasılığ ı verm ek üzere h a z ır 
lık lı olm ak zo ru n d ad ır. B un ların  n e le r  o lduğunu  an ım sayalım . D eğ iş tiril
m iş -» ayg ıt ayarım a ilişk in  so n u ç ların , m eslek taşım ın  o rijina l /  ay a rın ın  
so n u ç la rıy la  % 15 'ten  faz la  b ir  uyum a sah ip  o lm ası beklenm ez. B unun, s ı 
ra s ıy la  kend i o rijina l T ay a rım la  ve m eslek taşım ın  d eğ iş tir ilm iş  \  ay arıy la  
% 15 'ten  faz la  b ir  uyum a sah ip  o lm am ası gerekir. B elirli b ir  p arçac ık  çifti

\  d u ru m u n d a  uyum  verecekse o, ->, /  ve î, /  ve T, \  d u ru m la rın ın  tü 
m ünde u y um suz  olam az. (Üç uyum suzluk , uyum  değil uyum su z lu k  verir.) 
Öyleyse bu  o lası üç ç iftin  en az ın d a n  b ir in d e  b ir  uyum  b u lu n m ak  zo ru n 
dad ır. B unun la  b irlik te  bu , o lası h e r  ay a r  çiftiy le  ilg ili d u ru m la rın  % 15'in- 
den  d a h a  az ın d a  o rtay a  çıkar. B u n la rd an  yaln ızca  üç ad e t m ev cu ttu r, öy
leyse bu, \  d u ru m u n a  zam an  ay ırd ığ ım ızda %15 +  %15 + %15 = 
% 45 'ten  faz la  o ran d a  b ir  uyum a iz in  verm ez. (Gerçekte uyum  yüzdesi b u n 
dan  b iraz  d a h a  d ü şü k tü r  çünkü  üç ay a r  ç iftin in  tü m ü n d e  uyum  b u lu n a n  
d u ru m u  h e sa b a  e tk in  b iç im de üç kez kattım .) Yine de %45 h iç de % 85'in  
y a k ın la r ın d a  değild ir, öyleyse p arçac ık  ç iftle rine  ilişk in  "klasik  benzeri" 
v a rsa y ım la rım ız la  apaçık  b ir  çe lişk iye sahibiz!

B azıları bu  a rg ü m an ın  "gerçekleşebilecekken gerçekleşm eyen" (filozo
fun  "karşı o lgusalları") k u rg u sa l ö lçüm ler b iç im inde ifade ed ilm iş g ö rü n 
m esin d en  kaygı d u y ab ilir  fa k a t b u  önem li değ ild ir. K ilit konu, p a rç ac ık la 
rın , k ay n a k ta n  ay rıld ık tan  so n ra  b irb ir in d e n  bağ ım sız b iç im de d a v ra n d ı
ğ ın ın  ve o n la rı ne tü r  alg ılay ıcı ay a r  b ir le ş im i k a rş ıla rsa  k a rş ıla s ın  doğru  
b ağ lı k u an tu m  o la sılık la rın ı v e rd iğ in in  v a rsay ılm ış  o lm asıd ır. Konu, p a r 
çac ık la rın  k u an tu m  m ekan iğ in in  b ek len tile rin i ta k lit e tm ek zo ru n d a  o lm a
sıd ır. B un ların , iki p arçac ık  iç in  b irey se l o la rak  ayrı b ek len tile re  a y r ıla 
m ayacağ ın ı gördük. P arçac ık la rın , doğru  k u an tu m  m ekan iksel y a n ı t la n  
tu ta r l ı  b iç im de su n ab ilm e le rin in  tek  yolu, b irb ir in e  b ir  b iç im de, tam  o la 
rak  b ir i ya da d iğeri gerçek ten  ö lçü lene dek "bağ lanm a"sıd ır. A ra la rındak i 
bu  gizem i "bağlan tı" k u an tu m  do lan ık lığ ıd ır.



E lb e tte  bu  doğaya sa h ip  h iç b ir  deney b u  u zak lık la rla  g erçek le ştir ilm e
di. Yine de esasen  b en z er tü rd ek i pek çok EPR tip i deney  (genellikle ~  

sp in li p a rç ac ık la r ın  sp in  yön leri o lm aksız ın  fo ton  k u tu p la n m a s ı k u lla n ıla 
rak  fak a t ay rım lar önem li değil) a s lın d a  gerçek leştirild i. K uantum  m eka
n iğ in in  (sağ duyu n u n k ile rd en  ziyade) bek len tile ri tu ta r l ı  b iç im de aklandı! 
Bu doğadak i k u an tu m  d o lan ık lık la rı henüz dünya S a tü rn  b en zeri uzak lık 
la r  üze rin d en  kesin lik le  gözlem lenm em iş o lsa  da b az ı güncel deneyler Bell 
e ş its iz liğ i ih la lle rin i lö k m 'd e n  faz la  u zu n lu k la r  üzerinde  d o ğ ru lad ı.8

23.5 Hardy'nin EPR örneği: neredeyse olasılık-serbest

Şim di Lucien H ard y 'n in  güzel ö rneğine gelelim .9 M eslek taşım  ve ben 
sp in  ö lçüm leri yapm ak  üzere  y ine h arekete  hazırız . Ben seçim im i önceki 
g ib i (düşey b iç im de ü s t  ve y a tay  o larak  sağ  yönlerinde) T ve -» seçim leri 
a ra s ın d a  yap ıyorum  fak a t a r tık  m eslek taşım  da ben im  seçim im den  o lduk
ça bağ ım sız  b iç im de T ve -» a ra s ın d a  seçim  yapıyor. K ritik  önem deki yeni 
özellik  parçac ık  ç iftle ri k ay n ağ ın ın  a rtık  o n la rı b irle ş ik  b ir  0 sp in  d u ru 
m u n d a  değil fak a t b e lir li b ir  1 sp in  d u ru m u n d a  y ay m asıd ır. Bu b aş lan g ıç  
d u ru m u n u , /  yönü dik T ve -» yön le ri ta ra fın d a n  k a p sa n a n  çeyrek düzlem 
de y er alm ak ve yukarı doğ ru  b ir  ^ eğim ine (böylece -> ve /  a ra s ın d ak i 6 
aç ıs ı cos0 =  j ' i  sağlar) sa h ip  o lm ak üzere, ve -> y ö n ü n ü n  te rs i olm ak 

üzere, |«- / )  M ajorana ta n ım la m a s ın a  (§22.10, Şekil 22.14) sah ip  o lan  b ir  
du ru m  o larak  kabu l ediyorum ; b k z .  Şekil 23.5. Bu d u ru m u  b ir  to p lam  ç a r
p a n ı göz a rd ı ederek

!<-/> = l«->|/>+|/>l«-> 

b iç im inde ifade ed eb iliriz123 61 ve b u  (J-'m,î'e te rs  o lm asıy la  birlik te)

|İ>|1>

d u ru m u n a  o rtogonal değilken

|i>l->, l«->U>, H>H>
d u ru m la rın ın  h e r  b ir in e  o rtogonal o lm a[23J] önem li özelliğ ine sa h ip tir . Bu 
ortogonallik  ilişk ile ri s ıra s ıy la  şu  (0), (1), (2) ve (3) k ilit "EVET/HAYIR" 
öze llik lerinden  so rum ludu r:

8 Bkz. not 23.5.
9 Bkz. Hardy, 1992, 1993. 
ı®  [23.6] Niçin?
M  [23.7] Bunu kan ıtlayabilir m isiniz görün. İpucu: §22.9'un koordinatların ı ve/ya da geometrik 

açıklam alarını kullanın.



(0) bazen  m eslek taşım  b ir  T ö lçüm üyle ilg ili HAYIR elde e ttiğ in d e  b ir  î  ö l
çüm üyle ilg ili ben  HAYIR elde ederim ;
(1) b ir  T ö lçüm üyle ilg ili o la rak  HAYIR elde edersem  m eslek taşım  b ir  -> ö l
çüm üyle ilg ili EVET elde etm ek zo rundad ır;
(2)bir î  ö lçüm üyle ilgili o la rak  m eslek taşım  HAYIR elde ederse  b ir  -» ö lçü 
m üyle ilg ili ben  EVET elde etm ek zorundayım ;
(3) M eslek taşım  b ir  -> ö lçüm üyle ilg ili o la rak  EVET elde e ttiğ in d e  ben  b ir  
-> ö lçüm üyle ilg ili a s la  EVET elde edem em .

(0)'la b a ğ lan tılı o la rak , ik im izin  de î  ö lçüm ünü g erçek leştird iğ im iz  kabu l 
ed ild iğ inde , h e r  ikim iz iç in  de HAYIR y a n ıtı elde etm eye ilişk in  gerçek k u 
a n tu m  m ekan iksel o lasılık  bu  deneyde tam  o la rak  ^ 'd i r . 123 81 H ard y 'n in  en 

uygun  değeri h a f if  baz ı ay a rla m a la rla  % 9,017'ye çok yak ınken ,10 
=  %8,33 o lduğuna d ikkat edin.

K endileri üze rinde gerçek leştirilecek  deneylere ilişk in  önbilg i sah ib i 
o lm ayan , ile tiş im siz  ay rı v a rlık la r  o lan  ik i p arçac ığ a  ilişk in  (0), ..., (3) so 
n u ç la rın ı b u lm a n ın  n iç in  h iç b ir  yolu o lm ad ığ ın ı son  derece b e lirg in  hale 
getirm eliy im . (0) nedeniy le , (artık  ile tiş im  iç inde o lm ayıp  önbilg iye sah ip  
o lm ad ık la rı varsay ılan ) iki p a rçac ığ ın  h e r  b ir i o r ta k la şa  biçim de, m eslek 
ta ş ım  ve ben im , h e r  ik im izin  eşzam an lı b iç im de T ölçüm leri g e rç ek le ş tire 
b ilm em ize ilişk in  o lasılığa , zam an  zam an  (gerçekte zam an ın  12'de l'inde) 
b ir  HAYIR y an ıtı verm eye h az ırlık lı olm ak zo ru n d ad ır. D ahası p a rç a c ık la 
r ın  h az ırlık la rı, bu n u  (diğer b ir  deyişle eşzam an lı T ö lçüm lerim ize e şza 
m an lı HAYIR y a n ıtın ı vermek) y ap a b ild ik le ri d u ru m la rd a , (1) ya da (2)'yi

£ sp in i

Alternatif
ayarlarım

^ sp in i

M eslektaşım ın a lternatif 
ayarları

Şekil 23.5 H ard y 'n in  "neredeyse" o la s ılık s ız  EPR v ersiyonu . 1 sp in in in  b a ş la n g ıç  d u ru 
m u, /” yönü  d ik T ve -> yön leri ta ra f ın d a n  k a p sa n a n  çeyrek  düzlem de y u k a rı d o ğ ru  *'lük 
b ir  eğ im le y er a lm ak  üzere, |<- / )  =  |« - ) |/ )  +  |/) |« ->  o lur. H er alg ılay ıc ı y a k la şa n  p a r 
çacığ ın  sp in in i ya  d üşey  ya  d a  y a ta y  b iç im de ölçer.



ih la l e tm em ek üzere h e rh a n g i b irim iz  ta ra f ın d a n  g erçek leştirilm iş  o lan  
b ir  -» ö lçüm üne, o d u ru m la rd a , kesin lik le  EVET y an ıtın ı d a  verm ek zo ru n 
d a  o lm a la rıy la  ilgili o la rak , (bir a ra d a  o lduk larında) ön düzen lenm iş o l
m aya ilişk in  d ikkatli o lm ak z o ru n d a d ır. Yine de b u  k a ra r  o n la rı (3)'e i l iş 
kin korkunç teh likeye so k a r çünkü  böylesi b ir  d u ru m d a  m eslek taşım  ve 
ben, h e r  ikizim iz de aynı -> ö lçüm ünü  gerçek leştirm iş o lab ilir iz  ve böy le
likle EVET, yasak  EVET so nucunu  elde ederiz.

23.6 Kuantum dolanıklığının iki gizemi

B ana k u an tu m  do lan ık lığ ınca  su n u la n  o ldukça ayrık  ik i gizem  varm ış 
g ib i g ö rü n ü y o r ve b u n la rın  h e r  b ir in in  y an ıtın ın  (ilişkili o lsa la r  da) tü 
m üyle fark lı k a ra k te rd e  b ir  şey o lduğuna inan ıyo rum . İlk  gizem  olgunun  
ken d is id ir . K uantum  do lan ık lığ ın ı n a s ıl  k abu llenm eli ve onu, gerçek evre
n im iz in  işley işine  ilişk in  önem li b ir  p a rçay ı o lu ş tu ra n  b ir  şey o larak  k a 
b u l etm eyi becereb ileceğ im iz şek ilde alg ılayabileceğ im iz f ik ir le r  b iç im in 
de n a s ıl an lam land ırm alıy ız?  İk inci gizem  b ir  şek ilde ilk in in  tam am lay ıc ı
s ıd ır. K uan tum  m ekaniği u y arın c a  do lam klık  bu  tü r  h e r an  h e r  yerde b u 
lu n a b ile n  b ir  olgu o ldu ğ u n d an , ve k u an tu m  d u ru m la rın ın  m uazzam  b ir  
çoğun lu ğ u n u n  as lın d a  do lanm ış o la n la r  o lduğunu  an ım sa rız , n iç in  bu 
d ü nyaya  ilişk in  do laysız deneyim im izde hem en  hem en h iç fa rk  etm ed iğ i
m iz b ir  şeydir? k a rış ık lığ a  ilişk in  bu  h er yerde b u lu n a n  e tk ile r h e r  se fe rin 
de n iç in  b iz im le yüz yüze gelm ez? Bu ik inci gizem in, in sa n la r ın  şa şk ın lık 
la rı neredeyse tüm üyle ilk i üze rine  y o ğ u n la ş tığ ın d an  hak  e ttiğ i ilg in in  y a 
k ın  b ir  k ısm ın ı bile elde e ttiğ in e  inanm ıyorum .

Bu ik inci gizem e yönelerek  b aş lam am a  izin verin . E lb e tte  ilk ine de dö 
neceğim . Y üzleşilm esi gereken m uam m a, do lan ık lık la rın  yay ılm a eğ ili
m inde o lm ası gerçeğid ir. S onuçta evrendeki h e r p arçac ık  b ir  d iğeriy le  do 
lan m ış h a le  gelm e zo ru n lu lu ğ u n d a  gö rünür. Ya d a  za ten  tü m ü  b irb iriy le  
d o lanm ış m ıd ır?  N için yaln ızca , gerçekte a lg ılad ığ ım ız  (neredeyse) k lasik  
d ünya  h e r  neyse on u n la  h iç b ir  benzerliğe  sa h ip  o lm ayan  do lanm ış b ir  do- 
lam k lığ ı deneyim lem iyoruz? B ir s is tem e  ilişk in  S chröd inger evrim i bu  ko
n u d a  y ard ım  etm ez. O zam an  ile rled ikçe iş le ri, b aş lad ığ ım ız  h e r  tü r  s is te 
m in  ev ren in  d ah a  d a  faz la  p a rç as ıy la  do lanm ış h a le  geleceği şekilde , d ah a  
da b e te r  yapm a eğ ilim inded ir. H H ilb e rt uzay ı b iç im inde , S chröd inger 
denk lem in in  (U işlem i), kend i b a ş ın a , b iz i zo rlu k la rım ızd an  k u r ta ra m a y a 
cağ ın ın  genel o la rak  k ab u l gö rd ü ğ ü n ü  düşünüyorum . G üvenli b iç im de 
H 'n in  görece ka rışm am ış b ir  p a rç a s ıy la  b a ş la rsa k  b u  d u ru m d a  S ch röd in 
ger evrim i b iz i (genellikle) n eredeyse  hem en do lan ık lığ ın  d e rin le rin e  b a t ı 



racak  ve b ize kend iliğ inden , do lan ık  d u ru m la ra  ilişk in  bu  d ev asa  dağ ın ık  
y osu n  o k y an u su n d an  ç ıkm akta h e rh an g i b ir  yol ya d a  h a t ta  reh b e rlik  s u n 
m a y ac ak tır  (bkz. Şekil 23.6).

Yine de gün lük  h a y a tta  b u  d o lan ık lık la rın  fa rk ın a  b ile  v arm ak sız ın  o l
dukça iyi devam  eder görünüyoruz . B unun neden i ned ir? K uantum  k u ra 
m ın ın  U işlem inden  h iç b ir  y a rd ım  a lm ayacaksak  bu  d u ru m d a  ona ilişk in  
d iğer tem el b ileşene dönm eliyiz: R işlem i. A slında b u n u n  b ize EPR e tk ile ri 
üzerine  değerlend irm elerim izde yard ım cı o labileceği yola ilişk in  b ir  şey 
gördük  bile. D iğer üyesi T ita n  gezegeninde b u lu n a n  m eslek taşım a y a k la ş 
m ak ta  o lan  b ir  EPR çifti üze rinde  b ir  ölçüm  gerçek leştirm ey i c a n la n d ırd ı
ğım ı an ım say ın . Önce kendi ö lçüm üm ü y ap a rsam , bu  d u ru m d a  bu  ölçüm ü 
gerçek leştirm iş  o lm am a bağ lı o la rak  bu  eylem , m eslek taşım ın  p a rç a c ığ ı
n ın  ben im kiy le o lan  do lan ık lığ ın ı kesip  se rb e s t b ıra k ır  ve so n ra s ın d a  ona 
ne y ap a rsam  yapay ım  p arçac ık  bu  a n d a n  itib a re n  (m eslek taşım  ta ra f ın 
dan  ö lçü lm üş hale  gelene dek) o rtağ ın a  o lan  so ru m lu lu k la rın d an  m u a f b ı
ra k ıla ra k  kend ine a it b ir  du ru m  v ek tö rüne  sah ip  o lur. Böylece b u  dolanık- 
lığı boydan  boya y a ra n ın  ö lçüm ler  o lduğu  gö rü lü r. Bu doğru  o la b ilir  mi? 
K uantum  do lan ık lığ ına  ilişk in  olgu ta ra fın d a n  su n u la n  ik inci m uam m aya 
y a n ıt R m idir?

B unun, en az ın d an  k u an tu m  m ekan iğ in in  p ra tik te  ku llan ıld ığ ı yöntem  
b iç im inde d ü şü n ü rsek  doğru  olm ak zo ru n d a  o lduğunu  düşünüyorum . Bu, 
h e rh an g i b ir  k u an tu m  deneyin i, ö rneğ in  az önce d eğerlend irm ek te  o ld u ğ u 
m uz (düşünce) deneyleri gibi, n a s ıl ku rd u ğ u m u zla  ilg ilid ir. EPR d eğ erlen 
d irm elerim izde, b e lirli b ir  k u an tu m  d u ru m u n d a , S tapp  ö rneğ inde 0 sp in li 
ve H ardy  örneğ inde 1 sp in li, o lm ak üzere  ay a rlan m ış o lan  b ir  m ik ta r  p a r 
çacık  ç iftine  gerek duyduğum uzu  an ım say ın . Y alnızca U iş lem in in  e tk ile ri
n i k u lla n a rak  p arçac ık la rım ız ın  e tra fta k i d iğer h e r  şeyle çok tan  korkunç 
b ir  b iç im de do lanm am ış o lduğunu  n a s ıl g a ra n ti edebiliriz? B ir "ölçüm"

Dolanık du ru m la r

t Dolanmamış 
F durumlar 
f j j v /  kayası

HM

Ş ekil 23.6 Dolanık olmayan  
(sağ al ttaki kaya tarafından  
gösterilen) bir başlangıç du 
rum undan uzak b ir Schrödin
ger evrim i neredeyse her za
m an (dağınık yosun  denizi ta
rafından gösterilen) artan do- 
lanıklıklara yol açar. Öyleyse 
deneyim lerim ize ilişk in
sıradan nesneler niçin
bağım sız a y n  şeyler gibi gö
rünür?



d o ğ as ın d ak i b ir  şey b a n a  h e r  zam an , b ir  k u an tu m  deneyin in , d u ru m u n  bu 
is ten ilm ey en  do lan ık  y ığ ınca k irle tilm em iş k a lm as ın ı g a ra n ti  e tm ek üzere 
ku ru lu m u za , ilişk in  önem li b ir  p a rç a  g ib i gö rünü r. B unu söylerken , deneyi 
y ap a n  k im sen in  b u n u  gerçek leştirm e üzere k a s ıtlı  b iç im de b ir  "ölçüm" 
k u rd u ğ u n u  im a etm ek istem iyo rum . Benim  görüşüm . D oğanın  kend isi R 
iş lem in in  e tk ile rin i, deney  g erçek leştiren  b ir  k im se ta ra f ın d a n  h erhang i 
k a s ıtlı  b ir  n iy e t ve "b ilinçli b ir  gözlem ci"nin h erh an g i b ir  a ray a  g irm esi 
o lm aksız ın , sü rek li b iç im de y a sa la ş tırd ığ ı yönünded ir.

B u rad a  an laşm az lığ a  ned en  o lan  su la ra  g iriyo rum  ve b u  k o n u la rla  ilg i
li kend i konum um , d ah a  so n ra  (§§30.9-13'te) yen iden  dönülm eye gerek d u 
yacak . Öyleyse "geleneksel" k u an tu m  m ekaniğ i konuyla n a s ıl ilg ilen ir?  F i
z ikçilerin  "pratik te", d ış dü n y ay la  o lduğu  farz  ed ilen  b u  d o lan ık lık la rın  
h e r  zam an  göz ard ı ed ileb ileceğ in i v a rsa y d ık la rı gö rü lm ek ted ir. D iğer tü r 
lü  ne k la s ik  m ekaniğe ne de k u an tu m  m ekan iğ ine g üven ileb ilird i. B akışın , 
d o lan ık lık la rın  tü m ü n ü n , h e rh an g i gerçek b ir  d u ru m d a  p ra tik  iç inde d e
ğ erlen d irilm elerin e  gerek  o lm ayacak  şek ild e , b ir  b iç im de "dengeleneceği" 
görü lü r. Yine de, d u ru m u n  o la sılık la  bu  o ldu ğ u n a  ilişk in  h e rh an g i küçük 
b ir  ikna edici gö ste rim in  b ile  fa rk ın d a  değilim . D urum un, dengelem ek y e
rine , ev ren in  b aşk a  b ir  yerindek i pek çok d iğ e r o lay  ü ze rin d e  koşu llu  o l
m ay an  yak laşık  o la rak  b ile  tan ım lan m am ış  k o n u m la ra  sa h ip  nesnelerle  
b ir lik te  b ild iğ im iz ev ren  g ib i g it g ide azalm ak  o lduğu  gö rü lm ek ted ir. Onu, 
k u an tu m  m ekaniğ ine ilişk in  y o ru m lam an ın  m erkezinde b u lu n a n  U/R p a 
ra d o k su n d a n  so y u tlan m ış b ir  so ru n  o larak  göreceksek b u  m uam m adan  
h e rh a n g i b ir  çıkış yolu görm üyorum .

B ununla b irlik te  ev ren in  geri k a lan ıy la  b u  yaygın  do lan ık lık  k o n u su n a  
b ak a rız , b ir  ta ra f ta n  onu, U iş lem lerin in  ye terince  b a s it  s is tem le r  iç in  n e 
den  b u  k a d a r  m ükem m el b iç im de iy i iş led iğ ine  ilişk in  d ah a  geniş konudan  
ay ıram azken  öte ta ra f ta n  U 'dan  vazgeçip  an id en  fak a t y ine de gizli b iç im 
de an  be an  R işlem in i a ra y a  sokm ak zorunday ız. N için  fa k a t ay rıca  ne z a 
m an  ve nas ıl?  Bu, (bence d ah a  doğ ru  b içim de) ö lçü m  s o ru n u  ya d a  Nobel 
Ö düllü  Tony L eggett'in  söz leriy le  ölçüm  p a ra d o k su d u r . K onuya 29. b ö 
lüm de yen iden  döneceğim .

Bize do lan ık lık  ta ra f ın d a n  su n u la n  d iğer b ilm ecelerle  iş im i henüz b i
tirm ed im . B un ların  b az ıla rı, do lan ık  b ir  s is tem e ilişk in  ö lçüm ün, d o la n 
m ış b ir  ç iftin  b ir  k ısm ın a  ilişk in  b ir  ölçüm , 17. bö lüm de gö rdüğüm üz üze
re  göreliliğe ilişk in  k u ra lla ra  sa d ık  ka lacak sak  teşv ik  etm em iz gerekm eyen 
b ir  k av ram  o larak , eş za m a n lı b iç im d e  d iğerin i etk ilem ek zo ru n d a  g ö rü n 
m esi neden iy le  göreliliğ in  g erek lilik le rinden  son  derece ra h a ts ız  o lm asıy la  
ilg ilid ir. Bu so ru n la  yüzleşm eye g irişm ed en  önce do lan ık lığa  ilişk in  b ir  d i
ğ er gö rünüm e yönelm eliyim . Bu, önceki b irk aç  p a ra g ra f ta  y ö n eld ik le ri



m izden  b ile  d ah a  faz la  ayn ı an d a  h e r  yerde  b u lu n a n  b ir  gö rü n ü m d ü r. Öy
lesine  h e r  yerde b u lu n u r  ki, ö lçüm  p a ra d o k su n a  hang i b iç im de bakm ayı 
seçersek  seçelim , ö lçüm ler b ile  k en d is in i k es tir ip  an layam az. D ahası o k u 
an tu m  m ekaniğ in in , şim diye k a d a r  yöneld iğ im iz d iğer öze llik lerinden  b a 
ğ ım sız g ö rünen  k a ra k te ris tik  b ir  özelliğ id ir. K uantum  m ekan iğ in in  özdeş  
p a rça c ık tı s is tem lere  d av ran d ığ ı d ik k a t çekici yola başvu racağ ım .

23.7 Bozonlar ve fermiyonlar

İçe ris in d e  b ir  p a rçac ığ a  uygun  o lan , 0, 1, 2, 9 o la rak  işa re tlen m iş
y aln ızca  ay rık  10 konum un b u lu n d u ğ u  "oyuncak evren"i ağ ırlay ışım ız ı 
an ım say ın . Bu evrende b ird en  faz la  p a rçac ığ ın  bu lu n ab ileceğ in i göz ö n ü 
ne a ld ığ ım da, p a rç ac ık la r ın  "aynı tü r  parçacık" o larak  düşünü lm em e ge
rek liliğ i k o n u su n d a  d ikkatliyd im  ve o n la rı diyelim  ki "iki elektron" ya da 
böyle b ir  şey yerine  “A  parçacığ ı"  ve “B parçacığ ı" o la rak  ad lan d ırd ım . B u
n u n  neden i k u an tu m  m ekan iğ in in , D oğanın gerçek p a rç ac ık la r ın ı önceki 
ta rtışm a la rım ız d a k in d e n  n ite lik se l o la rak  fa rk lı iş lem lerle  ele a lm asıd ır . 
A slında b u  n o k tad a  n ite lik se l o la rak  o ldukça fa r k lı  böylesi iki işlem  a r a 
s ın d a  b ir  ay rım  yapm ak  zorundayız! Bu iş lem lerd en  b iri bozorı o la rak  b i
linen  p arçac ığ a  ve d iğeriyse  fe rm iyo rı o la rak  b ilinen  p arçac ığ a  uygu lan ır. 
B ozonların  ta m sa y ılı sp in e  sa h ip  (diğer b ir  dey işle  sp in in  h b irim in d en  0, 
1, 2, 3 ,.. .  d eğerle rin i aldığı) p a rç a c ık la r  ve fe rm iy o n la rın  y a r - te k  ta m say ılı 
sp in e  sa h ip  p a rç ac ık la r  o lduğu  açığa çıkar; ilişk i k u an tu m

alan  k u ram ı bağ lam ındak i, sp in  is ta tis tik le r i teo rem i o la rak  b ilinen  ün lü  
b ir  m a tem atik se l teo rem in  so nucudur; bkz. §26.2.) Ö rneğin çekirdek ya da 
tü m  a to m la r  ya da esasen  (ku ark lard an  o lu ş tu k la rı kabu l edilen) p ro to n  
ya da n ö tro n la r  g ib i tek il h a d ro n la r  tü rü  b ileşik  p a rç ac ık la r  uygun  b ir  
yak laşık lık  tah m in i d erecesine  k a d a r  tek il bozon ya d a  ferm iy o n la r g ibi 
ele a lın ab ilir le r . Böylece fo to n la r  ve de m ezon la r (pion, kaon, vb) ve de za 
y ıf  e tk ileşim le rd en  so rum lu  p a rç ac ık la r la  (W ve Z parçacık ları) yeğin  e tk i
le şim lerden  so rum lu  p a rç a c ık la r  (gluonlar) da bozondur. Açık o larak  b ile 
şik  a p a rç ac ık la rı (2 p ro to n , 2 nö tron), d ö te ry o n la r (1 p ro to n , 1 nö tron), vb 
de ay rıca  bozon d a v ra n ış ın a  yak ın  b iç im de d av ran ır. Öte ta ra f ta n  e lek t
ro n la r, p ro to n la r, n ö tro n la r, o n la rı o lu ş tu ra n  k u ark la r, n ö tr in o la r, m üon- 
la r  ve pek çok b aşk aca  p a rç ac ık  ferm iyondur. F erm iy o n la ra  ilişk in  dalga  
fo n k siy o n la rın ın  §11.3 'teki term ino lo jiy le  (§22.8'le k a rş ıla ş tır ın ), bozonla- 
ra  ilişk in  o la n la r  değilken, sp in ö r  nesneler  o lduk la rı gerçeğ ine b e lir te b ili
riz.

B ozonları fe rm iy o n la rd an  gerçek ten  a y ır t  eden  şeyin  ne o lduğunu  g ö r
m ek iç in  gelin  iç inde iç inde 0, 1, 2, 9 o la rak  işa re tle n m iş  yaln ızca  10



n o k ta  b u lu n a n  oyuncak  evren im ize geri dönelim . Bir da lga  fonksiyonunun  
uygun  b enzerin in  b a s it  o la rak , tek il b ir  p a rçac ık la  ilg ili z 0, z 1, . . . , z 9, ay ırt 
ed ileb ilir  b ir  p arçac ık  ç iftiy le  ilg ili z00,z01, . . . z 99 ve böy lesi üç p arçac ık la  
ilg ili z000,z 001, . . . ,z 999,vb k a rm a şık  sa y ıla rın ın  b ir  d erlem esi o lduğunu  
an ım say ın . B unun la  b ir lik te  b ir  ç if t bozon la  ilg ili gerek lilik  z tj k arm aşık  
say ı derlem esin in , in d is le r in d e  ö rneğin  z38 =  z83 o lacağ ı şek ilde s im e tr ik  
o lm asıd ır:

z i j  =  z j l -

Böylece b u  "dalga fonksiyonu"y la ilg ilen ild iğ i sürece, h an g i pa rçac ığ ın  
3 'tek i h an g is in in  8 'dek i o ld u ğ u n u n  b ir  fark ı yok tu r. Y alnızca 3 ve 8 n o k ta 
la r ın ı işg a l eden b ir  p a rç a c ık  ç i fti  söz k o n u su d u r. Bozon ç iftin in  h e r  ik is i
ne de aynı yerde m ükem m el b iç im de sa h ip  o lab ileceğ ine d ik k a t edin; ö r
neğ in  z33 h e r  iki bozon iç in  de 3 n o k ta s ın ı e şzam an lı işg a l etm eye ilişk in  
k a rm aşık  ağ ırlık lan d ırm a  k a tsa y ıs ıd ır . (Düzensiz) p a rç ac ık  ç iftin i 10 nok 
ta y a  y erle ştirm en in  yaln ızca  ^ (10x11) =  55 ay ırt ed ileb ilir  b iç im i o ld u ğ u 

nu  g ö rü rü z  ve yaln ızca  bu  sa y ıd a  (diğer b ir  dey işle  H 100 yerine  H55) k a rm a 
şık  say ı gerek lid ir. Ö zdeş üç bozon iç in  üç a rg ü m a n d a  da sim etriye  sah ip  
oluruz:

z i j k  =  z j i k  =  z j k i  =  z k j i  =  z k l j  ~  z i k j  ■

Böylece du ru m u  tan ım lam ak  üzere  a r tık  ^ (1 0 x 1 1 x 1 2 ) =  220 k arm aşık  s a 

y ıya sa h ip  oluruz: H 1000 yerine  b ir  H220 elem anı. Ö zdeş n ad e t bozon için  
say ı, bu  say ı bağ ım sız  zi;- m k a rm a şık  sa y ıla rın a  ilişk in  say ı olm ak üzere, 
(9 +  n)!/9!n! o lur. zi; m, in d is le r in d e  tüm üy le  s im etrik  o lm a lıd ır  (notas- 

yon la  ilg ili o la rak  §§12.4,7 ve §14.7'ye bakın):

z ij . . .m ~  z (ij . . .m)-

Şim di ferm iy o n la rı ele a lalım . B ozon lardan  fark lı o la rak  fe rm iy o n la rd a  
d a lga  fo n ksiyonunun  a rg ü m a n la rın d a  ters  s im etrik  o lm ası gerekir:

Z İj =  ~ Zj İ '

z i j k  =  ~ z j i k  =  z j k i  =  ~ z k j i  =  z k i j  =  ~ z i k j ı  

z ij . . .m  =  z [ij.. .m\-

Böylece özdeş iki fen n iy o n  iç in  ^ (1 0 x 9 ) =  45, özdeş üç ferm iyon için  

- (1 0 x 9 x 8 )  =  120 ve özdeş n  ferm iyon  iç in  10!/n! (10 — n)! ad e t karm aşık  

say ıya  sah ip  o lu ru z .112391 H esap lam ad ak i fa rk lılık  a r tık  aynı n o k tad a  iki 
ferm iyona sah ip  olm a o lan ağ ın a  sah ip  o lm am am ızdan  k ay n a k la n ır  çünkü



te rs  s im etri z . .. k a rm aşık  a ğ ırlık lan d ırm a la rın ın , bu  m eydana geld iğinde, 
yok olm ak zo ru n d a  o lm ası an lam ın a  gelir: z33 = 0, z474 =  0, vb.

O yuncak evren im izde 5 'ten  faz la  özdeş ferm iyona sa h ip  o lduğum uzda 
sa y ıla rın  yen iden  düşm eye b a ş lad ığ ın a  d ik k a t edin. 10 ferm iyona u la ş tığ ı
m ızda o lası yaln ızca  tek  b ir  d u ru m  söz k o n u su d u r ve oyuncak  ev ren im iz
de 10 özdeş fe rm iyondan  fa z la s ın a  sah ip  olam ayız. Bu m odelde k u an tu m  
fiziğ indeki, Pauli d ışa r la m a  ilkesi o la rak  a d la n d ır ıla n  önem li b ir  ilken in  
o rtay a  k o n u şu n u n  b u lu n d u ğ u n u  görürüz. Bu bize özdeş iki ferm iyonun  
(basit o la rak  ferm iyonik  da lga  fonksiyonuna a it te rs  s im e tr in i b ir  özelliği 
olarak) ayn ı d u ru m d a  b u lu n am ay acağ ın ı söyler. Katı m ad d e le rin  kendi 
üze rle rin e  çökm em esi gerçeğ i n ih a i o la rak  bu  ilkeye bağ lıd ır. O lağan katı 
m adde  tem el o la rak  fe rm iy o n la rd an  o luşur; e lek tron la r, p ro to n la r, n ö t
ron lar. B un lar P au li ilkesi neden iy le  "b irb irin in  y o lla rın a  yak laşm am ak" 
zo ru n d ad ır.

B ozonlar d u ru m u n d a  iş le r  b aşk a  tü r lü d ü r . B ozonlar ayn ı d u ru m d a  o l
m ayı " tercih  etm e"ye ilişk in  h a f if  b ir  eğilim  iç inded ir. (Bu, fa rk lı bozon 
d u ru m la rın ı h esap lam ay ı ilg ili fa rk lı k lasik  d u ru m la rla  k a rş ıla ş t ırd ığ ı
m ızda, tüm üyle  is ta tis tik se l b ir  etk i o la rak  o rtay a  çıkar.) S ıcaklık  çok d ü 
şük  o ld uğunda  b u  etk i önem li h a le  g e leb ilir  ve ilg ili p a rç ac ık la r ın  çoğu 
aynı d u ru m d a  b ir  a ray a  to p la n d ığ ın d a  Bose-E insteirı yo ğ u n la şm a s ı  o la 
rak  b ilin en  olgu o rtay a  ç ıkab ilir. Süper ak ışk an la r  bu  tü r  b ir  şeye ö rn ek tir  
ve la ze rle r  b ile  b u n d an  fay d a lan ır . B ir sü p e r ile tkende e lek tro n la r  b ir  "çift 
o lu ştu rm a" b iç im ine s a h ip tir  ve bu  Cooper ç iftleri san k i tek il bozon lar- 
m ışça s ın a  d av ran m a ye teneğ inded ir. K uantum  m ekaniğ ine ilişk in  en e tk i
leyici ve k a rş ı sezgici p ra tik  k u lla n ım la rın d an  b az ıla rı bu  tü r  "ko lek tif ' o l
gu neden iy le  o rtay a  çıkar.

23.8 Bozon ve ferm iyon ların  kuantum durum ları

B ozonlar ve fe rm iy o n la ra  ilişk in  s im etri ve te rs  s im etri g e rek sin im leri
n i y a ln ızca  "oyuncak evren ''im izle ilg ili o la rak  b e lirtm iş  o lsam  da o lağan  
uzaydak i gerçek bozon ve fe rm iyon la rın  b ir  to p lam ıy la  ilg ili bozon /ferm i- 
yon s im etri gereksin im leri tem elde ayn ıd ır. D alga fonksiyonu, h e r  p a rç a 
cığ ın  (sp inör ya da tensör) in d is  g ru b u n u  g ru b u n u  k u şa tm a k  üzere, u za y 
da u ,v , . . . ,y  o la rak  işa re tle n m iş  b ir  m ik ta r  n o k ta n ın  yan ı s ıra  s ıra s ıy la  
u ,v , . . . , y  ta ra fın d a n  işa re tle n en  b irçok  ayrık  p a ra m e tre n in  b ir  fonksiyonu 
o lacak tır, ilk  o larak  özdeş bo zo n la ra  ilişk in  b ir  ç iftle  ilg ili b ir  da lga  fonk 
s iy o n u n u n  n a s ıl g ö rü n d ü ğ ü n ü  so rarız . G ereklilik, =  ı/ı(u, u; v, v) fo n k si
y o n u n u n  p arçac ık  değiş to k u şu y la  ilg ili o la rak  s im e tr ik  o lm asıd ır:



ı/ı(u,u; v, v) =  \p(y,v-, u ,u ).

Özdeş üç bozon la ilg ili da lga  fonksiyonum uz üç p a rçac ığ ın  tü m ü n e  ilişk in  
p e rm ü tasy o n la rla  ilg ili o la rak  s im etrik  o lm alıd ır:

ı/ı(u, u; v, v; w, w) =  ı(ı(v, v; u, u; w, w) =  ıp(v, v, w, w\ u, u) =...,

ve b u  şekilde devam  eder.
F erm iyon la r d u ru m u n a  ilişk in  bu  b a ğ ın tıla r , p a rç ac ık  değiş to k u şu y la  

ilg ili o la rak  ters  s im etriy le  yer değ iş tir ir :

ıp (u ,u ;v ,v ) = -ıp (y ,v -,u ,u ). 

ıp(u, u; v, v, w, w) =  —ı/»(v, v; u, u; w, ıv) =  v, w, w; u, u ) = ...,

ve bu  şek ilde devam  eder. H er du ru m d a, (ayrık u ,v ,...  değ işken leriy le  n ite 
lend iğ i üzere) sp in  d u ru m u n u n  b u  değiş to k u ş la rd a  p arçac ık la  b irlik te  t a 
şınm ak  zo ru n d a  o ld u ğ u n a  d ikka t edin. Bu, P au li d ışa rla m a  ilkesin i uygu
larken  d u ru m la rı, y a ln ızca  k o n u m la rın ın  özdeşliğ ine  ek o la rak  sp in  d u 
ru m la rı d a  özdeşse özdeş o la rak  değerlend ireceğ im iz  im a sın a  sa h ip tir . 
Bu, örneğin , iki e lek tronun , d u ru m la rın ın  z ıt o lm ası k oşu luy la  ayn ı o rbi- 
ta li p ay laşab ild iğ i k im yada  önem lid ir (bkz. Şekil 24.2).

B u ras ı §23.3 'te değ in ilm iş o lan  d u ru m la rla  ilg ili (soyut) in d is  no tasyo- 
n u n u n  k u llan ış lı o lduğu  y e rd ir  (ve §12.8 'de aç ık lan d ığ ı üzere Şekil 26.1 'de 
gö ste rilen  b ir  d iyag ram  b iç im li n o ta sy o n  d a  k u llan ılab ilir). B u rad an  h a re 
ketle  kend isine  a  iş a re tin in  a tan d ığ ı b e lir li b ir  p a rç ac ığ ın  dalga  fonksiyo 
n u  iç in  ı/>“ , ve k en d is in e  /? işa re tin in  a tan d ığ ı ik inci b ir  pa rçac ığ ın  dalga 
fonksiyonu  iç in  0 ^ 'y ı k u lla n ab ilir iz  ve bu  d u rum  b u  şek ilde sü re r  gider. 
P a rçac ık la r özdeş değ ilse  o n la rın  ç iftleriy le  ilg ili da lga  fonksiyonu

(tensör) çarp ım  d u ru m u  o lu rken , b u n la r  özdeş b o zo n la rsa  du rum  (norm al
le ştirm e  k a tsa y ıla r ı üze rine  kaygılanm aksız ın)

+ <paTpp

olur. (Soyut ind is  n o ta sy o n u n a  ilişk in  b ir  nokta: değ işm eli ça rp ım a sah ib iz , 
örn. <t>aıf>P = T ensö r ça rp ım ına  ilişk in  değ işm eli o lm ayışla,
\<p)\ıp) ^  |]/ı)|0)'n in  cpaıpP =£ 1/;“$ ^  o la rak  ifade edileceği şekilde in d is  d ü 
zenlem esi ilgilenir.) Bu s im etrik lenm iş d u rum u  (2 ça rp an ın ı göz a rd ı ede
rek) sim etrilem eyle ilg ili p a ra n te z  no tasyonum uzu  (§12.7, §22.8) k u llan arak

b iç im inde yazab iliriz . Bu, n  özdeş bozonla ilg ili o la rak , b irey se l d u ru m la rı 
xpa,(t)^ ,...,X K o lan  k u an tu m  d u ru m la rın ı hem en  sim etrik len m iş



Xp(a(pP' ' m̂ K)

çarp ım ı o la rak  yazabilm em iz av a n ta jın a  sa h ip tir . F erm iyon la rla  ilg ili o la 
rak  da tam  o la rak  ayn ı şeyi y ap ab iliriz . B ireysel Tpa,<pP,...,xK d u ru m la rıy 
la  ilg ili, özdeş n ad e t fe rm iyonun  tü m ü n e  ilişk in  b ir  derlem e te rs  s im e tr ik 
lenm iş

ıp^a<pP.. , x K]
d u ru m u n d a  o lu r (§12.4).

Bu çok p arçac ık lı d u ru m la rın  tü m ü n ü n  (özellikle özdeş fe rm iy o n la rın  
b ir  ç iftin in  ı/>“<^ — b irle ş im i o la rak  aç ık lam asın a  ilişk in  g ö rd ü ğ ü 
m üz üzere) tekn ik  o larak  d o la n ık  o ldu ğ u n a  d ikka t edin. B unun la b irlik te  
bu , h a f if  tü rd e  b ir  d o la n ık lık tır  çünkü  ü s t  ü s te  b inm e yaln ızca  özdeş p a r 
ça c ık lara  uygu lanan , "fiziki o la rak  a y ır t edilem ez" d u ru m la r  a ra s ın d a d ır . 
S ırasıy la  b o zo n lar ve fe rm iy o n la rla  ilg ili ij)^a(j>P. . . x ’c> ve <j>P. . . x K̂ d u 
ru m la rı "do lanm am ış" d u ru m la ra  u laşab ileceğ im iz  en yak ın  o la n la r ıd ır  ve 
bu  tü r  d u ru m la rı "do lanm am ış" o la rak  ad lan d ırm a k la  ilg ili a l te rn a t if  ko 
num u k ab u l edeb iliriz . (Bu n o ta sy o n d ak i genel n -p a rça c ık lı bozon  d u rum u  
b u  b iç im de bö lünm eyen  b ir  'PaP-K =  0 ifad esi olur. B enzer b iç im de
genel b ir  n -p a rça c ık lı ferm iyon  d u ru m u  "bölünm eyen" b ir  <paP~K = <p\.aP~K\ 
olur.) Ket n o ta sy o n u  b iç im inde bu  s im etri ve te rs  s im etri gerek lilik le riy le11 
ilg ilenm ek üzere  b ir  |ı/<) A \<p) A...A \x) "kam a çarp ım ı" n o ta sy o n u n u , te r im 
le rin  değ işm esi ya da değ işm em esin in  b ireyse l ç a rp a n la rın  "dereceler"ine 
b ağ lı o lduğunu  ak lım ızda tu ta ra k  (bkz. §11.6), göz önüne a lab iliriz .

Özdeş bozon  ya da fe rm iy o n la rd a  o rtay a  ç ıkan  "dolanıklık" tü rü  görece 
"zararsız" o lsa  da (ve a s lın d a  b ir  k u an tu m  sis tem in d e  o lanak lı o lan  çok 
say ıd a  a l te rn a tif i a r tt ırm a k  yerine  aza ltm ay a  h izm et e tse  de), en az ın d an  
büyük  fiziki u zak lık la r ü zerin d e  b ir  gerilm e e tk isiy le  ilg ili b e lirg in  b ir  
im aya sa h ip tir . O ldukça yak ın  b ir  y ıld ız ın  te rs  ta ra f la r ın d a n  d ü nyaya  u la 
şan  fo to n la rın  bo zo n lara  ilişk in  "dolanık" doğası, H an b u ry  B row n ve 
Tvviss'e (1954, 1956) a tfed ilen  b ir  yön tem  a rac ılığ ıy la  bu  tü r  y ıld ız la rın  
ç a p la rın ı ölçm ekte k u llan ılır . Y öntem leri ilk  o la rak  ile ri sü rü ld ü ğ ü n d e , 
" fo ton la rın  d iğer fo to n la rla  değil yaln ızca  kend ileriy le  g iriş im  iç inde o la 
b ilecekleri" iti ra z ın d a  b u lu n a n  pek çok (h a tta  seçkin) k u an tu m  fiz ikçisi t a 
ra f ın d a n  büy ü k  b ir  k a rş ı koyuşla  k a rş ıla ş tı; fa k a t "d iğer fo ton la r" ın  bo- 
zo n -d o lan ık  b ir  b ü tü n ü n  p a rç a s ı o lduğu  gerçeğ in i gözden k aç ırm ışla rd ı.

Bu doğaya ilişkin bir şema, "kamalar"ı açık biçimde kullanmaksızın Shadovvs o f the Mind 
(Zihnin Gölgeleri) adlı kitabımda, §5.15, etkin biçimde benimsendi.



23.9 Kuantum Işınlam a

Bu bö lüm ü b itirm ek  üzere EPR etk ile rin in  yo ru m u n d a içkin  o lan  b ilm e
celere yen iden  dönelim . Özellikle özel görelilikle, E in s te in 'ın  ış ık tan  d ah a  
h ız lı sinya llem enin  o lanak lı o lm am asına  ilişk in  kendi k o şu lla rın a  saygı 
duym az görünen  EPR çiftle ri a ra s ın d ak i "iletişim ''e  ilişk in  g ö rünüştek i çe
lişk iy i an ım sayalım . Bu m eselele ri ayd ın la tm ak  üzere k u an tu m  dolanıklığ ı- 
n a  ilişk in  k u a n tu m  ış ın la m a  o la rak  b ilinen  o ldukça gizem li b ir  an lam  d a 
h a  sunacağ ım . B ana göre b u  im a, EPR etk ile rin i genel o la rak  kabu l edecek
sek bizi, a ra ş tırm ak  zo ru n d a  kalacağım ız b ir  yöne sevk eder. Yine de bu  
yönün , pek çok in sa n ın  kuşk u su z  ve göreceğim iz üzere h ak lı o la rak  g irm ek
te  en gönü lsüz o lduk la rı b ir  a lan a  yön lend ird iğ in i bulacağız!

"Işın lam a" te rim iy le  ne k as ted ilir?  Bu, K ap tan  Kirk ve m ü re tte b a tın d a n  
b a z ıla rın ın  keşfed ilm em iş b ir  gezegen yüzeyine ış ın la n d ık la r ı "Uzay Yolu" 
n u  ça ğ r ış tır ır . Bir k iş in in  "kim liği"nin b a ş a r ılı  b iç im de ış ın lan m asıy la  il
gili o la rak  gezegen yüzeyine y a ln ızca  k la s ik  b az ı p a rçac ık  konum ları d iz i
sin in , vb değil gerçek b ir  k u a n tu m  d u r u m u n u n  doğru  d ü rü s t b iç im de 
y a n s ıtılm a s ın ın  gerek tiğ i b ir  b ak ış  ben im sen ir. Böylesi b ir  bak ış açısı, 
ış ın lam a  işlem in in , ik is in d en  h an g is in in  b irey in  "bilinç ak ışı"n ın  sü re k li
liğ in i tem sil edeceğiyle ilg ili h a s s a s  m u am m alara  yol açab ilecek  o lan , b ir  
b irey i ko p y a la m a  b iç im inde  k u llan ılam ay acağ ın ı söy leyen felsefi a v a n ta 
ja  s a h ip tir .12 B ilinm eyen b ir  k u an tu m  d u ru m u n u  kopyalam ak  n iç in  o la 
n ak lı değ ild ir?  Soru y az ın d a  ikna  edici b iç im de iş a re tle n m iş t ir13 fa k a t te 
m el değ e rlen d irm e ler v a s ıta s ıy la  böy lesi b ir  o lasılığ ın  s ta n d a r t  U/R k u a n 
tu m  m ekan iğ in in  ilke leriy le  b ir  çelişk iye yol açacağ ın ı gö reb iliriz . O rijinal 
o lan ı yok etm eye h az ır lan ılm a d ık ça  tam  b ir  kopya y ap ılam az ve b ilin m e
yen  b ir  k u an tu m  d u ru m u n u n  ta m  o la rak  ayn ı iki kopyası yap ılam az.

N eden o lm asın? Y ap ılab ilirse  böylece işlem  y ine lenerek  4, d a h a  son ra  
8 ve so n ra  16, vb kopyaya sa h ip  o lu n ab ilir. D urum un  yaln ızca , kü tle  sa h i
b i —sp in li b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  |/>  b a s it  sp in  d u ru m u  o ld u ğ u n u  d üşünün . 

Böylece b u n u  pek çok kez k o p y a lad ık tan  son ra , y e te rin ce  büyük  aç ısa l 
m o m en tu m lar iç in  k la sik  b ir  b iç im de ö lçü leb ilen  ve /  u zam sa l y ö nünün  
k en d is i yo luy la  elde ed ild iğ i | / ) | / ) . . . | / >  =  | / / . . . / >  ifad e s in e  sa h ip  o lm a
m ız gerekir. Bu yo lla  d u ru m u n  (bir o ran tılılık  k a tsa y ıs ın a  bağ lı olarak) 
gerçek ten  n e  o lduğuna  ilişk in  b ir  ölçüm  elde etm em iz gerek ir  fak a t k u a n 
tu m  m ekan iğ in in  s ta n d a r t  U/R iş lem leri b u n u  y ap m am ıza  iz in  verm ez. 
R 'n in  b ir  |/>  d u ru m u  ü ze rin d e  gerçek leştirm em ize iz in  v erd iğ i tek  ölçüm  
b ir  H erm itse l (ya da norm al) işlem ci ta ra fın d a n  v e rilir  ve b u  b a s it  b iç im de

12 Bkz.  Penrose, 1989a.
13 VVooters ve Zurek, 1982.



şu  so ru la r ı sunar: "Spin b ir  \  yönünde m id ir?  Y anıt EVET ya d a  HAYIR." 
Ölçüm  so n ra s ı du ru m  ya so ru d ak i \  yönünde (EVET) ya da te rs  \  yönünde 
(HAYIR) o lacak tır. Spin d u ru m u n u  d iğer şey lerle  k a rışm ış  b iç im de değer
le n d ir irsek  as lın d a  gerçek leştireb ileceğ im iz  b aşk ac a  ö lçüm ler de söz ko
n u su  o lu r  (ve bu  tü r  b ir  şey in  değerin i k ısa  sü re  iç inde göreceğiz). B u n u n 
la  b irlik te  İncelenm ekte o lan  du ru m  d ış dünyay la  do lanm am ış b iç im de 
d eğ e rlen d irilirse  onun  üzerin d e  do laysız b ir  ölçüm  g erçek leştirm ek ten  d a 
h a  iy is in i yapam ayız. D urum dan  elde edebileceğ im izin  tü m ü  b a s it  b ir  
EVET/HAYIR y an ıtıd ır; d iğer b ir  dey işle  yaln ızca  b ir  b it (0 veya 1 şek linde 
ik ili sayı) b ilg i. Ö lçüm  ayg ıtın ı d iled iğ im iz aç ıy la  çev ireb iliriz  fa k a t s is tem  
b ize d u ru m u n  gerçek te iş a re t e ttiğ i /  yönünü  söylem eyecektir. Doğru, bu  
yön, yaln ızca  kend isi iç in  kesin  b iç im de EVET y a n ıtın ın  verilm esi (1 o la s ı
lığı) gerçeğiyle ay ırt ed ilir  fak a t b u n u n  önceden  h an g i yön  o lduğunu  b ile 
m eyiz. (Kuantum  d u ru m u n u  ay a rlam ış  o lan  k iş i b ize yönün  /  o lduğunu  
söylesydi b u  d u ru m d a  onu  k o p y a lay ab ilird ik  fak a t so ru n u n  so ru lm a  b iç i
m i bu  değil; incelem ekte o lduğum uz şey önceden  b ilin m e ye n  ve k o p y a la 
m aya n iye tlend iğ im iz  b ir  k u an tu m  durum u.)

K uan tum  ış ın lam an ın  b aşa rm ay ı am açlad ığ ı şey  b ir  k u an tu m  d u ru m u 
nu  b ir  yerden  b aşk a  b ir  yere, K irk 'ün  gem isi A tılg an 'd an  keşfed ilm em iş 
gezegen yüzeyine, g ö n d e rm e k tir . K uan tum  m ekan iğ i b u n u  g erçek le ştirm e
yi engellem ek üzere kesin lik le  h iç b ir  engel çıkarm az; a s lın d a  k u an tu m  
n esn es in i tek  v ü cu t h a lin d e  b ir  yerd en  d iğerine  o lağan  b ir  şek ilde n ak le 
deb iliriz . B unun la b irlik te  ca n lan d ırd ığ ım ız  b e lir li d u ru m d a  koşu lla rın , 
b ir  k u an tu m  n esn esi ya d a  h e rh a n g i tü rd ek i b ir  k u an tu m  s in y a lin e  ilişk in  
g ü v en ilir  b ir  nak lin  o ldukça a ş ır ı b iç im de " rah a ts ız  edici" h a le  geld iğ in i 
d ü şünüyoruz . S ıradan  k lasik  b ilg in in  a k ta r ılm a s ı tüm üyle  k o şu lla r ın  e l
verd iğ i ö lçüde o lm alıd ır. B unun la  b ir lik te  b ir  k u an tu m  d u ru m u n u  y a ln ız 
ca k lasik  s inyallem e k u lla n a rak  ak ta rm ak  o lası değ ild ir. B unun neden i 
açık o lm alı çünkü k lasik  s in y a lle r  d o ğ aları gereğ i k o p y a lan ab ilir . B ir k u 
an tu m  d u ru m u n u  ak ta rm ak  üzere  k u lla n ıla b ilse le rd i böylece k u an tu m  d u 
ru m la rı da k o p yalanab ilird i; y u k a rıd a  b u n u n  o lası o lm am ası gerek tiğ in i 
gö rm üştük . İ lk  o la rak  yapm am ız gereken  "zem ini h az ırlam ak "tır . "Keşfe
d ilm em iş gezegen" g ö rü n tü sü  b u n u n  iç in  b iraz  uygunsuz o ld u ğ u n d an  b u 
n u n  y erin e  T ita n 'd a k i m eslek taşım ı y a rd ım  etm ek üzere  göreve çağ ıray ım , 
—sp in li b ilinm eyen  b ir  k u an tu m  d u ru m u n u  ak ta rm ay a  n iye tlend iğ im  k iş i 

iş te  bu  m eslek taşım d ır.

G erekli "zem in hazırlığ ı" , h a lih a z ırd a  h e r  b irim iz in  - -s p in li  b ir  EPR 

p arçac ık  ç iftin in  b ir  üyesine  sah ip  olm a zo ru n lu lu ğ u d u r. P arçac ık la rın  
b irlik te , tıp k ı o rijina l EPR Bohm  v ersiy o n u n d ak i g ib i O -spinli b ir  d u ru m 
da o ld u ğ u n u  düşü n eb iliriz . V arsay ım ım ız k u an tu m  d u ru m la rın ı dünya  ve 
T ita n  a ra s ın d ak i uzay ın  m enzili boyunca gönderm enin  a r tık  güvenilm ez



olm asıydı. B ununla b irlik te  beş y ıl önce, m eslek taşım  T ita n 'a  doğru  yola 
ç ıkm adan  önce, h e r  b irim iz in  y an m a  ad ı geçen çifte  ilişk in  ilg ili parçac ığ ı 
a ld ığ ın ı ve h e r  p a rçac ığ ın  d ış  e tk ile rd en  m ükem m el b iç im de y a lıtık  tu tu l 
duğu n u  varsayalım . P arçac ık la r, m eslek taşım  geri dö n d ü ğ ü n d e  h â lâ  ra 
h a ts ız  edilm em iş d u ru m d a la rsa  böylece ik is i b ir  a ra y a  g e tir ild iğ in d e  0 -  
sp in li d u ru m a  yen iden  k av u şu lu r.

Şim di, b ir  a rk a d aş ın  b a n a  y ine d ış  e tk ile rd en  y a lıtık  tu tu lm u ş  i - s p in l i  

b a şk a  b ir  p a rçac ık  su n d u ğ u n u  düşünelim . O p arçac ığ ın  sp in  d u ru m u n u  
hem en, sağ lam  b iç im de T ita n 'd a k i m eslek taşım a ak ta rm am  isten iyo r. Ar
tık  k o şu lla rın , b ir  k u an tu m  d u ru m u n u n  b u ra s ı ve T ita n  a ra s ın d a k i uzay  
m enzilinde güven ileb ilirliğ ine  iz in  verm esin in  gerekm ediğ in i ak ılda  tu ta 
rak  y a ln ızca  k lasik  b ir  rad y o  s in y a li gönderm em e iz in  verilir. B unu y a p 
m a d an  önce a rk a d aşım ın  p a rç ac ığ ın ı kend i EPR p arçac ığ ım ı sak lad ığ ım  
y ere alıp  b u  ik is in i b ir  a ra y a  ge tiririm . H er p a rçac ık  ^ -sp in lid ir , böylece 

d u ru m la rı b irlik te  4 -b o y u tlu  b ir  s is tem  (benim  p arçac ığ ım  ve m e sle k ta ş ı
m ın  T ita n 'd a k i p arçac ığ ı a ra s ın d a k i do lam k lık la  ilg ili değ ilse yaln ızca  H 4) 

o lu ş tu ru r . Şim di o n la rın  ç iftle ri ü zerin d e  b irlik te  (a rk ad aşım ın  ve ben im 
kinin), d ö rt (Bell d u ru m la rı denen) o rtogonal du ru m u  a y ıra n  b ir  ölçüm  g er
çek le ştir ir im

(0) |T)|İ> -  |-1>|T>,
(1) |T>|T> -  |A>|4>,
(2) |î> |î) +  |im > ,

(3) |î> |i) +  U)|î>.

Bu ö lçüm ün  so n u ç la rın ı T ita n 'd a k i m eslek taşım a, ü s tte k i ö lçüm lerim in  
o rtay a  koyduğu d ö rt d u ru m d an  b ir in e  s ıra s ıy la  k a rş ılık  gelen 0, 1, 2, 3 s a 
y ı la n  ta ra f ın d a n  kod lanm ış o lağan  b ir  k lasik  sin y a l a rac ılığ ıy la  ak tarırım . 
M esajım ı a lm as ı ü ze rin e  m eslek taşım , o an a  dek d ış  e tk ile rd en  d ikka tli b i
çim de k o runm uş olan, EPR ç iftin in  d iğer üyes in i a l ır  ve ü ze rin d e  şu  d ö n 
dürm eyi gerçek leştirir:

(0) kend i h a lin e  b ırak ,

(1) x  eksen i e tra f ın d a  180°,
(2) y eksen i e tra f ın d a  180°,
(3) z ekseni e tra f ın d a  180°.

A rkadaşım ın  k u an tu m  d u ru m u n u  T ita n  üzerindek i m eslek taş ım a  b a ş a r ılı 
b iç im de "ışın lam a“n ın  gerçek leşm esi do laysız  o la rak  k o n tro l edİlebİ-
l i j .  123.101



Şekil 23.7 Kudolanıklığın nedensel olmayan 
yayılımını gösteren "Kuantum ışınlama". Bir uzay- 
zaman diyagramı, kendisi yoluyla, bana arkadaşım  
tarafından verilen —spinli bilinmeyen kuantum  
durumunun (\S)) Titan'daki meslektaşıma, meslek
taşım ve benim halihazırda bir EPR çiftini pay
laşıyor olmamız koşuluyla yalnızca 2 ikil klasik 
bilgi aktarımı yoluyla aktanlab ildiği işlemi örnek
ler. Nedensel olmayan kudolamklık bağlantısı nok
talı bir yol olarak gösteriliyor.

K uantum  ış ın lam ay la  ilg ili o la rak  özellikle ça rp ıc ı o lan  şey , m e sle k ta 
şım a k lasik  b iç im li yaln ızca  2 b it  b ilg i (00, 01, 10, 11 b iç im inde kod lanm ış 
o lan  0, 1, 2, 3 sa y ıla rın d a n  biri) gönderm ekle b ir  nok taya  ilişk in  "bilgi"yi 
R iem ann k ü res in in  tü m ü  ü zerin d e  ak tard ım . (Şekil 22 .14 'ü  anım sayın .) 
O lağan k lasik  te rim lerle  bu , b ir  sü rek lilik  iç indeki b ir  nok taya  ilişk in  s ı
n ırs ız  seçim de içerilen  b ilg iye gerek duyard ı: m ükem m el tam lık  iç in  ke
s in lik le  N0 bit! (Bkz. §§16.3, 4.) Bu b a şa rıy ı n as ıl yakalad ık? Bu n o k tad a , 
k u an tu m  m ekan iksel ış ın lam ay a  ilişk in  b ek len tile ri doğ ru lay an  gerçek d e
ney ler yap ılm ış o lduğunu  (elbette d ünya  S a tü rn  a ra lığ ın d a  değil m etre  
c in sin d en  u zak lık la r üzerin d e)14 belirtm eliy im , öyleyse tü m  b u n la rı c id d i
ye a lm ak  zorundayız. Y alnızca bu  değil, ayn ı zam an d a  gelişm ekte o lan  k u 
an tu m  k rip to g ra fi konusu  da, k u an tu m  h esap la m ay a  ilişk in  pek çok f ik ir  
gibi, bu  genel doğadak i şey lere bağ lıd ır.

Şekil 23.7 'ye b ir  göz a tın . Bu, içe ris in d e  benim , a rk a d aşım ın  ve m eslek 
ta ş ım ın  ve d ah a  önem lisi T ita n 'd a k i m eslek taşım a gönderd iğ im  k lasik  
sinya lle  b irlik te  h ikayeyle ilg isi b u lu n a n  tü m  p arç ac ık la rın  dünya  çizg ile
r in in  b e lir tild iğ i b ir  uzayzam an  d iyag ram ıd ır. B ir b iç im de, a rk a d aşım ın  
( |/ ) 'l a  belirtilen ) p a rçac ığ ın ın  sp in  yönüne ilişk in  "bilgi" k en d is in i T itan 'a , 
a s lın d a  yaln ızca  2 b it  b ilg in in  ak ta rılm ış  o lm ası gerçeğine k a rş ın  ta ş ım ış 
tır . T üm  d iğ e r H0 b i t  b ilg i, m eslek taşım a  n as ıl ile tild i?

Bazı in sa n la r, k u an tu m  d u ru m la rın ın  "ölçülm eyen" ya da b aşk a  b ir  şey

Ben M eslektaş



o la rak  "gerçek şey ler o lm a"d ığ ına ilişk in  b ak ış  aç ıs ın a  s ığ ın ab ilirle r. Ken
d i ad ım a ben, dünya  üzerine  b u  b e lirli tü r  p e rsp e k tif i kabu llenm eyi zor 
bu luyo rum . Çünkü —sp in li b ir  d u ru m u n  yönü  dünya  h ak k ın d a  o ldukça 

kesin  b ir  şey  söyler. D er ki, sp in in  o b e lirli yönde, ancak  y a ln ızc a  o b e lirli 
yönde ö lçüm ü seç ile rse  bu  d u ru m d a  kesin lik le  EVET y an ıtı elde edilecek
tir . D ahası, a rk a d aş ım  y a  da a rk a d aş ım ın  b ir  a rk a d a ş ı o rijina l p arçac ığ ı 
önden  a tan m ış  b ir  yöndeki b ir  sp ine  sa h ip  o lacak  şe k ild e  h a zır la m ış  da 
o la b ilir  ve T itan  ü ze rin d e  o ayn ı (ya da ters) yönde gerçek leştirilecek  b ir  
ö lçüm ün  so nucunu  kesin  b iç im de b ilir. (Ve ö rn ek le rim in  b ir  m ik ta r  tu h a f  
o lu şu  gerçeği can ın ız ı s ıkm asın ; ana  nok ta  kurald ır!)

Öyleyse yen iden  Şekil 23.7’ye bakalım . Gerçek b ir  şe y  k en d isin i a rk a 
d aş ım d a n  m eslek taşım a  a k ta rd ı fa k a t (yalnızca 2 b itlik ) k la s ik  k an a l geri 
k a lan  N0 b it  b ilg in in  ak ta r ılm a s ıy la  ilg ili son  derece d a r  b ir  a la n  su n a r. 
Bu, a rk a d aşım d an  b a n a  küçük  b ir  germ e, b enden  EPR ç iftin in  b aş lan g ıç  
n o k ta s ın a , zam an d a  g eri g iden  u zun  b ir  germ e ve o b aş lan g ıç  n o k ta s ın d a n  
T ita n 'd a k i m eslek taşım a  doğru  b ir  d iğer u zu n  germ eden  o lu şu r. A slında 
bu , a ram ızdak i, gerek li "bilgi" m ik ta rın ı destek lem e yeteneğ ine sa h ip  tek  
b a ğ la n tı h a lk as ıd ır. B undaki teh like  e lbe tte , geçm işe doğ ru  5 yıl esneyen 
b ir  germ e içerm esid ir!

23.10 Kudolanıklık

S ırad an  b ilg in in  za m a n d a  geriye doğru  yay ılab ileceğ i (ya da EPR e tk i
le rin in  k lasik  b ilg iy i ış ık ta n  h ız lı gönderm ekte ku llan ılab ileceğ i; d a h a  ile 
riye  bakın) fik rin i destek lem eye ça lışm ad ığ ım ı son  derece b e lirg in  h a le  ge
tirm e k  zorundayım . Bu tü r  şey le r kesin lik le  h iç b ir  b a ğ la n tıy a  sa h ip  o lm a
m am ız gereken  p a ra d o k s  b iç im le rin in  tü m ü n e  yol a ç a r  (böylesi b ir  konuya 
§30 .6 'da döneceğim ). Bilgi, o lağan  an lam da , zam an d a  geriye doğru  yo lcu 
luk edem ez. Bazen k u a n tu m  bilgisi o la rak  an ılan  tüm üy le  fa rk lı b ir  şey 
h ak k ın d a  konuşuyo rum . Şim di, b u  te rim le , d iğe r b ir  dey işle  "bilgi" sözcü 
ğ ü n ü n  gö rünüm üyle  ilg ili b ir  zo rluk  söz k o n u su d u r. B ana göre "k uan tum ” 
öneki s ıra d a n  b ilg iy le o lan  ilişk iy i y u m u şa tm a k ta  y e te rs iz  kalır, böylece 
b u n a  ilişk in  yeni b ir  te r im 15 ben im sem eyi öneriyorum :

KUDOLANIKLIK.

En az ın d a n  bu  k ita p ta , genellik le  "kuan tum  b ilg isi" o la ra k  a n ılan  şeye ku- 
d o la n ık lık  b iç im inde a tıf ta  b u lunacağ ım . T erim  "kuan tum  m ekaniğ i"n i ve
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olm ayan k rista l

Ş ek il 23.8 Parametrik aşağı dönüşüm . Bir lazerden ortaya çıkıp uygun bir "çizgisel olm a
yan kristal" üzerine çarpan bir foton  dolanık bir foton çifti üretir. Bu dolanıklık kendisi
ni, ikincil fo ton lan n  ilişk ilendirilm iş kutuplanm a durumlarına ait EPR doğasında fakat 
aynı zam anda kendilerine ait 3-m om entum  durumlarının toplam ının olay konusu foto- 
nunkine eş it  olm a zorunluluğu gerçeğiyle ortaya koyar.

bu  da "dolanıklığı" ak la  g e tirir. Bu o ldukça uygundur. Bu, kudo lan ık lığ ın  
ilg ili o lduğu  şeydir. A yrıca kudo lan ık lık  b ilg iy le o ldukça ilg ilid ir  fak a t b il
g in in  k end isi değ ild ir. Bu k ad a rı, kudo lan ık lığa  ilişk in  geçm iş yönlü  k a 
n a lla r ın  tıp k ı gelecek yön lü  k a n a lla r  g ib i k u llan ılab ilm esi gerçeği n ed e 
n iy le aç ık tır. K udolanıklık  a k ta r ıla b ilir  b ilg i o lsayd ı bu  d u ru m d a  geçm işe 
m esaj ak ta rm ak  olası o la b ilird i fak a t değil. B unun la b irlik te  kudolan ık lık , 
o lağan  b ilg i k an a lla rıy la  b a ğ la n tılı  o la rak , b u n la rın  o lağan  sinya llem en in  
tek  b a ş ın a  gerçek leştirem ediğ i şey leri gerçek leştirm esine o lanak  s a ğ la 
m ak üzere k u llan ılab ilir . Bu çok h a s s a s  b ir  şey d ir. B ir an lam d a  k u an tu m  
h esap la m a ve k u an tu m  k rip to g ra fi ve de kesin lik le  k u an tu m  ış ın lam a  y a 
şam sa l b iç im de kudo lan ık lığ ın  özellik leri ve onun  o lağan  b ilg iy le iç ilişk i
sine bağ lıd ır.

A n layabild iğ im  k ad a rıy la  k udo lan ık  b a ğ la n tıla r ı tıpk ı o lağan  b ilg i 
b a ğ la n tıla r ın d a k i g ibi h e r  zam an  ış ık  kon ile rince  s ın ır la n ır  fak a t etk ili b ir  
"uzaysa l yayılım " gerçek leştirm ek  üzere  zam an d a  geriye ve ileriye doğru  
zikzak yap ab ilm e yeni özelliğ ine s a h ip tir .16 K udolanık  b ilg i o lm ad ığ ından  
bu , gerçek s in y a lle rin  ış ık tan  h ız lı g önderilm esine iz in  verm ez. A yrıca ku- 
do lan ık lık  ve o lağan  u zam sa l geom etri a ra s ın d a  (R iem ann k ü resi ve sp in  
a ra s ın d a  şek ille r 22.10, 22.14, 22 .16 'da resm ed ilen  b a ğ la n tı la r  yoluyla) b ir  
ilişk i de, bu  ilişk i zam an  y ö n ü n ü n  ilg inç so n u ç la r d o ğ u ran  u zam sa l b iç im 
de b ir  te rs  çevrilm esi olm ak üzere, söz k o n u su d u r.17 B un ları tü m  a y r ın tı
la rıy la  incelem ek biz i yo lum uzdan  o ldukça sa p tır ır .

K udolanıklık  fik rin in  en do laysız  k u lla n ım la rın d an  b iri, p a ra m e tr ik  
aşağı d ö n ü ş ü m  o la rak  an ılan  işlem  u y arın c a  b ir  ç ift do lan ık  fo to n u n  ü re 
tild iğ i b e lirli den ey le rd ir (bkz. Şekil 23.8). Bu, b ir  laze r ta ra f ın d a n  ü re ti l
m iş o lan  b ir  fo ton , k en d isin i b ir  ç ift fo to n a  d ö n ü ştü ren  b e lirli tü rd e  ("doğ
ru sa l olm ayan") b ir  k r is ta le  g ird iğ in d e  o rtay a  çıkar. Y ayılan bu  fo to n la r

16 Bkz. Jozsa, 1998.

17 Bkz. Penrose, 1998.
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Ş ek il 23.9 Bir görüntünün kuantum  etkileri yoluyla aktarımı, (a) Dolam k A, B fo ton lan  
C'deki param etrik aşağı dönüştürücü tarafından üretilir. A fotonu DA a lg ılayıcısına er iş
mek üzere özel b içim li bir delikten geçm ek zorundayken B kendisin i DB a lg ılayıcısında  
odaklayacak biçim de konum lanm ış bir m ercekten geçer. A lgılayıcı konumları uygun b i
çim de bağlan tılı olarak derece derece hareket ettirilir ve her ik isi de kaydettiğinde  
Dfl'nin konumu not edilir. Pek çok kez yinelenir, DA kayıt yaparken yaln ızca  B'ye ait ko
num lar hesaba katılm ak üzere, D„ tarafından gitgide delikle ilg ili b ir görüntü oluşturu
lur. (Şematik olarak burada bu daha çok, D B'ye yalnızca DA kayıt yaptığında aktif hale  
gelen  sab it fotografik bir levha şeklinde sahip olunan biçim de gösterilir.) Kudolanıklık, 
C'de, fotonu yön olarak olduğu kadar zam anda da geriye doğru yansıtan  bir aynaym ışça
sına saptanarak konum landırılan m ercek tarafından gösterilir, (b) Şekil 22.6'daki Elit- 
zur-Vaidm an bomba testin in  (yatay bir çizgide yan sıtılm ası gereken) bir uyarlam asının  
kullanıld ığı a lternatif bir şem a. B'deki fotografik  levha fotonu yalnızca, foton C'deki ka
lıp tarafından "durdurulmuş olup" aslında alttaki yolu izled iğinde elde eder.

çeşitli y o lla rla  do lam k h a le  g e tirilir . M om entum ları to p lam ı olay k onusu  
fo to n u n  m om en tum una e ş it o lm ak z o ru n d a d ır  ve ay rıca  k u tu p la n m a la rı 
d ah a  önce ü s tte  verilm iş o lan  örnek lerdek i g ib i b irb ir le r iy le  b ir  EPR b iç i
m inde ilişk ilid ir.

Özellikle çarp ıc ı b ir  deneyde, fo to n la rd a n  b ir i (A fotonu), kend isiy le  i l
gili Da a lg ılay ıc ıs ın a  doğru  h ız lan ırk en  b e lirli b iç im dek i b ir  delik ten  ge
çer. D iğer fo ton  (B fo tonu), k en d isin i uygun  b iç im de DB a lg ılay ıc ıs ın a  
odak layacak  şek ilde  k o n u m lan d ırılm ış  b ir  m ercek ten  geçer. DB a lg ılay ıc ı
s ın ın  konum u h er fo ton  ç ifti yay ıld ığ ın d a  h a f if  b iç im de h a re k e t e ttir ilir . 
Olay şem atik  o la rak  Şekil 23 .9a 'da  göste rilm ek ted ir. DA A  fo to n u n u n  ve 
ay rıca  DB B fo to n u n u n  u la ş tığ ın ı k ay d e ttiğ in d e  D g'nin konum u kayded ilir.



Bu, pek çok kez y ine len ir ve Dg a lg ılay ıc ıs ı ta ra fın d a n  g it g ide b ir  g ö rü n tü  
o lu ş tu ru lu r . DA eşzam an lı b iç im de k ay ıt yap ark en  yaln ızca  B'ye a it ko
n u m la r h e sa b a  k a tılır . A 'n ın  k a rş ıla ş tığ ı delik le ilg ili b içim , B fo tonu  d e
lik le h iç b ir  zam an  do laysız b iç im de k a rş ıla şm am a sın a  rağm en, derece d e 
rece DB'de  o lu ş tu ru lu r! DB san k i deliğ in  b iç im in i, zam an d a  geriye doğru  
k ris ta ld ek i C yayın ım  n o k ta s ın a  ve so n ra  zam an d a  ileriye doğru  A fo tonu  
k ılığ ında  b ak a rak  "görür". B unu y a p a b ilir  çünkü bu  o laydak i "görme" iş le 
m i kudo lan ık lık  ta ra fın d a n  g erçek le ştir ilir. Z am andaki bu  geriye ve ileriye 
doğru  uçuş tam  o la rak  kudo lan ık lığ ın  y ap m asın a  izin  verilen  tü rd e  b ir  
şeydir. M erceğin kuvveti ve ko n u m lan ışı d ah i kudo lan ık  b iç im inde a n la ş ı
la b ilir . M ercek konum unu  elde etm ek üzere  C yay ın ım  n o k ta s ın a  y erle ti- 
rilm iş b ir  ayna  düşü n ü n . M ercek (pozitif b ir  m ercek) deliğe ilişk in , bu  ay 
n ad a  C 'de y a n s ıtılan  g ö rü n tü n ü n  DB a lg ılay ıc ıs ın a  odak lanacağ ı b iç im de 
y e rle ş tir ilir . E lbe tte  C 'de gerçek b ir  ayna y o k tu r fak a t kudo lan ık  b a ğ la n tı
la rı b ir  ay n ad a  y an s ıtılm ış  g ib i d a v ra n ır  fak a t uzayda  o lduğu  k a d a r  za 
m an d a  da y a n s ıtıl ır .123111

O kurun  bu  deneyi zo rlam a b u lm ası d u ru m u  söz k o n u su y sa  b u n u n  g e r
çek b ir  e tk i o lduğunu  açık şek ilde belirtm eliy im . Bu durum , M ary land 'de- 
ki B altim ore Ü n iv ersites i'n d e  gerçek leştir ilen  d en ey le rle18 b a şa r ılı b iç im 
de d o ğ ru lan m ış tır . En iyi şek ilde  kudo lan ık  b iç im inde an laşılab ilecek  pa- 
ram e trik  aşağ ı dönü şü m ü  de içeren  ilg ili b aşk aca  pek çok deney  de g er
çe k le ş tir ild i.19

Öte ta ra f ta n  Şekil 23 .9a 'da  g ö ste rilen  genel b iç im li du ru m  "esasen  k u 
an tu m  m ekaniksel" o la rak  d eğ erlen d irileb ilir. C 'de k lasik  p a rç ac ık la rı u y 
gun  yön le rde ç iftle r  h a lin d e , k ırm a k tan  ay rı o la rak  b as itç e  f ır la ta n  b ir  ay 
g ıt düşünü leb ileceğ i iç in  ben zer so n u ç la r  elde ed ileb ilir. B unu, Şekil 
22 .6 'da g ö ste rilm iş  o lan  E litzu r-V aid m an  düzeneğ in in  (yatay  b iç im de 
y an sıtılan ) g e liş tirilm iş  b ir  b iç im in i k u lla n a rak  iy ileş tireb iliriz ; bkz. Şekil 
23.9b. A rtık  b ir  se ferde y a ln ızca  b ir  fo ton  söz konu su d u r. O, fo tog ra fik  B 
lev h asın d a  yaln ızca , g iriş im  fo to n la  ilg ili a l te rn a t if  ro ta  C 'deki deliğ i k a 
çırd ığ ı zam an  yok o ld u ğ u n d a  kayded ileb ilir.

Ş im di, d ah a  önce ele a lın an  S tapp  ve H ardy  ö rnek lerindek ine benzer 
o lağan  b ir  EPR e tk is in e  yen iden  bakalım . K uan tum  R  iş lem in in  o lağan  u y 
g u la m as ın d a , içeris in d e  h e r  b ir i uzayzam an  boyunca b e lir li b ir  t  değerine 
k a rş ılık  gelip  p a ra le l zam an  d ilim le ri sağ lay an  t zam an  k o o rd in a tla r ın ın

®  [23.11] Kudolanıklık ya da bunun  dışındaki fikirleri kullanarak  bunun daha tam  b ir açıkla-
m asın ı verebilir m isiniz bakın. 

ıs Bkz. Shih vd., 1995.



b u lu n d u ğ u  b e lirli b ir  re fe ran s  s is tem i d ü şü n ü leb ilir. N orm al yöntem , b ir  
EPR ç iftin in  b ir  üyesi ö lçü ld ü ğ ü n d e  d iğerin in  d u ru m u n u n , d ah a  son rak i 
b ir  ö lçüm ün  do lan ık  b ir  du ru m  y erin e  (dolanm am ış) in d irg en m iş b ir  d u 
ru m d a  görüleceği şek ilde ind irgend iğ iy le  ilg ili (görelilikçi olm ayan) bak ış 
aç ıs ın ı ben im sem ektir. Bu tü r  b ir  aç ık lam a örneğin , b a n a  a i t  b e lirli EPR 
ö rnek le rinde  k u llan ılab ilir. G üneşe göre d u rağ a n  b ir  re fe ra n s  çerçevesin 
deki b ak ış  aç ıs ın d an , ö lçüm ü ilk  o la rak  gerçek leşen in , T ita n 'd a k i m eslek
ta şım  o lduğunu  ve onun  ben im  b u ra d a , dün y ad ak i ö lçüm üm den  b ir  15 d a 
k ika k a d a r  önce ölçüm  y ap tığ ın ı v arsayalım . Öyleyse b u  ta b lo d a  du rum  
ind irgeyen  m eslek taşım ın  ö lç ü m ü d ü r ve b u n u n  a rd ın d a n  ben , d o lan m a
m ış d u ru m d ak i b ir  p a rç ac ık  ü ze rin d e  ölçüm  g erçek leştir ir im . B unun  y e ri
ne fa k a t tü m  d u rum un , T ita n 'd a k i m eslek taş ım d an  b a n a  doğru  o lan  genel 
yönde büyük  b ir  h ız la  (diyelim  ki ^c) yol a lm ak ta  o lan  b ir  O gözlem cisin in  

p e rsp e k tif in d en  aç ık lan d ığ ın ı dü şü n eb ilir iz . O 'nun  b ak ış  aç ıs ın d an  EPR 
çifti üzerinde, bu  yo lla  d u ru m u  ind irgeyerek  ölçüm  y ap a n  ilk  k iş i ben  
o lu rken  ind irgenm iş do lan m am ış d u ru m u  ölçen k işi m eslek taşım  o lu r (Şe
kil 23.10) (bkz. §18.3, Şekil 18.5b). Bağlı o la s ılık la r h e r  b iç im de ay n ıd ır  f a 
k a t O, "gerçekliğe" ilişk in  ben  ve m eslek taşım ın  d ah a  önceden  sah ip  o ld u 
ğum uz ta b lo d an  fa rk lı b ir  ta b lo y a  sah ip  olur. R 'yi gerçel b ir  iş lem  o larak  
d ü şü n ü rsek  özel görelilik  ilkesiy le  çelişk i iç inde  g ö rü n ü rü z  çünkü d u ru 
m un  in d irg en m esin i etk ileyen in  hang im iz  o lduğu  ve ind irgenm e so n ras ı 
in d irg en m iş du rum u  han g im iz in  gözlem lediğiyle ilg ili o la rak  uyuşm ayan

Ş e k i l  23 .10 G örelilik ve  d u ru m  in d irg em en in  
n esn e lliğ i a ra s ın d a  çe lişk i?  D ü n ya  ve T ita n 'd a k i  
a lg ıla y ıc ıla r  ve  T ita n ’a d ü n y a d a n  dah a  y a k ın  b ir  
k a yn a ğ ın  b u lu n d u ğ u  b ir  EPR o la y ın a  ilişk in  
u za y za m a n  d iyagram ı. G üneşe göre  d u rağan  
o la n  e y le m s iz  b ir  çerçevedek i p e r sp e k ti f te n  ilk  
olarak  T ita n 'd a k i a lg ılay ıc ı (B'de) ka y d e d e r  ve  
b u  e şza m a n lı b iç im d e  d ü n y a d a k i (B ) d u ru m u  
ind irger. Ya ln ızca  b u n d a n  so n ra  d ü n y a  ü zerinde  
(A'da) a r tık  ka r ış tır ılm a m ış  o la n  b ir  d u ru m u n  
a lg ıla n ışı (T ita n 'd a k i A  'i le  e şza m a n lı olarak) sö z  
k o n u su  olur. B u n u n la  b ir lik te  T ita n 'd a n  d ü n y a 
y a  d o ğ ru  o ld u kça  y ü k s e k  h ızd a  y o lc u lu k  ed en  b ir
O g ö zle m c is in e  göre  a lg ılam a ilk  o larak d ü n ya d a  
(A ’da, O ’n u n  ''eğim li" e ş za m a n  ç izg iler i uyarınca  
T ita n 'd a k i A " i l e  e şza m a n lı olarak) o rta ya  çıkar  
ve  T ita n  in d irg en m iş d o la n m a m ış  d u ru m u  (B'de 
d ü n y a  ü ze rin d ek i B " i le  e ş za m a n lı olarak) elde  
eder.

iki b ak ış  söz k o nusudu r.



B uradan  EPR etk ile rin in , g ö rü n ü ştek i nedense l o lm ayan  d o ğ aların a  
karş ın , b ir  a lıc ın ın  veric id en  u za y sa l ay rılm asın d ak i d av ra n ış ın ı e tk ileye
bileceği d ü şü n ü leb ilen  s ıra d a n  b ilg iy i, nedense l o lm ayan  b ir  b iç im de ak 
ta rm ak  üzere  do laysız o la rak  k u llan ılam ad ığ ı so nucunu  ç ık arab ilir iz . İçe
ris in d e  ilk  o la rak  "alm a olay ı"nm  o rtay a  çık tığ ı b ir  re fe ran s  çerçevesi h er 
zam an  se ç ileb ilir  ve so n ra s ın d a  "verici" incelem ek üzere  yaln ızca  in d ir 
genm iş d u ru m a sa h ip  o lur. B undan  so n ras ı, do lan ık lığ ın  b ir  s in y a lle  ilgili 
o la rak  k u lla n ılm ası iç in  "çok geç" o lu r çünkü  o za ten  d u ru m  ind irgenm esi 
ta ra f ın d a n  yok ed ilm iş tir.

Bu k o n u la r  h akk ındak i kudo lan ık  p e rsp e k tif  ned ir?20 Bkz. §30.3. Bu 
ta b lo d a , ö lçüm lerden  b ir is in i (benim  ya da m eslek taşım ın) ind irgem eyi e t 
k ile r ve d iğ e rin iy se  (m eşlek taşım m  ya da benim ) in d irg en m iş d u ru m u  ö l
çe r b iç im de düşünm ek  doğru  değ ild ir, tk i ölçüm  olayı da b irb ir in e  göre 
e ş it k o n u m d ad ır ve kudo lan ık lığ ı, ik is in i b irb iriy le  ilişk ilen d irerek  bu  iki 
o lay  a ra s ın d a  b ir  b ağ lan tı sa ğ la r  b iç im de d ü şü n ü rü z . H angi o lay ın  d iğ e ri
n in  öncesinde o la rak  g ö rü ldüğü  fa rk  etm ez çünkü kudo lan ık lık  geçm işe 
y ay ılır  b iç im de d ü şü n ü ld ü ğ ü  g ibi e ş it o la rak  geleceğe y ay ılır  b iç im de de 
d ü şü n ü lü r . B ilgiyi do laysız  b iç im de ta ş ım a  y e tis in d e n  yoksun  o la rak  ku- 
do lan ık lık  görelilikçi ned en se lliğ in  n o rm al k ıs ıtla m a la r ın a  sayg ı duym az. 
O y a ln ızca  fa rk lı ölçüm  so n u ç la rın ın  bağ lı o la s ılık la rı üze rindek i s ın ır lı
lık la rı e tk iler.

K udolanıklık , bu  tü r  kafa  k a r ış t ır ıc ı k u an tu m  deneyleriy le  ilg ili "anlam  
o lu ştu rm ak "ta  k u llan ış lı b ir  f ik ir  o lsa  da ne b u  g ö rü ş le rin  ne k a d a r  ileri 
ta ş ın ab ileceğ in d en  ne de kudo lan ık lık  e tk ile rin in  ne isa b e tle  be tim leneb i- 
leceğ inden  em inim . K udolanıklık  fik ri k u an tu m  ölçüm ü k o n u su n u  k es in 
lik le çözüm lem ez fa k a t b ize küçücük  de o lsa  b ir  şey  sö y lüyo rsa  bu, R 'n in  
U 'dan d ev ra lacağ ı k o şu lla r  ü ze rined ir. Bu konu  29 ve 30. bö lüm lerde, özel
likle §30.12 'de d ah a  ay rın tılı o la rak  incelenecek fak a t z ihn im de kudola- 
n ık lığ ın  b u n d ak i tam  ro lü  h â lâ  ye terince  açık değil. D aha u m u t veric i b ir  
b ağ la n tı b u rg aç  k u ram ın a  ilişk in  f ik irle rin  b az ıla rıy la  o lan  b ağ lan tıd ır . 
B u n lar §33.2 'de k ısaca  incelenecek.

Krş. Aharonov ve Vaidman, 2001; Cramer, 1988; Costa de Beauregard, 1995; ve W erbos ve 
Dolmatova, 2000.



DİRAC ELEKTRONU VE KARŞI-PARÇACIKLAR

24.1 Kuantum kuramı ve görelilik arasındaki gerilim

§23.10 'daki değ e rlen d irm e ler h en ü z  yaln ızca  k u an tu m  m ekan iğ in in  ilkele
r i ve gö reliliğ ink iler a ra s ın d a k i ilişk iy le ilg ili d erin  k o n u la rd a n  b az ıla rın a  
değinm eye baş lad ı. A slında önceki üç bö lüm de k u an tu m  k u ram ın ın  iş le d i
ği a y r ın tılı yöntem i su n a rk en , E in s te in  ve M inkovvski'nin bize zam an  ve 
uzay ın  k arşılık lı bağ lılığ ı ü ze rin e  öğ re ttiğ i (17. bö lüm de aç ık land ığ ı üzere) 
önem li d e rs le ri göz a rd ı eder g ö rünen  son  derece görelilikçi o lm ayan  b ir  
b ak ış  aç ısı ben im sedim . S ta n d a rt yak laşım  zam an ın  u za y d an  fa rk lı b iç im 
de ele a lın d ığ ı b ir  "gerçeklik  ta b lo su "n u  ben im ser. 22. bö lü m ü n  b a ş la r ın d a  
b e lir tild iğ i üzere tek  b ir  d ışsa l zam an  k o o rd in a tı m e v cu ttu r  fak a t h e r  p a r 
çacığ ın  kend ine a it küm eyi gerek tird iğ i pek çok uzam sa l k o o rd in a t söz ko
n u su d u r. Bu a s im e tri genellik le, yaln ızca  d ah a  tam  b ir  görelilikçi düzene 
y a p ılan  b ir  yak laşık lık  ta h m in i o lan  görelilikçi o lm ayan  k u an tu m  k u ra m ı
n ın  "geçici" b ir  özelliğ i o la rak  değ erlen d irilir. Bu ve b u n u  izleyen iki b ö 
lüm de k u an tu m  k u ram ın ın  ilke le rin i özel gö reliliğ ink ilerle  cidd i b iç im de 
b ir  a ra y a  getirm eye ça lış tığ ım ızd a  o rtay a  çıkan  d erin  k o n u la ra  tan ık lık  e t
m eye b aşlayacağ ız . (E inste in 'ın , kü tleçekim  ve u zay zam an  eğ rilik lerin in  
de tab lo y a  dah il ed ild iğ i genel göreliliğ iy le  o lan  d a h a  h ırs lı b irlik  epeyce 
d a h a  faz la  b ir  şey  g e re k tir ir  ve henüz a ra y ışa  ilişk in  en  u m u t veric i çizg i
le r  üzerine  b ir  f ik ir  b ir liğ i söz k o nusu  değ ild ir. Bu çizg ilerin  b az ıla rın a  28. 
bö lüm de ve 30 ile 33. b ö lü m ler a ra s ın d a  yöneleceğim .)

K uantum  kuram ıy la  özel gö reliliğ in  b irle şm es i sonucu  o rtay a  çıkan k u 
ram ın  yaln ızca  k u an tu m  p a rç a c ık la rın a  ilişk in  b ir  k u ram  o lm ayıp  ayn ı za 
m a n d a  k u an tu m  a la n la r ın a  ilişk in  b ir  k u ram  o luşu , b u  b irle şm en in  be lirli 
b ir  özelliğ id ir. B una ilişk in  neden , göreliliğ in  gündem e g e tir ilm esin in , te 
kil p a rç ac ık la rın  d a h a  faz la  ko runm ayıp  kend i k a rş ı-p a rça c ık la n y la  b a ğ 
la n tılı  o la rak  y a ra tılıp  yok ed ileb ilm esin i im a etm esi gerçeğiyle öze tlene
b ilir. Bu yorum  b ir  m ik ta r  aç ık lam a g erek tirir. G örelilikçi b ir  k u an tu m  k u 
ram ın d a  "k a rş ı-p a rçac ık la ra"  n iç in  gerek duyu lu r? K arş ı-p a rça c ık la rın



v arlığ ı b iz i n iç in  p a rç ac ık la ra  ilişk in  b ir  k u an tu m  k u ram ın d an  a la n la ra  
ilişk in  b ir  k u an tu m  k u ram ın a  yöneltir?  Bu bö lüm  büyük  o ran d a  b u  iki so 
ru y u  fak a t özellikle ilk in i D irac 'ın  e lek tro n la ra  ilişk in  m atem atik se l t a 
n ım lam aya d a ir  m ü th iş  öngörü lerine  özel a t ıf ta  b u lu n a ra k  y an ıtlam ay ı 
am açlar.

K uantum  a lan  ku ram ın ın  kend isi 26. bö lüm de ta r t ış ıla c a k  ve özel gö re
lilik  ve k u an tu m  ku ram ı ara s ın d ak i, p a rçac ık  fiziği k o n u su n u  g it g ide d a 
h a  ay rın tılı m a tem atik se l düzene yön lend iren  yaygın  gerilim in  b ir  k ısm ı
n a  göz atacağ ız . K endim izi uzun  ve etk iley ici b ir  yo lcu luk  iç in  ay a rtılm ış  
o la rak  bu lacağ ız. G erilim  25. bö lüm de ta r t ış ı la n  p a rçac ık  fiziğ ine ilişk in  
s ta n d a r t  m odelle b irlik te  uygun  b iç im de çözüm leneb ild iğ inde son u ç tak i 
k u ram ın  gözlem e dayalı gerçekle son  derece d ikkat çekici b ir  uyum a sah ip  
o lduğu  görü lür.

Yine de pek çok bak ım d an  b u  gerilim  olduğu g ib i kald ı ve h iç b ir  zam an  
tam  o la rak  çözüm lenm edi. A çıkçası k u an tu m  a lan  k u ram ı (en az ın d an  bu 
ku ram a ilişk in  b ild iğ im iz önem siz o lm ayan  tam  o la rak  an lam lı ö rnek lerin  
çoğunda) m a te m a tik se l o larak tu ta r s ızd ır  ve h esab a  daya lı an lam lı iş lem 
le r  su n m ak  iç in  çeşitli "hileler" gerekir. Bu h ile le rin  yaln ızca, b ize belk i de 
d erin  b ir  sev iyede tem elden  ça tlam ış  o lab ilen  m a tem atik se l b ir  yap ı iç in 
de ileriye doğru  ağ ır aksak  ile rlem e o lanağ ı su n an  açık  k ap a tıc ı iş lem ler 
m i o lduğu  yoksa as lın d a  D oğanın ken d isin e  ilişk in  hak ik i an la m la ra  sah ip  
derin  gerçek leri m i y a n s ıttığ ın ı b ilm ek oldukça h a s sa s  b ir  değerlend irm e 
konu su d u r. Tem el fiz ik tek i güncel ilerlem e g iriş im le rin in  çoğu a s lın d a  bu  
"hileler"in  pek çoğunun tem el o lduğunu  k ab u l eder. Bu bö lüm de ve so n ra 
k ile rde  b u  tü r  zekice düzen lerle  ilg ili çeşitli ö rnek le r göreceğiz. B un ların  
b az ıla rı gerçek ten  D oğanın b az ı s ır la r ın ı ay d ın la tır  gö rünür. Öte ta ra f ta n  
e lb e tte  D oğanın, d iğer b az ıla rın a  o ldukça az sem pati duyduğu  açığa ç ık a
bilir!

24.2 Karşı-parçacıklar niçin kuantum alanlarını ima eder?

G örelilikçi b ir  k u an tu m  k u ram ın d ak i k a rş ı-p a rç a c ık la ra  ilişk in  k u ram 
sa l b ek len ti D oğanın  a rtık  gözlem lem e yoluyla iyice destek lenen  gerçek g i
zem lerinden  b ir is in i ay d ın la tm ış  gö rünü r. K arş ı-p a rça c ık la r  iç in  k u ram 
sa l n eden le re  ilişk in  b ir  şeyi d ah a  so n ra  b u  bö lüm de özellikle §24.8 'de gö
receğiz. Ş im d ilik  bu  konuya yönelm ek yerine  ilgiyi ü s tte  o rtay a  konm uş 
o lan  ik i so ru d an  İk incisiy le s ın ırlaya lım : k a rş ı-p a rç a c ık la r ın  v arlığ ı b iz i 
n iç in  p a rç a c ık la ra  ilişk in  b ir  k u an tu m  k u ram ın d an  u za k la ş tır ıp  a la n la ra  
ilişk in  b ir  k u an tu m  k u ram ın a  yöneltir?  Ş im dilik  yaln ızca  h e r  tip tek i p a r 



çacığa ilişk in  b ir  k a rş ı-p a rç a c ık  b u lu n d u ğ u n u  k ab u l edelim  ve bu  kayda 
değer gerçeğ in  so n u ç la rın ı kabu llenm eye çalışalım .

Bir k a rş ı-p a rç a c ığ ın  k ilit özelliği (en az ından  kü tleye sa h ip  b ir  p a rç a 
cığ ın  k a rşı-p a rçac ığ ı) , p a rçac ık  ve k a rş ı-p a rç a c ığ ın  b ir  a ra y a  geleb ilm esi 
ve b irle ş ik  k ü tle le ri E in s te in 'ın  E = m c 2's i u y a rın c a  enerjiye çevrilm iş o l
m ak üzere b irb ir le r in i yok edeb ilm esid ir; d iğer ta ra f ta n  uygun  b iç im deki 
k üçük  b ir  a la n d a  yere lleşm iş b ir  s is tem  içine y e te rli enerji su n u lu rsa  bu  
d u ru m d a  bu  enerjin in  kendi k a rş ı-p a rç a c ığ ıy la  b irlik te  b ir  p a rçac ık  y a ra t
m aya h izm et edeb ilm esine ilişk in  b ü yük  b ir  o lasılık  o rtay a  çıkar. Bu n e 
denle k a rş ı-p a rç a c ık la r ın  ü re tim in e  ilişk in  b u  po tan siy e lle  b ir lik te  h e r  z a 
m an  g it gide d ah a  faz la  p a rçac ığ ın , h e r  p arçac ık  kend i k a rş ı-p a rç ac ığ ıy la  
b ir lik te  görünm ek  üzere, tab lo y a  g irm e o lasılığ ı söz k o n u su d u r. Böylece 
görelilikçi ku ram ım ız kesin lik le  ne yaln ızca  tek il p a rç a c ık la ra  ilişk in  ne 
de h e rh an g i sa b it say ıdak i p a rç a c ık la ra  ilişk in  b ir  k u ram  o lab ilir . (Kuan
tu m  k u ram ın d a , özellikle 25 ve 26. bö lüm lerde göreceğim iz üzere, b ir  şe 
y in  o lm asın a  ilişk in  p o ta n s iy e l söz k onusuysa , örn. say ısız  p a rçac ık /k ar- 
ş ı-p a rç a c ık  ç iftin in  ü re tim i, b u  d u ru m d a  bu  p o tan siy e l o lasılık  as lın d a  
k u an tu m  d u ru m u n a  kend i k a tk ıs ın ı yapar.) Bu yüzden  görelilikçi p a rç a 
c ık lara  ilişk in  b ir  k u ram la  o rtay a  çıkm a g iriş im in d e  k işi, s ın ırs ız  say ıda  
p a rçac ık  y a ra tm ak la  ilg ili p o ta n s iy e l b u lu n a n  b ir  k u ram  su n m ay a  zo rla 
n ır.

Bu b iz i bö lüm ler 21-24 'e  ilişk in  çerçevenin  d ış ın a  ç ık a rır  fa k a t 26. b ö 
lüm de a la n la ra  ilişk in  k u an tu m  k u ram ın ın  bu  tü r  d av ra n ışa  n a s ıl  o lanak  
sağ lad ığ ın ı göreceğiz. A slında genel b ir  b ak ış  aç ısı u y arın c a  böy lesi b ir  
k u ram d ak i öncü lle r k u an tu m  a la n la r ı o la rak  k ab u l ed ilir , p a rç ac ık la rın  
k en d ile ri yaln ızca  "alan  u y arım ları"  o la rak  o rtay a  çıkar. Yine de bun u n  
k u an tu m  a lan  k u ram ın ı gözden geçirm enin  tek  yo lu  o lm ad ığ ın ı bu lacağız. 
25 ve 26. bö lüm lerde  yöneleceğim iz Feynm an g rafik  y ak laşım ın d a , as lın d a  
s ın ırs ız  say ıd a  pa rçac ığ ın  y a ra tıla b ild iğ i ya d a  yok ed ileb ild iğ i k uan tum  
a lan  k u ram ın ı o lu ş tu rm ay a  yönelen  tem el iş lem lerle  ilg ili güçlü  b ir  "p a r
çacık  benzeri" p e rsp e k tif  b u lu n u r.

H assas  b ir  görelilikçi k u an tu m  k u ram ın ın  b ir  özelliği o la rak  parçac ık  
y a ra tım ın ın  tem elinde y a ta n  n ed en le ri b ir  m ik ta r  ay r ın tıla n d ırm a k  aç ık la 
yıcı o lur. Ş im dilik  h â lâ  k a rş ı-p a rç a c ık la r ın  v a r  o lduğunu  varsay ıyo rum . 
E sasen  p arçac ık  y a ra tım ı b ek len tis in in  neden i E in s te in 'ın  ü n lü  E = 
m c2's in e  dayan ır. Tem elde enerji (c2 k u lla n ılm ak ta  o lan  enerji ve m adde 
b ir im le ri a ra s ın d a  yaln ızca  b ir  "dönüşüm  sab iti"  olm ak üzere) m addeyle 
d eğ iş tir ile b ilird ir . Y eterli enerji b u lu n d u ğ u n d a  b ir  p a rçac ığ ın  k ü tle s i bu  
enerjiden  y a ra tıla b ilir .



rin  ya ra tım  iş lem in d e  ko ru n d u 
ğ u n u  g a ra n ti e tm ek  üzere  k a r ş ı-  
p arçacık  iç in  işa re t değ iştir ir.

Ş e k il  24.1 B ir  parça c ık  ve  ona

sa y ıla r ın ın  tü m ü , b u  n icelikle-

a it ka rşı-p a rça c ık  en erjid en  y a 
ra tılab ilir. P arçacığ ın  ko ru n m u ş  
o lan  top la m sa l ku a n tu m

B ununla b irlik te  p a rçac ık  k ü tle s i ü re tm e a ra ç la rın a  sa h ip  olm ak ken 
d iliğ inden  p arçac ığ ın  k en d isin i can lan d ırm ay a  y e te rli değ ild ir. E lektrik  
yükü (ya da b aşk a  şeyler, örn. b a ry o n  sayısı) gibi, fiziki b ir  iş lem de d eğ iş
m e y e tis in e  sah ip  o larak  görü lm eyen  k o ru n a n  (toplam sal) çeşitli k u an tu m  
sa y ıla rı o lasılık la  m evcu ttu r. Ö rneğin yüklü  b ir  p arçac ığ ı sa f  enerjiden  
b a s it  b iç im de can lan d ırm ak  yük ko ru n u m u n u n  (ve ayn ısı k o ru n an  d iğer 
n ice lik le r iç in  de geçerlid ir, ö rn  b ary o n  say ısı, vb) b ir  ih la lin i g ö ste rir. Bu
n u n la  b ir lik te  h e r  tü r  parçac ık  iç in  ona k arşılık  gelen, kend isiy le  ilg ili o la 
rak  to p la m sa l h er k u an tu m  sa y ıs ın ın  işa re tin in  te rs  çevrild iğ i b ir  k a rş ı-  
pa rçac ığ ın  b u lu n d u ğ u  v arsay ım ıy la  b irlik te , b ir  p arçac ık  kendi k a rş ı-p a r-  
çacığ ıy la b irlik te  sa f  enerjiden  y a ra tıla b ilir  (bkz. Şekil 24.1). Bu işlem deki 
tüm  to p la m sa l k uan tum  sa y ıla rı ko runur.

K arş ı-p a rçac ığ ın  d u rağ a n  k ü tle si öte ta ra f ta n  (durağan  k ü tle  to p la m 
sa l o lm am ak üzere) o rijina l parçacığ ınk iy le  ayn ıd ır. Bu işlem de hem  p a r 
çacığ ı hem  de ona a i t  k a rş ı-p a rç a c ığ ı y a ra tm ak  üzere  ye terli enerjiye, en 
az ın d an  parçac ığ ın  kend isine  ilişk in  d u rağ a n  k ü tle /en erjin in k in in  iki k a t ı
n a  gerek  duyarız . D iğer ta ra f ta n  verili tip te  b ir  p arçac ık  kend i k a rş ı-p a r-  
çacığ ı tip in d ek i d iğer b ir  p a rçac ığ a  ra s t la r s a  bu  d u ru m d a  b u n la rın  b ir b ir 
le rin i enerji açığa ç ık a ra rak  yok e tm eleri o lasıd ır. Yine, enerji tek il p a rç a 
cığ ın  d u rağ a n  k ü tle /en erjis in in  en az iki k a tı olm ak zo ru n d ad ır. Y aratm a 
ya yok etm e iş lem lerin in  h e r  ik is inde  de enerji bu  değerden  faz la  o lab ilir  
çünkü  p arçac ık  ve k a rş ı-p a rç a c ığ m  göreli h a rek e t iç inde o lm ala rı o la s ıd ır  
ve bu  h a re k e tte  to p lam a eklenecek b ir  enerji, k ine tik  enerji, b u lu n acak tır . 
H er iki o layda da k a rş ı-p a rç a c ık la r ın  v a rlığ ın ın  as lın d a  bizi, b ö lü m ler 21- 
23 'te  aç ık land ığ ı üzere, tek il p a rç ac ık la ra  ilişk in  k u an tu m  k u ram ın d an  
uzak laşm ay a  zo rlad ığ ın ı görürüz.



24.3 Kuantum mekaniğinde enerji pozitifliği

Şim di sonuç o la rak  b iz i, gö relilikçi b ir  k u an tu m  k u ram ın d ak i k a rş ı-  
p a rç a c ık la ra  ilişk in  gerekliliğe y ö n len d iren  yo la dönelim . K uantum  k u ra 
m ına ilişk in  çerçeveyi öncekine göre b ir  şekilde d ah a  d erin  b ir  p e rsp e k tif
le incelem eye gerek duyacağız. İlk  o la rak  S chröd inger denk lem in in  tem el 
b iç im in i an ım sayalım :

dxp

K uantum  sis tem im iz in  en e ıjis iy le  ilg ili o la rak  b e lir li b ir  E değerine sah ip  
o lm asın a  gerek  d uyduğum uzu  düşünelim ; böylece ı/>, E öz değereiy le b ir 
lik te  b ir  enerji öz d u r u m u  o lur, d iğe r b ir  dey işle  (Jf s is tem in  to p lam  en e r
jis in i ta n ım la y an  işlem ci o lm ak üzere)

Hxp = Eıp

ifad esin e  gerek duyarız . K uan tum  m ekan iksel R işlem i u y a rın c a  (§§22.1, 5) 
b u  tü r  b ir  \p du rum u , b ir  s is tem  ü ze rin d e  ona, k a rş ılığ ın d a  "E" b e lir li y a 
n ıtın ı ald ığ ım ız, "enerjin  nedir?" so ru su n u  so ran  b ir  ölçüm  gerçek leştirm iş 
o lm am ız sonucu  o rtay a  çıkar. Böylece S chröd inger denklem i bize

d\p

ifad e s in i verir. Bu denk lem in  çözüm leri, C t 'd e n  b a ğ ım sız  o lm ak üzere (di
ğer b ir  dey işle  yaln ızca  u za m sa l değ işken lerin  k arm a şık  b ir  fonksiyonu),

ip =  Ce~m / h
biç im ine sa h ip tir .12411

Şu h a ld e , E enerji değerin in  p o z itif  b ir  say ı o lm ası önem lid ir. N ega tif 
enerji d u ru m la rı k u an tu m  m ekan iğ inde pek  çok sebep neden iy le  "kötü h a 
b e r d i r  (varlık ları fe lak e t d o ğ u ran  k a ra rs ız lık la ra 1 yol açar).12421 A slında E 
enerjis i p o z itif  o ld u ğ u n d a  t 'ye ilişk in  ü stek i (e-lBt/ ft'deki) —iE /h  k a tsay ıs ı 
i 'n in  n e g a t i f  b ir  k a tıd ır . §9 .5 'ten  bu  doğadak i \p(t) fo n k siy o n la rı ya da bu

f® [24.1] Bunun gerçekten b ir çözüm olduğunu sınayın.
1 Felaketten teknik olarak, enerji negatif olabilen sab it b ir  E„ değerinden büyük anlam ına ge

len "alttan  sınırlı" denen şey olduğunda kaçınılır. Böylesi b ir  durum da enerjiyi, Ham iltona 
E0 ekleyerek "yeniden norm alleştir”ebiliriz. Böylece sonuçtaki eneıji öz değerlerinin tüm ü 
artık  pozitif olacaktır.
[24.2] H am iltona b ir K sab iti eklem enin niçin bas it olarak, Schrödinger denklemine a it tüm  
çözüm lerin aynı katsayıyla çarpılm ası etkisine sahip olduğunu açıklayın. Bu katsayıyı bu 
lun. Bu, kuantum  dinam iğini büyük ölçüde etkiler mi? Bir kuantum  sistem ine ilişkin kütle- 
çekimsel etkiyle ilgilendiğimizi düşünün. Bu koşullarda, niçin enerjiyi bu yolla basitçe "ye
niden normalleştir"emeyiz?



tü r  fo n k siy o n la ra  ilişk in  çizg isel b ir le ş im le r  (bir m ik ta r  kafa  k a r ış t ır ıc ı b i
çimde) p o z i t i f  fr e k a n s ta d ır  denir.

A yrıca §9.3 'te , b ir  f ( x )  fonksiyonunu  açık  o la rak  tüm üy le  fa rk lı b ir  b i
çim de, d iğer b ir  deyişle R iem ann  k ü res in e  ilişk in  geom etri b iç im inde, 
kend i p o z itif  ve n e g a tif  frek an s k ıs ım la rın a  bö ldüğüm üzü  an ım say ın .2 
O rada b u n u  sa f  m a tem atiğ in  z a r if  b ir  p a rç a s ı o la rak  ele a lm ıştık . Gerçel 
çizgi R iem ann k ü res in in  ekva to ru  e tra f ın d a  b ir  kez do lanm ış b iç im de d ü 
şü n ü leb ilir . f  fonksiyonunun  p o z itif  frek an slı kısm ı, holom orfik  o larak  
(bkz. §7.1), güney y arıkü reye  u z a tıla n  k ısım  o la rak  an laşılırk en  b en z er ş e 
k ilde n e g a tif  fre k an slı k ısım  kuzey y arıkü reye  u z a tıla n  k ısım  o la rak  a n la 
ş ılm ak tayd ı. Ş im diyse b u  kav ram ın  büy ü k  önem ine ilişk in  d ik k a t çekici 
b ir  f i z ik i  nedene u la şm ış  olduk. H erhang i özgüvenli b ir  d a lga  fonksiyonu , 
k en d is in in  enerjiye a it b ir  öz d u ru m  o lm ası gerekm ese de, enerji öz d u 
ru m la rın ın  d o ğ ru sa l b ir  b irle şim i b iç im inde  ifade ed ileb ilir  o lm ak zo ru n 
d a d ır  ve h e r  enerji öz değeri p o z itif  olm ak d u ru m u n d ad ır. Bu neden le  g ü 
venli h e rh an g i b ir  dalga  fonksiyonunun  zam an  bağ ım lılığ ı a s lın d a  bu  y a 
şa m sa l önem deki p o z itif  frek an s  özelliğ ine sah ip  olm ak zo ru n d ad ır. Bana 
öyle geliyor ki, b ir  ta ra fta k i tem el b ir  fizik i gerek lilik le  d iğer ta ra f ta k i şık 
b ir  m atem atik se l özellik a ra s ın d a k i bu  d ik k a t çekici ilişk i, çok yön lü  m a 
tem atik se l f ik irle rle  gerçek ev ren im iz in  iç iş ley işi a ra s ın d ak i derin , ince
lik li ve a s lın d a  gizem li ilişk in in  m ü th iş  b ir  ö rneğ id ir.

G örelilikçi o lm ayan  k u an tu m  m ekan iğ inde p o z itif  frek an slı olm aya 
ilişk in  b u  gereklilik , H am ilton ın  k lasik  enerjile rin  p o z itif  o lduğu  m akul 
b ir  fizik i p ro b lem d en  k ay n ak lan m ası koşu luy la , k u ram ın  doğal b ir  özelliği 
o la rak  o tom atik  b iç im de o rtay a  çıkm a eğ ilim inded ir. Ö rneğin, görelilikçi 
o lm ayan  p. (pozitif) kü tle li tek il b ir  se rb e s t (spinsiz) p arçac ık  d u ru m u n d a  
J f  =  p 2/2 u  H am ilto n ın a  (§20.2, §21.2 'yi an ım sayın) sa h ip  o luruz, p 2 ifadesi 
ve b u ra d a n  h arek e tle  K  H am ilto n m ın  k en d is i "pozitif belirli"3 o la rak  a d 
la n d ır ıla n  şey d ir  (§§13.8, 9). K lasik o la rak  bu , p2 b ir  k a re le r  to p lam ı o ld u 
ğu iç in  o rtay a  ç ık a r ve bu  n eg a tif  olam az: p 2 = p • p =  ( p j 2 +  (p2) 2 +  (p3)2. 
K uantum  m ekan iksel o la rak , V =  (d /d x 1, d /d x 2,d /d x 3') o lm ak üzere, p 'n in  
yerin i —iftV'yla değ iştirm ek  zo runday ız  ve a r tık  "pozitif  belirli"  sav ı (nor
m a lle şeb ilir  d u ru m la rla  ilg ili o la rak , d iğe r b ir  dey işle  uygun  b ir  H H ilb e rt 
uzay ın ın  e lem an la rı için) —V2 iş lem cisine  ilişk in  öz değerlere  a i t  o lu r ve 
b u n la r  y ine esas  o la rak  k lasik  d u ru m d ak i aynı seb ep ten  kaynak lı n eg a tif  
o lam az.12431,4

2 Orada / ' n in  tekil olm ası olası olduğundan, oo noktasın ın  ele alm ışıyla ilgili b ir  incelik söz 
konusudur. §9.7'deki hiperfonksiyonel ele alış uygundur; bkz. Bailey,1982.

3 Açıkçası, sürekli öz değer spektrum u sıfıra  gidip onu içerdiğinden, pozitif yarı belirli deme
liyiz.



24.4 Görelilikçi enerji denklemindeki zorluklar

Şim di görelilikçi b ir  k u an tu m  p arç ac ığ ın ı ele alalım . Bu d u ru m d a  H a
m il to n  enerjiy le ilg ili p 2/ 2u değil fa k a t görelilikçi

[(c2n ) 2 -I- c2p 2]z

ifad e s in d e n  elde ed ilir. Bu ifade, p a r tık  parçac ığ ın  d u rağ a n  k ü tle s i olm ak 
üzere, do laysız  b iç im de §18.7 'deki (c2p )2 =  E2 — c2p 2 ifad e s in d e n  gelir. Bu 
ifad e n in  pek  de p 2/ 2\ı g ib i gö rünm ed iğ i kayg ısın ı ta ş ıy a n  okuyucu  a l ış t ı r 
m a [18.201'ye b a şv u rm a lıd ır. O b ize görelilikçi ifadem iz in , [(c2/ı)2 + 
c2p 2] i /2,n in  b ir  ü s lü  seri aç ılım ından , E in s te in 'ın  ü n lü  E = m c2's in i b ir  ilk 
te rim  o la rak  gündem e a ld ığ ın ı söyler. Bu te rim  p arçac ığ ın  d u rağ a n  k ü tle 
s in d en  gelen  en e ıji k a tk ıs ıd ır  ve p a rç ac ığ ın  h arek etin e  ilişk in  k in e tik  en e r
jiye  ek tir. îk in c i te rim  b ize a s lın d a  Nevvtoncı p2/2 u  (kinetik  enerji) H am il- 
to n ın ı verir.

Bu yo lla  oku run  görelilikçi H am ilton  seçim im ize ilişk in  güveni ta ze le 
n ir! Yine de H am ilton ım ızla  ilg ili o la rak  b u  gerçek ü s lü  se ri ifad e s in i k u l
lan m a g iriş im i, özellikle p 2 > fi2 o ld u ğ u n d a  k la s ik  se rin in  y ak ın sam am ası 
neden iy le  şü p h esiz  k u llan ışs ız  o lur. B una rağm en  [(c2p )2 +  c2p 2]1/2 ifad e 
s indek i karekökün  (yarım  üs) k en d isin e  a i t  d erin  zo rluk ları p o z itif  f rek an s 
gerek liliğ in i ko rum ak la  ilişk ili o la rak  g e tird iğ in i göreceğiz. B unun la  ilg ili 
önem li b ir  şeyi an lam ay a  ça lışa lım .

ifad e le rim iz i gereksiz şek ild e  d o ld u rm a k tan  kaç ınm ak  üzere  ışık  h ız ı
n ın  b ir  o lduğu,

c =  1,

o lduğu  b irim e  döneceğim  ve böylece a r tık  görelilikçi H am ilton ım ız  (d u ra
ğan  enerjiy i içererek)

ı
H  =  (a«2 +  p 2) 2

o lacak. K uan tum  m ekan iğ inde p 2'n in  gerçek ten  ik inci derece k ısm i tü rev  
iş lem cisi —ft2V2 o lduğunu  ak lım ızda tu tm a k  zorunday ız, böylece b ir  k ısm i 
tü rev  iş lem c isin in  karekökü o lan  (jı2—h2V2)1/2 ifad esin e  gerçek ten  tu ta r lı

durum una ilişkin, A = 2^fC2E olmak üzere, - V 2xp = Aıfr’ye sahip olduğum uzu doğrulayarak, 
i4'nın norm alleşebilir b ir  durum  için pozitif olm ası gerektiğini gösterm ek üzere /  t/»V2t/;d3x = 
— /  Vıp»V\l>â3x Green teoremim  kullanın. (Diğer ta ra ftan  pozitif A için —Vzıp =  Aty'ye ilişkin, 
\\ıp\\ norm unun sonlu kalacağı ve dilersek ||^r|| = 1 biçim inde norm alleştirebileceğim iz şekil
de sonsuza doğru uygun biçimde azalarak  kaybolan pek çok çözüm bulunduğu aslında  doğ
rudur.) D ışsal kalkülüsün tem el teorem inden, Green teorem inin nasıl türetild iğ in i gösterin.

4 Kuantum  m ekaniği uygulam alarıyla ilgili bkz. Shankar, 1994. Genel b ir ta r tışm a  için bkz. 
Arfken ve Weber, 2000.



b ir  an lam  atam am ız  gerek irse  d ikka te  değer b ir  m a tem atik se l gelişk in liğe 
gerek duyacağız. (Zorluğun fa rk ın a  v arm ak  üzere  örneğ in , - / ( l  — d2/d x 2) 
g ib i b ir  şeye b ir  an lam  yüklem eye çalışın .)124 41

Bu kareköklü  ifadede çok d a h a  cidd i b ir  zorluk  m e v cu ttu r  çünkü  o açık 
b ir  işa re t b u lan ık lığ ı  içerir. K lasik fiz ik te  bu  tü r  şey ler b iz i k ay g ılan d ır
m az çünkü  ele a lın an  n ice lik le r gerçel değerli o lağan  fo n k siy o n la rd ır  ve 
p o z itif  değerleri n eg a tif  o la n la rd an  ay rı tu tab ileceğ im iz i düşü n eb iliriz . 
Buna k a rş ın  bu, k u an tu m  m ekan iğ inde o k a d a r  da kolay  değild ir. B unun 
ned en in in  b ir  p a rç a s ı k u an tu m  d alga  fo n k siy o n la rın ın  k arm aşık  o b n as ı ve 
k a rm aşık  say ılı b ir  ifadeye ilişk in  iki karekökün, ev rense l o la rak  uygun  
b ir  b iç im de derli to p lu  şek ilde "p o z itif ' ve "n e g a tif 'e  ay rılm a eğ ilim inde 
o lm a m a sıd ır  (§5.4). Bu, k u an tu m  m ekan iğ in in  k arm aşık  fo n k siy o n la r ü ze
rin e  etk iyen  işlem cile rle  ilg ilenm esi gerçeğiyle b ağ lan tılı o la rak  ele a lın 
m a lıd ır  ve karekök benzeri ifad e le r b a s it  şek ild e  yaln ızca  "pozitif  kökünü 
alın" dem ekle çözülem eyen tem el an lam  b u la n ık lık la r ın a  yol açab ilir.

Bu zo rluğu  ifade e tm en in  b aşk a  b ir  yolu  d ah a  m evcu ttu r. K uantum  
m ekan iğ inde, fiziki b ir  d u ru m d a  "olabilecek" pek  çok o lası şey in  h ep s in in  
k u an tu m  d u ru m u n a  k a tk ıd a  bu lu n ab ileceğ i ve böylece b u  a lte rn a tif le r in  
tü m ü n ü n  o lan  şey h e r  neyse onun  üzerinde  b ir  etkiye sa h ip  o lacağı göz 
önünde b u lu n d u ru lm a lıd ır . K arekök benzeri b ir  şey söz k o nusu  o ld uğunda  
iki kökün h e r  b iri b ir  "olasılık" o la rak  h esab a  k a tılm a lıd ır, böylece "fiziki 
o lm ayan  n eg a tif  b ir  enerji" b ile  "fiziki b ir  o lasılık" o la rak  göz önüne a l ın 
m ak zo ru n d a  olur. Bu tü r  b ir  n e g a tif  enerji d u ru m u n a  ilişk in  p o tan siy e l 
m evcu t o lu r  olm az p o z itif  enerjiden  negatife , fe lak e t ge tiren  b ir  k a ra rs ız lı
ğa yol açab ilen  kend iliğ inden  b ir  geçişe ilişk in  o lab ilir lik  aç ığa  çıkar. Gö
re lilikçi o lm ayan  se rb e s t b ir  p a rç ac ık  d u ru m u n d a  n e g a tif  enerji o la s ılığ ıy 
la  ilg ili bu  so ru n a  sa h ip  olm ayız çünkü  p o z itif  b e lir li p 2/ 2u n iceliğ i bu  
ku llan ışs ız  kareköke sa h ip  değ ild ir. B unun la  b irlik te  (j ı 2 +  p 2)1?2 gö re lilik 
çi ifadesi, no rm alde  n eg a tif  karekök lerden  k u rtu lm ak  üzere  açık b ir  iş le 
m e sah ip  o lm am am ız a n lam ın d a  d ah a  so ru n lu d u r.

Tekil b ir  se rb e s t p arçac ık  (ya da e tk ileşim li o lm ayan  böy lesi b ir  p a rç a 
cık sistem i) d u ru m u n d a  b u n u n  a s lın d a  gerçek b ir  zo rluğa neden  o lm adığı 
aç ığa  ç ık ar çünkü ilgiyi, tam  da §21.5 'te ele a lınm ış o lan  se rb e s t Schrödin- 
ger denk lem in in  p o z itif  enerji düzlem  d alga  so n u ç la rın a  ilişk in  ü s t  ü s te  
b inm ele re  s ın ırla y ab ilir iz  ve n e g a tif  enerji d u ru m la rın a  h iç b ir  geçiş söz 
k o n u su  olm az. B unun la  b ir lik te  etk ileşim lerin  v a rlığ ın d a  a r tık  d u ru m  bu  
değ ild ir. S ab it b ir  e lek trom anyetik  a rd a la n  a lan ın d ak i tek il b ir  görelilikçi

US [24.4] Fourier dönüşüm lerini (§9.4) ya da üslü serileri ya da kontür in tegralleri ya da başka 
her neyse kullanarak  bazı önerilerde bulunun.



yüklü  p arçac ık  iç in  b ile  dalga  fonksiyonu , genelde, p o z itif  frek an slı o lm a
y a  ilişk in  koşu lu  sü rdü rem ez. B urada , k u an tu m  m ekan iğ i ilkeleriy le  göre- 
liliğ in k ile r a ra s ın d ak i gerilim i a lg ılam aya  b aş la rız .

§24.8 'de göreceğim iz üzere  büy ü k  fizikçi P au l D irac b u  b e lir li gerilim i 
çözüm lem ek üzere b ir  yol b u ldu . Bir ilk  ad ım  o larak , b e la lı karekökün  ü s 
te s in d e n  m ü th iş  ve bek lenm edik  b ir  b iç im de gelen u s ta c a  yap ılm ış ve d e
r in lem esin e  k av ray ış lı b ir  önerm eyi, e lek tron la  ilg ili şu  ank i ü n lü  denk le
m in i, o rtay a  koydu. S o n rasın d a  bu , n e g a tif  en erjile rin  elen ip  e tk ile rin in  
k o rk u tu cu  b ir  öngörü , k a r ş ı-p a rç a c ık la n n  v arlığ ı, ta ra f ın d a n  ü stlen ild iğ i 
son  derece o rijina l b ir  b ak ış  aç ıs ın a  yol aç tı. Tüm  b u n la r ı  an lam ak  üzere, 
karekökün  k en d isin d en  kay n ak lan d ığ ı görelilik  k u ram ın a  ilişk in  tem el 
özelliğe geri dönelim .

24.5 d/dt'nın değişmez olmayışı

G örelilikçi d u ru m d ak i (jı2 + p 2)1/2 H am ilton ın ı ben im sem eye ilişk in  
b e lirg in  gereksin im im iz in  a l tın d a  y a ta n  n eden i an ım sayalım . Sonuç o la 
rak  bu, gö relilik te  d /d t,  zam an  ve uzay ın  ay rı ay rı değil fa k a t b irle ş ik  b ir  
"uzayzam an"a ilişk in  b e lir li gö rü n ü m le r b iç im inde  ele a lın m ası nedeniy le 
değişm ez b ir  şey  değ ilken  S chröd inger denk lem in in  d /d t  iş lem cisinden  
(diğer b ir  dey işle "zam ana göre değişim  oranı") y a ra rla n m a s ı gerçeğ inden  
k ay n ak lan ır. Bu ned en le  d /d t 'y i tem el b ir  şey o la rak  değerlend irm ek  "gö
re lilik le  ilg ili o la rak  değişm ez" değ ild ir. Şu h a ld e  §21 .3 'te  gördüğüm üz 
üzere  S chröd inger denk lem indek i d /d t,  s ta n d a r t  pa u zay zam an  4-m om en- 
tu m la rm m  (diğer b ir  dey işle  E enerjis i ve —p 3-m om en tum unun) yerin in  
k en d isi arac ılığ ıy la  ih d /d x a tü re v  işlem cileriy le  (diğer b ir  deyişle E en erji
si ih d /d t 'y le  ve —p iftV'yla) d eğ iş tir ild iğ i genel "kuan tizasyon  h ilesi"nden  
gelir. Böylece d /d t 'ye ilişk in  "görelilikçi değişm ez o lm ayış" enerjin in  de
ğ işm ez o lm ay ışıy la  y ak ın d an  ilg ilid ir. U zay ve zam an ın  görelilik  k u ram ıy 
la  k a rışm ış  h a le  gelm esine benzer b iç im de enerji ve m om entum  da 
(§18.7'de gördüğüm üz üzere) k arışm ış  h a le  gelir.

A yrıca E in s te in 'ın  E =  m c2 's in in  (c =  1 u z la ş ıs ıy la  b irlik te) b ize enerji
n in  k ü tle  ve k ü tle n in  enerji o lduğunu  söy led iğ in i an ım say ın ; böylece kü tle  
de "değişm ez değil"dir. B unun la  b irlik te  bu , b ir  p a rç ac ığ ın  ken d isin e  içkin 
o lm ayan  fak a t o p a rçac ığ ın  h ız ın ı p ay la şm as ı gerekm eyen b ir  re fe ran s 
çerçevesinde ö lçü lm üş k ü tle  o lan  m  to p la m sa l k ü tle  kav ram ıy la  (enerji 
m om entum  4—v ek tö rüne  ilişk in  zam an  b ileşeni) ilg ilid ir. P arçacık  h ız ı ne 
k a d a r  büyükse  "alg ılanan" b u  kü tle  o k a d a r  b ü y ü k tü r  (aslında bu  m 'n in  
değ işm ez b ir  n icelik  o lu şu n u n  nedenid ir). B ir p a rç ac ığ a  ilişk in  n d u rağ a n



k ü tle s i değ işm ezd ir fak a t d u rağ a n  kü tleye ilişk in  teh like , to p la m sa l o lm a
y ış ı ve p arçac ık  d ö n ü şü m lerin d e  ko runm ay ışı nedeniy le  b ir  H am iltona 
eş itlenecek  b ir  şey le  ilg ili zay ıf  b ir  seçim  y ap m asıd ır. D ahası n, ene ıji ve 
m om entum lu  b ir  ifaden in  karekökü o larak , d iğe r b ir  deyişle (c =  1 alarak) 
d ah a  önce sa h ip  o lduğum uz k ü tle /enerjiye , m = E (= J f) ,  ilişk in  karekök 
ifad esin i, m =  (n2 + p 2) 1/2, yen iden  ifad e  eden

ile verilir.

Yine de b ir  S chröd inger tip li denklem de değişm ez o lm ayan  m enerji b i
leşen i yerine  bu  değişm ez n d u rağ a n  en erjis in i ya d a  fi2 k a re s in i ku llanm a 
fik riy le  oynayab iliriz . K areli d u rağ a n  enerjiye u y g u lan an  kuan tizasy o n  h i
lesi, n 2 = m 2 — p 2, b ize M inkovvskici ( t , x , y , z ) k o o rd in a tla r ın d a

işlem cisiy le5 (ift)2 ça rp ım ın ı su n a r. B una da lga  işlem cisi ya da D 'A lem bert 
işlem cisi d en ir  ve a s lın d a  değişm ez b ir  an lam a sa h ip tir . ( (d/dx)2'nm ik in 
ci tü rev  işlem cisi d 2/ d x 2 an lam ın a  geld iğ in i anım sayın .) G eleneksel Schrö
d inger denklem i bu işlem ciy i do laysız  b iç im de işe koşm am ıza (Schrödin
ger denk lem in in  (d / d t ) 2 ik inci dereceye değil d / d t  b irin c i dereceye gerek 
d u y m asın a  ilişk in  ü s tte  b e lir tile n  ned en le rd en  kaynaklı) iz in  verm em esine 
rağm en  y ine de (ift)20 0  =  fi2ıp ik inci derece denk lem in in  ((ift)2Q  k u a n ti
zasyon  h ilesi yo luyla ji2'd en  elde edilm ek ve denklem deki /ı a s lın d a  d u ra 
ğan  kü tle  oZmak üzere) görelilikçi b ir  parçac ığ a  ilişk in  b ir  d a lga  denklem i 
o la rak  an lam a  sah ip  o lm ası gerek tiğ in i bek leyebiliriz . Bu denklem , 
M =  n /fı  o lm ak üzere

b iç im inde yen iden  y az ıla b ilir  ve a s lın d a  o görelilikçi k u an tu m  k u ram ın d a  
önem e sa h ip tir . Ş im dilerde b u  denklem  sık lık la , bu  görelilik le ilg ili o la rak  
değişm ez denklem i şu  an d a  d ah a  ü n lü  o lan  "Schrödinger denklem i"ni 
(§21.3'te aç ık land ığ ı üzere)6 b ile  o rtay a  koym adan  önce ilk  o la rak  Schrö- 
d in g e r'in  k en d is in in  ile ri sü rd ü ğ ü  görü lm esine rağm en, "K lein-G ordon 
denklem i" o la rak  an ılır.

5 Bazı in san la r bu işlemciyi ters işaretle  tan ım larla r çünkü genellikle bu rada kullandığım
+ ------- yerine + + + — im zasını benim serler.

6 Bkz. Pais, 1986; Miller, 2003; Dirac, 1983. Schrödinger'in güdüleri hem estetik  hem de erotik 
olm uş olabilir]

H2 =  pap a = m 2 — p 2, d iğer b ir  deyişle fi = (m 2 + p 2y

(□ + M 2)xp = 0



M odem  k u an tu m  a lan  k u ram ı b ağ lam ın d a , kü tleye sa h ip  sp in s iz  p a r 
çacık ları, özellikle m ezo n la r  (p ion lar ya da k ao n la r  tü rü n d ek i a ra  kü tle  
p arçac ık ları) o larak  a d la n d ır ıla n  p a rç ac ık la rı aç ık lam ak  üzere  uygun  b i
çim de y o rum land ığ ı ta k tird e  K lein-G ordon denklem i k u lla n ıla b ilir . Bu
n u n la  b irlik te  bu  yorum  k u an tu m  a lan  k u ram ın a  ilişk in , D irac 1928'de 
e lek tro n la  ilg ili o ldukça fa rk lı g ö rü n ü ştek i denklem in i ile ri sü rd ü ğ ü n d e  il
kel b ir  fo rm a  sah ip  b u lu n a n  tü m  yap ıy a  gerek duyar. D irac, □  d a lga  iş 
lem cisinde sah ip  o lduğu zam an  tü rev in in , (Schrödinger denk lem inde gö
rü n d ü ğ ü  gibi) (d /d t)2 ik inci derece b iç im i yerine  d /d t  b ir in c i derece  b iç i
m inde gö rü n d ü ğ ü  b ir  denklem  y a ra rın a  ta r tışm ış tı. N eden leri ü s tte  b e lir 
tilen le rle  ilg iliyd i fak a t o d ah a  b e lirg in  o larak , b ir  p a rç ac ığ ın  dalga  fonk
siyon u n u n , p arçac ığ ı seçili h e rh a n g i b ir  yerde b u lm ay a  ilişk in  o lasılık  yo
ğ u n luğuy la  ilg ili b ir  ifade sağ lam ak  zo ru n d a  o lm ası gerek liliğ inden  yo la 
ç ık arak  tem ellendi. Bu, n ite l o la rak  bu  o lasılığ ın  a s la  n eg a tif  h a le  gelem e
yeceği şek ilde p o z itif  b e lir li o lm ası gereken  görelilikçi o lm ayan  s ta n d a r t  
k u an tu m  m ekaniğ ine (§21.9) ilişk in  Ç'V'ye benzer. E nerjin in  p o z itif  b e lirli 
o lm asın a  ilişk in  gerek lilik le  pek de aynı d eğ ild ir  fak a t tem el o larak  e ş it 
önem deki b ü tü n ley ic i b ir  g e rek lilik tir .7

24.6 Dalga işlemcisinin Clifford-Dirac karekökü

G öreliliğ in  ta lep leriy le  k en d is in in  b irin c i dereceden  b ir  d /d t 'ye o lan  
a n la ş ı lır  gereksin im i a ra s ın d a k i g ö rü n ü şte  çözüm süz k a rş ıtlığ a  ilişk in  u s 
ta  iş i ve o la ğ an ü stü  k av ray ış lı çözüm  yo luy la  D irac, [ ]  da lga  iş lem cisin in  
karekökünü  görelilikçi o la rak  değişm ez, ku rn azca  b ir  yo lla  açık  b iç im de 
a la rak  d /d t  b ak ım ın d an  b irin c e  dereceli b ir  denklem  b u lm ay ı b a şa rd ı. Bu
n u  değişm eli o lm ayan  b e lir li ek n ice lik le rin  ile ri sü rü lm e sin e  iz in  vererek  
y ap tı. Böylesi n icelik ler k u an tu m  m ekan iğ inde m e şru d u r  çünkü  b u n la r  
d a lga  fonksiyonu  üzerine  etk iyen, o rijina l o la rak  §21.2 'de k a rş ıla ş tığ ım ız  
değ işm eli o lm ayan  konum  ve m om entum  işlem cile ri b iç im indek i çizgisel 
iş lem c ile r o la rak  ele a lın m a lıd ır . K ısa sü re  iç inde göreceğim iz üzere  d ik 
k a t çekici o lan  ş ey, D irac 'ın  ken d in i ile ri sü rm eye zo rla n ır  h is s e ttiğ i de
ğ işm eli o lm ayan  b u  iş lem c ile rin  doğan ın  çoğu tem el fe rm iy o n la rın ın , d i
ğer b ir  dey işle  D irac zam an ın d a  b ilin en  e lek tro n la r ve p ro to n la rın  ve ş im 
di b ilin en  n ö tro n la r, m ü on la r, k u a rk la r  ve d iğer pek çok —sp in li p a rç ac ık 

la rın , fizik i sp in  se rb e s tlik  dereces in i aç ık lam asıd ır.

7 Bu iki gereklilik birbiriyle, §25.4'te göreceğimiz CPT teorem ine ilişkin kan ıtla rın  temel b ile
şenleri biçim inde birleşir.



G erçekte değ işm eli o lm ayan  "spin" n ice lik le rin i b u lu rk en  D irac 
§11.5 'te k a rş ıla ş tığ ım ız  C lifford ceb irin i (bir örneğini) yen iden  k eşfe tti. Ne 
VVilliam K ingdon C liffo rd 'un  ilk  ça lışm a la rın d a n  ne de C liffo rd 'un  (1877) 
ve h a t ta  o n d an  önce H am ilto n 'u n  b u  ceb ire  a it e lem an la rın , [ ]  d a lga  iş 
lem cisi b o y u tu n  4  ve im zan ın  H----------o lduğu  genellenm iş L aplace iş lem 
c is in in  b e lir li b ir  tü rü  olm ak üzere, L aplace iş lem c ile rin in  "karekökünü a l
m ak" iç in  k u lla n ıla b ild ik le r in i çok tan  fa rk  e ttik le rin d en  h a b e rd a r  g ö rü 
nü r. A slında C liffo rd 'un  k en d is in in  de b ild iğ i g ib i VVilliam Rovvan H am il- 
to n  1840 d o lay la rın d a  o lağan  3 -b o y u tlu  b ir  L aplace işlem cisine  a i t  kare- 
kökün, d ö rd eyle rin  k u llan ılm asıy la  elde ed ileb ild iğ in i g ö s te rm iş ti (bkz.

C liffo rd 'un  işlem i b u n u  yüksek  b o y u tla ra  genelled i.9 Belki de D irac 'ın , 
C liffo rd 'un  y arım  yüzy ıldan  faz la  zam an  önceki k eş ifle rin d en  h ab e rs iz  o l
m a sı ş a ş ır t ıc ı  d eğ ild ir  çünkü  b u  ça lışm a 1920'lerde pek çok ce b ir  uzm anı 
ta ra f ın d a n  b ile  b ilin ir  değildi. D irac C lifford  ceb irin i d a h a  önceden  b iliyor 
o lsayd ı b ile  bu , böy lesi k av ra m la rın  sp in  halin d ek i b ir  e lek tro n u n  kuan- 
tu m  m ekan iğ i iç in  önem ini, bu  fizik i k av ra y ış ta  b a ş a t  ve bek lenm edik  b ir  
gelişim i o lu ş tu rm a k  üzere, gerçek k ılm aya  ilişk in  görkem i k ara rtm azd ı.

D irac 'ın  d u ru m u n d a , a s lın d a  karekökü  a lın m a sı gereken şey, M in- 
kovvskici geom etriy le  ilg ili 4^boyu tlu  (Lorentzci) L aplace işlem cisi o lan

dalga iş lem c isid ir. Öyleyse

y l  =  ı . r ı  =  -1 .Yİ =  —ı.yf = - ı
ifad e le rin i sağ lay an  "Lorentzci" Yo>--->Y3 C lifford ceb iri e lem an la rın ı k u l
lan ırız . S ta n d a rt b ir  (+ + ... + im zalı) C lifford  ceb irinde b u  k are le rin  h e r  b i
r i -1  olur. B u rad a  işa re tle rle  ilg ili o la rak , u zam sa l y 'la r ın  kend isi yo luy la 
o rijina l n e g a tif  C lifford k a re le rin i e linde b u lu n d u rd u ğ u , s ta n d a r t  fiz ikçi
n in  u z la ş ıs ı o la rak  gö rünen  şeyi iz liy o ru m .10 B unun la  b irlik te  zam an sa l y0 
p o z itif  b ir  kareye sa h ip tir . D irac 'ın  C lifford  ce b irin in  "Lorentzci" o lm ası

8 Bu "karekök" fikirleriyle ilgili b ir  kaynak olarak bkz. T rautm an, 1997.
9 Clifford, 1882, s. 778-815; genel b ir  uygulam a için ayrıca bkz. Lounesto, 2001.
10 Bu uzlaşı olağan m atem atikçi uzlaşısıyla değişiklik gösterir; bkz. Harvey, 1990; Budinich ve

Trautm an, 1988; Lounesto, 2001; Lawson ve M ichelson, 1990; Penrose ve Rindler, 1986, Ek.
Uzayzaman için buradaki gibi H--------- im zası benim senirse genel b ir  Clifford cebirine iliş
kin tanım layıcı denklem YiYj — YjYi = ~2gtj olur.

§ 11.1):8



bu  an lam d ad ır. F ark lı y 'la r  iç in  C liffo rd 'un  karşı-d eğ işm eliliğ i h â lâ  geçer- 
lid ir  (§11.5):

YıYj = -Y jY ı (i *  İ)-

D irac 'ın  y a ra rla n d ığ ı k ilit gerçek, d a lga  işlem cisin in  bu  C lifford  e lem an la
rın ın  y ard ım ıy la  ta n ım la n a n  b ir in c i dereceden  b ir  işlem cin in  k a re s i o lm a
s ıd ır:12451

□  = İYod/dt -  y1d /d x  -  y -J Id y  -  y3d /d z )2.

B unu d ah a  özlü b iç im de y = (yı, y2< K3) l e b irlik te  vek tö r n o ta sy o n u n d a

□  =  İYod/dt  — y  • V)2 

o la rak  ya d a  h â lâ  d ah a  k ısaca ,

3 =  y0d /d t  — y  • V 

=  y ad /d x a

niceliğ i (y a = g abYb'yle b irlik te) D irac işlem cisi o la rak  ad lan d ırm a k  üzere,

□  =  a2
o la rak  yazab iliriz . Bu k u lla n ış lı "eğik çizgi" n o ta sy o n u  R ich ard  Feynm an 
ta ra f ın d a n  ile ri sü rü ld ü . D aha genel o la rak  b ir  Aa vek törü

A =  yaAa

C lifford-D irac ceb ir elem anı ta ra f ın d a n  gösterileb ilir .

24.7 Dirac denklemi

Şim di ( [ ]  + M2)ı/> = 0 "dalga denklem i"m ize dönelim . 9 D irac iş lem c isi
ni k u lla n a rak  b u  denklem de g ö rünen  [ ]  +  M 2 n iceliğ in i a r tık  ç a rp a n la rın a , 
M =  n /h  o lm ak üzere, ay ırab iliriz :

□  +  M :2 =  ö2 + M2

=  ( ö  +  i M ) ( 8 - i M ) .

E lek tro n la  ilg ili D irac denklem i öyleyse (ö + \M)ıp = —0, d iğe r b ir  deyişle

dip = —i Mıp

ya da ft'yi n d u rağ a n  k ü tle s i b iç im inde yazıp  yen iden  işe  k oşa rak

fıdıp = —ipıp



b iç im inde  yaz ılır. Ü sttek i ç a rp a n la ra  ay ırm ad an  aç ık tır  ki bu  denklem  ge
çerli o ld u ğ u n d a  ( []  +  M2)j/i =  0 dalga  denklem i de geçerlid ir. (Ayrıca bu  
(ö -  iM)ı/> =  0 "karş ı-D irac  denklem i" iç in  de fak a t n eg a tif  -h M  kü tle li b ir  
p a rçac ık la  ilg ili s ta n d a r t u z laşıy la , geçerlidir.) Bu neden le  ü s tte k i D irac 
denklem in i sağ lay an  dalga  fonksiyon la rı ay rıca  hM d u rağ a n  k ü tle li gö re li
likçi p a rç ac ık la ra  hükm eden  "dalga denklem i"ni de sağ lam ak  zo rundad ır.

D irac denklem i dalga  denklem i ü ze rin d en  d /d t  b ak ım ın d an  b irin c i d e 
receli o lm aya ilişk in  b ir  av a n ta ja  sa h ip tir . A slında D irac denklem i b ir  
S chröd inger denklem i b iç im inde, ifty0y V  + y0n b ir  H am ilton  işlem cisi ro lü  
oynam ak üzere,

dip
ift— = (i hy0y V  + y0/j.)ıp

o la rak  yen iden  y az ıla b ilir.12461 d /d t  iş lem cisin in  seçilip  ay rılm ası e lbe tte  
görelilikçi o la rak  değişm ez d eğ ild ir  fak a t tü m  öıp =  -iM ıp  D irac denklem i 
görelilikçi o la rak  değişm ezdir. (Bunu görm ek üzere C lifford ceb iriy le  Lo- 
ren tz  d ö n ü şü m leri a ra s ın d ak i etk ileşim in  d ikkatli b ir  incelem esine gerek 
duyu lu r.)12471 B undan, v ek tö r/ten sö r an a liz in in  (12 ve 14. bölüm ler) s ta n 
d a r t y ap ıs ı d ış ın d a  b u lu n a n  görelilikçi o la rak  değişm ez k av ra m la rın  v a r  
o lduğunu  öğrenm ek zam an ın  fiz ikçile rinde önem li b ir  sa rs ın tı  y a ra ttı.  Di- 
ra c 'ın  etk in  b iç im de önayak  o lduğu  şey şim di sp in ö r  a n a liz i ,11 zam an ın  
geleneksel v ek tö r/ten sö r  an a liz in in  çok ö tesine  g iden  b ir  ka lkü lüs  o larak  
b ilin en  yeni b ir  güçlü  fo rm alizm di.

G örelilikçi değ işm ezliğ i elim izde tu ta rk e n  bu  k u llan ışs ız  kareköke i l iş 
k in  d ik k a t çekici elem eyle ilg ili ödem ek zo ru n d a  gö ründüğüm üz "bedel" 
değ işm eli o lm ayan  bu  tu h a f  y0 C lifford ceb ir e lem an la rın ın  o rtay a  ç ık ış ı
d ır. B un ların  an lam ı nedir? Bu şey leri dalga  fonksiyonu  üzerine  etk iyen  
iş lem cile r o la rak  düşünm ek  zo runday ız . Bir p a rçac ık la  ilg ili d ah a  önce ele 
alm ış o lduğum uz (değişm eli olm ayan) konum  ve m om entum  k u an tu m  d e
ğ işk en le rin d en  do laysız b iç im de k ay n ak lan m ay an  b u  b e lir li iş lem cile r y e 
n i şey ler o lduğundan , p arçac ığ ım ız la  ilg ili yen i b ir  se rb e s tlik  derecesine  
k a rş ılık  gelm ek (ve ona bağ lı o la rak  davranm ak) zo ru n d ad ır. Bu yeni s e r 
b es tlik  dereces in in  ne g ib i b ir  am aca h izm et edebileceğ in i so rm am ız gere
kir. G ünüm üz te rm ino lo jis in in  b ize sağ lad ığ ı k av ray ış la  y an ıtı "spinör" i s 
m inde görürüz ; yeni se rb e s tlik  derecesi e lek tro n u n  sp in in in  aç ık la r.12

[24.6] Bunu gösterin.

®  [24.7] Bunu açıklayın. İpucu: alıştırm a [22.18]'i genelleyin.
11 Bkz. Clifford, 1878; Cartan, 1966; van der W aerden, 1929; Infield  ve van der VVaerden, 1933. 

§22.8'in 2 -sp inör notasyonunda bu bizi §25.2'de verilecek olan Dirac denklem inin "zik-zak" 
biçim ine yöneltir.

12 "Spinör" terim i açıktır ki Bartel van der VVaerden'e b ir  m ektubunda Paul Ehrenfest ta ra fın 
dan ileri sürü lm üştür.



§11.5 'te ne dend iğ in i an ım sayalım : "Bir sp inö r, üze rine  C lifford  ceb iri e le
m a n la rın ın  iş lem cile r o la rak  etk id iğ i b ir  nesn e  b iç im inde d üşünü leb ilir."  
D irac denk lem inde C lifford  e lem an la rı ip d alga  fonksiyonu  üzerine  etkir. 
Bu nedenle, ıfj'nin  k en d isi b ir  sp in ö r olm ak zo ru n d ad ır. O lağan sk a le r b ir  
dalga fonksiyonuna ilişk in  tek il b ağ lılığa  ek o larak  (doğasın ı k ısa  sü re  
içinde inceleyeceğim iz) faz lad a n  se rb e s tlik  derecesine  s a h ip tir  ve bu  faz 
la d a n  se rb e s tlik  derecesi a s lın d a  e lek tronun  sp in in i açıklar!

D alga iş lem cisin i C lifford  e lem an la rın ın  ku llan ım ı yo luy la  ç a rp a n la rı
n a  ay ırab ilm em izle  ilg ili o la rak  ödem ek zo ru n d a  kald ığ ım ız  bedelin  bize 
neredeyse inan ılm az  b ir  an la şm a  sa tın  a ld ığ ın ı a r tık  görm eye başlıyoruz! 
Bu bize e lek tronun  sp in in i ta m  o larak  verm ekle kalm az, ayn ı zam anda  
s ta n d a r t  te rim i, e lek trod inam iğ i §19.4 ve §21.9 'un  "ayar reçe te le ri''y le13 
uyum lu  b iç im de isa b e tli b ir  şek ilde su n an  te rim , a rd a la n  elek trom anyetik  
a lan la  b ir  etk ileşim  sağ lay an  H am iltona ek lediğim izde D irac e lek tro n u 
n u n  elec trom anye tik  a lan a , e lek tro n u n  görelilikçi h a re k e tin d e n  k ay n ak la
n an  b az ı incelik li te rim le r  de içererek , yüklü  e lek tro n u n  y ap m ası gerek tiğ i 
g ib i doğru  b iç im de tepk i v erd iğ in i görürüz.

B unun la  b irlik te  e lek tro n u n  yüklü  parçac ık  d a v ra n ış ı y a ln ızca  doğru  
b iç im de açıklanm az; ek o la rak  D irac elek tronu , çok b e lir li b ir  m ik ta rd a  
m a n y e tik  m o m en te , d iğe r b ir  dey işle  —e elek tro n u n  yükü  ve ıx k ü tle si o l
m ak üzere,

ft2e/4/ic

ifadesine , sah ip  o lu şuy la  uyum lu  o la rak  tepki verir. Bu, D irac e lek tro n u 
n u n  e lek trik se l o la rak  yük lü  o lm ası yan ı s ıra  aynı zam an d a  kuvveti ü s t te 
ki değerle verilen  m in ik  b ir  m ık n a tıs  o la rak  d av ran d ığ ın ı söy lem ektir. Di- 
ra c 'm  elek tronun  m anyetik  m om entine  ilişk in  b e lirg in  değeri d ikkat çekici 
b iç im de gözlem lenen gerçek değere yak laşık  b in d e  b ir  do lay ın d a  o ldukça 
yak ın  b ir  yak laşık lık  ta h m in id ir . E lek tronun  m anyetik  m om en tine  ilişk in  
en iyi çağdaş sap tam a, ü s tte  verilen  D irac 'ın  o rijina l değerinden

1,0011596521188...

ça rp ım sa l k a tsay ıs ı k a d a r  fa rk lıd ır . Ü stteki isa b e te  ilişk in  b u  küçük  fa rk 
lılık  b ile  a rtık , D irac denk lem in i tem el b ir  b ile şen  o la rak  k u lla n an  k u a n 
tu m  e lek trod inam iğ inden  gelen  düze ltm e etk ile ri yo luy la  aç ık lan ır. Di- 
ra c 'm  incelik li küçük  dıp =  — ıMfi denklem inde D oğayla aç ığa  çıkan uyum  
a s lın d a  o lağ an ü stü d ü r!

13 Eklenen terim , A = g abAayb ve Aa elektrom anyetik potansiyel olmak üzere, tek'dır. Bu, d iş 
lem cisini d — ıf’A'yla değiştirm eye karşılık  gelir.



24.8 Dirac'ın pozitrona giden yolu

H enüz h iç b ir  şek ilde bu  h ikâyen in  so n u n a  gelm edik; d ah a  yaln ızca  ona 
ilişk in  en y a lın  g iriş i aç ık lad ım . Öyleyse D irac denk lem in in  elek tron  spi- 
n iy le  ilg ili m a tem atiğ in d e  b u lu n a n  g ö rü n ü ştek i b ir  bozuk luk la devam  ede
lim . Bu be lirg in  bozukluk  D irac ı/> sp in ö rü n d e  b u lu n m a sı gereken belli s a 
y ıda bağ ım sız  b ile şen le  ilg ilid ir. —sp in li b ir  p arçac ık  yaln ızca  bağ ım sız 

iki sp in  d u ru m u n a  sah ip  o ld u ğ u n d an  yüzeysel b iç im de ik i bek leyebilecek
ken (bkz. §22.8) D irac t//s in in  bağ ım sız  d ö r t  b ileşene sa h ip  o lduğu açığa 
çıkar. Bu so ru n u  b iraz  d ah a  ay rın tılı o la rak  an lam ay a  çalışalım .

D irac 'ın  kend i denklem ini y ay ım lam asın d an  {1928'de) üç y ıldan  daha 
az zam an  önce George U hlenbeck ve Sam uel G oudsm it e lek tronun  tem el 
iki sp in  d u ru m u n d an  o luşm uş o lan  k u an tu m  m ekaniksel b ir  sp ine  sah ip  
o lm ası gerek tiğ i so n u cu n a  u la şm ış la rd ı. W olfgang Pauli 1927'de, d ö n d ü r
m e e tk is i a ltın d a k i bu  sp in lere  ilişk in  d ö n ü şü m lerin  ş im d ile rde "Pauli 
m a tris le ri"  o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  şey k u lla n ıla ra k  n a s ıl tem sil ed ild iğ in i 
g ö ste rd i {bkz. §22.8 ve ay rıca  Şekil 22 .6 'da aç ık lanm ış o lan  ^ -sp in li d u 

ru m la rla  ilg ili R iem ann kü resi tab losu). P au li m a tr is le ri de (tem elde b ir  i 
k a tsay ılı dördeyler), 3 -b o y u tlu  döndürm e g ru b u y la  ilg ili C lifford ceb ir 
e lem a n la rıd ır.12481

G erçekte e lek tro n a  ilişk in  iki sp in  d u ru m u y la  ilg ili büyük  b ir  fiziki ge
reksin im  m evcu ttu r. A slında k im yan ın  as ıl konusu , b ild iğ im iz k adarıy la , 
b u n a  b ağ lıd ır . Bir a tom da, çekirdeği çevreleyen e lek tron la r, çekirdek e t ra 
fın d a  "o rb ita lle r" o la rak  b ilinen  b e lirli d u ru m la rd a  dönm eye zo rla n ır  (bkz. 
§22.13). P au li d ışa rlam a  ilkesince, h iç b ir  e lek tron  o rb ita li bir  e lek tro n d an  
faz las ı ta ra fın d a n  do ld u ru lam az g ö rü n ü r fak a t yine de o rb ita lle rd e n  h er 
b irin d e  ik inci b ir  e lek tro n a  izin  verild iğ in i görürüz. O nların  ç iftle ri b ir  
a ra d a  b u lu n a b ilir  ve h â lâ  d ışa rla m a  ilkesin i sa ğ la r  çünkü  d u ru m la rı öz
deş değ ild ir  fak a t te rs  sp in lere  sa h ip tir . B unun la b irlik te  h erh an g i b ir  or- 
b ita ld e  ik iden  faz la  elek tron  o lam az çünkü e lek tro n a  ilişk in  o larak  y a ln ız 
ca iki ad e t bağ ım sız  sp in  du ru m u  m ev cu tttu r. "K ovalent bağ" k im yasa l 
kavram ı aynı o lguya bağ lıd ır; p ay laşılm ış  ik i elek tron  aynı du ru m  iç inde 
b ir  a ra d a  b u lu n u r  g ö rü n ü r çünkü sp in le ri te rs t ir , bkz. 24.2.

P a u li'n in  e lek tron  tan ım ı, Pauli m a tr is le rin in  2x2  o lm ası gerçeğiyle i l
gili o la rak  iki b ile şen li b ir  ipA =  (xp0, xpt ) denklem idir. B unun la  b ir lik te  Di- 
ra c 'ın  (Yo>Yı>Y2'V3) C lifford  e lem an la rın ın  C lifford ça rp ım  y a sa la rın ı

[24.8] Bu yorum u dördeyler ve §11.5'te açıklanan Clifford elem anları arasındaki bağlantıyla 
ilişkili o larak açıklayın.



Ş e k il  24 .2  E le k tro n u n  ~  

spininin kanıtı, (a) Bir atomda 
aynı orbitali iki elektron, daha 
fazla değil, doldurabilir. Bu, spin 
durumlarının ters olmasıyla ger
çekleşir, böylece Pauli dışarlama 
ilkesi çiğnenmemiş olur, (b) 
Kimyanın “kovalent bağ”ı, iki 
ayrı atomun orbitallerini payla
şan ters spinli bir çift elektron 
içerir.

gösterm ek  üzere  4 x 4  m a tris le re  gerek  duyd u ğ u n u  g ö rü rü z .12491 Bu neden le  
D irac e lek tronu  b ir  "Pauli sp in ö rü "n ü n  y a ln ızca  iki b ile şen in e  sa h ip  olm ak 
yerine , § 22 .8 'de aç ık land ığ ı üzere, gö relilikçi o lm ayan  —sp in li p a rçac ığ ın  

sa h ip  o lduğu  2 b ağ ım sız  sp in  d u ru m u n u  ta n ım la y an  4 -b ile şen li b ir  p a rç a 
cık tır. A slında da lga  fonksiyonuy la  ilg ili 4 b ile şen  o lm asın a  k a rş ın  D irac 
denklem ince aç ık lan an  b ir  p a rç ac ık la  ilg ili o la rak  sp ine  a it y a ln ızca  2 b i
leşen  m evcu ttu r. B unun neden i m a te m a tik se l o larak, dip = İMi/j D irac 
denk lem in in  b irin c i dereceden  b ir  denklem  o lm ası ve ona a it çözüm  u zay 
la r ın ın  ik inci dereceden  ( [ ]  +  M 2) ı/> =  0 d a lga  denk lem indek i d u ru m u n  
yaln ızca  y a r ıs ı k ad a rlık  çözüm  ta ra f ın d a n  k ap san m a sı gerçeğiyle y ak ın 
d an  ilişk ilid ir. (Bu denklem  ay rıca  —M n e g a tif  d u rağ a n  kü tlesiy le  ilg ili Di
rac  denklem i o lan  5ıp = +İMfi "karşı-D irac" denklem ince de sağ lan ır. F iziki 
o larak  D irac denk lem in in  çözüm lerin in  b u  "sayım ı"14 e lek tro n u n  k a rş ı-  
p a rçac ığ ın ın , d iğer b ir  dey işle p o z itro n u n  se rb e s tlik  dereces in in  de D irac 
d enk lem in in  çözüm lerinde g iz lend iğ in i h e sa b a  k a tm ak  zo ru n d ad ır. Bu
n u n la  b ir lik te  D irac denk lem in in  b ile şe n le rin d e n  ik is in in  elek tron  ve d iğer 
ik is in in  de p o z itro n la  ilgili o lduğunu  düşünm ek  y an ıltıc ı o lur. G öreceği
m iz üzere  iş le r  b u n d a n  çok d a h a  İncelik lid ir.

Tem el görev lerim izden  b ir is in in , D irac denklem in i değerlend irm em iz
den söz edersek , S chröd inger denk lem ine n eg a tif  frek an slı (diğer b ir  de
y işle  n eg a tif  enerji) is tenm eyen  çözüm lerle  ilg ili ne yapm ak  gerek tiğ in i 
görm ekti. Y ine de H am iltondak i kare  kökü elem ek üzere tü m  k u rn az lık  ve 
ça lışkan lığ ım ıza  (ya da D irac 'm ) k a rş ın  D irac denklem ine ilişk in  çözüm le
r in  p o z itif  f re k an slı o lm akla s ın ır la n m a d ığ ı o rtay a  çıkar. D aha önce açık-

©  [24.9] 2x2 m atris lerin  niçin tüm  koşu llan  sağlam adığını gösterin; bunu yapan 4x4 m atris le
rin in  b ir  küm esini bulun.

14 Görelilikçi denklem lerle ilgili çözüm lerin sayılm ası en kolay biçim de 2-spinörlerin  analiz in 
deki “tam  kümeler" yöntemiyle gerçekleştirilir. Bkz. Penrose ve Rindler, 1984, s.

(a) (b)



(a) 0>)

Ş ek il 24.3 D irac 'ın  n e g a tif  en e ıji e lek tro n  d u ru m u  "denizi"ndeki "delikler" o la rak  pozit- 
ro n la r. D irac e lek tro n u n  n e g a tif  enerji d u ru m la rın ın  n e red ey se  tü m ü n ü n , P au li ilkesi b ir  
e lek tro n u  b u  tü r  b ir  d u ru m a  d ü şm e k te n  k o ru y ara k , do lu  o ld u ğ u n u  ile ri sü rd ü . Ara s ıra  
do lu  o lm ayan  bu  tü r  d u ru m , bu  n e g a tif  enerji d en iz indek i b ir  "delik", böy lece p o z itif  
enerjiye sa h ip  o lan  b ir  k a rş ı-e le k tro n  (pozitron) o la rak  g ö rü n ü r, (a) B öylesi b i r  deliğe d ü 
şen  b ir  e lek tro n , e lek tro n  ve p o z itro n u n  -e le k tro n  ve p o z itro n d a n  gelen  p o z itif  k a tk ıla r ın  
to p lam ı o lan  en e rjin in  açığa ç ık m a s ıy la -  yok o lm ası b iç im in d e  y o ru m la n ır, (b) T ers ten , 
D irac den iz in e  y e te rli en e ıji sa ğ la n m a s ı b ir  e lek tro n  p o z itro n  çifti ü re te b ilir . (R esim ler 
y a ln ızca  şe m a tik tir ; g ö ste rilen  kafes y a p ıs ı D irac den iz iy le  h e rh an g i gerçek  b ir  ilişk iye 
sa h ip  değildir.)

la n a n  önceki g iriş im lerd e  o lduğu  üzere, a rd a la n  elek trom anyetik  a lan  tü 
rü n d ek i e tk ileşim le rin  varlığ ı n e g a tif  f re k an slı p a rç a la rı  to p a rlam a k  üzere 
b aş lan g ıç  o la rak  p o z itif  fre k an slı b ir  d algaya sebep o lacak tır.

B unun la b ir lik te  D irac 'm  u s ta lığ ı bu  a şam a d a  reddedilm eyecekti. N e
g a t if  fre k an slı çözüm lerin  m atem atik se l o la rak  yok edilem eyeceğine en 
so n u n d a  ikna  o ld uğunda  D irac tem elde şöyle ta r t ış tı .  S onuçta n eg a tif  f re 
kan s lı çözüm lerdeki teh like  ned ir?  Sorun, n e g a tif  enerji d u rum u  v a r  o ld u 
ğu n d a  b ir  e lek tro n u n  enerji yay ın ım ıy la  böylesi b ir  d u ru m a düşeb ilm esi 
ve bu  tü r  say ısız  du ru m  m evcu tsa  böylece, tü m  e lek tro n la rın  h e rh an g i b ir  
s ın ır  o lm aksız ın  g iderek  d ah a  faz la  enerji yay ın ım ıy la  g it g ide d a h a  büyük  
n e g a tif  enerjidek i n eg a tif  enerjili d u ru m la ra  d ü ştü k le ri fe lak e t d oğu ran  
b ir  k a ra rs ız lığ ın  söz konusu  o lm asıd ır. Yine de D irac 'ın  gerekçelend ird iğ i 
üzere  e lek tro n la r  Pauli ilkesin i sa ğ la r  ve b u  tü r  b ir  pa rçac ığ ın  b ir  d u rum u  
d o ld u rm ası, o d u ru m  za ten  d o ld u ru lm u şsa  o lanak lı değ ild ir. Böylece Di
rac , n eg a tif  enerji d u ru m la rın ın  tü m ü n ü n  za ten  dolu  o lm ası gerek tiğ ine 
ilişk in  şa ş ır tıc ı ö n eris in i sundu! Bu dolu  n eg a tif  enerjili d u ru m  denizi a r 
tık  "D irac denizi" o la rak  an ılıyor. Böylece D irac 'ın  "çılgın fikri" u y arın ca  
kafam ızd a  n eg a tif  ene ıji d u ru m la rın ın  as lın d a  dopdo lu  o lduğunu  c a n la n 
d ırırız ; P au li ilkesi u y arın ca  b ir  e lek tron  iç in  a r tık  böy lesi b ir  d u rum  içine 
düşeb ileceğ i h iç b ir  yer söz k onusu  değ ild ir.

B unun la  b ir lik te  D irac 'ın  d ah a  ile rik i so n u ç la rın ca  bazen , do lu  o lm a
yan  b irk aç  n e g a tif  enerji d u ru m u  v a r  o lab ilir . Şu h a ld e  ne olur? D irac 'm  
n e g a tif  enerji d u ru m la rı den iz indek i böy lesi b ir  "delik" tıpk ı, e lek trik  yükü 
e lek tron  ü zerindek i yükün  te rs i  o lan  p o z itif  enerjili (ve b u ra d a n  h arek etle  
p o z itif  kütleli) b ir  p arçac ık  g ib i gö rü n ü r. Böylesi boş b ir  n eg a tif  enerji d u 



rum u a r tık  s ıra d a n  b ir  e lek tron  ta ra f ın d a n  d o ld u ru lab ilir ; böylece e lek t
ron  o d u ru m a enerji yay ın ım ı (norm alde elek trom anyetik  ış ım a  b iç im inde , 
d iğer b ir  dey işle  fo ton lar) yo luy la  "düş"eb ilir. Bu, ş im d ile rd e  b ir  p a rç ac ık 
la  onun  k a rş ı-p a rç a c ığ ın ın  k a rş ılık lı yok olm aya u ğ rad ığ ın ı an lad ığ ım ız  
b iç im de e lek tro n la rın  b irb ir in i yok etm esiy le "delik"te so n u ç lan ır  (Şekil 
24.3a). Öte ta ra f ta n  b a ş la n g ıç ta  b ir  delik  v a r  o lm asa  fak a t s is tem e  ye terli 
enerji g irse  (fo ton lar b iç im inde  diyelim ) böylece b ir  e lek tron  deliğ i te rk  e t
m ek üzere n e g a tif  enerji d u ru m la rın ın  b ir in d e n  k o v u lab ilir  (Şekil 23.4b). 
D irac "deliği" as lın d a  e lek tro n u n  a r tık  p o z itro n  o la rak  an ılan  k a rş ı-p a rç a -  
c ığ ıd ır.

D irac b a ş la rd a , "deliğin", za m a n ın d a  p o z itif  b ir  yüke sa h ip  k ü tle li tek  
p arçac ık  o la rak  b ilinen  p ro to n  o lab ileceğ in i d ü şü n erek  (1929'da) k u ra m ı
n ın  e lek tro n la ra  ilişk in  k a rş ı-p a rç a c ık la rm  v arlığ ın ı öngördüğü  id d ia s ın 
da b u lu n m a k ta  d ikkatliyd i. B unun la  b irlik te  h e r  b ir  deliğ in  k ü tle s in in  b ir  
p ro to n  k ü tle si yerine  o n d an  yak laşık  1836 k a t d ah a  küçük  o lan  elek tron  
k ü tle s in e  e ş it olm ak zo ru n d a  o lu şu n u n  açığa çıkm ası u zu n  sü rm ed i.15 
1931 y ılın d a  D irac de lik le rin  "k a rş ı-e lek tro n lar" , a r tık  p o z itro n  dediğim iz 
d ah a  önce b ilinm eyen  p a rç ac ık la r , o lm ak zo ru n d a  o lduğu  so n u cu n a  u la ş 
tı. D irac 'ın  k u ram sa l ö n g ö rü sü n ü n  e r te s i y ılı C ari A nderson  gerçek ten  de 
D irac 'ın  öngördüğü  özellik lere sa h ip  b ir  pa rçac ığ ın  keşfin i duyu rdu : ilk 
k a rş ı-p a rç a c ık  b u lunm uştu !

ls Bu çalışm a Igor Tamm, H erm ann Weyl ve J. Robert Oppenheim er tara fın d an  gerçekleştiril
di; bunun  gerekçesi arkasındaki b ir  örnekle ilgili bkz. Oppenheimer, 1930. Pozitrona giden 
yolda bizi oldukça sap tıran  bazı incelikler söz konusudur; tüm  bun lara  ilişkin bütünlüklü, 
h assas ve sevimli bir uygulam a için bkz. Zee, 2003.



PARÇACIK FİZİĞİNİN STANDART MODELİ

25.1 Modern parçacık fiziğinin kökenleri

E lek tron la  ilg ili D irac denklem i fiz ik te  pek çok şek ilde b ir  dönüm  n o k ta sı 
o lu ş tu rd u . D irac 1928'de denk lem in i ile ri sü rd ü ğ ü n d e  b ilim in  b ild iğ i p a r 
çac ık lar yaln ızca  elek tron , p ro to n  ve fo to n la rd ı. S erbest M axw ell denk
lem leri fo tonu , 1905'te E in s te in  ta ra f ın d a n  e tk in  b iç im de öngörü ldüğü  
üzere ta n ım la r. Bu ilk  ça lışm a, Jo rd a n  ve P auli 1927'de se rb e s t fo to n la rı 
ku an tize  o lm uş se rb e s t a lan lı M axw ell ku ram ı şek linde aç ık lam ak  üzere 
b ü tü n lü k lü  b ir  m a tem atik se l düzen  su n a n a  k a d a r  E in ste in , Bose ve d iğ e r
le ri ta ra fın d a n  ad ım  ad ım  g e liş tirild i. D ahası p ro to n  ve ayn ı zam an d a  
e lek tron  D irac denklem i ta ra f ın d a n  ye terince  iyi b iç im de aç ık lanm ış gö
rü n d ü . E lek tron  ve p ro to n la rın  fo to n la r  ta ra fın d a n  n a s ıl e tk ilend iğ in i 
aç ık layan  e lek trom anyetik  e tk ileşim  D irac 'ın  reçetesince, d iğe r b ir  dey işle 
a y a r  fik rince  (tem el o la rak  1918'de W eyl ta ra fın d a n  sunu lan ; bkz. §19.4) 
m ükem m el şek ilde ele a lınd ı. F o to n la rla  e tk ileşen  e lek tro n la ra  (ya d a  p ro 
ton lar) ilişk in  b ü tü n lü k lü  b ir  k u ram  fo rm ü lasy o n u n a  (diğer b ir  dey işle  ku- 
a n tu m  elek trod inam iği) g iriş  1927'de D irac ta ra f ın d a n  çok tan  y a p ılm ış tı.1 
Böylece tem el a ra ç la r, D oğanın b ilin en  tü m  p a rç ac ık la rın ın  aç ık lam asıy la  
ilg ili o la rak , en b e lirg in  e tk ileşim leriy le  az ya da çok b irb ir iy le  uyum lu  
g ö rünüyordu .

Yine de zam an ın  çoğu fizikçisi b u n u n  k ısa  yo ldan  "her şeyin  kuram ı"na 
yol açacağ ın ı düşünecek  k ad a r  a p ta l değild i. Çünkü on lar, ne çek irdeğ i b ir  
a ra d a  tu tm a y a  gerekli, şim di g ü ç lü  kuvvetle r dediğim iz, k u vvetle rin  ne de 
ra d y o a k tif  b o zu n u m d an  so rum lu , z a y ı f  k uvvetle r dediğim iz, m ek an izm a
la rın  d ah a  b aşk a  tem el gelişm eler o lm aksız ın  b ağ d a ş tır ılab ilece ğ in in  far- 
k m d a la rd ı. Y alnızca e lek trom anyetik  o la rak  e tk ileşen  D irac ta rz ın d a k i 
p ro to n  ve e lek tro n la r  a to m la rın  çek irdeğ i de k ap say a ra k  tek  b ile şen le ri o l
saydı, b u  d u ru m d a  (hidrojen çek irdeğ in i o lu ş tu ra n  tek il p ro to n  d ışındaki)

' Bkz. Pais, 1986, s. 334 ve 356, d ipno tlar 25, 26.



s ıra d a n  tü m  çek irdek ler p o z itif  y ü k le rin  e lek tro s ta tik  itm esin in  b ü y ü k lü 
ğü neden iy le  b ird en b ire  d ağ ılırd ı. Ö yleyse as lın d a  çek irdek te  y ü rü rlü k te  
çok büy ü k  b ir  çekim  e tk is in e  k arş ılık  gelen  b ilinm eyen  b a şk a  b ir  şey  o l
m ak zo rundad ır! 1932'de Chadvvick n ö tro n u  k eşfe tti ve so n u ç ta , d ah a  ö n 
celeri çek irdeğe ilişk in  p o p ü le r  o lan  p ro to n /e lek tro n  m odelin in , hem  p ro 
to n  hem  de n ö tro n la rın  v a r  o lduğu  ve çek irdeğ i yeğin  b ir  p ro to n  n ö tro n  e t 
k ileş im in in  b ir  a ra d a  tu ttu ğ u  b ir  m odelle değ iş tirilm ek  zo ru n d a  olduğu 
an laşıld ı. Yine de h â lâ  zam an ın  a n lay ış ın d a  eksik  o lan  şey in  tü m ü  bu  gü ç
lü  kuvvet değild i. U ranyum  rad y o a k tiv ite s i H enri B ecquere l'in  1896'daki 
gözlem lerinden  b eri b ilin iy o rd u  ve h a t ta  b u n u n  güçlü  ve elek trom anyetik  
e tk ileşim den  fa rk lı o la rak , z a y ı f  kuvvet, sonucu  o lduğu  k an ıtla n d ı. Bir 
n ö tro n  b ile  kend i h a lin e  b ırak ıld ığ ın d a  yak laşık  b ir  on d ak ika lık  b ir  z a 
m an  d ilim inde  rad y o a k tif  p a rç a la n m ay a  boyun  eğer. R ad y o ak tiv iten in  g i
zem li ü rü n le rin d e n  b iri, P au li ta ra f ın d a n  1929 d o la y la rın d a  denem e n ite 
liğ inde b ir  h ipo tez  o la rak  ile ri sü rü le n  fak a t 1956'ya dek d o ğ ru d an  göz
lem lenm eyen, ele geçm ez n ö trin o y d u . Sonuç o la ra k  fiz ikçile ri İk inci D ünya 
S av aşın ın  so n la rın a  doğru  ve onun  so n u ç la rı ü ze rin d en  a lış ılm ad ık  b ir  k ö 
tü  ü n  ve etkiye k a v u ş tu ra n  şey rad y o ak tiv ite  ça lışm asıyd ı... .

P arçacık  fiziğ ine ilişk in  b u  b aş lan g ıç  n ite liğ indek i k av ra y ış la  ilg ili 
şey ler 20. yüzy ılın  üçte  b ir lik  d ilim inde  o ld u ğ u n d an  epeyce ileriye g itti. 
21. yüzy ıla  geld iğ im izde p arçac ık  fiz iğ in in  s ta n d a r t  m o d eli o la rak  b ilin en  
çok d a h a  ta m  b ir  tab lo  elde ed ild i. Bu m odel b ilin en  p a rç a c ık la r ın  çok ge
n iş  b ir  d iz isiy le  ilg ili gözlem lenen  d a v ra n ış la rın  neredeyse tü m ü y le  uyum  
iç inde  gö rü n ü r. Foton, elek tron , p ro to n , pozitron , n ö tro n  ve n ö trin o  pek 
çok d iğer n ö trin o , m üon, (1934'te Y ukaw a ta ra f ın d a n  etk in  b iç im de öngö
rü lm üş) pion, kaon, la m b d a  ve sigm a p a rç ac ık la rı ve m ükem m el b iç im de 
öngörü lm üş om ega eksi p arçac ığ ıy la  b ir le şm iş tir . K a rş ı-p ro to n  1955'te ve 
k a rş ı-n ö tro n  1956'da d o ğ ru d an  gözlem lendi. K uark lar, g lu o n la r ve W ve Z 
b o zo n la rı o la rak  b ilinen  yen i tü rd e  p a rç a c ık la r  m evcu ttu r; v a r lık la r ı ça 
b u cak  kaybo lduğu  iç in  a s la  gözlem lenm eyip  yaln ızca  "rezonanslar"  o la rak  
an ılm a eğ ilim inde o lan  b ir  y ığ ın  p a rç ac ık  söz konu su d u r. Ç ağdaş k u ram ın  
fo rm alizm i ay rıca  "sanal" p a rç a c ık la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  geçici v a r lık la r  
ve ay rıca  do laysız  gözlem leneb ilirliğe d ah a  da uzak  olup "hayaletler" o la 
rak  b ilin en  n ice lik le r ta lep  eder. B elirli k u ram sa l m ode lle r ta ra f ın d a n  öne
rilen , h en ü z  gözlenm em iş fa k a t h iç b ir  şek ilde k ab u l ed ilm iş p a rç ac ık  fiz i
ğ in in  genel y ap ışm a  ilişk in  a n la tım la r  o lm ayan  şa ş ır tıc ı sa y ıd a  p arçac ık  
m evcu ttu r; "X -bozonlar", "aksiyonlar", "fo tinolar", "skuark lar", "gluino- 
lar", "m anyetik  tek  k u tu p la r" , "d ila ton lar", vb. Ayrıca varlığ ı o veya bu  b i
çim de (belki de tek il b ir  p a rç ac ık  o la rak  değil) günüm üz p a rç ac ık  fiziği 
iç in  tem el o lan , kend isiy le  ilg ili H iggs a lan ı h e r  p a rçac ığ ın  k ü tle s in d e n  so 



ru m lu  tu tu la n , yazm a an ın d a  h â lâ  gözlem lenm em iş o lan , b u ğ u lu  H iggs 
p arçac ığ ı söz konusudu r.

25.2 Elektrona ilişkin zikzak tablo

Bu bö lüm de günüm üz p arçac ık  fiz iğ in in  s ta n d a r t  m odeline ilişk in , ona 
ilişk in  kend i b e lirli yak laşım ım  y er y er b ir  m ik ta r  " s ta n d a r t dışı" o la rak  
d eğ e rlen d irilse  de, k ısa  b ir  k ılavuz sunacağ ım . D irac denklem in i §22.8 'de 
k ısaca  su n u lm u ş o lan  "2 -sp in ö r no tasyonu" b iç im inde  yen iden  inceleye
rek  h afifçe  s ta n d a r t  o lm ayan  b ir  yo lla  b aş lay a lım . Y ukarıda, §24.8 'de b e 
lir tild iğ i üzere, ^ -sp in li b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  "Pauli sp inörü" aç ık lam ası 2 -  

b ile şen li b ir  ıpA n iceliğ id ir. (B ileşenler tpQ ve ı/ı/d ir.)  §22.8 u y arın c a  g ö re li
liği ele a lırken  ay rıca  a pre  in d is li ifade lere  de, ap re li in d is le r
ap re li o lm ayan  in d is le re  karm aşık  eşlem e u y g u lan arak  elde edilm ek ü ze
re, gerek duyarız , ip D irac sp in ö rü n ü n ,2 ü s tte  ifad e  ed ild iğ i üzere, k e n d is i
ne a i t  4 k a rm aşık  b ileşen le, b ir i ap re li ve d iğeri ap resiz  in d is li b ir  aA ve 
/?„, 2 -sp in ö r  ç ifti o la rak  g ö ste rileb ild iğ i o rtay a  çıkar:3

=  (« * & ,) •

Böylece D irac denklem i, h e r  b ir i d iğe ri iç in , ik isi a ra s ın d a k i e tk ileşim in  
kuvvetin i ta n ım la y an  b ir  2~1/2M "bağ laşım  sab iti"y le  b irlik te , b ir  "kaynak" 
şek linde  d a v ra n a n  bu  iki 2 -sp in ö rü  e ş le ş tiren  b ir  denklem  b iç im inde y az ı
lab ilir:

V$,aA =  2 -^ 2  Mfig,, =  2~V2MaAl.

Vg, ve VA işlem cile ri y a ln ızca  s ıra d a n  V g rad y a n  işlem cisine  ilişk in  2 -sp i-  
n ö r  ö te lem esid ir. Tüm  bu  in d is le r , 2-1/2'le r  ve b u  denk lem lerin  kesin  b i 
çim leriy le  ilg ili kayg ılanm ayın . O nları b u rad a , D irac denk lem in in  2 -s p i
n ö r a n a liz in in  genel y ap ıs ı iç ine yaln ızca  n a s ıl ge tirileb ileceğ in i b e lirtm ek  
iç in  sunuyorum . Bu gerçek leştiğ inde  D irac denk lem in in  d o ğ as ın a  ilişk in  
b az ı yeni k av ra y ış la r  açığa ç ıkar.4

Bu denk lem lerin  b iç im in d en  D irac e lek tro n u n u n  aA ve p B, ik i b ile şe n in 
den o lu şu r  b iç im de d ü şü n ü le b ild iğ in i gö rü rüz . Bu b ile şen le rle  ilg ili b ir

2 §24.7'de açıklanan Dirac denklem inin b u rada  verilm iş olan 2 -sp inö r biçim ine nasıl uyarlan 
dığıyla ilgili ay rın tıla ra  girmedim . İlgili okura Zee, 2003, Ek önerilir. Weyl 2 -spinörleri
Weyl, 1929'da sundu. Bkz. van  der VVaerden, 1929; Infeld ve van der VVaerden, 1933; Penrose 
ve Rindler, 1984, s. 221-223 ve Zee, 2003.

5 Bunlar §11.5'te değinilm iş olan ind irgenm iş spinörlerdir (ya da y an  spinörler).



tü r  fizik i yorum  elde etm ek o lan ak lıd ır. H er b ir i k ü tle s iz  o lu p 12511 b ir is i aA 
ve d iğeri /?fi,'y le ta n ım la n a n  ve h e r  b ir i k en d isin i sü rek li b iç im de d iğerine 
çev iren  iki pa rçac ığ ın  o lduğu  b ir  ta b lo  o lu ş tu ru ru z . B un ları "zik" p a rç ac ı
ğı ve "zak" parçac ığ ı o la rak , aA z ik 'i ve pB, zak 'ı ta n ım la m a k  üzere, a d la n 
d ıra lım . K ütlesiz o la rak  b u n la rın  h e r  b ir i ış ık  h ız ıy la  yo lcu luk  e tm elid ir  
fa k a t o n la rı d ah a  çok, zik ile ri h a re k e tin in  sü rek li b iç im de zak geri h a re 
ke tine  ve k a rşılık lı o la rak  tam  te rs in e , çev rilerek  ile ri geri "hafifçe sa lla 
n ır" b iç im de d ü şü n eb ilir iz . A slında bu, k en d is i u y arın c a  e lek tro n u n  an lık  
h a re k e tin in , o r ta lam a  to p la m  h are k e ti ış ık  h ız ın d an  az o lsa  b ile  e lek tro 
n u n  hafifçe  sa llan m a h a re k e ti nedeniy le , h e r  zam an  ışık  h ız ın a  e ş it o la rak  
ö lçü ldüğü  "zitterbevvegung (titrem e hareketi)" o la rak  a d la n d ır ıla n  o lgunun  
gerçek leşm esid ir.5 H er b ileşen , zik d u ru m u n d a  sol ve zak d u ru m u n d a  sa ğ - 
elli o lm ak üzere, kend i h a re k e t yönünde, - h  b ü y ü k lü ğ ü n d e  b ir  sp in e  s a 

h ip tir . (Bu, zik 'in  a / s ı  n e g a tif  sa rm a llık la  b a ğ lan tılı o la ra k  ap re s iz  b ir  in 
d ise  sa h ip k en  zak 'ın  /?B,'ü n ü n  p o z itif  sa rm a llığ ı b e lir te n  ap re li b ir  ind ise  
sa h ip  o lm ası gerçeğiyle ilg ilid ir. Tüm  b u n la r  §§33 .6 -8 'dek i ta r t ışm a y la  il
g ilid ir  fa k a t ş im dilik  a y r ın tıs ın a  g irm ek uygun  olm az.) Hız sü rek li te rs  
çev rilir  b ir  h a ldeyse  de sp in  y ö n ü n ü n  elek tro n u n  d u rağ a n  y ap ıs ın d a  sa b it 
ka ld ığ ın ı b e lirte lim  (Şekil 25.1). Bu y o rum lam ada , b ağ la ş ım  kuvveti M t a 
ra f ın d a n  belirlenm ek  üzere , zik p a rçac ığ ı zak  p a rç ac ığ ın ın  kaynağ ı o la rak  
ve zak  parçac ığ ıy sa  zik p a rç ac ığ ın ın  kaynağ ı o la rak  d av ran ır.

Şekil 25 .2 'de bu  işlem in , d ah a  ay rın tılı o la rak  so n rak i bö lüm de gelece
ğim iz

F eynm an g ra fik le ri6 şek linde, n a s ıl tam  "Feynm an yay ıcıs ı"na (bkz. 
§26.7) k a rşılık  gelm esi g e rek tiğ in i d iyag ram  b iç im li b ir  göste rim le  verdim . 
O lu ştu ru cu  h er zikzak işlem i son lu  u z u n lu k ta d ır  fa k a t b u n la rın  top lam ı, 
d a h a  da a r ta n  u zu n lu k ta  z ik zak lar içererek , Şekil 25 .2 'de g ö s te rilen  2x2 
m a tr is  u y arın c a  e lek tro n u n  tü m  yay ılım ına k a tk ıd a  b u lu n u r. T ip ik  o larak  
b ir  zik  p a rç ac ığ ı b ir  zak  h a lin e  gelir, so n ra  zak  y en id en  zik o lu r  ve bu  
son lu  b ir  gen işlem e sü re s in ce  böylece devam  eder. T op lam  işlem de, b u 
n u n  gerçek leştiğ i o r ta la m a  o ran ın  M kü tle  b ağ laşım  p a ra m e tre s iy le  (doğru

f© [25.11 §25.3'te verilen Weyl nötrino  denklemine başvurarak , aA ve 'nün  her b irin in , birini 

diğerine çeviren b ir  etkileşim ce eşleştirilen  kütlesiz parçacık ları tanım ladığı görüşü kabul 
etm enin niçin m akul olduğunu açıklayın.

5 Bkz. Schrödinger, 1930; H uang, 1949 ya da ilginç b ir çağdaş bakış açısı için Hestenes, 1990.
6 H alihazırda Feynman grafikleriyle tan ışık  olan okurlar benim  düşey zam ansal düzenlememi 

kafa karıştırıc ı bu labilirler. QFT cam iasında artan  zam anı sağa doğru g ider biçim de göster
mek daha olağandır. Artan zam anı yukarı doğru gösterm eye ilişkin kendi tercihim , bu, 
uzayzam an diyagram ların ın  çoğuyla uyum lu olduğundan görelilikçi cam ianın çoğunun no- 
tasyonuyla uyum ludur; b kz. özellikle bölüm  17.



(a) (b)

Ş ek il 25.1 E le k tro n u n  zikzak  ta b lo su , (a) E lek tron  (ya d a  — sp in li  k ü tle li b a şk a  parçacık) 
u z ay za m a n d a  so l-e lli k ü tle s iz  b ir  zik  p a rçac ığ ıy la  (apresiz  a A 2 -sp in ö rü  ya  d a  d a h a  genel 
fiz ikçi n o ta sy o n u n d ak i ^ ( l - y 5) ta ra f ın d a n  y a n s ıtı la n  k ısım ca  ta n ım la n d ığ ı üzere  s a r 

m allık  — i) sa ğ -e lli k ü tle s iz  b ir  zak  p a rçac ığ ı (apre li f iB, 2 -sp in ö rü  ya  d a  ^ (1 + y s) t a 

ra f ın d a n  y a n s ıtı la n  k ısım ca ta n ım la n d ığ ı üzere  sa rm a llık  +  a ra s ın d a  sa lın ım  y a p a r  b i
çim de g ö rü leb ilir . H er b ir i  d iğ erin in , d u ra ğ a n  kü tle  b ağ la ş ım  sa b iti  o lm ak  üzere, k ay 
nağ ıd ır . (b) E le k tro n u n  "d u rağ an  y ap ı"s ın d ak i b ir  3 -u zay  p e rsp e k tif in d e n  h ız ın  (her z a 
m an  ış ık  hızı) sü rek li b ir  te rs  çev rilm esi söz k o n u su d u r  fa k a t sp in  yö n ü  s a b it  kalır. 
(Açıklık gerek le ri neden iy le  şek il e lek tro n  d u ra ğ a n  y ap ıd ay k en  değil, h a fifçe  sağ a  doğru  
sü rü k le n ir  b iç im d e  çizildi.)

Ş ek il 25.2 H er zikzak işlem i ay rı ayrı, so n su z  b ir  k u a n tu m  çak ışm asın ın  p a rç a s ı o larak , 
b i r  F eynm an  g ra fiğ i b iç im indek i to p lam  "yayıcı"ya k a tk ıd a  b u lu n u r. G eleneksek tek  ç iz 
gili F eynm an  yay ıc ısı so ld a  ç iz ilm iş tir  ve o, sağ  ta r a f ta  ç iz ilm iş o lan  so n lu  z ik zak la rın  
so n su z  to p la m ın a  ilişk in  tü m  m a tr is e  k a rş ılık  gelir.

o ran tılı b içim de) ilg ili o ld u ğ u n u  görürüz; a s lın d a  b u  o ran  esase n  e lek tro 
n u n  d e  Broglie fr e k a n s ı  d ır  (b k z . §21.4).

B unun la  b irlik te  F ey n m an -g ra fik  d iy a g ra m la rın ı n a s ıl yo rum lam am ız 
gerek tiğ iy le ilg ili b ir  u y a r ıd a  b u lu n m ak  zorundayım . G österilm iş o lan  i ş 
lem i m eşru  b iç im de ne o ldu ğ u n a  ilişk in  b ir  uzayzam an  ta n ım la m a s ı o la 



rak  d ü şü n eb ilir iz  fa k a t k u an tu m  düzeyinde, tek il b ir  p a rçac ık  iç in  bile, 
ayn ı an d a  devam  etm ekte  o lan  b u  tü r  pek çok işlem  b u lu n d u ğ u n a  ilişk in  
b a k ış ı k ab u l etm ek zo runday ız . Bu iş lem lerin  b ireyse l o la ra k  h e r  b iri, çok 
b ü yük  sa y ıd a  fa rk lı iş lem in  d ev asa  b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esin d e  rol 
a lır  şek ilde gö rü lm elid ir. S istem e ilişk in  gerçek k u an tu m  d u ru m u  ü s t  ü s te  
b in m en in  b ü tü n ü n d e n  o lu şu r. B ireysel b ir  Feynm an g rafiğ i b u n u n  y a ln ız 
ca b ir  b ile şen in i göste rir.

B u rad an  hareketle , e lek tron  h arek e tin in , b ir  zik sü rek li b iç im de b ir  
zak 'a  ve yen iden  zik 'e çevrilm ek üzere, bu  hafifçe  ile ri geri sa lla n m ad a n  
o lu ş tu ğ u  b iç im indeki aç ık lam am  uygun  o la rak  b u  an lam d a  k ab u l edilm ek 
zo ru n d ad ır. Gerçek h a re k e t bu  tü r  tü m ü  ü s t  ü s te  b in m iş  çok sa y ıd a  tek il 
iş lem den  o lu şu r ve e lek tro n u n  a lg ılan an  h a re k e tin i b u n la rın  b ir  tü r  "orta- 
lam a"sı o la rak  (katı b iç im de b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esi o lsa  da) d ü şü 
n eb iliriz . Gerçek b ir  e lek tron  sü rek li o la rak  d iğer (fo tonlar, e lek trom anye
tik  a lan  kuan tası) p a rç ac ık la rla  e tk ileşim e g irecek tir. B öylesi tü m  e tk ile 
şim  iş lem leri ay rıca  to p la m  ü s t  ü s te  b inm ede içerilm ek  d u ru m u n d ad ır.

B unu ak ılda  tu ta ra k  b u  zik ve zak p a rç a c ık la rın ın  "gerçek" olup o lm a
d ık la rı so ru su n u  so ralım . Ya da belk i b u n la r, b u ra d a  e lek tro n a  ilişk in  Di
rac  denk lem in in  ta n ım la m a s ıy la  ilg ili ben im sed iğ im  b e lir li m a tem atik se l 
fo rm alizm e a it a le tle r  m id ir?  Bu d ah a  genel b ir  so ruyu  gündem e getirir: 
kend in i m a tem atik se l b ir  aç ık lam an ın  za ra fe tin e  k ap tırm ay a  o lanak  ta n ı
y ıp  d ah a  so n ra  b u  aç ık lam ayı b ir  "gerçekliği" ta n ım la r  şekilde değerlen 
dirm eye ça lışm ak tak i fizik i gerekçelend irm e nedir? V ar o lan  d u ru m d a  2 - 
sp in ö r fo rm alizm in in  ken d isin e  ilişk in  önem i (ve a s lın d a  zarafeti) yaln ızca  
m atem atik se l b ir  tekn ik  b iç im inde so rg u lay a rak  b aş lam alıy ız . O kuyucu
yu, D irac denklem i ve ona ilişk in , k u an tu m  a lan  k u ra m la r ın ın  en b a ş a r ılı
sı o lan  k u an tu m  elek tro d in am iğ in d e  (QED) o lduğu  g ib i u y g u lam ala rla  ilg i
lenen  fiz ikçile r ta ra f ın d a n  en çok k u lla n ıla n  fo rm alizm in  as lın d a  b u  o lm a
d ığ ı k o n u su n d a  u y arm a lıy ım .7

Çoğu fizikçi, sp in ö r in d is le r in d e n  k aç ın ılan  "D irac sp inö r"  in d is le r i (ya 
d a  4 -sp in ö r) fo rm alizm i o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyi k u llan ır . " a 8" 2 -sp in ö rü  
y erine  (1 — y5)ı/» 4 -sp in ö rü n ü  (benim  "zik parçacığ ı"m ı k u llan m ak  yerine 
onu  "D irac e lek tro n u n u n  so l-e lli sa rm a llık  kısm ı" ya d a  benzeri b ir  şey 
o la rak  ad lan d ıra rak ) işe  k o şa rla r .8 B urada ys n iceliğ i

7 Aslında bazı fizikçilerin h ayatları QED'deki 2 -sp inör form alizm inin kullanım ı yoluyla 
önemli biçim de b a s it hale getirilebilirdi! Bkz. Geroch, Chicago Ü niversitesi yayım lanm am ış 
ders n o tla n  ve aynca  §34.3.

8 Buradaki kendi uzlaşım , (1 ±  ys)H> yerine bazı başka yazarlar gibi (1 ± iâ5)ı/ı yazm ış olm ak
tır, bkz. Penrose ve Rindler, 1984, 1986, Ek. Burada kendim i fizik cam iasında s ta n d a rt görü
len  şeye uyduruyorum .
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ç a rp ım ıd ır  ve C lifford ceb irin in  h e r  elem an ıy la k a rş ı-d e ğ işm e  özelliğ ine 
s a h ip tir  ve (y5)2 =  1 o lu r.125 21 B enzer şek ild e  /?B, yerine  (1 — ys)ı/ı k u lla n ır 
la r  (sağ -elli sa rm a llık  kısm ı). B unun yaln ızca  n o ta sy o n la  ilg ili b ir  konu o l
duğu  ve a s lın d a  2 -sp in ö r  ve 4 -sp in ö r  fo rm alizm leri a ra s ın d a  ile ri geri 
çevrim  y ap m an ın  o lanak lı o lduğu  söy leneb ilir. B u rada su n d u ğ u m  "zikzak" 
ta b lo  kesin lik le  h er iki fo rm alizm e ilişk in  o larak  da geçerli b ir  ta n ım la m a 
d ır  fa k a t b u  du rum  2 -sp in ö rle  4 -sp in ö rd ek in d e n  d ah a  do laysız b iç im de 
ö nerilir.

ö y ley se  bu  zik ve za k 'la r  gerçek m id ir?  Kendi ad ım a öyle o lduğunu  
söyleyebilirim ; ev ren in  en tem el b ile şen le rin d en  b ir in e  ilişk in  son  derece 
uygun  b iç im de idealize  ed ilm iş m a tem atik se l b ir  ta n ım la m a o la rak  "Dirac 
e lek tronu"nun  k en d isin in  gerçek o lduğu  k a d a r  g erçek tirle r. F ak a t bu  g er
çek  "gerçeklik" m idir? §§1.3, 4 'te  m a tem atik se l ve fiziki gerçekliğe ve bu  
ik is i a ra s ın d a k i ilişk iy le ilg ili bu  genel so ruya  değ ind im . K itab ın  so n u n d a , 
§34.6’da, y ine bu  so ruy la  ilgileneceğim .

25.3 Elektrozayıf etkileşimler; yansıma asimetrisi

Zik ve zak  p arç ac ık la r ın ın  h e r  b ir i, yükün  k o ru n m ası neden iy le  o lm ası 
gerek tiğ i g ib i ayn ı e lek trik  yüküne  s a h ip tir  ve h e r  p arçac ık  k en d isin i s ü 
rek li o la rak  d iğerine  çevirir. F eynm an g rafik  ta b lo su n d a , yük lü  p a rç ac ık 
la rın  boyun  eğdiği e lek trom anyetik  a lan la  o lan  e tk ileşim  b ir  fo tonu  tem sil 
eden  b ir  çizg in in  ek lenm esi yo luy la  g ö ste rilir . Bu, e lek tron  y ö rü n g esin in  
tek il b ir  D irac 4—sp in ö r çizgisiy le o lağan  yo ldan  g ö ste rild iğ i geleneksel iş 
lem ler u y arın ca  Şekil 25 .3a 'da  ve (bir şek ilde geleneksel olm ayan) "zikzak" 
ta n ım ı k u lla n ıla ra k  Şekil 25 .3b 'de göste rilir .

Hem  so l-e lli (zik) hem  de sa ğ -e llin in  (zak) elek trom anyetik  etk ileşim e 
e ş it b iç im de boyun  eğdiğ ine d ik k a t edin . B ununla b irlik te , k end isi u y a r ın 
ca b u  şe y le rin , b u  zay ıf  e tk ileşim lere  yaln ızca  e lek tro n u n  z ik 'in in  k a tılıp  
zak 'ım n  pek de k a tılm am ası an lam ın d a , tüm üyle  eş its iz  o lduğu  b a şk a  b ir  
fizik i etk ileşim in , z a y ı f  e tk ileşim , m evcu t o lduğu  açığa ç ık a r (bkz. Şekil 
25.4). Zayıf e tk ileşim lere  W  ve Z b o zo n ları o la rak  a d la n d ır ıla n  fo ton  b e n 
ze rle ri ta ra f ın d a n  arac ılık  ed ilir. D aha önce b e lir tild iğ i üzere  b u  e tk ile 
ş im ler kend ile ri arac ılığ ıy la , ö rneğ in  b ir  U238 u ran y u m  çek irdeğ in in  o r ta 
lam a 5 x l0 9 y ıld a  kend iliğ inden  b ir  to ryum  ve b ir  helyum  çek irdeğ ine (a 
parçacığ ı) p a rç a la n ac ağ ı ya d a  se rb e s t b ir  n ö tro n u n  y ak laşık  o rta lam a  15



Ş ek il 25.3 (a) E lek tro m an y e tik  a la n a  a i t  b i r  k u an tu m  y a  d a  fo to n la  e tk ile ş im  iç indek i b ir  
fo to n u n  (geleneksel b iç im d e  zikzak 'sız) F eynm an g rafiğ i. Sol ta ra f ta k i  şe k li b ir  fo ton  so 
ğ u ru m u  o la rak  gö rüyorken , o r ta d a k in i b ir in in  y ay ın ım ı ve sağ  ta ra f ta k i  şek li de  e le k tro s 
ta t ik  b ir  etk i o la rak  g ö reb iliriz . Bu iş lem le rin  h e p s in in  ayn ı o ld u ğ u  d ü şü n ü lm e lid ir  ve 
b u n la r  " sa n a l” (kabuk-d ışı) b ir  fo to n la  e tk ileşim  o la rak  a d la n d ır ılır , (b) A ynısı zik- 
z a k 'la r la  g ö ste riliy o r. F o ton  (sanal) zak  ve z ik 'le  e ş i t  b iç im d e  e tk ile ş ir . Şek illerin  tü m ü n 
de  e lek tr ik  y ü k ü n ü n  yay ılım ı bey az  ü çgen  b en zeri okla g ö ste rilir . G ö s te rilen le rin  tü m ü  
geçm işe  iş a re t  ed e r çün k ü  n e g a tif  b iç im d e  yük len m iş e le k tro n la rla  ilg ilenm ektey iz.

dak ik ad a  b ir  p ro ton , b ir  e lek tron  ve b ir  k a rş ı-n ö tro n a  b o zunacağ ı rad y o 
a k tif  b o zu n u m d an  so ru m lu d u r; bkz. Şekil 25.5. Bu işlem ler, e lek tron  bu 
b ağ lam d a  b ir  "/? parçacığ ı" o la rak  an ılm ak  üzere, (ta rih i nedenlerle) "/? b o 
zu n u m u ” o la rak  an ılır .

Y ılla rdan  b eri zay ıf e tk ileşim le r, seçkin  İ ta ly a n  fizikçi E nrico  Ferm i t a 
ra f ın d a n  ile ri sü rü lm ü ş o lan  1933'e dek u za n an  b ir  düzen  u y a rın c a  tek il 
n o k ta  iş lem leri b iç im inde , Şekil 25.5’te  tek il n o k ta  b o zunum u  b iç im inde 
g ö ste rild iğ i üzere, ele a lınageld i. B unun la  b irlik te  d a h a  so n ra  bu , sonuç 
o la rak  VVeinberg, Salam , W ard  ve Glashovv'un, §25 .5 'te  b ir  k ısm ına  göz 
a tacağ ım ız , e lek trozay ıf k u ra m la r ın d a  çözülen  k u ram sa l zo rlu k la rla  k a rş ı 
k a rş ıy a  gelm eye b aş lad ı. Bu yeni f ik irle rin  b ir  k ısm ı o larak , n o k ta  benzeri 
F erm i e tk ileşim i yerine , Şekil 25.5’in  p -bozunum u  k end is i u y arın c a  a r tık  
Şekil 25 .6 'da g ö ste rild iğ i g ib i y o rum lanan , zay ıf e tk ileş im  işlem ine a ra c ı
lık  eden  b ir  a ra , henüz W  ya d a  Z p a rç ac ık la rı o la rak  değ in ilm iş olan, 
"ayar bozonu" n u n  v a r  o lduğu  fa rk  ed ild i. Peki z ik /zak 'ın  an lam ı as im e tri 
m id ir?  1956 y ılında  T su n g  Dao Lee ve Chen N ing Yang [3-bozunum uyla, ve 
genel o la rak  zay ıf e tk ileşim le rle , ilg ili o la rak  o n la rın  y an s ım a  değişm ez 
o lm am ala rı gerek tiğ ine ilişk in  h a y re t veric i ön erm elerin i9 o rtay a  koyduk
la r ın d a  fiz ikçile r b ü yük  b ir  şok y aşad ıla r . Bu önerm e k ısa  sü re  so n ra  Ocak 
1957'de C hien-S h iung  W u ve a rk a d a ş la rı ta ra f ın d a n  deneyse l o la rak  da

’ Bu, M artin  Block tara fın d an  yapılm ış olan ve R ichard Feynm an'm  ak tard ığ ı b ir  önerme ta- 
rafından  kısm en etkilenm iş olabilir; M artin  G ardner'ın The N ew  Ambidextrous Universe'de
ki (İki E lini de Kullanabilen Yeni Evren) etkileyici açıklam asına bakın, W. H. Freeman, 1990, 
bölüm  22.



Şekil 25.4 Öte taraftan za y ıf  etkileşim ler du
rum unda za y ıf  biçim de etkileşen  b ir par
çacığın yalnızca z ik 'i W  y a d a  Z bozonuyla e t
kileşir. (Bununla birlik te  "karşı-parçacık"ola
rak sınıflandırılan şey  için z a y ıf  b içim de etk i
leşen zak olur.)

Şek il 25.5 Serbest b ir nötron için kabaca  
(ortalama) 15 dakika süren bir proton, 
elektron ve karşı-nötrinonaya  p 
bozunum u. K arşı-nötrino üzerindeki 
ters ok onun lepton sın ıflandırm a düze
ninde b ir "karşı-parçacık"olduğunu be
lirtir. Şekil 25.4'te gibi, elektron ve pro
ton çizgileri üzerindeki beyaz oklar 
elektrik  yükünü  belirtir.

doğru land ı. Buna göre, zay ıf b ir  e tk ileşim  iş lem in in  a y n a  y a n s ım a s ı  ş a 
ş ır tıc ı b iç im de genellik le iz in  verilen  b ir  zay ıf  e tk ileşim  işlem i o lm az, öy
leyse zay ıf e tk ileşim le r a yn a llık  g ö ste rir. Özel o la rak  W u deneyi e lek tro n 
la r ın  rad y o a k tif  k o b a lt 6 0 'tan  yay ın ım  ö rü n tü le rin i inceled i ve yay ılm ış 
e lek tro n la rın  dağ ılım ı ile k o b a lt çek irdeğ in in  sp in  yön leri a ra s ın d a  açık 
b iç im li b ir  ayna as im e trik  ilişk i b u ld u  (bkz. Şekil 25.7). Bu, son  derece ş a 
ş ırtıc ıy d ı çünkü  tem el fiziki b ir  iş lem de d ah a  önce a s la  y an s ım a  as im e trik  
b ir  olgu gözlem lenm em işti!

Z ikler ve zak la r an lam ın d a  aynal a s im e tri b ir  z ik 'in  ay n ad a  b ir  zak ve 
z ak 'ın  zik b iç im inde gö rünm esi gerçeğ inden  kaynak lan ır. Zik so l-e lli b ir  
sa rm a llığ a  sah ip k en  zak 'ın  sağ -e lli as im etriy e  sa h ip  o lduğunu  an ım say ın . 
B un ların  h e r  b ir i a s lın d a  aynı y an s ım a sıy la  b ir  d iğerine  çevrilir. (Daha ge
lenekse l b ir  term inolo jiy le , y5 y an s ım a  e tk is i a ltın d a  iş a re t d eğ iş tir ir , böy- 
lece e lek tro n a  a it dalga fo n k siy o n la rın ın  sağ  ve sol sa rm a llık  p a rç a la r ı
n ın , (1 — y5)ı/> ve (1 + y5)ı/ı ro lle ri değişir.) Bu neden le  y an s ım a  s im etris i 
a l tın d a  zay ıf e tk ileşim lere  ilişk in  değ işim siz  o lm ayış, e lek tro n u n  yaln ızca  
zik k ısm ın ın  zay ıf e tk ileşim lere  boyun  eğm esi gerçeğiyle an la ş ılır . N ö tro 
n a  ilişk in  o la rak  aynı şey, o kend iliğ inden  (3-bozunum una u ğ ray ıp  ayrıca



Ş ek il 25.6 Z ayıf etkileşim ler, Şekil 25.5 
(orijinal Fermi teoremi) tarafından  
önerildiği üzere, "nokta benzeri" değil
dir, fa ka t bir "vektör bozonu" (W± ya  
da Z°), burada bir W parçacığı, aracılı
ğıyla ortaya çıkar.

Şekil 25.7 W u deneyi elektron
ların radyoaktif kobalt 60'tan  
yayın ım  örüntülerini inceledi ve 
yayılm ış elektronların dağılım ı ve 
kobalt çekirdeğinin sp in  yönleri 
arasında açık biçim li b ir ayna 
asim etrik  ilişki buldu. Burada  
resm in üstünde a ltındakinden  
daha fa z la  elektron açığa çıkar.

p ro to n la  so n u ç lan d ığ ın d a  söy leneb ilir. B ir n ö tro n  ve b ir  p ro to n  ayrıca, 
m aku l derecede b ir  yak laşık lık  tahm in iy le , zikzak ta n ım ın ın  h e r  b ir i iç in  
uygun  h a le  geldiğ i yerden , D irac denklem ince de ta n ım la n ab ilir . Yine, z a 
y ıf  bozunum  işlem inde tu tu la n  n ö tro n  ve p ro to n u n  y a ln ızca  zik k ısm ıd ır 
ve bu  Şekil 25 .8a 'da  g ö ste rilir . Ç ağdaş ta b lo y la  uyum lu  o larak  d ah a  u y g u 
nu  n ö tro n  ve p ro tonu , h e r  b ir i üç k u a rk ta n  o lu şm ak  üzere, b ir le ş ik  p a rç a 
c ık la r o la rak  değerlend irm ek tir. K uark la rın  k en d ile rin in  b irey se l o la rak  
D irac denklem ince ta n ım la n d ığ ı k ab u l ed ilir, böylece zikzak ta b lo su  b u n 
la rın  d a  h e r  b ir i için  uygun  h a le  gelir. Şekil 25 .8b 'de n ö tro n u n  (3-bozunu- 
m u bu  te rim le rle  gösterilir .

N ö trino  da ay rıca  bu  an lam d a  özel b ir  ilg i çeker. En az ın d a n  o ldukça 
iyi b ir  yak laşık lık  tah m in i b iç im inde  kü tle s iz  b ir  p a rçac ık  o la rak  ele a l ın a 
b ilir . (Her d u ru m d a  k ü tle s i b ir  e lek tron  k ü tle s in e  o ran la  son  derece k ü 
çü k tü r  ve kesin lik le  e lek tron  k ü tle s in in  6 x l0 -6 k a tın d a n  büy ü k  değildir.)



Ş ekil 25.8 Şekil 25 .5 'in  p -b o zu n u m  iş lem in in  z ik zak la r  b iç im in d e  ifad e  ed ilm iş hali, (a) 
B ir n ö tro n  ve b ir  p ro to n , m akul d erecede  b ir  y ak la ş ık lık  tah m in iy le  b ir  D irac parçac ığ ı 
o la rak  ta n ım la n a b ilir , böylece z ik zak la r u y g u n su z  olm az. Şekil 25 .4 'tek i g ib i, n ö tro n  ve 
p ro to n u n  y a ln ızca  zik kısm ı, so l ü s t te  küçük  b ir  zik v a rlığ ı ta ra f ın d a n  o lan ak  sa ğ lan an  
k ü çük  b ir  k ü tle  o lan  k a r ş ı-n ö tr in o d a  b u  zak  (sol—elli) o lsa  da , zay ıf  bozu n u m  sü rec in e  
bağ lan ır , (b) B unun la  b ir lik te  n ö tro n  ve p ro to n , h e r  b ir i 3 k u a rk ta n  o lu şm ak  üzere  ve bu 
k u a rk la n n  k en d ile ri b irey se l o la rak  D irac p a rçac ığ ı kab u l ed ilm ek  üzere, b ir le ş ik  o larak  
d eğ e rlen d irilir , böy lece zikzak ta b lo su  o n la ra  u y g u n d u r. (Yük ok ları ve k u a rk la n  b a ğ la 
y an  g lu o n la r  gösterilm iyor.)

D irac denk lem in in  2 -sp in ö r  v e rs iy o n u n d a  M = 0 o la rak  kabu l edersek  
denk lem ler

V$,aA = 0 ,VBA'pB, =  0

h a lin e  gelm ek üzere ayrışır. H er b ir i d iğerin in  yok luğunda v a r  o lab ilir  
(bun ların  h e r  b ir i kend iliğ inden  n ö tr in o y la  ilg ili "Weyl denklem i"10 o larak  
an ılır). B unun la b irlik te  yaln ızca  (Vg,aH =  O'a bağ lı o la rak  a p resiz  aA ta r a 
f ın d an  verilen) zik versiyonu  zay ıf e tk ileşim lere  boyun  eğer ya da zay ıf e t
k ileşim  sü reç le rin d e  y a ra tıla b ilir . Bu neden le  n ö tr in o la r  so l-e lli b ir  sa r-  
m allık tak i p a rçac ık la rd ır .

N ö tr in o la r  gerçek ten  kü tleye sa h ip  m id ir?  A rtık  en az ın d an  üç n ö trino  
tü rü n d e n  ik is in in  as lın d a  kü tle  sa h ib i o ldu ğ u n a  ilişk in  iyi deneysel k a n ı
tın  v a r  o lduğu  görü lm ek ted ir. Bu üç tip  nö trino , (k a rş ı-p arçac ığ ı nö tro n

10 Bu denklem 1929'da Weyl ta rafından  önerildi ve ayrıca Dirac tarafından  da kendisine ait 
"elektronla ilgili Dirac denklemi"ne rastlam adan  önce ele alındı; Dirac, 1928; Dirac, 1982. 
Pauli, Weyl denklemine, uzam sal yansım a altında değişim sizlik eksikliği nedeniyle hararetli 
biçim de itiraz etti. Yazık ki Weyl, kendi önerm esini savunan zayıf etkileşim lerdeki yansım a
nın değişim siz olm ayışı ileri sürülm eden b ir yıl önce öldü. Zee, 2003, her iki denklemi de 
tartış ır.



b o zu n u m u n d a  yay ılan  ve o lm ak ü zere  o lağan  p -b o zu n u m u n d a  içerilen , 
bkz. Şekil 25.5) ve "e lek tron  nö trino", "m üon nö trino" ve vT "tau  nö tri-  
no"dur. Ja p o n  alg ılay ıcı S uperkam iokande 'dek i gözlem ler b u  üç n ö trin o  
tip in in  kü tle le rindek i fark lılığ ın , çok küçük o lsa  da (top lam da, b ir  e lek t
ron  k ü tle s in in  10~7 katı), s ıf ır  kü tley le  o lam ayacak  b irb ir le r in e  çevrilm e 
("nötrino sa lm ım ları") eğ ilim ine sa h ip  o lm ala rı nedeniy le , s ıf ır  o lam aya
cağ ın ı açık b iç im de sa p ta r . Ben h â lâ  ve'n in  (ya da b u  ü çü n ü n  m aku l b iç im 
de uygun  b ir  k u an tu m  "doğrusa l b irleşim "in in) s ıf ır  kü tleye sa h ip  o lab ile 
ceği so nucunu  ç ıkarm ak tay ım  fa k a t b u  k o n u la rla  ilg ili kesin  k a n ıt h â lâ  
eksik tir. K ütlesiz b ir  n ö tr in o  tüm üy le  zik o la b ilir  fa k a t küçük  b ir  kü tley le 
tab lo , z ik 'in  n ad ire n  an lık  o la rak  zak 'a  çevrilip  yen iden  geriye geldiği, Şe
kil 25 .9a 'da  göste rilene  d ah a  çok benzer. B unun la b irlik te  n ö tr in o y la  b ir 
lik te  h a re k e t eden d u rağ a n  b ir  çerçeveden  b ak ıld ığ ın d a  zik ve zak g ö rü 
n ü m le ri e ş it o la rak  onun  to p lam  h a re k e tin e  k a tıl ır  g ö rü n ü r (Şekil 25.9b).

B u rad a  b ir  m ik ta r  aç ık lam a gerekli. Y ukarıda zay ıf  e tk ileşim le re  b o 
yun  eğen in  zak değil de zik (diğer b ir  deyişle so l—elli) p a rç a c ık la r ı o ld u ğ u 
n u  söyled iğ im de önsel o la rak , b ir  "parçacığ ın" b ir  "k a rş ı-p a rçac ık " tan  n a 
sıl a y ır t ed ild iğ in i b ild iğ im iz i v arsay d ım . K arş ı-p arçac ık la  iş le r  tam  te rs  
b iç im de olur. E lek tronun  k a rş ı-p a rç a c ığ ı p o z itro n  d u ru m u n d a  y ine z ik 'in  
so l-e lli ve zak 'ın  sa ğ -e lli o lduğu  b ir  "zikzak" ta n ım la m a s ı su n a b ilir iz  f a 
k a t p o z itro n u n  zik 'i e lek tro n u n  zak 'ın m  k a rş ı-p a rç a c ığ ıd ır  ve te rs i. Bu n e 
denle b ir  p o z itro n  d u ru m u n d a  zay ıf  e tk ileşim le re  boyun  eğen zik yerine 
sa ğ -e lli (elek tronun  zik in in  k a rş ı-p a rçac ığ ı)  za k 'd ır . B enzer b ir  u y arı kar- 
ş ı-p ro to n , k a rş ı-n ö tro n  ve a s lın d a  k a rş ı-k u a rk  iç in  de geçerlid ir. Bu ay r ı
ca, kü tlesiz  o lsa  tüm üyle  zik o lacak  o lan  k a rş ı-n ö tr in o  iç in  de geçerlid ir.

Şim di bu , b iraz  k a rış ık lığ a  n eden  o la b ilir  çünkü, zay ıf  e tk ileşim lere  
boyun  eğenin  kend isine  a i t  zik m i yoksa zak  m ı o lduğunu  b ileb ilm em iz 
için , b ir  (—spinli) p arçac ık  b en zeri n esn en in  b ir  "parçacık" o la rak  m ı yok

sa  "k a rş ı-p a rçac ık "  o la rak  m ı d ü şü n ü lm esi gerek tiğ ine  k a ra r  verm ek üzere

J 1 nim izde ara sıra b ir zak 'a  ve yine zik 'e  
arılık b ir "çevrim" canlandırm ak zorun-

Nötrirıoyla b irlik te  hareket eden ikinci bir
O 'durağan çerçevesinden bakıldığında  
z ik  ve zak görünüm leri toplam  harekete 
eşit biçim de katılıyor görünürler.

Şekil 25.9 (a) K ütlesiz bir nötrino tüm üyle
z ik  olabilir fa ka t küçük bir kütleyle zih-

dayız. R esim  laboratuvara ait O durağan
çerçevesinden görüntülenm ektedir, (b)

(a) (b)



h iç b ir  k ıs ta s  sunm adım . Önceki bö lüm de, k a rş ı-p a rç a c ık  kav ram ın ı y a l
n ızca D irac 'ın  "negatif enerji d u ru m la rı denizi"ndeki b ir  "delik"le ilg ili o r i
j in a l kav ram ı b iç im inde  verm iş o lsam  da, b ir  k a rş ı-p a rç ac ık , gerçek te b ir  
p a rç ac ık tan  tüm üy le  a y n  b ir  tü r  v arlık  o la rak  d ü şünü lm em elid ir. Ç ağdaş 
k u an tu m  a lan  ku ram ı b ağ lam ın d a , şey leri D irac 'a  özgü o rijina l (görünüşe 
göre asim etrik ) b iç im de sunm ak  gerek li değ id ir. K a rş ı-p a rça c ık la r  tıpk ı 
"karş ı"la rı o ld u k la rı p a rç ac ık la r  k a d a r  "parçacık"tır. D ahası k a rş ı-p a rç a -  
cık kavram ı, yaln ızca  fe rm iy o n la r P au li ilkesine tab iy k en  [bkz. §§23.7, 8), 
fe rm iy o n la rın  yan ı s ıra  bo zo n la ra  (tam sayı sp in li parçacık lar) d a  a ittir ,  
böylece k a rş ı-p a rç a c ık la r la  ilg ili "D irac denizi" p e rsp ek tifi b o zo n la r iç in  
geçerli olam az. B ir bozon o lan  p o z itif  b iç im de yük lenm iş p ion  (7r+mezon) 
örneğin , n eg a tif  b iç im de yüklenm iş p ion  (n~ mezon) o lan  b ir  k a rş ı-p a rç a -  
cığa sa h ip tir . A slında pek çok bozon kendi k a rş ı-p a rç a c ık la r ıd ır . B unun 
b ir  ö rneği fo tondur; ve ay rıca  yüksüz p ion  (re0 mezon). B ilindiği k ad a rıy la  
(ve kesin lik le  s ta n d a r t  ku ram  uyarınca) doğadaki h e r  p arçac ık  b ir  k a rş ı-  
parçac ığ a  sa h ip tir .

25.4 Yük eşlemesi, dönüşüm çarpanı ve zaman tersinimi

H er p arçac ığ ı kendi k a rş ı-p a rç ac ığ ıy la  d eğ iş tiren  işlem  (Y ü k  eşlem esi 
yerine  ku llan ılan ) C 'dir. P a rçac ık la rın  kend i k a rş ı-p a rç a c ık la r ıy la  y e r d e 
ğ işim i (ve tersi) a ltın d a  değişm ez o lan  fiziki b ir  e tk ileşim  C -değişm ezi o la 
rak  a d lan d ır ılır . Bu uzam sa l y an s ım a  (parite) işlem i (d ö n ü şü m  ça rp a n ın a  
k a rş ılık  gelen) P o larak  an ılır. Y ukarıda §25.3 'teki ta r tışm a y la  uyum lu  o la 
rak  o lağan  zay ıf e tk ileşim le r ay rı ay rı P ya da C a ltın d a  değişm ez değ ild ir 
fak a t b irle şik  CP (= PC) işlem i a l tın d a  değişm ez o lduk la rı o rtay a  çıkar. 
CP'yi a lış ılm ad ık  b ir  ay n ad a  gerçekleşen , h er pa rçac ığ ın  kend i k a rş ı-p a r-  
çacığ ı o la rak  y an s ıtıld ığ ı iş lem  b iç im inde değerlend ireb iliriz . C P 'nin b ir  
p arçac ığ ın  z ik 'in i kendi k a rş ı-p a rç a c ığ ı zak 'a  gönderd iğ in i, ve te rs in i gö
rü rüz . Zam anı sim gelem ek üzere  T o la rak  an ılan  b ir  d iğer işlem  d ah a  b u 
lunu r. T a ltın d a k i b ir  etk ileşim , onu  n o rm alin  te rs i o lan  b ir  zam an  yönü 
p e rsp e k tif in d en  gördüğüm üzde değişm em iş k a lırsa  değişm ezdir. K uantum  
a lan  k u ram ın d a  CPT teorem i o la rak  a n ılan  ve fiziki h e r  etk ileşim in , C, P ve 
T iş lem lerin in  üçü  b ird en  ken d isin e  b ir  se ferde u y g u la n ırsa  değişm ez ol
d uğu n u  ile ri sü ren  ü n lü  b ir  teo rem  b u lu n u r. E lb e tte  b ir  teorem  "yalnızca 
b ir  p a rç a  m atem atik"tir, bu  d u ru m d a  onun  fiziki geçerliliğ i v a rsa y ım la rı
n ın  fizik i geçerliliğ ine bağ lıd ır. Bu konu  b iz im  iç in  d ah a  so n ra  (§30.2), b iz i 
CPT teo rem in in  so n u ç ların ı, ve böylece v a rsay ım la rın ı, so rg u lam ay a  yö 
nelteb ilecek  y aşam sa l b ir  konuyu o rtay a  koyduğum da önem e sa h ip  o la



cak. B unun la  b irlik te  o lağan  zay ıf e tk ileşim lerle  ilg ili o la rak  b u  tü rd e n  
h erh an g i b ir  zorluk beklem ek iç in  h iç b ir  sebep yok tu r. B u rad an  h arek etle  
o lağan  zay ıf e tk ileşim lerin  CP değ işim sizliğ i ay rıca  o n la rın  T (zam an te r 
sinm e sim etrisi) a ltın d ak i değ işim sizliğ i an lam ın a  gelir.

Yazım  an ın d a , CP a ltın d a  değişm ez o lm adığı b ilin en  kesin  o la rak  b ir  
fizik i iş lem in  (ilk o larak  1964'te F itch  ve C ronin ta ra f ın d a n  gözlem lenen 
"olağan o lm ayan" zay ıf b ir  işlem) v a r  o lduğu  b e lir tilm e lid ir. A yrıca T a l
tın d a  d a  değişm ez değ ild ir (fakat söy lenebileceği k ad a rıy la  CPT teo rem iy 
le uyum lu  o la rak  CPT a ltın d a  değişm ezdir). Bu, K° m ezonunun  (K°'ın ken 
di k a rş ı-p a rç a c ığ ı K°'a b u  ik is i a ra s ın d a  gerçekleşen  b ir  sa lın ım la  b irlik te  
çevrim iyle ilg ili karış ık  b ir  k o nunun  b u lu n d u ğ u , 2 ya da 3 p io n a  bozuna- 
b ildiği) bozunum  m odudur.

CPT teo rem i bize k a rş ı-p a rç a c ık la r  üzerine  D irac "denizi"ni k u lla n 
m ak tan  fa rk lı a l te rn a tif  b ir  b ak ış  aç ısı sa ğ la r  ve b u  ay rıca  b o zo n la ra  da 
u y g u lan ab ild iğ in d en  d ah a  ta tm in  ed icid ir. CPT'yi varsay d ığ ım ızd a , C'yi 
PT 'ye eşdeğer, p a rç ac ık la rın  kend i k a rş ı-p a rç a c ık la rıy la  değ işim i, o la rak  
değ erlen d ireb iliriz , böylece b ir  p a rç ac ığ a  a it k a rş ı-p a rç ac ığ ı, o p arçac ığ a  
ilişk in  "uzayzam an yan sım ası"  (PT) o la rak  değerlend ireb iliriz . B undaki 
uzay  y an s ım a sı gö rü n ü m ü n ü  göz a rd ı ederek  b ir  k a rş ı-p a rç a c ığ a  ilişk in  
yorum u  z a m a n d a  g eriye  d o ğ ru  yo lcu luk  eden parçac ık  o la rak  elde ederiz. 
A slında bu, R ichard  F ey n m an 'm  k a rş ı-p a rç a c ık la r ı y o rum lam ay ı seçtiğ i 
b iç im di. Bu, k a rş ı-p a rç a c ık la r ı F eynm an  g rafik le ri b ağ lam ın d a  ele alm ak 
üzere o ldukça uygun  ve tu ta r l ı  b ir  yol sunar. (Fikir F ey n m an 'a  Jo h n  A. 
VVheeler ta ra fın d a n  ö n erilm iş ti ve d ah a  önceden bağ ım sız  b iç im de Stüc- 
kelberg  (1942) ta ra fın d a n  ile ri sü rü lm ü ştü .)  Bu fa rk lı b iç im deki f ik ir  D irac 
d en iz inde o lduğu  k a d a r  "çılgın" b ir  fikirdi!

Bir F eynm an g rafiğ inde kend i k a rş ı-p a rç a c ık la r ı o lm ayan  p a rç ac ık la r  
d iy a g ra m la rd a  herh an g i b ir  yere yöneltilm iş, ö rneğ in  h e r  çizgi ü ze rin e  u y 
gun  tü rd e  b ir  ok eklem ek yoluy la , ç izgilere sa h ip  olm ak zo ru n d ad ır. Bu 
oku, çizgi pa rçac ığ ın  k en d isin i göste rd iğ inde , geleceği iş a re t eder b iç im de 
d ü şü n e b ilir iz  fak a t geçm işe iş a re t e ttiğ i d u ru m d a  o p a rçac ığ ın  k a rş ı-p a r-  
çacığ ın ı elde ederiz. K arş ı-p a rça c ık la rla  ilgili bu  p e rsp ek tif , o ldukça fa rk lı 
gö rünüm dek i p arçac ık  iş lem lerin in  tem elde ayn ı fak a t uzay zam an d a  fa rk 
lı "aç ıla r ''d a  gö rünen  işlem  o la rak  açığa ç ıkm asına ilişk in  büy ü k  av an ta ja  
sa h ip tir . B ir ö rnek o larak  Şekil 25 .10 'da (fakat z ikzak lara  tak ılm adan), 
e lek tron  p o z itro n u n  b ir  ç ift fo to n a  yok o luşunu , bu  işlem in , b ir  e lek tronun  
b ir  fo ton  ta ra f ın d a n  C om pton saç ılım ın a  u ğ ram asıy la  esasen  aynı (diğer 
b ir  dey işle  yen iden  düzen lenm iş uzayzam an) işlem  o lduğunu  göste re rek  
çizdim . (Kısa sü re  iç inde p a rç ac ık  ç izg ile rin in  ay rıca  u zay zam an  yön lerin i 
iş a re t  edeb ilm esine, "sanal parçacık" o larak  an ılan  şeyi aç ık layarak , izin



Şekil 25.10 Çapraz sim etri. Çeşitli yerlerde  
yalnızca zam an düzenlem elerine göre fa k a t to
poloji diyagramları etkilenm iş olm aksızın  de
ğ işim  gösteren işlem ler tem elde matem atiksel 
olarak {analitik sürdürm e yoluyla, §7.4) eşde
ğerdir. Bu, parçacık-karşı-parçacık ç iftin in  iki 
fo to n a  yok o luşu  arasındaki bu  tü r b ir eşde
ğerlik tarafından sol taraftaki gibi gösterilir. 
Compton saçılım ı (zikzaksız çizim) sağda gös
terilmektedir.

verm eye gerek duyacağ ım ız ı göreceğiz fak a t şim dilik  b u  k a d a r  karışık lık  
yeter!)

Şim di i - s p in l i  b ir  p arçac ık la  ilg ili o la rak  zay ıf e tk ileşim lerde  ro l a la 

n ın  ona a it zik m i yoksa zak  m ı o ldu ğ u n a  k a ra r  verm eye ilişk in  prob lem e 
geri dönelim . Bize onun  b ir  "parçacık" o la rak  m ı yoksa b ir  "k a rş ı-p a rça - 
cık" o la rak  m ı say ılacağ ın ı söyleyen açık b ir  k u ra la  gerek  duyarız . K ulla
n ıla n  k u ra l "lep ton lar" o la rak  a n ılan  (elektronlar, ağ ır k a rd eş p a rçac ık la rı 
m ü o n la r  ve ta u o n la r  ve o n la rın  ilg ili ve,v Vi,vx nö trino la rı) p a rç ac ık la r  ve 
ay rıca  p ro to n  ve n ö tro n la rd a n  (ve d iğer had ron la r) o lu şan  k u a rk la r  "p a r
çacıklar" o la rak  say ılm alıd ır. B u n lar zay ıf e tk ileşim lere  u ğ ray an  zik 'lere  
sa h ip tir . Tüm  b u n la rın  "karşıla r" ı k a rş ı-p a rç a c ık la r  o la rak  sa y ılır  ve bu  
d u ru m d a  zay ıf etk ileşim e u ğ ray a n  o n la rın  za k 'la rıd ır . A yrıca zay ıf  e tk ile 
şim lerde  içerilm iş 1 sp in li (kütleli) p a rçac ık la r, d iğer b ir  dey işle  W ve Z 
b o zo n la rı,11 b u lu n m ası gerçeği neden iy le  d u ru m  k arış ık tır . B un lar zay ıf 
etk ileşim le rle  ilgili, e lek trom anyetik  e tk ileşim lere  a rac ılık  eden fo to n la ra  
(fo ton lar elek trom anyetik  a lan ın  k u a n ta s ı olm ak üzere) ben zer ro lle r  oy
n ay an  a ra c ıla rd ır . Böylesi p a rç a c ık la r  bazen , n ed en le rin e  d ah a  so n ra  gele
ceğim iz üzere, "ayar k u an tası"  o la rak  a d lan d ır ılır . Yüksüz tek  b ir  Z° (kendi 
k a rşı-p a rçac ığ ı)  b u lu n u rk en , s ıra s ıy la  1 ve -1 (pozitron üzerindek i yükle 
verilen  b irim lerde) e lek trik  yük lerine  sah ip , W+ ve W_'y le (b irb irle rin in  
k a rş ı-p a rç ac ık la r ı)  işa re tle n en  fa rk lı ik i W bozonu  m evcu ttu r. B un ların  
h e r  b ir i zay ıf e tk ileşim lerde, k end in i ya b ir  lep ton  ya d a  k u ark ın  zik k ıs 
m ın ın  h e rh an g i b ir  ucu n a  b ağ lay an  y a  da b ir  k a rş ı- le p to n  ya da k a rş ı-k u -  
a rk ın  zak k ısm ına  b ağ lay an  b ir  F eynm an g rafik  çizg isine sa h ip  o la rak  rol 
a lır  (bkz. Şekil 25.11). H er zay ıf e tk ileşim  işlem i sü resin ce  e lek tron  yükü 
ve de lep to n  say ıs ı ko ru n u r. G erçekte, W 'la rm  lep to n  say ıs ı ko runm ak  ve 
Z° s ıf ır  o la rak  say ılm ak  üzere, h e r  b ir i (elektron, m üon ve ta u o n  sayısı) z a 

11 1 sp in li kütleli parçacık lar üç bileşene sahip  olarak tanım lanabilir; diyelim  ki sol—elli 1 sar-
mallıktaki zik, sağ-elli -1 sarm allık taki zak ve spin yapm ayan 0 sarm allıktaki "zog". Zik 2 - 
sp inörü  ve zak 2-spinörü sırasıy la iki apresiz ve iki apreli indise sahipken zog 2-spinörü  
her b irinden b ir adede sahip tir. Zayıf etkileşim lere aracılık edenin yalnızca zog parçacığı ol
duğuna ilişkin bakışı benim seyebiliriz.



y ıf e tk ileşim le re  ilişk in  s ta n d a r t  m odelde ayrı ay rı k o ru n an  üç fa rk lı tü r  
lep to n  say ıs ı m evcu ttu r. B ir F eynm an  g rafiğ inde  b u  d ö r t ko runum  y a s a s ı
nı k o n tro l etm ek üzere tü m  gereksin im im iz, çizg iler ü ze rin d ek i d ö rt tü r  
okun h e r  b ir in in  d iyag ram ı sü rek li ve tu ta r l ı  b iç im de düzen li b ir  yo ldan  
iz lem esin i g a ra n ti e tm ek tir.

25.5 Elektrozayıf simetri grubu

Ş üphesiz tüm  b u n la r  tem el b ir  ku ram  iç in  b ir  şek ilde k a rış ık  g ö rü n 
m ekted ir. T em elde b u lu n a n  h en ü z  açık lam ad ığ ım  b ir  düzen  v a r  o lsa  da 
evet, k a rış ık tır ; b u n u n la  b ir lik te  p arçac ık  fiziğ ine ilişk in  günüm üz an lay ı
şın ın , " s ta n d a rt m odel" o la rak  a d la n d ır ıla n  şey in  y a r ıs ın d a n  d ah a  azı u y a 
r ın ca  ne o lduğunu  an la tm ay a  ve o ldukça n ite l te rim lerle  an la tm ay a  d ah a  
yen i b aş lad ım . D ahası, zay ıf  (ve elek trom anyetik) e tk ileşim le rde  içerilen  
fa rk lı p a rç ac ık la rla  ilg ili şim diye k ad a rk i u y a n la r ım  görece "botanik" k a 
ra k te rli olageldi. A slında s ta n d a r t  m odelde zay ıf ve e lek trom anyetik  e tk i
leşim ler, W+,W~, Z°'ı ve y  / o  to n u y la  ilg ili özel b ir  s im etri b u lu n a n  elektro- 
z a y ı f  k u ram  denen şeyde, SU(2) x U(l) g ru b u  y a  da d ah a  doğru  b iç im d e12 
U(2) u y a rın c a  b ir le ş tir ilir . (Bu g ru p la rın  ne o lduğunu  an ım sam a gereği d u 
y u y o rsan ız  §13.9 'a bakın.) Y ukarıda an ılm ış o lan  tem elde y a ta n  düzeni 
sağ lay an  bu  (gizli) s im etrid ir .

Ş ek il 25.11 B ir zik p a rçac ığ ıy la  zay ıf  e tk ileşim li b ir  a y a r  b o zonu  a ra s ın d a k i e tk ileşim  
g ö ste rim le ri, (a) Yüklü W + ve W~ (b irb ir le rin in  k a rş ı-p a rç a c ık la n )  z ik 'in  elek trik  y ükünde 
(elek trik  yükü  k o ru n u m u  sa ğ lam ak  için) b ir  değ işim i h a rek e te  g eç irirk en  (b) y ü ksüz  Z° 
(k end isin in  k a rş ı-p a rçac ığ ı)  y apm az, (c) N ö trin o n u n  z ik 'i y ü ksüz  Z“'la  e tk ileşe b ilir .

Grup, "/Z2" b ir Z2 a lt grubu yoluyla çarpan lara  ayır" anlam ına gelen SU(2)xU(l)/Z2 biçim in
de ifade edilebilir. Bununla b irlik te böylesi b ir  a lt g rup tan  b irden fazlası m evcuttur böylece 
notasyon tüm üyle açık değildir. U(2) notasyonu otom atik olarak doğru olanı seçer. Bu gözle
mi için Florence Tsou'ya m innettarım . Elektrozayıf sim etri grubunun geleneksel olarak 
"U(2)" biçim inde anılm am asm m  nedeni bunun, tüm  grup SU(3)xSU(2)xU(l)/Z6'n ın  b ir versi
yonu olmak üzere, ayrıca SU(3)/Z3 kuvvetli sim etri grubunu da devreye sokan toplam  s ta n 
d a rt m odelin sim etrisine kolayca genişlememesi olarak görünür; bkz. §25.7.



Bu s im e tr in in  ro lü n ü  bu  bö lüm de d ah a  so n ra  b iraz  d ah a  ay rın tılı b i 
çim de aç ık layacağım . Bu s im etri ay rıca  çeşitli le p to n  ve k u a rk la rın  zik k ı
s ım la rın ı ilişk ilen d irir. D aha ilkel b ir  bak ış aç ıs ın d an  fik ir, W +,W - ,Z° ve 
y 'n ın  tü m ü n ü n  b e lirli b ir  an lam d a , bu  p arç ac ık la r ın  (kuantum ) doğrusa l 
b irleşim lerine  ilişk in  çeşitli küm elerin , tekil p a rç ac ık la rın  kend ileriy le  a y 
nı konum da o lacak ları şekilde, sü rek li b iç im de "b irb irle rin e  döndürü l- 
m e"leri so n u cu n a  sah ip tir!

Ü stte  açık lad ığ ım  üzere b u  "sim etri", özellikle s a f  e lek tro m an y etizm a
n ın , zay ıf e tk ileş im le r p a rç ac ık la r ın  yaln ızca  zik k ıs ım la rın ı içererek  y a n 
sım a a ltın d a  olab ilecek leri k a d a r  değişm ez değilken, k ay n ak la rın  zik ve 
zak k ıs ım la rı e ş it b iç im de içerilm ek  üzere, y an sım a değişm ez o lm ası n e 
deniyle o ldukça tu h a f  ve incelik li gö rünü r. D ahası kü tle s iz  b ir  parçac ık  
o la rak  foton, ku ram dak i tü m  b o zo n la r a ra s ın d a n  belirg in  b iç im de seçilip  
ay rılm ış gö rünü r. A slında fo ton  k ü tle s i, s ıf ır  değilse, deneye dayalı s a ğ 
lam  gerekçeler nedeniy le e lek tron  k ü tle s in in  İO-20 k a tın d an  küçük olm ak 
z o ru n d a d ır  ve böylece W ve Z b o zo n ların ın  ö lçü lm üş k ü tle le rin in  yak laşık  
5 x l0 -26 k a tın d a n  küçük tü r. D ahası W bozon ları e lek trikse l o la rak  yük lüy
ken fo ton  değ ild ir, aksine  zay ıf b ir  yük  ta ş ır .

Şekil 25.12 'de yaln ızca  ay a r  bozo n ların ı (diğer b ir  deyişle W +,W~, Z° ya 
da y) içeren  3 -ça ta llı o lası tü m  Feynm an köşe lerin i s ıra lad ım . B u n lard an  
yaln ızca  iki ad e t m evcu ttu r. B unun la  b irlik te  v a r  o lm ala rı gerçeği, se rb e s t 
a y a r  a lan ın d a , ay a r g ru b u n u n  Abelci o lm ay ışından  k ay n ak lan an , doğrusa l 
o lm a yışın  b ir  ifad e s id ir  ve bu  a s lın d a  U(2)'de geçerlid ir. (Saf e lek tro d in a 
m ik Abelci U(l) ay a r g ru b u n d an  g e lir  ve bu  neden le  yaln ızca  fo to n la rı içe
ren  b en zer 3 -ç a ta llı h iç b ir  Feynm an d iyagram ı m evcu t değ ild ir. B un lar 
kaynak  se rb e s t M axw ell a lan ın d a  doğ rusa l o lm ayış d u ru m la rın a  neden  
o lu rdu . B enzer b ir  ifade  n >  2 iç in  n -ç a ta ll ı  köşe lerde de geçerlid ir.) Bkz. 
§15.8, §19.2. Şekil 25.12 'deki d iyag ram  küm esin in  s ın ırlı d oğasından , ay a r 
b o zo n la rın ın  tü m ü  a ra s ın d a  tam  b ir  s im etri o lam ayacağı görü lür.

Bu, s im etrid en  g ö rü n ü ştek i apaçık  sa p m ala rı is ten ilen  b irle ş ik  b iç im li 
b ir  k u ram  am acıy la  n as ıl b ağ d a ş tırır ız ?  F ark  ed ilm esi gereken ilk  nok ta , 
Feynm an d iy a g ra m la rın d a  gerçek te hem en g ö rünenden  d ah a  faz la  gizli s i
m etri b u lu n d u ğ u d u r ve b u n la r  a s lın d a  uygun b iç im de b ak ıld ığ ın d a  U(2) 
s im e tr is i g ö ste rir. İlk o larak  Şekil 25.12 'deki iki d iyagram ı ele alın. B u ra 
d a  tem eldek i sim etriye  ilişk in  d ah a  iyi b ir  f ik ir  elde etm ek üzere  2 x 2 'lik  
b ir  H erm itse l m a tr is  d ü şü n ü n  {bkz. §13.9). Ona ilişk in  iki gerçel köşegen 
elem an ın ın  Z° ve y 'y la  ben zer o lduğunu  ve k a lan  iki köşegen d ışı, b irb ir i
n in  ka rm a ş ık  eşleniği o lan, elem an ın ın  W+ ve W _'yle benzer o lduğunu  d ü 
şüneb iliriz . Z° ve y 'ya  k a rş ılık  gelen  köşegen e lem an la rın ın  gerçel say ı do 
ğası kend ileriy le  ilg ili k a rş ı-p a rç a c ık la r la  (Şekil 25.12 'deki oksuz çizgiler)



aynıyken, köşegen d ış ı e lem an la rın  karm aşık  eşlen ik  doğası W + ve W ""nin 
b irb ir le r in in  k a rş ı-p a rç a c ık la r ı o lm ası gerçeğine (b irinden  d iğerine  geçer
ken o k la rın  te rs  çevrilm esi) k a rş ılık  gelir. Bu H erm itse l m a tr is in e  ilişk in  
(hem U(2) m a tr is iy le  ön ça rp m a hem  de o m a tr is in  te rs iy le  so n ra d a n  ç a rp 
m a içe rd iğ in i ak lım ızda tu tm a k  zo ru n d a  olduğum uz) genel b ir  U(2) d ö n ü 
şüm ü  H erm itsel m a tr is in in  e lem an la rın ı o ldukça özel b iç im le rde  "çalka
la r" fa k a t H erm itse l k a ra k te ri h e r  zam an  ko ru n u r. A slında b u  benzerlik , 
U (l)'in  e lek trozay ıf k u ram d ak i d av ra n ış  b iç im ine (tek k a rış ık lık  köşegen 
e lem an la rın ın , bu  b elirlem ede §25.7 'de geleceğim iz "W einberg açısı"yla il
gili o lan  izle d o ğ ru sa l b ir  b irle ş im in e  iz in  verm e zo run lu luğum uz olm ak 
üzere) o ldukça yak ınd ır. Gerçek d ü n y ad a  b u  p a rç ac ık la rla  ilg ili o la rak  gö
rü r  gö ründüğüm üz a s im e tr in in  e lek tro zay ıf k u ram d a  o rtay a  ç ıkm asın ın  
tek  n eden i D oğanın  b e lir li b az ı b irle ş im le ri, d iğe r b ir  dey işle  b u  e lem an la 
r ın  b e lirli k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm ele rin i, gerçek se rb e s t p a rç a c ık la r  o la rak  
fa rk  edilm ek üzere seçm esid ir.

Peki Feynm an d iy ag ram la rım ızd a , Z° ve W* p a rç a c ık la rın  yaln ızca  zik 
ç izg ilerine ek leneb ilirken  y 'm n  ay rım  gözetm eden zik ya da zaka ek lenm e
siy le  ilg ili gö rü n ü ştek i en b e lirg in  d iğer a s im e trid en  ne haber?  Konu b u ra 
da y ine D oğanın b ize h an g i ü s t  ü s te  b inm ele ri se rb e s t p a rç ac ık la r  o la rak  
b u lm am ıza  iz in  vereceği k o n u su d u r. Ö rneğin, Z° ve y 'ya  ilişk in , b ir  p a rç a 
cığ ın  yaln ızca  za k  k ısm ın ı gören  be lirli b ir  ü s t  ü s te  b inm e, Y diyelim , 
m ev cu ttu r. (Kabaca: y a ln ızca  zak 'ı b ırak a ra k  zik e tk ileşim in i yok etm ek 
üzere  Z°'ı y 'd a n  "çıkarın".) O rijinal y 'm ız ı Z° ve Y 'den yen iden  geri k az an a 
b iliriz  fak a t Doğa b a şk a  b ir  seçim  yapm ış o lsayd ı fo to n u n  ro lü n ü  e ş it b i
çim de oynayabilecek  o lan  bu  tü r  pek  çok b aşk ac a  o lası ü s t  ü s te  b inm e söz 
k o n u su  o lu rdu .

ö y ley se  k ilit b ir  konu, D oğanın, d iğ e rle rin i değil de b e lir li baz ı ü s t  ü s 
te  b in m ele ri se rb e s t p a rç a c ık la r  o la rak  bu lm am ıza iz in  verirk en  b en im se
diği k ıs ta s la r ın  ne o lduğudur. B una verilecek en tem el y an ıt, s e rb e s t b ir  
p a rçac ık la  ilg ili o la rak , onun  b ir  kü tle  öz d u ru m u  o lm asın a  gerek duym a-

Y Y Şekil 25.12 Ayar grubunun Abelci olma
yan doğası nedeniyle kuramsal olarak or
taya çıkabilen 3-parçacık ayar bozon kö
şeleri. (Foton çizgileri dalgalı; Z° çizgileri 
oksuz çift; W± çizgileri beyaz oklu çift.)



m ızd ır, öyleyse genel o la rak  p arçac ık  k ü tle s in i belirleyen  şey in  ne o ld u ğ u 
nu  b ilm eye gerek duyarız . B u rad a  U(2) a l tın d a  tam  s im etri bekleyem eyiz; 
d iğe r b ir  dey işle kü tle  b ir  tü r  s im e tr i k ın lım ı  içerir. Bu, s ta n d a r t  m odelde 
n a s ıl yap ılır?  F ik ir, en az ın d an  n o rm al b iç im de su n u ld u ğ u n d a , p arçac ık  
etk ileş im le rin d e  bug ü n  gerçekte gözlem lediğim iz as im e trin in , ev ren in  
b aş lan g ıç  a şa m a la r ın d a  gerçek leştiğ i kabu l ed ilen  k e n d iliğ in d e n  b ir  s i
m e tri k ırılım ın ın  sonucu  o lduğudur. O dönem den önce k o şu lla r  b u g ü n  ge
çerli o la n la rd an  o ldukça fark lıyd ı. S ta n d a rt e lek tro zay ıf k u ram  U(2) s im e t
r is in in  b aş lan g ıç  ev ren indek i son  derece yüksek s ıcak lık larda , W+,W _,Z° 
ve y 'n ın  b u  p a rç ac ık la ra  ilişk in  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m e le rin in  pek çok d i
ğer küm esiy le tüm üyle  eşd eğ er o lacağ ı ve y  fo to n u n u n  bu  b iç im de o rtay a  
çıkab ilecek  d iğer tüm  b irle ş im  çeşitle riy le  e ş it konum da o lacağı şekilde, 
ta m  o larak  sağ land ığ ın ı ile ri sü re r. B ununla b irlik te  f ik ir  ile rled iğ inde, 
evrendeki sıcak lık  dü şü n ce  (Büyük P a tla m a d an  yak laşık  10-12 san iye  so n 
ra  yak laşık  1016K 'nın a ltın a ; bkz. §§28.1-3) bug ü n  gözlem lediğim iz 
W+,W~, Z° ve y  bu  kend iliğ inden  s im etri k ın lım  işlem i yo luy la "dışlan"dı. 
Böylece b u  işlem de d ö rt gerçek parçac ık , b aş lan g ıç  o la s ılık la rın a  ilişk in  
tüm üyle  s im etrik  b iç im li m a n ifo ld d an  ay rış tır ılır . Y alnızca üçü  k ü tle  ed i
n ir  ve W 'la r  ve Z° o la rak  an ılır; d iğeri k ü tlesiz  k a lır  ve fo ton  o la rak  a d la n 
d ırılır . K uram ın b aş lan g ıç ta k i k ırılm am ış " sa f ' v ers iy o n u n d a , tam  U(2) s i
m e tr is i m evcu t o ld u ğ u n d a  W 'ler, Z° ve y 'n ın  tü m ü  etk in  b iç im de kü tlesiz  
olm ak zo ru n d ad ır. Bu s im etri k ın lım ı ö nerm esin in  tem el b ir  gö rünüm ü  
o larak , H iggs (parçacığı) o la rak  b ilinen  d iğer b ir  p a rç a c ık /a la n  devreye 
g irm eye gerek duyar. H iggs (alanı) tü m  b u  p a rç ac ık la ra  (Higgs p a rç ac ığ ı
n ın  kend isi de dahil) ve evrendeki d iğer p a rç ac ık la r ı o lu ş tu ra n  k u a rk la ra  
k ü tle  a tam a  so ru m lu lu ğ u n a  sa h ip  o la rak  değerlend irilir.

B unu n a s ıl yapar?  Bu d ikkate  değer ve y a ra tıc ı f ik ir le r  b ü tü n ü n ü n  ay 
r ın tıla r ı  yazık  ki bu  k ita b ın  k ap sam ı d ış ın d a  kalıyo r fak a t ona ilişk in  bazı 
b ile şen le ri d ah a  so n ra  §26.11 ve §28.1'd e  v e riyo r olacağım . Ş u  an  için, 
H iggs a lan ın ın  ro lü n ü  en iyi şekilde, D irac e lek tro n u n u n  Şekil 25 .2 'de g ö s
te rild iğ i haliy le  "zikzak" aç ık lam asın a  b a şv u ra ra k  (oldukça eksik biçim de) 
açık layab ileceğ im i d ü şünüyorum . E lek tronun , h e r  b ir i kend ine  a i t  kü tleye 
sa h ip  so l-e lli b ir  zik (a ,̂) ve sa ğ -e lli b ir  zak (/?s ,) a ra s ın d ak i sü rek li b ir  s a 
lın ım  b iç im inde g ö rü ld ü ğ ü n ü  an ım say ın . D irac sp in ö rü n ü n  aA ve /?B, p a r 
ç a la rı a ra s ın d ak i "çevrim " o ran ın a  hükm eden  b ir  2_1/ZM "bağ laşım  s a b i
t i n i n  b u lu n d u ğ u  k ab u l ed ilm iş ti. A slında "Higgs" bak ış aç ıs ı 2_1 ẑM'yi, 
d ah a  önce 2~1/2M b ağ laşım  sa b itin e  sah ip  o lduğum uz yerde  b ir  e tk ileşim  
o la rak  devreye g iren  b ir  a la n  b iç im inde  değerlend irm ek tir. (Bkz. Şekil 
25.13.) Çok erken evrendeki kend iliğ inden  s im etri k ın lım ı d av ra n ış ın ın  e t
k ile rin d en  b iri, H iggs a lan ın ın  h e r  yerde sa b it  b ir  değere sah ip  olm ak



Ş e k il  25.13 B ir  D irac pa rça c ığ ın a  i l iş k in  z ik 
za k  ta b lo d a  kö şe le r  (sabit) H iggs a la n ıy la  e tk i
le ş im le r  b iç im in d e  görü leb ilir .

üzere  du ru lm u ş h a le  ge ld iğ in in  k ab u l ed ilm esid ir. Bu değer tü m  p arçac ık  
k ü tle le rin in  sa p tan m as ıy la  ilg ili, b u  k ü tle le rin  fa rk lı değerle ri b e lir li  h e r  
p a rçac ığ ın  a y r ın tıla r ın a  b ağ lı o lan  sa y ısa l b ir  k a tsay ıy la  ö lçeklenm ek üze
re, top lam  b ir  ölçek sa p ta r .

Bu o la ğ an ü stü  f ik ir le r  to p la m ın a  ilişk in  d eğerlend irm elerim i, d ah a  u y 
gun  o lan  §§28.1-3 'e k a d a r  erteleyeceğim . Yine de bu  fik ir le r le  ilg ili n e  d ü 
şü n ü rsek  düşüne lim , so n u ç tak i zay ıf  ve e lek trom anyetik  kuvvetlere  ilişk in  
b irle ş ik  kuram , e lek tro zay ıf  k u ra m ,13 d ik k a t çekici derecede b a ş a r ılı  oldu. 
Z°'ın v a r  o lm ası (ayrıca W±'n in  v a r  o lm ası za ten  d ah a  erken  f ik ir le r  tem e
lin d e  ç ıkarsanm ıştı) ve W* ve Z°'ın k ü tle le rin e  ilişk in  o ldukça b e lirli baz ı 
d eğ e rle r (sırasıy la  y ak laşık  80 ve 90 GeV)14 onun  öngörü leri a ra s ın d ay d ı. 
W* ve Z° CERN'deki (Cenevre, İsviçre) deney lerde 1983'te gözlem lendi ve 
ö ngörü len  kü tle  değerle ri o ldukça iyi b ir  isa b e tle  doğ ru lan d ı. Ç ağdaş göz
lem  değerle ri s ıra s ıy la  y ak laşık  81,4 ve 91,2 GeV'dir. B aşka tü r  say ıs ız  ön 
gö rü  de d o ğ ru lan d ı ve e lek tro zay ıf k u ram  gözlem e daya lı o la rak , yazım  
e sn as ın d a , m ükem m el b iç im de ay ak ta  d u rm ak tad ır .

13 Elektrozayıf kuram  1960'ların sonlarında Stephen VVeinberg, Sheldon Glashovv ve Abdus Sa
lam  tarafından , bu çalışm a her üçüne de b ir Nobel Ödülü kazandırm ak üzere, düzenlenm iş
tir. Bkz. VVeinberg, 1967; Salam ve W ard, 1959; Glashow, 1959; elektrozayıf kuram  üzerine 
genel b ir  kaynak olarak Zee, 2003 ya da Halzen ve M artin, 1984; Kaku, 1993.

14 GeV giga elektron volttur. Giga 109'la  çarpm ayı belirten  Yunan ön ek id ir ve b ir elektron volt,
1 voltluk b ir  potansiyel fark ına m aruz b ırakılan  se rbest b ir  elektronun özel olarak ne kadar 
enerji kazanacağını belirten  b ir  eneıji ölçüsüdür. Yaklaşık olarak l ,6 x l0 -19 J 'd ir.



25.6 Yeğin etkileşen parçacıklar

Peki ya yeğ in  e tk ile şim ler ned ir?  O nları aç ık layan  çağ d aş k u ram  s ta n 
d a r t m odelin  d iğer "y a n ''s ın ı o lu ş tu ru r  ve k u a n tu m  kro m o d in a m iğ i  y a  da 
QCD o la rak  a d lan d ır ılır . Bu, ism in  geld iğ i kök Y unanca kh ro m a , "renk" 
an lam ın a  ge ld iğ inden  tu h a f  b ir  is im  g ib i g ö rü n ü r ve nü k leer kuvvetlere 
hükm eden  yeğin  e tk ileşim ler k u ram ın d a  "renk" n as ıl b ir  yere s a h ip tir  so 
ru su n u  so rab iliriz . Y anıt, b u ra d a  değ in ilen  "renk" k av ram ın ın  tü m ü y le  tu 
h a f  o lup  g ö rü leb ilir  ış ığ ın  frek an sıy la  ilg ili o lan  o lağan  renk  kav ram ıy la  
h iç b ir  ilg isi b u lu n m a m a sıd ır .15 P arçac ık  fiziğ indeki (nükleer) "renk" k a v ra 
m ın ın  ne o lduğunu  aç ık lam ak  üzere  b ir  p a rç a  geri dönüp  n ö tro n  ve p ro 
to n la r ın  k en d isin in  b e lirli ö rnek leri o lduğu  h a d ro n la r  o la rak  b ilin en  g i
zem li p a rçac ık  d iz ile rin i ele a lm ak  uygun  o lacak tır.

"H adron" ism i "hacim li" an lam ın a  gelen Y unanca ha d ro sta n  gelir. H ad 
ro n la r  D oğanın tem el p a rç ac ık la rın ın  d ah a  k ü tle li o la n la r ıd ır  ve yeğin  e t
k ileşim lere  (etk ileşim lerin  kuvveti bu  kü tleye büyük  b ir  enerji k a tk ıs ı s u n 
m ak üzere) k a tılır la r . H ad ro n  ailesi, "baryonlar" o la rak  b ilin en  o ferm i- 
y o n la rı ve "m ezonlar" o la rak  an ılan  o bo zo n ları içerir. G eleneksel k u ra m 
da tü m  h ad ro n la rın , k ısa  sü re  iç inde kend ile ri h ak k ın d a  d ah a  faz la  şey 
söylenecek o lan  ku a rk la rd a n  o lu ş tu ğ u n u  k ab u l eder. Özellikle, baryon lar  
o la rak  b ilinen  h a d ro n la r  o lağan  "nükleonlar" (nötron ya da p ro ton la r) ve 
d ah a  ağ ır  kuzen leri (kozmik ış ın  yağm uru  ve p arçac ık  h ız lan d ırıc ıla rd a  
keşfed ilm iş olan) "h iperon lar"d ır. O rijinal m ezon lar, J a p o n  fizikçi H ideki 
Yukavva ta ra fın d a n  1934'te n ü k lee r kuvvetlere ilişk in  an a liz le ri tem elinde 
y ap tığ ı d ikkat çekici k u ram sa l b ir  öngörüdür. B un lar sonuç o larak  
1947'de C. F. Powell ta ra f ın d a n  kozm ik ış ın  iz lerinde b u lu n m u ş o lan  p io n -  
la rd ır (n m ezonlar). A rtık p io n u n  pek çok m ezon kuzeni b ilinm ek ted ir.

"Baryon" te rim i, lep to stan  gelip  "küçük" an lam ın a  gelen "lepton"un 
k a rş ıt ı  o la rak  "ağır" an lam ın a  gelen Y unanca barys  ke lim esinden  gelir. 
L ep to n la r  e lek tron  ve onun  kard eş p a rç ac ık la r ı m üon ve ta u o n la  b irlik te  
b u n la ra  k a rş ılık  gelen n ö tr in o la rd ır; b u n la rın  k a rş ı-p a rç a c ık la r ı ka rş ı-  
lep ton lard ır. Hem  le p to n la r  hem  de b a ry o n la r  —sp in li fe rm iy o n la rd ır  f a 

k a t le p to n la r  b a ry o n la rd a n , belk i de b a ry o n la rd a n  çok d a h a  az k ü tle li o l
m a eğ ilim in in  (tauon, p ro to n  ya d a  n ö tro n u n  neredeyse iki k a tı kü tley le 
b ir  is t is n a  o lsa da) an a  "sebebi" olan, yeğin  etk ileşim lere  do ğ ru d an  boyun  
eğm em eleri gerçeğiyle a y ır t ed ilir.

15 Dalga boyu ve v frekansı arasında  v = |  bağın tısı uyarınca geçiş yapılabilm ek üzere, görüle

b ilir ışık X = 400- 700 nanom etre dalga boyu aralığına düşer.



1 9 4 0 'lan n  so n la rın d a n  b e r i kozm ik ış ın la r  ve h ız la n d ırıc ıla rd a  devasa  
sa y ıd a  h ad ro n  keşfed ild i: E°, A++,A±, A°, fi- , p°, p1*1, gû° ,t)°, K ^K 0
ve "Regge yinelenm eleri" o la rak  an ılan , bu  p a rç ac ık la r ın  pek  çoğunun  d a 
h a  yüksek  sp ine  sa h ip  (bu rada  sem bolle re  y ıld ız  iş a re ti  eklenerek b e lir iti-  
len , ö rneğin  E*- ) say ıs ız  a ğ ır  v ersiyonu  (bkz. Şekil 31.6). B u n ların  çok ka tlı
la r  o la rak  a d la n d ır ıla n  b e lir li a ile le re  g irm ek üzere  gözlenm iş o lm ala rı 
gerçeği nedeniy le  o lm asayd ı, bu , tüm üyle  şa ş ır tıc ı o lu rdu . Bu çok k a tlı la 
r ın  doğasıy la  ilg ili iy i b ir  kav ray ış, b u n la rın  SU(3) g ru b u n u n  ya da d ah a  
doğru  b iç im de SU(3)/Z3'ü n  g ö ste rim le rin i su n m a sı tem ellinde  (1961'de 
M u rray  G ell-M ann ve Y uval N e'em an  ta ra fın d an ) elde ed ild i ("gösterim " 
k av ram ı iç in  §13.6 'ya ve "bölüm "ün, / ,  k u llan ım ın d a  içerilen  "çarpım  g ru 
bu" k av ram ın ın  yo rum u  iç in  §13.2 'ye bak ın ; 13 b u ra d a  SU(3)'ün n o rm al b ir  
a l t  g ru b u n d an  doğal b iç im de k ay n ak lan an  3 elem an lı döngü  g ru b u  yerine  
k u lla n ılır;125-31 ay rıca  bkz. §5.5).

Bu g ö ste rim le rd e  iç e rilen in  ne o lduğunu  a n lam a n ın  en iy i yolu  h e r  
h a d ro n u n  —sp in li, b e lir li tem el p a rç ac ık la rd an , G ell-M ann 'ın  isim  b a b a s ı 

o lduğu  "kuark lar" (üç tü r) ve "k a rş ı-k u a rk la r"d a n  (üç tür), o lu ştuğu  
(1963'te Zweig ve G ell-M ann ta ra fın d a n  açık lanm ış) h ip o tez in d e  b u lu n 
m ak tır. H er b ary o n  b u  k u a rk la rd a n  yaln ızca  üçü  ta ra f ın d a n  ve h e r  m ezon 
b ir  k u ark  ve b ir  k a rş ı-k u a rk  ta ra f ın d a n  o lu şm uş k ab u l ed ilir. Üç n ite lik  
o la rak  an ılan  b u  üç tü r  k u ark  "üst", "alt" ve " tu h a f ' b iç im inde  a d lan d ır ılır.
K uark la ra  ilişk in  g izem li b ir  özellik  k es irli e lek trik  yük le rine  (pro ton  yük

2 1 1
b irim inde) sah ip  o lm alarıyd ı; ü s t,  a lt ve tu h a f  k u ark  s ıra s ıy la  -, -  -  ve -  -  

yük  değerine sa h ip tir .
Belki de k u ark la r, m an tık sız  gö rünen  e lek trik  yükü  değerlerine  sah ip  

o lm ala rı, ve k u a rk la rm  as la  k en d ile ri o la rak  gözlem lenm em esi (gözlem 
lenm iş p a rç ac ık la r  yük leriy le  ilg ili o la rak  h e r  zam an  tü m  değerlere  sa h ip 
tir; bkz. §5.5) ilişk ili gerçeği neden iy le  b a ş la n g ıç ta  gerçek  p a rç a c ık la r  o la 
rak  d ü şü n ü lm ed i fa k a t SU(3)/Z3'le  ilg ili fa rk lı g ö ste rim le rin  b a s it  o larak  
uygun  b ir  "m uhasebe"sin i sa ğ la r  b iç im de k ab u l ed ild i. B unun la  b irlik te  
m u h aseb ecilik  yaln ızca , k u a rk la r  ^ -sp in li p a rç ac ık la r la  ilg ili "yanlış i s t a 

tis tiğ i"  sağ layan  p a rç a c ık la r  o la rak  ele a lın say d ı, iş le rd i. Bu, k u a rk la rm  
çok k a tlıla rın  doğ ru  b iç im de o rtay a  ç ıkm alarıy la  ilg ili "bozonlar" olup 
sp in  is ta tis tik  teo rem in in  (bkz. §23.7 ve §26.2) ta lep  ed e r g ö ründüğü  fer- 
m iy o n la r o lm adığ ı g ib i d av ra n ılm a sı gerek tiğ i an lam ın a  geliyordu.

Bu son  nok tay ı an lam ak  ü zere  iki ö rnek ele alalım . îk is i a ra s ın d a  d ah a  
açık o lan ı, fi-  p a rç ac ığ ın ın  G ell-M ann ve N e'em an  ta ra f ın d a n  1962'de tah -



3
m in  ed ilm esine yol açan , ^ -sp in li p a rç ac ık la rın  10'lu g ru p la rı (dekuplet) 

ta ra f ın d a n  sa ğ lan a n d ır. Bu ta h m in  1964'te d o ğ ru lan m ış tır :16

A++ A+ A° A~
£*+ Z*° E*-

„ ,o  ~ . -

n - .

Bu d iz ilim  h e r  p a rçac ığ ı değ işik  n ite lik tek i üç k u a rk ta n  o lu şm uş biç im de, 
d aşağ ı yerine, u  y u k arı ve s tu h a f  yerine  ku llan ılm ak  üzere, ele a ld ığ ım ız
d a  an la ş ıla b ilir :12541

u u u  u u d  u d d  ddd  
u u s uds dds 

u ss  dss 
sss.

Şu h a ld e  bu  yaln ızca  üç k u ark ın  sim etrik  b ir  d u ru m d a  o lm ası nedeniy le 
işler. Ö rneğin uud , u d u 'd a n  a y ır t edilm ez. D ahası, ö rneğ in  u u u  ve u u d  gibi 
aynı tü rd ek i iki ku ark  d u ru m u  benzer b iç im de yok olm az; P au li ilkesin in  
geçerli o lduğu  te rs  s im etrik  d u ru m d ay sa  yok olur. S p in in  -  o lm ası gerçeği 

üç k u ark  sp in in in  de (her b ir i ^ değerli olm ak üzere) s ıray a  d iz ilm iş o lm ası 

an lam ın a  gelir, böylece d u ru m a ilişk in  sp in  gö rünüm üyle  ilg ili o la rak  tam  
s im etri söz konu su d u r. K uark la r fe rm iy o n la r b iç im inde d av ra n say d ı bu  
d u ru m d a  k u a rk la rın  değ işim iy le s im etri değil, bu  ta b lo y la  uyum suz b i
çim de te rs  s im etri elde ederd ik .125 51

B enzer (fakat d ah a  karışık) b ir  yorum , s ıra d a n  p ro to n  (N+) ve n ö tro n u n  
(N°) sa h ip  o lduğu  8 ad e t (oktet) -  - s p in li  p a rç ac ık la  ilg ili o la rak  o rtay a  çı-

N N°
+

I + £°a°
CO £■-

kan  d ah a  k arış ık  b ir  du ru m  iç in  de g eçerlid ir:17

16 Kuramla ilgili olarak bkz. Gell-M ann ve Ne'eman, 2000; Ü 'n in  gözlemlenmesiyle ilgili, oriji
nal olarak  1964'te yayım lanm ış V. E. Bam es tezi aynı çalışm ada yer alır; s. 88-92.
[25.4) îlk  tabloda belirtilen  yük değerlerinin doğru biçim de ortaya çıktığını kontrol edin.

Ü  [25.5] Bunu, kuark spinleriyle ilgili 2 -sp inör indis açıklam asını, §22.8'de açıklandığı gibi 
kullanarak  ve 3 değer, u, d, s, alan yeni b ir 3-boyutlu  "SU(3) indisi"ni kullanarak  daha tam  
biçim de açıklayın.

17 M odern parçacık fiziği term inolojisinde "N+" ve "N°" sırasıy la proton ve nötronu gösterm ek 
üzere "p" ve "n"nin yerini alm ış görünm ektedir. Bu, SU(3) sın ıflandırm a düzeninde



B u rad a  Z° ve A°'ı tem el o larak , a ltıgen  b ir  d iz ilim in  m erezindek i "aynı 
yuva"yı d o ld u ru r  b iç im de düşünm ek  zo runday ız . Bu düzen  sp in i a r tık  i  

o la rak  ele a ld ığ ım ızda o rtay a  çıkar, böylece ku ark  sp in le r in d en  ik is in i p a 
ra le l ve b ir in i de te rs  p a ra le l o la rak  dü şü n eb ilir iz . B unu, m erkezde g ö ste 
r ilen  (X° ve A° ç iftine  k a rş ılık  gelen) uds k u ark  b ileşim i iç in  düzenlem enin  
d o ğ ru sa l o la rak  b ağ ım sız  yaln ızca  iki yo lu  o lduğu  o r ta y a  çıkar; uuu , ddd  
ve sss  iç in  hiç y o k tu r ki b u  üçgen  yerine a ltıg en  b ir  d iz ilim i aç ık la r ve geri 
k a la n la rın  h er b ir i iç in  yaln ızca  b ir  ad e t m e v cu ttu r.125 61

25.7 "R enk lend irilm iş kuarklar"

K uark la r y an lış  "sp in  is ta tis tiğ i"  ilişk ile rin e  sa h ip se  {bkz. §23.7 ve 
§26.2) o n la rı n a s ıl gerçek p a rç ac ık la r  o la rak  ele a lab iliriz?  S ta n d a rt m o
delde bu  so ru n la  b a ş a  çıkm an ın  y o lu 18 h e r  k uark  n ite liğ in in  ay rıca  üç 
(sözde) "renk ''te  gelm esin i ta lep  etm ek ve k u a rk la rd a n  o lu şan  h erh an g i b ir  
gerçek parçac ığ ın  ren k  se rb e s tlik  derecesinde tüm üy le  te rs  s im etrik  o lm a
sı zo ru n lu lu ğ u d u r. Bu te rs  s im etri, tek il (ferm iyonik) k u a rk la r  a ra s ın d ak i 
te rs  s im etri b ir  ü ç -k u a rk  p a rç ac ığ ın d a  e tk in  b iç im de sim etriy e  çevrilecek 
şekilde, ku ark  d u ru m la rın ın  k en d ile rin in  ü ze rin d en  a t la r .12571 R enkler a s la  
ken d ile rin i se rb e s t p a rç a c ık la rd a  gösterm em elid ir, böylece renk, tem el b ir  
şek ilde "gözlem lenem ez"dir. H erhang i b ir  se rb e s t p a rçac ık  "ren k -n ö tra l"  
olm ak zo ru n d ad ır. Ö rneğin, "uud"deki d -k u a rk ın ın  h an g i ren k te  o lduğuna 
bağ lı o la rak  A+ p arçac ığ ın ın  üç fa rk lı v e rsiy o n u n a  sa h ip  olm ayız. Gerçek 
se rb e s t p a rç ac ık la r la  ilg ili renk  se rb e s tlik  d erecesindek i te rs  s im etri bu n u  
g a ra n ti eder.125 81

Bazen "kırm ızı", "beyaz" ve "mavi" o la rak  an ılan  ren k le r  beni, hem  kafa 
k a r ış t ır ıc ı o lm ası (çünkü beyazı b ir  renk  o la rak  düşünm üyorum ) hem  de 
b ir  tü r  kayıp  v a tan sev erliğ i aç ığa ç ıkartıc ı o lm ası neden iy le  etk iler. Bazen 
d ah a  iy i b iç im de "kırm ızı", "yeşil" ve "mavi" o la rak  a d la n d ır ıl ır la r  fak a t 
"kuark  rengi" ve gözdeki ren k  a lıc ıla rı a ra s ın d a k i b a ğ la n tı h iç b ir  d u ru m d a

(N*, N°)'m (H°, 2 ), vb gibi bir eş oluşturduğu diğer parçacıklarla ilgili notasyonla uyumlu
dur ve bize bir nü kleon a  kendine özgü bir şekilde "N" olarak başvurma olanağı sağlar.

®  [25.6] Tüm bunlan uygun ayrıntılarla açıklayabilir misiniz görün. 2-spinör spin indislerini 
kullanmak isterseniz onlara dikkat etmeniz gerekir. Onların bir çiftindeki ters simetri o çif
tin çıkarılmasına olanak tanır (bir 0 spin durumunu, §23.4'teki gibi i-spinli bir parçacık çif
ti biçiminde gösterirken olduğu gibi). Yine de hâlâ (gizli) bir simetri söz konusudur çünkü 
her kuark için yalnızca bağımsız iki spin durumu mevcuttur.

15 Bkz. Han ve Nambu, 1965.
[25.71 Bu yorumu, alıştırma [25.5]'in 3-boyutlu nitelik indisine ek olarak yeni bir 3-boyutlu 
SU(3) ren k  indisinin var olduğu durumda indislerle açıklayın.
[25.8] Açıklayın.



b ilim sel b ir  d ay an ağ a  sah ip  o lm ad ığ ın d an  b u n la r  yerine  "kırm ızı" (R), "sa 
rı" (Y) ve "m avi"yi (B) ku llanacağ ım . Bu seçim  te rm ino lo jis i renk le rim i d a 
h a  ko lay  b iç im de "karıştır"ab ilm em  av a n ta jın ı sa ğ la r  ve "turuncu", "yeşil" 
ve "m or"un (bun lar b aş lan g ıç ta k i R, Y ve B 'n in  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m ele 
ri o la rak  d eğerlend irilm ek  üzere) ta m  o la rak  b aş lan g ıç  küm esi g ib i o ld u 
ğunu  görü rüz . B u rad a  a s lın d a , ren k le ri tek  b a ş ın a  değiş tokuş e tm ek ten  
öteye geçen b ir  s im etri m evcu ttu r. R enk s im e tr is in e  ilişk in , içe ris in d e  R, Y 
ve B 'n in , SU(3) m a tr is le r in in  üzerine  etk iyecekleri vek tö r uzay ıy la  ilg ili t a 
b a n  e lem an la rın ın  yaln ızca  b ir  küm esin i sa ğ lad ık la rı (b k z . §13.9), top lam  
8 -g erçek -b o y u tlu  b ir  SU(3) o lm alıd ır.

Bu aşam ad a , gö rü n ü şe  göre gözlem lenem eyen b u  "renk" se rb e s tlik  d e
reces in in  sun u m u , (çeşitli k a rş ı-p a rç a c ık la r ı ve k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m e
leriy le  b irlik te) h iç b ir i doğ ru d an  gözlem lenem eyen dokuz tem el kuarka ,

d R , d y ,  d B ; uR, uY, uB; sR, sY, sB,

sah ip  o lm am ız neden iy le  o ldukça y ap ay  gö rünür. A slında s ta n d a r t  m odel
deki du ru m  b u n u n  "iki k a tı k a d a r  k ö tü "d ü r çünkü  (eşit b iç im de y a ra tıc ı
lık tan  uzak) "tılsım " (c), "alt" (b) ve "üst" (t) o la rak  a d la n d ır ıla n  üç ku ark  
n ite liğ i d ah a  su n u lm ak  zo ru n d ad ır, böylece to p lam d a  h içb iri do ğ ru d an  
gözlem lenem eyen on sekiz b ağ ım sız  k u ark  o lacak  şekilde,

C r ,  cY, cB; bR, bY, b B ; t R, t Y , t B

ifad e lerin e  de sa h ip  oluruz.

Spin is ta tis tiğ i b ağ ın tıs ın ı sağ lam ak , v a rsay ım d a  b u lu n u lm u ş gözlem 
lenem eyen p a rç ac ık la r ın  b u  ço ğ a lm asın a  ilişk in  tek  fay d a  o lsayd ı düzen  
kesin lik le  y ap ay  g ö rü n ü rd ü . B unun la b ir lik te  "serbest" k u ark  ren g in in  b ü 
tü n se l gözlem lenem ezliğ i a s lın d a  cöm ert b ir  a rm ağ an  sunar! Ç ünkü bu  
gözlem lenem ezlik  ve SU(3) renk  s im e tr is in in  (yakından ilişkili) tüm üy le  k ı
rılm am ış doğası b ize bu sim etriy i, §§15.1, 8 'de aç ık land ığ ı üzere, ay a r 
b a ğ la n tıs ıy la  ilg ili m ükem m el fik rin  do laysız  b ir  ta b a n ı o la rak  ku llan m a 
p o tan s iy e li su n a r. B unun, o d u ru m d a  a y a r  g ru b u  U(l) olm ak üzere, e lek t
rom anye tik  etk ileşim in  ta n ım la n m a  b iç im i o lduğunu  an ım say ın  (bkz. 
§19.4, §21.9 ve §24.7). A slında e lek trom anyetizm aya  ilişk in  U(l) ay a r  s i
m e tr is in in  ta m  ve k ırılm am ış o lduğu  k ab u l ed ilir .19 A yrıca lif  dem eti f ik ri
n in  en tem elinde, 15. bö lüm de aç ık land ığ ı üzere, lifle re e tk iyen  ta m  b ir  s i
m etri g ru b u n u n  v a r  o lduğunu  an ım say ın . Yeğin e tk ileşim lere  ilişk in  had - 
ron ik  SU(3) "renk g rubu" tıp k ı böy lesi b ir  ta m  sim etri sa ğ la r  ve U(l) e lek t
rom anye tik  ay a r  g ru b u y la  o lan  ben zerlik  çok yak ınd ır. E lek tro m an y e tiz 



m an ın  U(l) Abelci g rubuy la  ilg ili b ir  a y a r  b a ğ la n tıs ı tem elinde, ö rneğ in  
SU(2) ya d a  SU(3) g ib i Abelci o lm ayan  g ru p la r la  ilg ili b ir  ay a r  b a ğ la n tıs ın a  
d ay a n an  ilg ili b ir  k u ram a genellenm esi Y ang-M ills  ku ram ı o la rak  a d la n 
d ır ılır .20

A slında bu , ÛCD'nin (kuantum  krom odinam iği) tem elid ir. E lek tro m an 
y e tizm ad a o lduğu  gibi ku ark  a la n la rın a  etk irken  d /d x a tü rev in i, b ize b ir  
dem et b a ğ la n tıs ı (bkz. §15.8 ve §19.4) su n a n  uygun  (e lek trom anyetizm an ın  
d /d x a — ieAa'sı gibi) "kovaryan t tü rev  işlem cisi" k av ram ın a  değ iştirm ek  
üzere Aa e lek trom anyetik  p o tan s iy e li g ib i b ir  n iceliğ i k u llan ab ilir iz . Renk 
uzay ı 3 -b o y u tlu  o lduğundan , 1 -b o y u tlu  e lek trom anyetik  d u ru m d ak in d en  
d ah a  k a rış ık  b ir  şe y e  sah ip  o lu ruz ve b u  ek se rb e s tlik  derecesiy le b a şa  
çıkm ak üzere  in d is le r  sunm ak  uygun  olur. E lek trod inam ik  d u ru m la  yeğin 
etk ileşim le rdek i a ra s ın d ak i k ritik  b ir  fa rk  U(l) A belci'ken  (diğer b ir  d ey iş
le değişm eli; bkz. §13.1) SU(3) ren k  g ru b u  A belci d eğ ild ir ve b u ra d a n  h a re 
ketle  ku ram  A belci o lm a ya n  a y a r  k u r a m ı  o la rak  a d lan d ır ılır . Bu b e lir li 
k a rış ık  ve ilg inç özellik lere yol açar. B u rad a  k ap san m ış şey lerin  ta m  b ir  
ay r ın tıs ı iç in  okuru  yaz ına yön lend ireceğ im 21 fak a t yeğ in  e tk ileşim le rin  
k en d ile rin i o rtay a  koyup aç ık lam a b iç im le ri tem elde az önce aç ık lad ığ ım  
g ib id ir.

ÛCD'ye a i t  (fo ton ların  SU(3) benzeri) "ay ar bozonları" g lu o n la r  o la rak  
a n ılan  n ice lik le rd ir. F eynm an g rafik  ta n ım la rın d a  g luon çizg ileri k en d ile 
r in i k u ark  ç izg ilerine fo ton  ç izg ile rin in  k en d ile rin i yük lü  p a rç ac ık  ç izg ile
rin e  b ağ lad ığ ı ayn ı şekilde b a ğ la r  (Şekil 25.14a). SU(3)'ün Abelci o lm ayan  
doğası kend in i, g luon  ç izg ilerin in  k en d ile rin in  ü ç -ç a ta llı (ya d a  d a h a  fa z 
la) g luon  F eynm an  g ra fik le rin in  Abelci elek trom anyetik  d u ru m d a  o lm ayan  
b ir  şey o la rak  o rtay a  çıkabileceği şek ilde "renk yükü"ne sah ip  o lm ası g e r
çeğ inde g ö s te rir  (Şekil 25.14b).

Böylece s ta n d a r t  m odeldeki SU(3) g ru b u n u n  tem el ro lü , 1960 'lar ve 
1970 'lerde sa h ip  o lduğu  "n itelik  s im etris i"n d en  günüm üz s ta n d a r t  m ode
lindek i "renk sim etris in e"  geçiş y ap tı. A slında bu  s ta n d a r t  m odelde üç n i 
te lik , d, u ve s, a r tık  tem el o la ra k  b ir lik te  g ru p lan d ırılm az . B unun  yerine

20 Temel fikir daha önce II. Dünya Savaşını izleyen yıllarda VVolfgang Pauli ve 1955'te Ronald 
Shaw tarafından keşfedilmiş ve ayar parçacıklarının kütlesiz olmak zorunda oluşları nede
niyle reddedilmiş olsa da bu kuramı 1954'te C.N. Yang ve R. L. Mills buldu; Phys. Rev. 96, 
191-195. Bu konulara ilişkin, kendisinin Nobel dersinde sunulmuş olan etraflıca b ir tarihle 
ilgili bkz. Abdus Salam, 1980. "Kütlesizlik" sorununu alt etmek üzere artık kullanılan hile, 
§25.5'te şöyle bir değinilip §26.1 l'de  daha ayrıntılı tartışılacak olan simetri kırıcı "Higgs 
m ekanizmasıdır.

21 Teknik ayrıntılarla ilgili olarak bkz. Aitchison ve Hey, 2004, cilt 2 ya da Zee, 2003. Ayar ku
ramı kavramlarına genel bir bakış için bkz. Chan ve Tsou, 1993.



Y
(a) (b)

Şekil 25.14 Gluonlar ÛCD'nin "ayar bozonları"dır. (a) Kuarklar arasındaki (burada zikzak
lı çizilmiş) gluon değişim i nükleer kuvvetleri ve kuark hapsin i temeller, (b) Ayar kuramı 
Abelci olmamak üzere, gluon çizgilerinin kendileri "renk yükü"ne sahip tir, böylece üç-ça- 
tallı gluon Feynm an grafikleri (Şekil 25.12'deki gibi) ortaya çıkabilir.

g ru p la n d ırm a la r  (d, u), (s, c), (b, t) e ş le rin e  a it üç k u şa k  sağ lar. Üç kuşağa 
sah ip  olm a kav ram ı ayrıca, k u şa k la r  elek tkron , m üon ve ta u o n  (ve b u n la ra  
a i t  ilg ili nö trino la r) olm ak üzere, le p to n la rd a  da geçerlid ir.

Bir b ü tü n  o larak  s ta n d a r t  m odelde yeğin ve e lek trozay ıf e tk ileşim le r 
a ra s ın d a  k a rış ık  ilişk ile r m evcu ttu r. Özellikle, yeğin  e tk ileşim lerce  ta n ı
n a n  tem el p a rç ac ık la rla  zay ıf e tk ileşim lerce  ta n ın a n la r  a ra s ın d a  o rtaya 
ç ıkan  b e lirli "döndürm eler" b u lu n u r. B ir ö rnek yüksek  enerjili p ro to n  p ro 
to n  ç a rp ışm a la rıy la  ü re tileb ilen  K° m ezonunda o rtay a  çıkar. K°'m  yeğ in  
e tk ileşim lere  ilişk in  b ir öz d u r u m  o lduğunu  söyleriz. B ununla b irlik te  
K°'ın kend isi b ozunurken  zay ıf b iç im de b o zu n u r ve bu  neden le  o, zay ıf e t 
k ileşim lere  ilişk in  iki öz du ru m u n , KL (K-uzun) ve Ks (K-kısa), k uan tum  
çizg isel b ir  b irle şim i o la rak  değerlend irilm ek  zo rundad ır. (KL genellikle 
y ak laşık  5 x l0 -8 san iyede üç ta n a  p io n a  bozunurken  Ks n o rm ald e  İCT10 
san iyelik  çok d ah a  k ısa  b ir  zam an  ö lçeğinde iki p iona  bozunur.) KL ve 
Ks'n in  h e r  b iri, K°'m  yeğin  değil fak a t zay ıf e tk ileş im le r yo luy la kend isine  
"çevirilebileceği" K° ve k a rş ı-p a rç a c ığ ı K°'ın çizgisel b ir  b irle şim id ir. Ye
ğ in  e tk ileşim  ta b a n  d u ru m la rıy la  (K°, R°) zay ıf etk ileşim  ta b a n  d u ru m la rı 
(Kl , Ks) a ra s ın d a k i "döndürm e", Cabibbo açısı o la rak  an ılan  (yaklaşık 0,26 
radyanlık) (soyut) b ir  açı boyunca gerçekleşir. Bu ayn ı açı genellik le yeğin 
ve zay ıf e tk ileşim le r a ra s ın d ak i ilişk ile rd e  ro l oynar.

Benzer b ir  şe kilde, zay ıf  ve elek trom anyetik  e tk ileşim ler a ra s ın d ak i 
ilişk ide  ro l oynayıp  e lek trozay ıf k u ram ın  bü tün ley ic i b ir  p a rç a s ın ı o lu ş tu 
ran , W einberg açısı ya da z a y ı f  ka r ış tır ıc ı açı (§25.5) o la rak  a n ılan  b ir  açı 
da m evcu ttu r. A slında e lek trozay ıf k u ram a ilişk in  en etk ileyici b az ı k a n ıt
la r, b irb iriy le  o ldukça yak ın  b iç im de uyum  gö ste ren  y a n ıtla r  veren , bu  
aç ıya  ilişk in  (görünüşte bağım sız) çeşitli tü rd ek i gözlem e daya lı s a p ta m a 
la rd a n  o rtay a  çıkar. B unun la b irlik te , o lduğu  haliy le  ku ram d a , C abibbo ve 
VVeinberg aç ıla rın ın  ro lle ri a ra s ın d a  b ir  fa rk lılık  m e v cu ttu r  çünkü  zay ıf  ve 
elek trom anyetik  e tk ileşim ler b ileşik  o la rak  değerlend irilm ek  d u ru m u n d a 



dır. VVeinberg aç ısıy la  ilg ili, onun, e lek trozay ıf k u ram ın  U(2) s im e tr is i Bü
yük P a tla m a d an  (§ 28.1) yak laşık  10-12 san iye so n ra  "k ırıl"d ığm da "dona
kalm ış" b ir  şey  o lduğu  b iç im indek i b ak ış  k ab u l ed ileb ilir  fa k a t C abibbo 
aç ıs ı s ta n d a r t  m odelde, bu  m odel e lek trozay ıf ve yeğin  e tk ile şim le rin  n a 
sıl b irle ş tir ileb ileceğ iy le  ilg ili h e rh a n g i b ir  sav d a  b u lu n m a d ığ ın d a n , böy- 
lesi b ir  d u ru m a sah ip  değ ild ir. Tüm  s ta n d a r t  m odelin  tem el s im etri g ru 
b u 22 SU(3)xSU(2)xU(l)/Z6 o la rak  k ab u l edilir.

25.8 Standart m odelin  ötesi?

Öte ta ra f ta n  C abibbo aç ısıy la  ilg ili VVeinberg aç ıs ın a  ilişk in  kabu l ed i
lene k a rş ılık  gelen b ir  b ak ış  aç ıs ı benim senebiZtr fak a t bu  p arçac ık  fiz iğ i
ne ilişk in  günüm üz s ta n d a r t  m odelin in  ö tesinde b ir  şey g erek tirir. İçe ri
s in d e  yeğ in  ve zayıf e tk ileşim le rin  SU(3) ve U(2)'yi b irlik te  içeren  d a h a  b ü 
yük b ir  s im etri g rubu  a l tın d a  b irle ş tir ild iğ i b ir  m odele gerek  duyarız . Bu 
tü r  b ir  k u ram  birleşik b ü y ü k  k u ra m  ya d a  GUT o la rak  an ılır . Pek çok g ir i
şim  o lm asın a  rağm en (tem el o la n la rı SU(5) ya da SO(IO) ya d a  is t is n a i g rup  
E8 o lm ak üzere; bkz. §13.2) genel o la rak  kabu l ed ilm iş b ir  GUT m evcut de
ğ ild ir. §31.14'de, sicim  k u ram ın ın  b u  k o n u la r  h ak k ın d a  da söyleyecek b ir  
şey lere sah ip  o lduğunu  göreceğiz. B elirli GUT m ode lle rin in  kayda değer 
b az ı an la tım la rı §28.2 'de değerlendirilecek .

H er d u ru m d a , s ta n d a r t m odelin  p arçac ık  fiziğ iy le ilg ili o la rak  "son y a 
n ıt" o lm adığ ı çok aç ık tır  çünkü  o, kuşk u  gö tü rm ez b a ş a r ıs ın a  k a rş ın  aç ık 
la n am a y an  pek çok özellik ve "kırık  dökük kenarlık la r"  içerir. B asit o la rak  
gözlem den elde edilm esi gereken y ak laşık  17 ad e t aç ık lanm am ış (Cabibbo 
ve VVeinberg aç ıla rı, ku ark  ve le p to n  k ü tle le ri ve pek çok b aşk ac a  özellik 
gibi) p a ra m e tre  içerir. A yrıca SU(3) ve U(2)'nin ro lle ri a ra s ın d a , U(2) cidd i 
b iç im de k ırıkken  SU(3)'ün tam  şek ilde kabu l ed ilm esi an lam ın d a  o ldukça 
tu h a f  b ir  a s im e tri m evcu ttu r. A slında b a n a  göre, k ırılm am ış b ir  tam  s i
m e tri g e re k tir ir  gö rünen  U(2)'nin b ir  "ayar g rubu" o la rak  k ab u l ed ild iğ i 
b e lirli b iç im le ilg ili tu h a f  b ir  şey m evcu tm uş g ib i g ö rü n ü r (bkz. 15. bölüm , 
özellikle §15.8 'in  son paragrafı).

Bu n o k tad a , GUT fik rin d en  ay rı o la rak , b u  b e lir li so ruya  yeni b ir  b i
çim de yönelen  b aşk a  b ir  gelişm eye b aşv u rm ak  uygun  olur. Bu k işise l o la 
rak  ben im  için , §33.13 'te g ö rü n ü r h a le  gelecek n ed en le rd en  do lay ı özel b ir  
çekiciliğe sa h ip tir . Bu, C han H ong-M o ve T sou  Sheung T su n  (2002) isim li 
Ç inli İngiliz eşle rden  o lu şan  b ir  ekip le an ılan  b ir  önerm edir. O n ların  d ü 

22 Bkz. not 25.12. Standart Model'e ilişkin bir genel bakış herhangi bir iyi ders kitabında bulu- 
nabilir; örneğin Zee, 2003.



zeninde h e r  (Abelci olm ayan) p a rçac ık  sim etri g rubu , o rijina l o lan la  aynı 
soyu t g rup  o lan  fak a t te rs  b iç im li b ir  ro l oynayan  ilg ili b ir  ikili g ru b a  s a 
h ip tir . F M axw ell te n sö rü n ü n  §19.2 'de su n u lm u ş o lan  ’F ik iliğ in i a n ım sa 
yın. F y erin e  kend isine  a it *F dem et eğ riliğ ine {bkz. §15.8) sa h ip  o lan  "iki
li" b ir  U(l) a y a r  b a ğ la n tıs ı haya l edebiliriz . F ik ir, s ta n d a r t  m odelin  geri 
ka lan  SU(2) ve SU(3) s im etri g ru p la rıy la  ilg ili o la rak  ben zer b ir  ş ey y a p 
m ak tır. B unun la  b irlik te  b u  g ru p la r  Abelci o lm ad ık la rın d an  ilg ili ikili eğ 
rilik le rin i y ine b a s it  b iç im de do laysızca  dem et eğ rilik leri o la rak  değerlen 
dirm ek o lası d eğ ild ir125 91 ve ("yol bağım lı" n ice lik le rin  ele a lın m ası g ere
ken) d ah a  k ap sam lı b ir  şey gerek lid ir.

Bu düzene ilişk in  e tk iley ici g ö rü nüm lerden  b iri, g rup  ve ik ili g rubun , 
ik is in d en  b ir i ÛCD'nin SU(3)'ü (ya da e lek trom anyetizm an ın  U(l)'i) g ib i 
tam  ve d iğeriyse e lek trozay ıf k u ram ın  SU(2)'si g ib i k ırık  olm ak üzere ve 
tam  g ru p la  ilg ili o la rak  ("rengi değ iştirilm iş"  k u ark la rın  SU(3) d u ru m u n d a  
geniş d ü nyaya  kaçm asın ı engelleyen şey olan) "hapsedilm e" beklenm ek 
üzere, n ite lik  o la rak  fa rk lı ro lle r  oynam asıd ır. (Bu özellik t'H o o ft ve W ein- 
b e rg 'in  ilk  ça lışm ala rıy la  ilg ilid ir.)23 C han-T sou  düzeninde, "2-renkli" lep- 
ton  b ile şen le rin e  s ın ırla n m ış  k u a rk la rın  benzerle riy le  ilg ili şim diye dek 
keşfed ilm em iş b ir  sim etriye  b a şv u ra n  (halen e lek trozay ıf k u ram d a  ro l oy
n ay an  kırık  o lan a  ikili) yeni b ir  tam  SU(2) v a r  o lur. (Bu p arçac ık la r, henüz 
a lg ıla n m ad ık la rın d a n  ve le p to n la rın  günüm üz enerjile rinde n o k ta  p a rç a 
c ık lar o la rak  gö rünm elerinden  kaynak lı, o ldukça ağ ır  o lab ilirler.) B uradan  
h arek e tle  ay rıca  k ırık  b ir  SU(3) m evcu t olm ak z o ru n d a d ır  ve b u  b as itçe , 
k u ark  ve le p to n la rın  üç kuşağ ın ın , s ta n d a r t  m odelde geleneksel b iç im de 
an laş ıld ığ ı iç in  o ldukça kafa k a r ış tır ıc ı gö rünen  "SU(3)'ü o la rak  kabu l ed i
lir. C han-T sou  düzeni ay rıca  s ta n d a r t  m odele ilişk in  17 (ya da o civarda) 
se rb e s t p a ram etrey le  ilg ili o la rak , b u n la rd a n  14 'ünün  a y a r la n a b ilir  3 p a 
ram e tre  yo luy la h esap lay arak , b e lirg in  tah m in le re  sa h ip tir . Bu beni, d ü ze
n in  ta h m in le rin in  destek lenm esi k oşu luy la  ile ri doğru  a tılm ış  kesin  b ir  
ad ım  o la rak  etk iliyor. Şu haliy le  görünüm  oldukça u m u t veric id ir.

S ta n d a rt m odele geleneksel y ak laşım d a SU(2) g ru b u n u n , böy lesine c id 
di b iç im de k ırılm ışken , gerçekte b ir  ay a r  g rubu  o la rak  n a s ıl k ab u l ed ile 
b ild iğ i ben im  iç in  pek de açık değil. B azıları bu  SU(2)'yi gerçek ten  tam  
o lan  ve "po tansiye l o larak" yaln ızca  b ir  ay a r g ru b u  b iç im inde d av ra n an  
b ir  tü r  "gizli sim etri"y i y a n s ıtır  b iç im de kabu l ed eb ilir  ve e lek trozay ıf k u 
ram a  ilişk in  SU(2) b u n u n  b ir  tü r  d ışsa l göste rgesid ir. (Belki de bu, C han -

fl® [25.9] Zorluğun ne olduğunu görebiliyor musunuz? İpucu-, Ayar eğriliği, Bianchi özdeşlikleri, 
vb üzerinde çalışın.

23 Chan-Tsou fikri Chan ve Tsou, 2002'de gözler önüne serilir; o t'Hooft, 1978’de geliştirilmiş 
olan bir özelliğe dayanır.



Tsou f ik rin d en  o k a d a r  açık  o lm asa  da pek uzak  değildir.) E lek trozay ıf k u 
ram ın  SU(2)’siy le ilg ili geleneksel b ak ış  açısı, onun  gerçek ten  tam  olduğu 
(ya da d ah a  önceden  tam  olduğu) ve erken evrende gerçek leşen  uç sü re ç 
le rde  k ırılm ış  hale  geld iği b iç im inde  gö rünü r. B una ilişk in  h o ş o lm ayan  
b az ı a n la tım la ra  28. bö lüm de bakacağ ız . Bu a ra d a  so n rak i bö lüm ün  b ir  
ta r t ışm a  k onusu  o larak  ilg inç o lan  fak a t s im etri k ın lım m m  s ta n d a r t  m o
delde h a lih az ırd ak i ele a lın ış  b iç im in in  a rd ın d a  y a ta n  tem el m a tem atik se l 
f ik irle re  ilişk in  b ir  şeyi göreceğiz.



KUANTUM ALAN KURAMI (QFT)

26.1 M odern kuramda ÛFT'nin tem el konumu

Önceki bö lüm de p arçac ık  fiziğ iy le ilg ili 20. yüzyıl s ta n d a r t  m odeliy le k ıs a 
ca ta n ış tık . O, geniş yelpazeli o lg u la ra  ilişk in  gözlem e dayalı gerçeklerle 
k ayda değer uyum  iç indeki m atem atik se l b ir  m ode ld ir ve D oğanın y o lla 
rıy la  derin  b ir  harm o n i b u ld u ğ u  görü len  incelik li bazı m atem atik se l b ile 
şen le r içerir. Yine de şey leri su n d u ğ u m  üzere, bu  m odele ilişk in  m a tem a
tik se l y ap ı b ir  b iç im de k arış ık  ve rasg e le  gö rünü r. E lbe tte  b u  y ap ın ın  çoğu 
p arçac ık  fiz iğ in in  k ab a  gerçeklerince m otive e d ilm iş tir  ve fiz ikçile r bu 
gerçek leri D oğanın  on la rı su n d u ğ u  şek liy le kabu llenm ek  zo ru n d a  k a lm ış
tır. Bu, cidd i h e rh an g i b ilim sel b ir  ku ram  iç in  o lm ası gereken şeydir. Bu
n u n la  b irlik te  ayrıca, yap ıya  ilişk in  s ta n d a r t  m odeldeki b e lir li seçim lerin  
tem elinde y a ta n  güçlü  ku ra m sa l  n ed en le r de m evcu ttu r. K uram ın öngö r
m e gücü a s lın d a  k ritik  b iç im de bu  tü r  k u ram sa l destek lere  ilişk in  m a te 
m atik se l uyum lu luğa  bağ lıd ır.

K uram sal güdü  24. bö lüm de b aş lad ığ ım ız  h ikâyen in  sü rd ü rü lm esid ir: 
p a rçac ık  fiziğ iy le ilgili, E in s te in 'ın  özel görelilik  k u ram ın ın  gerek leriy le 
u yum lu  b ir  k u an tu m  k u ram ın ı n as ıl b u lu ruz?  O bö lüm de D irac 'm  k a rş ı-  
p a rç ac ık la r ı su n u m u n u n  görelilikçi b ir  k u an tu m  k u ram ın d ak i önem ini ve 
a la n la rla  ilg ili b ir  k u an tu m  ku ram ı çerçevesine zo rland ığ ım ızı gördük. 
G erçekte s ta n d a r t  m odel e tk ileşen  a la n la ra  ilişk in  b ir  k u an tu m  k u ram ın ın  
b e lir li b ir  ö rn eğ id ir  ve büyük  o ran d a  böylesi k u ram la rd a  sağ lan m ası zor 
o lan  uygun luk  gerek lilik lerince y ö n len d irilm iş tir . Bu (günüm üzün sicim  
k u ram ı g ib i d ah a  m o d em  k u rg u sa l k u ram la rın ı yön lend irm ey i sü rdüren) 
uygun luk  gerek lilik lerin in  a rd ın d a k i kuvvete ilişk in  b ir  şeyi d eğ e rlen d ir
m ek üzere k u an tu m  a lan  k u ram ın ın  (QFT) y ap ıs ın d ak i b ir  şeye göz a tm a 
m ız gerekecek. Bu ay rıca  geçen bö lüm de k arş ıla ş tığ ım ız  Feynm an g ra fik 
le rin in  an lam ın ı değerlend irm em ize yard ım cı o lacak. Ek o larak , k a rş ı-  
p a rç ac ık la r la  ilg ili yine, 23. ve 24. bö lü m lerd e  k a rş ıla ş tık la rım ızd a n  b ir  
b iç im de d ah a  geniş o lan  b aşk a  b ir  b ak ış  aç ıs ı edineceğiz.



K uantum  a lan  ku ram ı, fizik i gerçek liğ in  tem elle rin i derin lem esin e  so r 
g u lam a g iriş im in d e  b u lu n a n  hem en  hem en d iğer tü m  fiziki k u ram la rın  
y ap tığ ı g ib i s ta n d a r t  m odelin  tem elinde  y a ta n  esas  a rd a la n ı o lu ş tu ru r . O 
h a ld e  bu  ih tişam lı ve h ey b e tli şey lere  ilişk in  düzene, b ü yük  o ran d a  P aul 
D irac 'ın  24. bö lüm de ta n ış tığ ım ız  o d ikkat çekici a n lay ış ın d an  k ay n ak la 
n a n  düzene b ir  göz a tm am ız  gerek li olacak. Jo rd a n , H eisenberg  ve P au li'-  
den  de önem li b aş lan g ıç  k a tk ıla rı gelm esine rağm en  Û FT 'nin as ıl ö n cü sü 
n ü n  D irac 'ın  kend isi o lduğu  b e lir tilm e lid ir. B unun la b irlik te , şu  haliy le , 
k u ram ın  "oo" yerine  so n lu  y a n ıtla r  sağ lam a y e tis i göste rem ed iğ i ilg ili 
p ro b lem lerin  çoğu p ra tik  o la rak  h e r  zam an  o rtay a  ç ık ar gö rü n ü r. K uram ı 
"yeniden no rm alleşeb ilir"  o la rak  a n ılan  uygun  Ü FT 'ler iç in  iş le r  h a le  ge
tirm ek  üzere Bethe, Tom onaga, Dyson, Schvvinger ve özellikle F eynm an 'm  
gerçek leştireceğ i güçlü  g e lişm eler gerekti. D iğerleri a ra s ın d a  W ard , VVein
berg , Salam , W ilson, V eltm an ve ' t  H o o ft 'tan  gelen  d ah a  güncel k a tk ıla r  
bizi, ken d isin d en  a s lın d a  a r tık  tu ta r l ı  y a n ıtla r  elde ed ileb ilen  p arçac ık  f i
ziğiyle ilg ili s ta n d a r t m odele y aşam sa l b ir  g ird i vererek  (25. bölüm ), o l
dukça uygun  b ir  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  k u ra m la r  s ın ıfın a  y ö n e ltti .1 (Ku
ram sa l gerek lilik ler, bu  y a n ıtla r ın  deneyle gerçek ten  m ükem m el uyum  
iç inde  o lm asın ın  n eredeyse  te sa d ü f  g ib i görü leb ileceğ i k a d a r  sık ı g ö rü 
nür!) Tem el p rob lem  h e r zam an  so n su z la rla  uygun  b ir  b iç im de b a şa  çık
m ak o lag e lm iş tir  ve gözlem den gelen  önem li g ird iy le  b ir lik te  bu  yö n len 
d irm e say esin d e  ku ram  kend i uygun  ve verim li yo luna  g irm iş tir .

Gerçekte OFT ev ren in  en d erin  düzeydeki işley işine  ilişk in  b ir  resim  
su n ab ilm ek  üzere cidd i b iç im de g irişim de b u lu n a n  n eredeyse  tü m  fiziki 
k u ram la rı tem elle r gö rü n ü r. Pek çok fizikçi (ve belk i de çoğu), QFT çerçe
v es in in  "kalıcı olduğu" ve h e rh a n g i b ir  tu ta rs ız lık la  ilg ili (b un lar genellik 
le ırak sa k  in te g ra lle rd en  ya da y ak ın sak  to p la m la rd a n  ya da h e r  ik is in d en  
gelen so n su z la r  olm ak üzere) su çu n  Û FT 'nin kend i çerçevesinden  çok 
onun  u y g u lan m ak ta  o lduğu  b e lirli düzende b u lu n d u ğ u n a  ilişk in  b ak ış  aç ı
s ın ı k ab u l eder. Bu tü r  d ü zen le r no rm ald e  b e lir li s im etri ilke lerine  bağ lı 
b ir  L agrange denklem i ta ra f ın d a n  b e lir len ir . §§26.6, 10 'da L agrange denk
lem i fik rin in  ÜFT'ye u y g u land ığ ı genel b içim i göreceğiz.

Û FT'deki so n su z la rı g iderm ek le ilg ili pek çok m o d e m  g iriş im  uzayza- 
m an  d a v ra n ış ın ı son  derece küçük  ö lçeklerde d e rin d en  değ iştirm ek  üzere 
kü tleç ek im e  b ak a r  ve b u  yo lla  h a lih az ırd ak i ırak sak  ifad e le ri son lu  k ıla b i
len  "kesikler" sa ğ la r  (özellikle bkz. §31.1). Yine de, E in s te in 'ın  (kütleçekim - 
le ilgili) gene l görelilik  ilke leri gündem e geld iğ inde Û FT 'nin k en d is in in  de
ğ işim e gerek duyup  duym ayacağ ıy la  ilg ili so ru  o r ta d a  d u ru r  (bkz 30. b ö 



lüm). B unun la b irlik te  böylesi b ir  a lan d ak i günüm üz a ra ş tırm a c ıla r ın ın  
büyük  çoğun luğunun  etk in lik le rince  değ erlen d irild iğ i üzere QFT no rm alde  
v a r  o lan  haliy le  so rgu lanm az. Bizim  iç in  ona a it k a rış ık  f ik irle ri y a p a b il
diğim iz ö lçüde kabu llenm ek  önem li o lacak tır. Kendi aç ık lam a la rım d a  bu  
şah an e , derin , zor, o lgusa l o la rak  b azen  kesin  ve y ine de s ık lık la  boş yere 
u m u tlan d ır ıc ı b iç im de tu ta rs ız  şe y le r  düzen in in  a y r ın tıla r ın a  g irm em  ke
sin lik le  o lanak lı olm ayacak. Yine de, sonuç o la rak  s ta n d a r t  m odeli tem el- 
leyen k u ram sa l yön lend iric i kuvveti su n a n  o öze llik lere dönm eden  önce 
Q FT"nin n ite liğ in e  ilişk in  b ir  şeyi son  derece y e ters iz  o lm asına  k a rş ın  k ı
saca  ak ta rm ay ı deneyeceğim .

26.2 Yaratm a ve yok etm e iş lem cileri

ÛFT'ye ilişk in  ilk  fik irle rd en  b iri, o ldukça y an ıltıc ı "ikinci k u an tizas- 
yon" ism iy le bozu lan  işlem di. Bu işlem  uy arın ca , b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  ı/ı 
dalga  fonksiyonunun  k end is i en sağ  ta ra f ta  g iz lenen  |0) ta ra f ın d a n  g ö s te 
rilen  b e lirs iz  b ir  du ru m  vek tö rü  üzerine  etk iyen b ir  "işlem ci" h a lin e  ge l
m iş g ib i d av ran m ay a  ça lış ırız  (§21.3 ve §22.4 'teki H eisenberg  ta b lo su n u  
kıyaslayın). Bu "dalga fonksiyonu  işlem cisi"n i tek  p arçac ık lı dalga  fo n k si
yonum uzu  göste ren  ıf> Y unan h arfiy le  ilg ili kalın  Y unan b ü y ü k  h a rf i •P'yle 
göstereceğim . O lağan k u an tu m  p arçac ık  m ekan iğ inde o lduğu üzere  V  p a r 
çacığ ın  3 -u zay  konum u x 'e ilişk in  b ir  fonksiyon  o larak , d iğe r b ir  deyişle 
V  =  V'(x) ya d a  b ir  m om entum  göste rim i te rc ih  ed ilirse  ona a i t  p 3-m o- 
m en tum u, d iğe r b ir  dey işle  0 =  V (p) o la rak  d ü şü n ü leb ilir.

Bu tu h a f  V  (ya da V)  "dalga fonksiyonu" iş lem cisin i n a s ıl yo rum lam a- 
lıyız? O a r tık  gerçek k u an tu m  d u ru m u n u  gösterm ez fak a t b u  verili ıp dalga 
fo nksiyonuna  sa h ip  yen i b ir  p a rçac ık  "yara tan" işlem i,2 onu d a h a  önceden 
o rad a  b u lu n a n  du rum a, bu  "daha önceki" du ru m  V  (ya da V)  işlem ci sem 
b o lü n ü n  hem en  sağ ındak i ifade ta ra fın d a n  göste rilm ek  üzere, su n a ra k  t a 
n ım lar. Bu tü r  b ir  işlem ci y a r a tm a  işlem cisi o la rak  an ılır.

En sağda  y er a lan  b e lirs iz  |0) du ru m  vek tö rü  no rm alde  h e r  tü r lü  p a r 
çacığ ın  tam  yok luğunu  g ö ste ren  "vakum  durum u" o la rak  k ab u l ed ilir. Bu 
y a ra tm a  iş lem c ile rin in  b irb ir in i iz lem esi d ah a  so n ra  b ire r  b ire r  vakum a 
ek lenen b ir  dizi p arçac ık  y a ra tır . Böylece

2 Buradaki açıklamalarımda, ı/ı "dalga fonksiyonu"nun zorunlu biçimde normalleştirilmiş de- 
ğil yalnızca genel bir pozitif frekans alanı olmasına izin vererek bir miktar "standart dışı" 
olacağım. Normalleşme yoksunluğu buna bağlı olarak ayrıca V  yaratma işlemcisine ve V* 
yok etme işlemcisine de uygulanır. Çoğu geleneksel açıklamada ıp bir momentum durumu 
olarak kabul edilir.
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d alga  fonksiyon la rıy la  b irlik te  a r t  a rd a  su n u lm as ın d a n  k ay n ak lan an  d u 
rum  olur.

B elirli h e rh an g i b ir  tü r  p a rç ac ık  ya b ir  ferm iyon  ya d a  bozon  o lacağ ı 
iç in  b u  gerçeğ in  h e sa b a  k a tılm a sı gerek ir. Özellikle, ik i fe rm iyonu  aynı 
d u ru m a b irb ir i a rd ın d a n  su n m am ız ı engelleyen P au li ilkesi devreye so k u l
m ak zo ru n d ad ır. Bu fo rm alizm de P auli ilkesi, h e rh an g i b ir  ıp ferm iyon 
d a lga  fonksiyonuy la  ilg ili b ize, b u  b e lirli ferm iyon  d a lga  fonksiyonunu  
d u ru m a ik i kez sunm ay ı denersek  iz in  verilen  b ir  du ru m  vek tö rü  o lm ayan  
s ıfır ı elde edeceğim izi söyleyen, V 2 =  0 (diğer b ir  dey işle  W  = 0) özelli
ğ ince ifad e  ed ilir. Bu "Pauli ilkesi" k u ra lı yaln ızca, V  ve <t> ayn ı tü r  fe rm i
yonu  ta n ım la y an  y a ra tm a  iş lem cile ri olm ak üzere,

W  = -<t>V

k a rş ı-d e ğ işm e  öze lliğ in in  b e lir li b ir  ö rneğ id ir. Aynı tü r  bozonu  ta n ım la 
yan  9  ve  S  y a ra tm a  iş lem cile ri iç in

es = se
değişm e özelliğ ine sa h ip  o lu ru z .12611 Böylece y a ra tm a  iş lem cile rin in  
§11 .6 'da aç ık land ığ ı g ib i, ferm iyon  y a ra tm a  iş lem c ile rin in  tek  dereceli ve 
bozon  y a ra tm a  iş lem c ile rin in  ç ift dereceli say ıld ığ ı (dereceli) b ir  G rass- 
m a n n  ce b irin in  k u ra lla r ın ı sağ lad ığ ın ı görürüz.

§24 .3 'teki ta r t ışm a  u y a rın c a  b ir  p a rçac ık  y a ra tm ay la  ilg ili o la rak  b ir  
d u ru m a  su n u la n  d a lga  fo n k siy o n la rı p o z itif  frek an slı o lm ak zo ru n d ad ır. 
N egatif frek an slı n ice lik le r de fo rm alizm de ay rıca  b ir  ro l oynar; yok etm e 
işlem cileri. P ozitif fre k an s lı ıp d a lga  fo n ksiyonunun  k a rm a şık  eşlen iğ i ıp 
n eg a tif  frek an slı b ir  n ice lik tir. O, V  y a ra tm a  iş lem c isin in  (bkz. §13.9) H er
m itse l eş len iğ i3 o lan  V" yok etm e işlem cisiy le  ilg ilid ir. V, *'m yorum u onun, 
b ir  p a rçac ığ ın  to p lam  d u ru m d an , o to p lam  du ru m  önceki g ib i ifadede 
W  ın  sa ğ ın d a  y er a la n  şey  ta ra f ın d a n  ta n ım la n a n  d u ru m  olm ak üzere, ç ı
k a rılm asın ı g ö ste rm esid ir. En sağ d a  yer a lan  b e lirs iz  |0) vakum  d u ru m u 
m uz h iç b ir  p arçac ık  içerm ed iğ in d en  h e rh a n g i b ir  yok etm e iş lem cisin in  
onun  üzerindek i do laysız  eylem i s ıf ır  verm ek zo rundad ır:

Ü? [26.1] Bunun niçin, bozonlar ve fermiyonlarla ilgili §23.8'de açıklandığı üzere doğru simetri
li durumlar verdiğini açıklayın.

3 En standart yazında bir yok etme işlemcisi için, a+, a 'nın Hermitsel eşleniği, ilgili yaratma 
işlemcisi yerine kullanılmak üzere, a  sembolü kullanılır ve normalde bir momentum uzay 
tanımı benimsenir; bkz. Shankar, 1994 ve Zee, 2003.



V*|0> =  0.

E lb e tte  b u  yok etm e iş lem c ile rin in  h e r  zam an  s ıf ır  sonucu  verd iğ i a n 
lam ın a  gelm ez çünkü  ilk  önce içeriye b irk aç  p arçac ık  koyab iliriz . Ö rneğin 
f / '0 |O ) g ib i b ir  ifad en in  s ıf ır  o lm ası gerekm ez. Bu, $  ve Ö d u ru m la rın ın  
ik isi de ç ık arm ak ta  o lduğum uz •P'yle ayn ı b ile  o lsa  geçerlid ir. Çünkü V* 
iş lem c isin i p a rçac ığ ın  b e lirli rp d a lga  fonksiyonunu  d u ru m d an  b as itç e  ç ı
k a r ır  şek ilde düşünm eye ça lışm am alıy ız .4 G enellikle b e lirli ip d a lga  fonk 
siyo n u n u n  tam  o larak  d u ru m u n  p a rç a s ı b iç im inde d av ran m ası o lası d e 
ğ ild ir. V ^'ın b u n u n  yerine  y ap tığ ı as lın d a , d u ru m u n  ç ık arılm ak ta  o lan  
p arçac ık  tü rü y le  ilg ili p a rç a s ıy la  sk a le r  b ir  ça rp ım  o lu ş tu rm a k tır . (Bunun
la  ne k as te ttiğ im i Şekil 26.1'de, tem elde u zm an la ra  eğlence o lm ası için, d i
y ag ram  biç im li fo rm da, yok etm e iş lem in in  yan ı s ıra  y a ra tm ay ı gösteren  
d iy ag ram la rı da ay rıca  verd iğ im  ferm iyon  ve bozon  d u ru m la rın ın  ik isinde 
de b e lirttim .)126 21 B unun la uyum lu  o larak , (aynı tü r  p a rç ac ık la rla  ilgili) y a 
ra tm a  ve yok etm e işlem cile rin in , "artı" işa re ti fe rm iy o n la ra  "eksi" işa re ti 
b o zo n lara  iş a re t etm ek, I b irim  işlem ciy i gösterm ek, ( | > tek il p a rç ac ık 
la ra  ilişk in  o lağan  H ilb e rt uzay ı sk a le r  ça rp ım ı yerine  geçm ek (sp insiz d u 
rum  sp in li p a rç ac ık la r  iç in  uygun  b ir  genellem e b u lu n a n  §22 .3 'te  değer
len d irilm iş  olm ak üzere)5 ve ik (sizi kend isiy le  ilg ili o la rak  k a y g ılan d ırm a
yacağım ) sp ine  bağ lı o la rak  1, i, -1 , - i 'd e n  b ir i yerine  ku llan ılm ak  üzere,

=  ifc<ıp\tp)I

(karşı-) değ işm e k u ra lla r ın ı sağ lam ak  zo ru n d ad ır. A yrıca (yukarıda da v e 
r ilm iş  olan) iki y a ra tm a  ve iki yok etm e işlem cisiy le  ilg ili o la rak  şu  (karş ı- 
) değişm e k u ra lla r ın a  d a  sah ib iz  (ferm iyonlar iç in  a r tı  b o zo n lar iç in  eksi 
işaret):

T O  ±  <PV =  0, >F*0* ±  <P'V  =  0.

§23.7 'de k ısaca  değ in ilen  sp in  is ta tis tiğ i teo rem in in  y a r ı- te k

sp in li p a rç a c ık la r  iç in  k a rş ı-d e ğ işm e  (ferm iyon lardan  kaynak lı ü s tte k i ar-

4 Standart literatürü tanıyan bazı okuyucuların kafası bunun yüzünden karışabilir çünkü du
rum sıklıkla, kullanılan yaratma ve yok etme işlemcilerinin, o r togona l b ir  taban oluşturan 
pek çok farklı momentum durumuyla ilgili olanlar olmalarının yasaklanmasıdır. Bu durum
da, yok etme işlemcileri belirli durumları o r ta d a n  ka ld ır ır.

f® 126.2] Tüm bunları, §23.8’deki indis notasyonuna ya da Şekil 12.17'deki diyagram notasyo- 
nuna ya da ikisine birden başvurup 0 aı/'| a ■ • • X Kİ benzeri ifadeler kullanarak anlamlandı
rın (ve verili türdeki bir parçacığa ilişkin yaratma ve yok etmeyle ilgili bu değişme kuralla
rını doğrulayın). Fermiyon ve bozon durumlarının her ikisinde de duruma ilişkin normalleş
tirmeyi koruyan faktoriyel çarpanlarının tümünü düzenleyin.

5 B kz. Zee, 2003; Peskin ve Schröder, 1995.
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Şekil 26.1 B ir V  yaratma işlemcisinin .(f/J  >—► ıp(a(pP<f>*. . bozon dummunda ve

0^ 0 2*  . ^ ,a0 Î0 2 -  fermiyon durumunda; ve bir V* yok etme işlemcisinin
ıl>a<p(°4>2 .. (f)1̂  bozon durumunda ve 1 • <t>2 .. <#>{J1 fermiyon du-

rumundaki eylemine ilişkin Diyagram biçimli form.

t ı  işa re t) ve (0, 1, 2, 3, ...) ta m sa y ılı sp in le r  iç in  değ işm e (bozon lardan  kay
nak lı eksi) k u ra lla r ın a  sa h ip  o lm am ızı ta lep  e ttiğ i b e lir tilm e lid ir. B ununla 
ilg ili n ed en le r bu  aç ık lam an ın  k ap sam ı d ış ın d a d ır .6 B unun la  b irlik te  te 
m el k o n u la r  ilgili sp in ö r in d is le r in e  ilişk in  b irle şim se l özellik lerle  b irlik te  
enerji pozitifliğ i (ferm iyonlar du rum unda) ve p a rç a c ık -sa y ı pozitifliğ iy le  
(bozonlar durum unda) ilg ilid ir .7

26.3 Sonsuz boyutlu cebirler

F erm iy o n la r d u ru m u n d a  bu  k a rş ı-d e ğ işm e  k u ra lla r ın ın  §11.5 'te aç ık 
lan d ığ ı üzere  b ir  C lifford  ceb irin i ta n ım la y a n la r la  ta m  o la rak  aynı ce b ir
se l b iç im de o lm ası kayda değer b ir  g erçek tir.126-31 Tek önem li fark , o lağan  
C lifford  ceb irle ri son lu  boyu tluyken  b ir  ferm iyon  a lan ıy la  ilg ili y a ra tm a  
ve yok etm e işlem cile ri uzay ın ın , tek  pa rçac ık lı d a lga  fo n k siy o n la rı uzayı 
so n su z  boyu tlu  olm ak üzere, so n su z  b o y u tlu  o lm asıd ır. B unun la b irlik te  
okur, sonsuz  bo y u tlu  u zay la rın , so n lu  b o y u tlu  o la n la rla  çoğu kez benzer

6 Bu gerekliliğin dokunaklı bir gösterimi için Zee, 2003.
1 Parçacık değişimini 2n  döndürmeyle bağlantılandıran ilgi çekici bazı topolojik konular da 

mevcuttur fakat bunların ÛFT'yle ilgili bütünlüklü anlatımı belirsiz kalır. Bkz. Finkelstein 
ve Rubinstein, 1968; Feynman, 1986; Berry, 1984; Berry fazına ilişkin bir tartışma için Shan- 
kar, 1994.

.©  [26.31 Bu Clifford cebiri yapısını skaler çarpımın rolünü daha ayrıntılı ifade ederek açıkla
yın. Clifford cebirini tanımlayan kuralları y,,yq +  yqyv =  —2gpql biçiminde kabul edin. İpucu: 
y p:; 'nun çapraz olması gerekmez.



o lsa da, o ldukça fa rk lı baz ı öze llik lere sah ip  o labileceği ve o n la rla  ç a lış 
m an ın  s ık lık la  çok d ah a  zor o lduğu  k o n u su n d a  u y arılm alıd ır .

QFT fo rm alizm in in  bu  k ita p ta  d ah a  önce ele ald ığ ım ız d iğer tü r  son lu  
bo y u tlu  ceb irse l y a p ıla r ın ın  b a z ıla rın ın  sonsuz b o y u tlu  v e rs iy o n la rın ı da 
içerm esi ilg inçtir. Ö rneğin { \ ) sk a le r  ça rp ım ı gerçek ten  §13.9 'da ele 
a lınm ış o lan  H erm itse l sk a le r ça rp ım ın  sonsuz  boyu tlu  b ir  v e rs iy o n u d u r 
(k rş . §22.3). A slında ÛFT'de yaln ızca  "H erm itsellik"le (üniterlik) ilg ilen d i
ğim iz açığa çıkm az fak a t ay rıca  s im etrik  fo rm la r  ("sözde ortogonallik"), 
te rs  s im etrik  (sim plektik) fo rm la r  ve k a rm aşık  y a p ıla r ın  kend i ro lle rin i oy
n a d ık la r ın ı g ö rü rü z .8 Sözde o rto g o n al ve s im p lek tik  fo rm ların  o lağan  so n 
lu b o y u tlu  v ers iy o n la rı §§13.8, 10 'da ele alınd ı; o lağan  son lu  b o y u tlu  k a r 
m aşık  y a p ıla r  §12.9 'da sah n e  aldı.

B u rada OFT'yle ilg ili (sonsuz boyutlu) k a rm aşık  b ir  y ap ın ın  açığa çık
m a b iç im inde b e lirli b ir  an lam  m evcu ttu r. K arm aşık  say ıla r, holom orfik  
fo n k siy o n la r ve karm aşık  v ek tö r u za y la rın ın  k u an tu m  k u ram ın d a  (ve böy 
lece dünyam ız ın  tem el yap ısında) tem el ro lle re  sa h ip  o lduğunu  za ten  gö r
m üştük . B unun la  b irlik te  bu  n o k ta d a  devreye g iren  sonsuz b o y u tlu  b e lirli 
k a rm aşık  yap ı, QFT ça lışm asın d a , karm aşık  say ı s ih rin in  b u  ilk  ö rnek le
r in d en  b ir  b iç im de (ilişkili o lsa  da) fa rk lı b ir  an lam a  sa h ip  gö rü n ü r. K uan
tu m  k u ram ın a  ilişk in  H ilb e rt u zay ın ın  k arm aşık  o lduğu  (diğer b ir  dey işle 
k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esin in  k a rm a şık  k a tsa y ıla r la  gerçekleştiğ i) s a f  ifa 
d es in d en  öteye geçer. B unun neyle ilg ili o lduğunu  an lam ay a çalışalım .

K a rm a şık  y a p ı k av ram ın ın  §12 .9 'da n as ıl su n u ld u ğ u n u  an ım sayalım , 
n -b o y u tlu  karm aşık  b ir  vek tö r uzay ı, gerçel 2n -uzay ı ü zerindek i eylem i 
k a rm aşık  n -u za y ın d a  "i'yle çarpm a" an lam ın a  gelip  J2 =  - 1  ifad e s in i sa ğ 
lay an  b ir  J  iş lem i m evcut olm ak üzere, 2 n -b o y u tlu  gerçel b ir  vek tö r uzayı 
b iç im inde  d ü şü n ü leb ilir. B unun ÛFT'yle ilg ili sonsuz  b o y u tlu  versiyonu  
k la sik  b ir  a la n d a n  b ir  k u an tu m  a lan ın a  geçişle ilg ilid ir. Bu n o k tay a  k a d a r  
şey leri b ir  p a rç ac ık /d a lg a  fonksiyonu  d ilinde  açık lad ım . Yine de k la s ik  b ir  
a la n d a n  doğ ruca  b ir  k u an tu m  a la n ın a  n a s ıl g id ild iğ in i bilm eye gerek d u 
y arız  çünkü k lasik  a la n la rd a  ele a lm ak  üzere b ö lü m ler 21-23 u y arın ca  
"kuantize edebileceğim iz" k la s ik  h iç b ir  p a rçac ık  ta b lo su  bu lunm az.

E lek trom anyetik  a lan ı b ir  m odel o la rak  özellikle ak ılda  tu tm ak  y a ra r l ı
d ır. B u rad a  M axw ell denk lem lerin in  d o ğ rusa llığ ı (§19.2) iş le ri k o la y la ş tı
r ır. S erbest M axw ell denk lem lerin in  (ilgili in te g ra lla r i yak ın sak  h a le  g e tir 
m ek üzere  so n su zd ak i uygun  aza lm a k o şu lla rıy la  b irlik te) çözüm lerine

! Oldukça kafa tu tan  teknik b ir  kaynak için bkz. Landsm an, 1998; ayrıca A shtekar ve Magnon, 
1980.



ilişk in  T  u zay ı sonsuz  b o y u tlu  b ir  gerçel v ek tö r u za y ıd ır .126-41 §9 .5 'te açık- 
la n a n la rla  ilişk ili iş lem leri k u lla n a rak  M axw ell denk lem lerine  ilişk in  h e r  
F  çözüm ünü9 p o z itif  frek an slı F +çözüm üyle n eg a tif  f re k an slı F~ çözüm ü
n ü n  b ir  to p la m ı o la rak  ifad e  edebiliriz :

F = F+ + F~.

Bu p o z itif  ve n eg a tif  f re k a n s la ra  ay ırm a, uygun  Û FT 'nin o lu ş tu ru lm as ı 
iç in  k ritik  önem ded ir (bu konu üzerine  §24.3 ve §26.2 'deki y o ru m ları 
an ım sayın). /  işlem i, b u  so n su z  b o y u tlu  T  gerçel vek tö r u za y ın a  u y g u la n 
d ığ ı şek liy le onu, (sonsuz boyutlu) k a rm aşık  b ir  vek tö r u za y ın a  d ö n ü ş tü 
rü r  ve böyle y ap a rak  b u  p o z itif /n e g a tif  frek an s  bö lm eyi k ap sam a n ın  b ir  
yo lunu  sağ lar. /  bun u , se rb e s t h e r  F M axw ell a lan ın a  e tk iyerek  şu  b iç im de 
gerçek leştirir:

/ ( F )  =  iF+ -  iF~.

Öz değeri i o lan  /  öz d u ru m la rı p o z itif  frekanslı, - i  o lan  J  öz d u ru m la rı 
n e g a tif  frek an slı (karm aşık) a la n la rd ır .126-51 P ozitif frek an slı a la n la r  y a ra t
m a iş lem cile rin in  su n m a sı gereken tek il fo ton  dalga  fo n k siy o n la rım  sa ğ 
la r. Ayrıca gerek tiğ inde (po tansiyel M axw ell b ile şen leriy le  ça rp ılan  
M axw ell a lan  b ile şen leri içeren  b ir  ifadeye ilişk in  u zay sa l h erh an g i b ir  3 - 
uzay  üzerindek i b ir  in te g ra li içererek ;10 sk a le r d u ru m la  ilg ili o la rak  §21.9 
ve §22.3 'ü  k a rş ıla ş tırın )  d u ru m la rı no rm alleştirm ek te  k u llan ılab ilecek  
açık b ir  sk a le r  ça rp ım  ifad e s i de m evcu ttu r. D iğer k lasik  a la n la r  d a  benzer 
b iç im de ele a lın ab ilir  fa k a t "se rb es t a lan  denklem leri" d o ğ ru sa l o lm ad ı
ğ ında  (genel gö relilik te  o lduğu  gibi) derin lik li zo rlu k lar o rtay a  çıkab ilir. 
D oğrusal o lm ayan  a la n la rı  "kend i-etk ileşen" a la n la r  o la rak  a d la n d ıra b ili
riz  ve bu  tü r  zo rluk ları, k ısa  sü re  iç inde göreceğim iz, e tk ile ş im le rin  v a r  o l
duğu  d u ru m d ak i k u an tiza sy o n la  ilg ili so ru n la ra  d ay a n d ırab ilir iz .

26.4 ÛFT'deki karşı-parçacıklar

Böyle y ap m ad an  önce k a rş ı-p a rç a c ık la r  k o n u su n a  geri dönelim . 24. 
bö lüm de ve y ine §26.1'd e  QFT'yle ilg ili k a rş ı-p a rç a c ık  k av ra m ın ın  önem i
n i vu rgu lad ım . K a rş ı-p a rça c ık la r  v a r  o lan  QFT fo rm alizm inde  n as ıl b ir  rol

>© [26.4] Bu uzaydaki hangi toplam a ve çarpm anın  o rtalam a olduğunu açıklayın.
9 Belki b ir potansiyel biçim inde yazılm ıştır.
®  [26.5] Bunu gösterin. "Düşme koşullan" benzeri inceliklerle ilgili endişelenm eyin.
10 Durum norm alleştirm esiyle ilgili genel konular örneğin Ryder, 1996'da ele alınır. Elektro

m anyetik alanın  kuantize olm ası Shankar, 1994'te b ir biçimde daha geleneksel b ir  davran ış
la verilir.



oynar? §25 .3 'te  b e lir tild iğ i üzere  b az ı p a rç a c ık la r  k en d ile rin in  k a rş ı-p a r-  
çac ık lan y k en  çoğu p arçac ık  değ ild ir. M atem atik se l o la rak  konu karm aşık  
eşlem e işlem in in , k lasik  a lan  n icelik lerine  (ya da 1 -parçac ık lı d a lga  fonk
siyonuna) do laysızca  uygu land ığ ı haliy le  d ah a  önceden  olduğu  ayn ı tü rd e  
b ir  n icelik  verip  verm ed iğ id ir. B ir sk a le r  a lan  d u ru m u n d a  b u  genellik le 
(fakat pek de y e te rli o lm ayarak) k lasik  a lan ın  gerçel b ir  a lan  o lup  o lm ad ı
ğı k o nusu  b iç im inde  ifade  ed ilir. K arm aşık  a lan la r, k a rm aşık  faz aç ıs ın ın  
(e‘e çarpan ı) e lek trom anyetik  e tk ileşim lerle  ilg ili "ayar alan ı" reçe te si u y a 
r ın ca  §15.8 ve §19.4 'te  aç ık land ığ ı g ib i ele a lın m ası gerek tiğ i yerde, yüklü  
a la n la r  o la rak  kabu l ed ilir. Bu tü r  b ir  a lan ın  k a rm aşık  eşlen iğ i te rs  yüke 
sa h ip tir , böylece o "aynı tü rd e  b ir  n icelik" değ ild ir (böylece ö rneğ in  a lan ı 
kend i eş len iğ ine  an lam lı b iç im de ekleyem eyiz). Böylesi d u ru m la rd a  p a rç a 
cık ve ona a i t  k a rş ı-p a rç a c ık  kesin lik le  fa rk lıd ır , B unun la b irlik te  k lasik  
a lan ın  k a rm aşık  doğası, ya d a  "yüklü” doğası, h iç b ir  b iç im de h ikâyen in  
tü m ü  değild ir. Y üksüz K° m ezonu ö rneğ in  kendi k a rş ı-p a rç a c ığ ın d a n  fa rk 
lıyken yüksüz 7T° m ezonu kendi k a rş ı-p a rç a c ığ ıy la  ayn ıd ır. H er iki d u ru m 
da da k lasik  a lan  gerçel b ir  sk a le r olur.

S p inör (ya da ferm iyon) a la n la rın d a n  ne haber?  D irac e lek tro n u n u n  y ü 
kü, kend i k a rm a şık  eşlen iğ in i o rijina l a lan ın k in d en  fa rk lı b ir  k a ra k te re  s a 
h ip  o la rak  n ite lem eye y e te rlid ir . B unun la  b irlik te , kü tleye sa h ip le rse  n ö t
r in o la r  d u ru m u n d a  b ird en  faz la  o lasılık  b u lu n u r. Ö rneğin M a jo ra n a  s p i
n ö r  a lan ı o la rak  an ılan  şey d u ru m u n d a  (kütleli) n ö trin o  kendi k a rş ı-p a r-  
çacığ ı o lur. (25. bö lüm de verilen  aç ık la m a la rd a  n ö tr in o n u n  zik 'i k a rş ı-n ö t-  
r in o n u n  zak 'ı ve te rs i olur.) V ar o lan  an lay ış  u y a r ın c a 11 tü m  n ö tr in o la r  
kend i k a rş ı-p a rç a c ık la rm d a n  fark lıd ır .

Öyleyse QFT fo rm alizm i k a rş ı-p a rç a c ık la r la  n a s ıl ilg ilen ir?  K lasik 
a lan , ya d a  1 -parçac ık lı ip d alga  fonksiyonu , üzerindek i k a rm aşık  eşlem e 
iş lem in in  fa rk lı k a ra k te rd e  b ir  n icelik  sağ lad ığ ı d u rum u  ele a lın , böylece 
k u an tu m  p arçac ığ ı kendi k a rş ı-p a rç a c ığ ın d a n  fark lılık  g ö ste rir. (Parçacık 
ve k a rş ı-p a rç a c ığ ın  aynı o lduğu  d u ru m  §26.2 'de, d a h a  önceki ta r t ış m a 
m ızda  ele alınm ıştı.) Şu h a ld e  o lağan  b ir  xp dalga fonksiyonu  p o z itif  f re 
k a n sa  sa h ip  o lm a lıd ır  fa k a t ı/ı'yle ayn ı tü rd e  olup n e g a tif  frek an slı o lan  
b ir  cp n iceliğ in i de ele a lab iliriz . Bu d u ru m d a  $ 'n in  k a rm aşık  eşlen iğ i 0 , 
hem  (p hem  de ip a r tık  p o z itif  fre k an slı o lsa  da, ip'd en  fa rk lı tü rd e  b ir  d a l
ga fonksiyonu  o lur. <p n iceliğ i 1 -p arçac ık lı b ir  d u ru m la  ilg ili da lga  fo n k si
yonu  sağ la r. O d u ru m d a , k a rş ı-p a rç a c ığ a  ilişk in  ilg ili y a ra tm a  işlem cisi <P 
ve yok etm e işlem cisiy se  tf>* olur.

" H alihazırda fizikte son derece "heyecanlı" b ir  a lan  olan nö trino lar üzerine bazı yeni bilgiler 
için bkz. Shrock, 2003.



D irac 'ın  (§24.8'de aç ık lanm ış olan) orijina l "denizi"yle, D irac d u ru m u n 
d a  tü m  işlem cile rin  en sağ ın d ak i "belirsiz" d u ru m u  o lağan  |0) vakum  d u 
ru m u n d an , |0 ) 'ın  p a rçac ık  y a  da k a rş ı-p a rç a c ık la rd a n  tüm üy le  yoksun  b i
çim de gö rü lm esi gerekm ek üzere, fa rk lı b iç im de d ü şü n e rek  b ağ la n tı k u r
m aya ça lışa lım . B unun y e r in e |I ) 'y la  g ö ste rilen  b u  yen i "vakum " d u ru m u 
nu , b a şk a  b ir  şeyle değil b ü tü n ü y le  n eg a tif  enerjili e lek tron  d u ru m la rın ın  
tü m ü y le  do lm ası gereken D irac "denizi"nin  kend isi o la ra k  k ab u l edelim . 
Şim di, D irac 'ın  o rijina l ta b lo su n d a , n eg a tif  ene ıjili e lek tron  d u ru m la rın 
dak i tek il b ir  "delik" ta ra f ın d a n  ta n ım la n a n  tek il b ir  p o z itro n  d u ru m u n u  
ele a lalım . N egatif f re k an slı b ir  0 'y le  verilen  bu  b e lir li kay ıp  o lan  d ış ın d a 
ki n eg a tif  enerji d u ru m la rın ın  tü m ü  do ld u ru lm ak  d u ru m u n d ad ır. Bu |I )  
v akum unu  k u llan an  k u an tu m  a lan  k u ram sa l tan ım ı, |I )  ü ze rin e  etk iyen  <t>* 
yok etm e iş lem cisin in  so n u c u d u r çünkü  b u  işlem ci 0  n e g a tif  ene ıji d u ru 
m unu, 0*|Z> top lam  d u ru m u n u  vererek  bu  vak u m d an  a y ır ır .126-61

D aha genel |0) v akum unu  işe  ko şan  tan ım la m a y ı k u lla n sa y d ık  n eg a tif  
enerjili $  e lek tron  d u ru m u n u  ay ırm ak  y erin e  4> d a lga  fonksiyon lu  p o zitron  
d u ru m u n u  y e rle ş tird iğ im iz i d ü şü n ü rd ü k . Bu, 4> y a ra tm a  iş lem c isin in  |0) 
üze rine  0 |O ) top lam  d u ru m u n u  verecek  şek ilde u y g u lan m as ıy la  gerçek leş
tir il ir . Bu, d ah a  önce "D irac den izi"nde sah ip  o lduğum uz 4>*|I)'yla aynı gö
rü n m e z  fa k a t î>\0) ve d u ru m la rın ın  tem elde eşd eğ er o lduğu  b e lir li
b ir  an lam  m evcu ttu r. 0  ve 4>* ik is i de top lam  d u ru m a  ayn ı ceb irse l n ice li
ği, d iğ e r b ir  dey işle 1 -p arac ık lı d a lga  fonksiyonuna ilişk in  H ilb e rt u za y ın 
dak i <p n iceliğ ince ta n ım la n a n  o b e lir li  vek tö rü , sunm ay ı içerir. Gerçek <P 
ve 4>* işlem cile ri a ra s ın d a k i fa rk  yaln ızca , bu  H ilb e rt u zay  v ek tö rü n ü n  
to p la m  du ru m  üzerine  e tk ir  v a rsa y ıld ığ ı ce b irse l126-71 b iç im ded ir. K arşı-de- 
ğ işm e k u ra lla r ın ı ya d a  0 * 'ı en sağ a  gö tü rm ek  üzere  h e r  zam an  k u lla n a 
b ild iğ im izden  0 'n in  to p lam  d u ru m  üzerine  e tk ir  v a rsa y ıld ığ ı biçim , en 
sağ d ak i seçili vakum  d u ru m u  |0) ya da d u ru m a göre |I )  ü ze rindek i kendi 
eylem ine in d irgen ir. Bu b ilg i, bu  vakum  d u ru m u n u n  gerçek ten  ne an lam a 
geld iğ iy le ilg ili ta n ım la m a n ın  p a rç a s ı o la rak  ele a lın ab ilir .

26.5 Alternatif vakumlar

B urada , "vakum  durum u"y la  ilg ili a l te rn a tif  seçim lerin  m evcu t g ö rü n 
düğü  b u  d u ru m la  ilg ili o la rak  b az ı önem li y o ru m la r y ap ılm a lıd ır . "A lter

®  [26.61 Belirli b ir  durum u, b ir  yok etm e işlem cisinin gerçekte ne yaptığ ına ilişk in  daha önceki 
nitelem elerim e karşın , bu biçim de nasıl ayırabildiğim izi açıklayın. İpucu: Bkz. a lıştırm a 
[26.21.

;©  [26.71 A lıştırm a [26.2] ve Şekil 12.18'e başvurarak  soyut indis ya da diyagram  notasyonunda- 
ki bu cebirsel farklılığı gösterin.



n a t if  vakum lar" k o n u su n u n  m o d e m  ÛFT'de kayda değer b ir  önem e sah ip  
o lduğunu  göreceğiz. Y aratm a ve yok etm e işlem cile ri b iç im indek i ceb irse l 
ifad e le rd en  ya da yak ın sak  ü s lü  se ri ifad e le rin d en  o lu ş tu ru la b ile n  tü m  A 
iş lem cile rin d en  o lu şan  <A ceb irin i ele alalım . B ir "vakum  durum u"y la  ilg ili 
iki önerm e, |0) ve |E) diyelim , c/î'ya a it |0) ya d a  |I ) 'y a  u y g u lan ab ilen  h iç 
b ir  elem an o lm am ası özelliğ ine sa h ip  o lab ilir. Böylesi d u ru m la rd a , |0> ve 
|Z> fa rk lı H ilb e rt u za y la rın a  a i t  o la rak  ele alınm ak  z o ru n d a d ır  ve böylece, 
A, b ize so n su z  y an ıt verecek ya da an lam lı h iç b ir  y a n ıt verm eyecek şek ilde 
A  'ya a i t  o lm ak üzere,

<E|4|0) ya da (0 |4 |I>

b iç im inde ifad e le rin  m evcu t o lduğunu  bu lm am ız o lası o lur. Bu bize, |0) ve 
|I> d u ru m la rın ın  ik is in in  de gö rü n d ü ğ ü  tu ta r l ı  b ir  k u an tu m  ku ram ı o lu ş
tu rm a y ı y asak la r. (§22.5'teki ta r t ışm a d a n  <Z|/t|0) benzeri n icelik lerin , o la 
s ılık la rı h esap lam ak  üzere k u llan m ay a gerek duyduğum uz genel tü rd ek i 
ifad e le r o lduğunu  an ım sayın ; n o ta sy o n la  ilg ili o la rak  bkz. §22.3.)

B urada o rtay a  çıkan konu Û FT'deki derin  k o n u la rd a n  b ir id ir  ve p a rç a 
cık fiziğ ine m odern  y ak la ş ım la rd a  y aşam sa l b ir  ro l oynar. "Vakum d u ru 
m u seçim i", y a ra tm a  ve yok etm e işlem cile rince , so n u n cu su  b ir  an lam d a  
Û FT 'nin d in a m iğ in i  tan ım lam ak  üzere, ü re tilm iş  o lan  J l ceb irine  ilişk in  
seçim le k a rş ıla ş t ır ı la b ilir  (ve bü tün ley ic i) önem de b ir  konudur. S erbest 
e lek tro n la r  d u ru m u n d a  ele a lm ak ta  o lduğum uz iki vakum , (h içbir p a rç a 
cık ya da k a rş ı-p a rç a c ık  içerm eyen) |0) ve (içerisindeki n e g a tif  enerjili 
p a rçac ık  d u ru m la rın ın  tüm ü  dolu  olan) |I>, b ir  an lam da , |0) ve |E )'nm  bize 
fa rk lı H ilb e rt u zay la rı verm esi gerçeğine k arşın , e tk in  b iç im de eşdeğer 
o la rak  ele a lın ab ilir . |£) vakum uyla  |0) vakum u a ra s ın d ak i fark ı, yaln ızca  
"yük sıfırı"n ı ta n ım la y an  b ir  çizgi çizdiğim iz b ir  konu o la rak  d eğ e rlen d ire 
biliriz .

A slında, D irac den iz in in  uygun  b ir  vak u m d an  fizik i o larak  fa rk lı o ld u 
ğunu  d ü şü n eb ilir iz  çünkü  n e g a tif  enerjili e lek tron  den iz in in  b ize devasa  
büyük lük te , a s lın d a  sonsuz , b ir  e lek trik  yükü su n m a sı gerekir. |£) d u ru 
m u n u n  fiziki an lam  ifade etm esi iç in  yükü, "deniz"in top lam  sonsuz yük 
değeri (gerçekte, e lek tron  yükü n e g a tif  o lacak  şek ilde n eg a tif  b iç im de so n 
suz) s ıf ır  say ılacak  şe k ild e  "yeniden no rm alleştirm ek" zorunday ız. D irac 
den iz in in  feütZesini, a r tık  onun  (etkin) kü tleçekim sel etk isiy le  ilg ilenm ek 
üzere, ele a lsayd ık  b enzer b ir  d u ru m  o rtay a  çıkard ı. D irac den iz in in  
(E = m c 2 üzerinden) sonsuz to p lam  n eg a tif  enerjisi, fiziki o la rak  tıp k ı so n 
suz e lek trik  yükü  d u ru m u n d ak i g ib i an lam sız  o lan  sonsuz  b ir  n eg a tif  k ü t
le su n a r. Yine, D irac den iz in i cidd iye alm am ız gerek irse  vakum  kü tlesin i, 
den iz ink ine "sonsuz b ir  kü tle  yoğun luğu  ekleyerek", to p lam ın  b ize gözlem 



lenm iş o lan  vakum un  k ü tle  yoğun luğuy la  ilg ili gerek  duyduğum uz s ıf ır  
değerin i sağ layacağ ı şekilde , yen iden  no rm alleştirm ek  zo ru n d a  oluruz.

Okur, bu  "a lte rn a tif  vakum lar" ve h a s sa s  fiziki y a n ıtla r  elde etm ek üze
re sonsuz  b ir  sa b it ekleyerek yük  ve kü tle  tü rü  şey leri "yeniden norm alleş- 
tirm e"ye ilişk in  bu  b e lirg in  gerek lilik  so ru n u n u n  yaln ızca , D irac 'ın  b a ş 
lan g ıç ta  b u ld u ğ u  tu h a f  "deniz" fik rin i su n m a gerek liliğ in in  b ir  a rac ı o ld u 
ğu iz len im in i ed inm iş o lab ilir . Yine de b u  iki özelliğ in  h iç b ir  b iç im de Di- 
ra c 'ın  o la ğ an ü stü  "denizi"ne özgü o lm adığ ın ı göreceğiz. B un lar, p arçac ık  
fiziğ iy le ilg ili gerçekçi b ir  k u ram a yönelik  c idd i y ak laş ım la rın , en az ın d an  
bug ü n  v a r  o lan  y ak laş ım la rın  tü m ü n d e m evcut gö rü n ü rle r. S ta n d a rt m o
del yen iden  n o rm alleştirm e  ve a l te rn a tif  v ak u m ların  h e r  ik is in d en  esaslı 
b iç im de fay d a lan ır . T a rih in  b ir  h a s a r ı  o lm ak tan  uzak  b iç im de D irac d en i
zi, ilerlem eye ça lış tığ ım ızda , en az ın d an  b u g ü n  o lanak lı o lan  şey ler düze
n i iç inde, ak lım ızda tu tm a n ın  fay d a lı o lduğu  b ir  m odel tü rü  o larak  h izm et 
eder. Gözlem le uyum  ve m atem atik se l tu ta r lılık  ikiz k rite ri, eksik b iç im de 
k a rş ılan m ış  o lsa da b iz i, şim diye dek yen iden  n o rm alleş tirm e  ve b enzersiz  
o lm ayan  v ak u m lar f ik irle rin e  b ağ lan m ış o lan  b ir  yola soktu.

26.6 Etkileşimler: Lagrange denklemi ve yol integralleri

Bizi bu  yöne sevk eden  zo rluk lar, etk ileşim leri QFT çerçevesinde ele a l
m aya g iriş tiğ im izde  o rtay a  çıkan  so ru n la rd a n  k ay nak land ı. A slında ş im 
diye k ad a rk i ta rtışm a m  tem el o la rak  yaln ızca  se rb e s t a la n la r  du rum uy la  
ilg ilend i ve tüm  a y r ın tıla r ın ı sunm am am a rağm en  oku run , etk ileşim  yok
lu ğ u n d a  iş le r in  esasen  teh lik esiz  b ir  yo ldan  ilerleyeceğin i söy led iğ im de 
b a n a  güveneceğin i um uyorum . D urum lar, p a rç ac ık  ve k a rş ı-p a rç a c ık la r ın  
fa rk lı say ıd a  ü s t  ü s te  b in m ele ri ve h a t ta  böy lesi p a rç a c ık la rd a n  sın ırs ız  
sa y ıd a  m evcu t o ld u ğ u n d a  o lu ş tu ru la b ilir . Bu d u ru m la r  |0) üzerine  cA'nm  
rasg e le  b ir  elem anıyla, d iğer b ir  deyişle y a ra tm a  ve yok etm e iş lem cile ri 
b iç im indek i b ir  ifadeyle (polinom  ya da ü s lü  seri, so n u n c u su n d ak i y ak ın 
sak lık  k o n u su n a  d ik k a t ederek), b irlik te  etkim ek yoluy la elde ed ilir. Böyle
si d u ru m la ra  ilişk in  u za y la r  (bu tü r  şey ler üzerine  ç a lışan  ilk k işi olan 
R us fizikçi V. A. F ock 'un  a rd ından ) Fock u za y ı  o la rak  a n ılır  ve g iderek a r 
ta n  say ıd a  parçac ığ a  sa h ip  H ilb e rt u za y la rın a  ilişk in  b ir  d o la y s ız  to p la m 12 
(bkz. §13.7) o la rak  a d la n d ır ıla n  şey b iç im inde d ü şü n ü le b ilir. Bir d u ru m d a 

12 Parçacığın kendi karşı-parçacığ ı olduğu b as it b ir  bozon alanı durum uyla ilgili Fock uzayı, 
dolaysız toplam a işlem i ©  ile gösterilm ek ve O  sem bolü sim etriklenm iş  tensör çarpım ını 
gösterm ek üzere, C © W  ©  {K  O  W} © {W O  W O  W} © {Jf O  O  O  Jf} biçim inde 
yazılabilir.



ki p a rçac ık  say ısı, ö rneğ in  k u an tu m  a lan  d u ru m la rın ın , iyi ta n ım lı b e lirli 
b ir  a n la m d a ,13 en "klasik b iç im li"si o lan  u y u m lu  d u ru m la rd a k i  g ib i s ın ır 
sız o lab ilir . B unlar, S, (sonlu b ir  n o rm u n  v arlığ ın ı g a ra n ti e tm ek üzere 
so n su zd ak i uygun  düşm e özellik leriy le b irlik te  gerçek b ir  se rb e s t M axw ell 
a lan ı o la rak  k ab u l etm em ize o lanak  sağlayan) b e lirli F a lan  düzeniy le ilg i
li a la n  işlem cisi o lm ak üzere,

es|0>

biç im indek i d u ru m la rd ır , a yi F 'n in  s ıra s ıy la  p o z itif  ve n eg a tif  frek an slı 
k ıs ım la rın a  k a rş ılık  gelen y a ra tm a  ve yok etm e iş lem c ile rin in  to p lam ı o la
rak  tan ım la rız .

§26 .2 'den y a ra tm a  ve yok etm e iş lem c ile rin in  b e lirli değişm e b a ğ ın tıla 
r ın ı sağ lad ığ ın ı an ım sarız . B uradan , a lan  işlem cile rine  a it çeşitli b ile şe n 
le rin  genellik le b irb ir le r iy le  değ işm ed ik leri sonucu  izler. Ö rneğin, e lek tro 
m anyetik  a lan  d u ru m u n d a  B m anyetik  a lan ın ı ta n ım la y an  işlem ciye a it 
b ile şe n le r ve A 'yı ta n ım la y a n la r  (bkz. §§19.2, 4) k a n o n ik  (bir pa rçac ığ ın  
konum  ve m om entum u a ra s ın d a k ile r  gibi, bkz. § 21.2) değişm e k u ra lla r ın ı 
sa ğ la r .14 B uradan , H eisenberg  b e lirs iz lik  b ağ ın tıla rın ın  (bkz. §21.11) bu  n i
celik ler a ra s ın d a , o n la rın  eşzam an lı o la rak  ö lçülebileceği kesin liğe b ir  s ı 
n ır  sa ğ lay a ra k  geçerli olm ak zo ru n d a  o lu şu  sonucu  izler.

Öyleyse e tk ileşim lerle  n a s ıl ilg ilen iriz? M odern QFT genel çe rçevesin 
de, görelilikçi b ir  k u ram la  ilg ilend iğ im izde pek çok aç ıd an  b ir  H am ilton- 
d an  d a h a  uygun  o lan  L agrange d e n k le m i (bkz. §20.1) çok önem lid ir. §21.2, 
§23.2 ve 24. bö lüm den  an ım sayacağ ım ız  üzere, s ta n d a r t  Schrödinger/H a- 
m ilton  k u an tizasy o n  işlem leri göreliliğe ilişk in  uzayzam an  sim etris in d en  
h u zu rsu z  olur. B unun la  b irlik te  b ir  zam an  k o o rd in a tı seçim iyle ilişk ili 
H am ilto n d an  fa rk lı o la rak  L agrange denklem i b ü tü n ü y le  görelilikçi o la rak  
değişm ez b ir  kav ram  b iç im inde k ab u l ed ileb ilir  (bkz. §20.4). B ir L agrange 
denk lem inden  yo la ç ıkarak  n a s ıl b ir  QFT o lu ş tu rab ilir iz?  Tem el fik ir, k u 
an tu m  ku ram ı fo rm alizm in in  tem elinde y a ta n  pek çok fik ir  gibi, onu göre
lilikçi k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in  b ir  ta b a n  o la rak  a k ta ra n  k iş i p a r la k  ze
kalı A m erikalı fizikçi R ichard  F eynm an15 o lm asına  rağm en  D irac 'a16 dek

13 Pek çok biçim de, fermiyonik, spin, vb, ortaya çıkabilen uyum lu durum lara ilişkin b ir ta rtış- 
ma için bkz. H annabuss, 1997; Shankar, 1994.

14 Bkz. W ald, 1994; Birrell ve Davies, 1984.
15 Bkz. Feynman, 1948, 1949. Feynman ve Hibbs, 1965 fikre ilişkin mükemmel b ir gözden geçir

m edir. Kuantum  elektrodinam iğine Schvvinger rekabetçi yaklaşım ı pek çok biçim de daha 
h assas tı fakat çoğu araştırm acı bugün yol in tegralleri ve Feynm an grafiklerine ilişkin sezgi
sel tabloyu kullanır.

16 Bkz, Dirac, 1933; Schvvinger, 1958.
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Ş e k il  26 .2  K u a n tu m  ku ra m ın a  ve  OFT'ye  
i l iş k in  yo l in teg ra li y a k la ş ım ın d a  a lterna 
t i f  k la s ik  geçm iş lerin , b ir  g eçm iş d ü ze n 
lem e  u za y ın d a k i b ir  yo l o lu p  b u rada  a  ve  
d  sa b it  n o k ta la n  ara sın d a  a lın m ış  o lm ak  
üzere, k u a n tu m  ça k ışm a la rın ı ele a lın z . 
B u  tü r  b ir  yo la  a ta n a n  gen lik , S  ey lem i 
Lagrange d e n k le m in in  yo l ü zerindeki,
§20.1 'deki g ib i in teg ra li o lm a k  üzere, 
e ls/h'd ir  (çarpı b ir  sabit), a 'd a n  b 'ye  var
m a k  üzere  to p la m  g e n lik  b u n la r ın  to p 
lam ıd ır.

geri g ider. B u rad an  h arek e tle  b u  genellik le, F ey n m a n  yo l in tegra lleri ya 
da F eynm an geçm işler to p la m ı  b iç im indek i fo rm ü lasyon  o la rak  an ılır. Bu 
ay rıca  25. bö lüm de ele ald ığ ım ız  F eynm an g ra fik le rin in  tem elid ir.

Tem el fik ir, d ah a  önce ele ald ığ ım ız  ve §22.5 'te b e lirg in le ş tir ilm iş  o lan  
k arm a şık  d o ğ ru sa l ü s t  ü s te  b inm eye ilişk in  tem el k u an tu m  m ekan iksel i l 
keyle ilg ili fa rk lı b ir  b ak ış  aç ıs ıd ır. B u rad a  b u  ilkeyi y a ln ızca  b e lir li k u an 
tu m  d u ru m la rın a  değil fak a t ayn ı zam an d a  tü m  uzayzam an  geçm işlerine  
u y g u la n ır  b iç im de d ü şü n ü rü z . Bu geçm işleri (düzenlem e uzayındaki) "ola
sı a l te rn a t if  k lasik  yörüngeler" o la rak  düşünm eye yöneliriz. F ik ir, k u an 
tu m  d ü n y as ın d a  bu  tü r  tek  b ir  yö rünge (bir geçmiş) ta ra f ın d a n  gö ste rilen  
y a ln ızca  b ir  k lasik  "gerçeklik" o lm ası yerine  b u  "a lte rn a tif  g e rç e k lik le r in  
(varsay ılan  a l te rn a tif  geçm işler) tü m ü n ü n  büyük  b ir  ka rm a ş ık  ü s t ü s te  
b in m e  s in in  b u lu n m a sıd ır. B una göre h e r  geçm işe, top lam , b ir im  m odüle 
n o rm a lle ş tirild iğ in d e  b ir  g en lik  (§22.5) o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  karm aşık  
b ir  ağ ırlık lan d ırm a  k a tsa y ıs ı a tan m a lıd ır , böylece b ir  gen liğ in  m odü l k a 
re s i b ize  b ir  o lasılık  verir. G enlik lerle genellik le düzenlem e u za y ın d a  b ir  a 
n o k ta s ın d a n  b ir  b n o k ta s ın a  g iderken  ilg ilen iriz .

L agrange denk lem in in  s ih ir li ro lü , on u n  b ize böy lesi h e r  geçm işe hang i 
gen liğ in  a ta n m a s ı g e rek tiğ in i söy lem esid ir; bkz. Şekil 26.2. L  L agrange 
denklem in i b iliy o rsak  o geçm işle ilg ili S ey lem in i (eylem o k la s ik  geçm işle 
ilg ili o la rak  yaln ızca  £ 'n in  §20.5 'te verilm iş reçete  u y a rın c a  a lm an  in te g 
ra li o lm ak üzere; bkz. Şekil 20.3) elde edebiliriz . Bu b e lir li geçm işe a ta n 
m ası gereken  k arm aşık  genlik  böylece a ld a tıc ı b iç im de b a s i t  g ö rünen  şu  
denklem le verilir:

gen lik  «  elS/fi.

D enklem in b as itliğ iy le  ilg ili a ld a tıc ılığ ın  b ir  k ısm ı "genliğin" b u ra d a  
(yazıldığı h a liy le  b irim  m odüle  sa h ip  o lm ası gereken) gerçek ten  (karm aşık) 
b ir  say ı değil fak a t b ir  tü r  yoğun luk  o lm ası gerçeğ inde b u lu n u r. A lte rn a tif



k lasik  geçm işlerin  yaln ızca , d iyelim  ki 1, 2, 3, 4, ... b iç im inde n u m a ra la n 
d ırılm ış  ay rık  b ir  a iles ine  sa h ip  o lsayd ık  bu  d u ru m d a  n 'in c i geçm işe gen 
lik  o larak , |a n |z m odül karesi, k u an tu m  ölçüm  k u ra lla r ıy la  (§22.5) uyum lu  
b iç im de o geçm işe ilişk in  o lasılık  o la rak  yorum lanab ilecek  gerçek  b ir  an 
k a rm a şık  sa y ıs ı a tan ab ileceğ in i ve b u n u  1 top lam  o lasılığ ın ı veren  k lasik  
a l te rn a tif le r in  tü m ü  üzerinde to p lan m ış  o lan  E |a n |2 = 1 ifad e s in i elde e t 
m ek üzere n o rm alleştirm em iz  gerek tiğ in i d ü şü n eb ilird ik . B u rada fak a t 
k lasik  a lte rn a tif le r in  sürek li  b ir  so n su z lu ğ u n a  sah ib iz . Bu neden le  ü s ttek i 
"genliğim iz" b ir  "genlik yoğunluğu" b iç im inde d ü şünü lm ek  z o ru n d a d ır  ve 
d ah a  çok, to p lam  o lasılığ ın  1 o lm asın a  ilişk in  gerek liliğ im izi g erçek le ş tir
m ek üzere k la s ik  d u ru m la r  uzay ı ü zerin d e  in te g ra l a lm ak  zo ru n d a  o larak , 
/|c r(H )|2 dX =  1 benzeri b ir  şeye gerek duyarız . Bu, özel o la rak  s ık ın tılı de
ğ ild ir; d ah a  önce §21.9 'da b ir  n o k ta  p a rçac ığ a  ilişk in  o lağan  k u an tu m  m e
kan iğ iy le ilg ili (|ıK *)l2'n in  b ize p a rçac ığ ı x  n o k ta s ın d a  b u lm ay a  ilişk in  
o lasılık  yoğun luğunu  verdiği) b ir  d a lga  fonksiyonu  d u ru m u n d a  b u n a  b e n 
ze r çeşitli şey ler yapm ıştık . B unun la  b irlik te  b u ra d a k i kö tü  h ab er, "klasik 
y o lla r uzay ı"n ın  neredeyse kesin  b iç im de so n su z  b o yu tlu  o la rak  o rtay a  ç ı
kacak  o lm asıd ır. Bu, sonsuz  b o y u tlu  b ir  uzayda ça lışm ak  üzere  gerek  d u y 
duğum uz h e r  şeyi tan ım lam ak  zo ru n d a  o lduğum uzda, içerilen  çeşitli n ic e 
lik leri an lam lan d ırm ak  ve so n u ç ta  son lu  y a n ıtla ra  u la ş ıld ığ ın d an  em in o l
m ak, üzere fa rk lı b ir  büyük lük  düzen ine ilişk in  b ir  so ru n d u r.

Bir yol in te g ra lin e  ilişk in  en b u lu n u r  örnek b ir  kuvvet a lan ın d a  ile r le 
yen (böylece düzenlem e uzayı a r tık  uzay ın  kend isid ir) tekil b ir  nok ta  p a r 
çacık d u ru m u d u r. B urada, Şekil 26 .3a 'dak i g ib i b ir  a uzayzam an  n o k ta sın -

Ş ek il 26.3 (a) Tekil b ir  y ap ış ız  p a rç a c ık  iç in  k la s ik  b ir  geçm iş, u zay za m a n d ak i (b u rad a  M 
M inkovvski uzayı) sa b it  a ve b o lay la rı a ra s ın d a  a lm a n  b ir  eğ rid ir, (b) E ğrin in , h e r  zam an  
gelecek z am an sa l ta n ja n ta  sa h ip , k la s ik  b iç im de iz in  v erilen  p ü rü z sü z  b ir  d ü n y a  çizgisi 
o lm ası gerekm ez; h a t ta  o zam an d a  ile riye  ya  da  geriye doğru  gezineb ilir.



dan  b aş lay ıp  d iğer b ir  b uzayzam an  n o k ta s ın d a  so n la n an  çeşitli geçm işle
r in  tü m ü n ü  ele alırız . Bu geçm işler a 'd a n  b 'ye o lan  y o lla rın ı sü rek li u zay 
zam an  y o lla rı b iç im inde d o lan an  geçm işler o la rak  k ab u l ed ilir. Özel gö re
lilik  k u ra lla r ı u y arın ca  ne yo lun  "yasal" o lm asına  (diğer b ir  dey işle  k lasik  
gö reliliğ in  gerek tird iğ i üzere ışık  kon ile ri iç inde b u lu n m ak la  s ın ırla n m ış  
o lm asına; bkz. §17.8) ne de tüm üy le  geleceğe ile rlem esine gerek duyarız . 
İs te rse  "geçm iş" zam an d a  y u k arı aşağ ı k ıp ırd a y ab ilir  (Şekil 26.3b)!126 81 
K uvvet a lan ı nedeniy le p a rç ac ığ ın  p o tan siy e l enerjis in in  k ine tik  en e rjis in 
den ç ıkarılm ış h a lin i (§20.1 'le  uyum lu  biçim de) aç ık layan  b ir  £  Lagrange 
denk lem in i düşünelim . H er b ir  geçm işe ilişk in  b ir  S  eylem i, Lagrange 
denk lem in in  yol üzerindek i in te g ra li olm ak üzere (Şekil 20 .3 'ü  an ım sayın), 
o lacak tır. K lasik m ekan ik te  dostum uz Jo se p h  L. L agrange b ize kend isi 
iç in  eylem  in te g ra lin in  d u rağ a n  o lacağı (H am ilton ilkesi; bkz. §20.1), bu  
verili kuvvet a ltın d ak i k lasik  h a rek e tle  uyum lu  gerçek p a rç ac ık  h a rek e ti 
o lm ak üzere, b e lirli b ir  geçm işi a ra ş tırm am ız ı söylem işti. K uantum  m eka
n iğ ine  yönelik  yol in te g ra li y ak laş ım ın d a  fa rk lı b ir  b ak ış ı ben im sem em iz 
gerekir. T ü m  g eçm işlerin  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esin d e  "b ir a ra d a  bu lun - 
m a"sı gerek ir ve h e r  geçm işe b ir  el5/,ft genliğ i a tan ır . L agrange 'ın , k en d isiy 
le ilg ili eylem in a s lın d a  d u rağ a n  o lduğu  seçilip  ay rılm ış b e lir li b ir  geçm i
ş in  b u lu n m a s ı gerek tiğ ine ilişk in  gerek liliğ iy le n a s ıl b ağ la n tı kurm alıy ız?

F ikir, ü s t  ü s te  b inm em iz iç inde b ir  "d u rağan  eylem" geçm işinden  epey 
u zak  o lan  o geçm işlerin , tem elde kom şu geçm iş lerin  k a tk ıla rıy la  ip ta l e d i
len  k a tk ıla ra  sah ip  o lacağ ıd ır  (Şekil 26.4a). Bu, geçm iş d eğ iş tir ild iğ in d e  S'- 
de o rtay a  çıkan değ işik lik lerin  s a a tin  h e r  ta ra f ın d a  değ işen  e's^h faz aç ıla 
rı ü re tecek  o lm ası n ed en iy led ir  ve o rta lam a d a  ip ta l o lacak tır. (Bu, özellik
le Şekil 26 .3b 'n in  ned en se l o lm ayan  h ırç ın  geçm iş lerinden  gelen  "fiziki o l
m ayan" k a tk ıla ra  uygulan ır.) Geçmiş yaln ızca, ey lem in k en d is i iç in  büyük  
ve d u rağ a n  olduğu  b ir in e  çok yak ın  o lu rsa  (argüm an böylece geçerli olur), 
k a tk ıs ı kom şu ların m k ilerce  ip ta l edilm ek yerine  destek lenm eye b a ş la y a 
ca k tır  (Şekil 26.4b) çünkü  b u  d u ru m d a  aynı yöndeki faz aç ıla rın ın  büyük  
b ir  küm elenm esi m evcu t o la ca k tır .126 91

A slında bu  o ldukça güzel b ir  fik ird ir. "Yol in teg ra li"  fe lsefesiy le  u y u m 
lu o larak , top lam  genliğe ve böylece top lam  o lasılığa, b a ş a t  b ir  yard ım cı 
o la rak  yaln ızca  k lasik  geçm işi değil ayn ı zam an d a  b u  k la s ik  d av ra n ışa

i©  [26.8) Şekil 26.3b'deki geçmişe ilişkin parçacık yaratm a ve yok etm e biçim inde "fiziki b ir  yo- 
n ım "da bulunun.

®  [26.9] Bu ifadeleri, yoldaki birinci derece değişikliklere, "O" sem bollerini kullanarak 
(§14.5'teki gibi) ve bunu §20.1’de "durağan eylem"in anlam ıyla ilgili verilm iş olan ta r t ış 
m ayla ilişkilendirerek başvurm ak yoluyla daha  kesin hale getirmeyi deneyin. S 'nin ft cinsin
deki b irim lerde büyük olduğunu varsayın.



Ş e k il  26 .4  K ıta n tu m  "H am ilton  ilk e 
si". (a) S 'n in  durağan  o lm a d ığ ı (ve 
h 'y le  k a rş ıla ş tır ıld ığ ın d a  b ü y ü k  o l
duğu) b ir  geçm iş. Y aklaşan  g e ç m iş
lerle  ilg ili e ls/h değerleri b ir im  çem 
b er  e tra fın d a  b ü y ü k  o randa  değ işm e  
eğ ilim in d ed ir  ve  b u  n ed en le  to p la m 
da  da h a  fa z la  ip ta l sö z  k o n u su  olur.
(b) S 'n in  durağan  (ve b ü yük) o lduğu  
b ir  geçm iş. Y akın  geçm iş le r  iç in  
değerleri p e k  d e  değ işm ez, böylece  
daha  a z  ip ta l sö z  k o n u su  olur.

(a) (b)

ilişk in , pek de k lasik  o lm ayan  geçm işlerden  kaynak lan ıp  deneysel o la rak  
da sık lık la  gözlem lendiği üzere pek de ip ta l o lm ayan  k a tk ıla r  su n a n  daha 
küçük  k u a n tu m  d ü ze ltm e le r im  de elde etm em iz gerek ir. Ü sttek i aç ık lam a
la rım  b ir  kuvvet a lan ın d a  h arek e t eden  n o k ta sa l b ir  p arçac ık  b iç im inde 
ifade  ed ilm iş o lsa  da fik irle r  son  derece genel g eçerlid ir ve p a rçac ık  h a re 
ke tle ri yan ı s ıra  a lan  d inam iğ ine de u y g u lan ab ilir. Yine, a lan  denk lem leri
n in  k lasik  çözüm lerin i g ö ste ren  "alan  geçm işleri" tem el k a tk ıla rı su n a r  b i
çim de o rtay a  ç ıkm alıd ır. K lasik yan  geçm işlerden  kay n ak lan an  k u an tu m  
d üze ltm ele ri de söz konusu  o lacak tır.

26.7 Iraksak yol integralleri: Feynman'm tepkisi

En az ın d a n  o lm ası gereken  şey bu. G erçekten öyle mi? Ü stte  sunduğum  
h am  aç ık lam a la r m atem atik se l o la rak  hak lı mı? Öyle o lm ayıp  to slam ış o l
sak  b ile  m a tem atik se l incelik leri görm ezden  gelip  deneyle uyum lu  iyi fiz i
ki y a n ıtla r  elde edeb ilir miyiz?

Bu so ru la ra  yaln ızca  çok k arış ık  y a n ıtla r  vereb ilirim . M atem atiksel ge
rekçelend irm e konusu  özellikle s ık ın tılıd ır  ve b u  no k tay la  ilg ili verilecek 
en m aku l y a n ıt şu  olur: "Hayır; şey lerin  b u günkü  haliy le  değil." Ü stte  aç ık 
lanm ış o lan  tek il n o k ta sa l p arçac ık  d u ru m u  b ile  kesin lik le  so ru n lu d u r. 
Yol uzay ı kesin  o la rak  sonsuz  b o y u tlu d u r126101 ve b u n u  ele alm ak üzere u y 
gun  b ir  "ölçü" (bir hacm in  sonsuz b o y u tlu  versiyonu) gerekir. Bu ö lçünün 
p ü rü zsü z  b ile  o lm ayan  g eçm işler leh ine  a ş ırı b iç im de ağ ırlık lan d ırıld ığ ı 
aç ığa çıkar, öyleyse bu  tü r  k o şu lla rd a  L agrange denk lem in in  b ile  ne a n la 
m a geldiğ iy le ilg ili kayg ılanm ak  zorunday ız. T an ım ın  bu  h a lin e  göre h e r 
şey  ırak sa r.



Bu ırak sa k lık la r  m atem atik se l bak ış aç ısıy la  kesin lik le  c id d id ir  ve ken 
d is i yo luy la , §4.3 'te, 1 + x 2 + x 4 + x 6 + x B —  =  (1 — x 2) -1 'd e  x  =  2 koya
rak  elde ed ilen  "saçm a"

l  + 22 +  24 +  26 +  28 + ••• =  —j

to p la m ın a  güvenm em ize o lanak  ta n ıy a n  an lam la  ilg ili ta h m in le rd e  b u lu n 
m aya yönelten  "Eulerci" felsefeye b aşv u rm a y ı seçeb iliriz . A slında yol in- 
te g ra li yak laşım ı neredeyse  tüm üyle, bize su n u lm u ş o lan  (üsttek i ıraksak  
se ri gibi) çılg ın  b iç im de ırak sa k  ifad e lerin  gerçek ten  de henüz uygun  b i 
ç im de a lg ılayam adığ ım ız  d a h a  d erin  b ir  "Platonik" an lam a sa h ip  o ld u ğ u 
n a  ilişk in  b ir  in an ca  bağ lıd ır; öyle gö rünü r. D urum un bu  doğadak i b ir  şey 
o lduğunu  k ab u l etm eye zo rla n ır  gö rünm ektey iz çünkü, fizik i ta ra fta n , 
(o lanaksız görünen  b ir  m ecazı ak la  getirm em e izin verilirse) m atem atik  
iç indek i yo lum uzu büyük  h a s sa s lık  ve isab e tle  b u ldozer y a rd ım ıy la  a ç a r 
ken (!) b ize esra ren g iz  fizik i d o ğ ru lu k ta  y a n ıtla r  seyrek o la rak  su n u lm u 
yor. Ö rneğin h esab a  daya lı b u  işlem ler, D irac 'm  elek tro n u n  m anyetik  m o
m en tiy le  ilg ili o rijina l değerine, §24.7 'de değ in ilm iş o lan , 1,001159652188 
d üzeltm e k a tsay ıs ın ı, k u ram la  gözlem  a ra s ın d a  10_11'd en  d a h a  küçük 
fa rk lılık tak i b ir  uyum  sa ğ lay a ra k  s u n a r .17

A slında m a tem atik se l/fiz ik i h a s sa s lık  u y g u lam asın ın  b iz i pek çok d u 
ru m d a  ne derece m ükem m el y a n ıtla ra  yönelteb ild iğ i d ikkat çekicid ir. Böy
lesi yol in te g ra lle r in i an lam lan d ırm a y a  yönelik  ilk değerli ad ım ,18 b ireyse l 
se rb e s t k u an tu m  p a rç ac ık la r ı d u ru m u n d a , çılg ın  g eçm işler to p lam ın ın  
F ey n m a n  ya y ıc ıs ı '9 o la rak  an ılan  şeyle y erin in  d eğ iş tir ilm esid ir. Bu bize 
Feynm an g rafiğ indek i (25. bö lüm de k a rş ıla ş ı la n la r  gibi) ç izg ilerden  b ir i 
n in  m atem atik se l y o rum unu  verir.

D aha özel o larak , u zay zam an d ak i baz ı se rb e s t p a rç ac ık la rın  b ir  p n o k 
ta s ın d a  b aş lay ıp  b aşk a  b ir  q n o k ta s ın d a  son lanm ak  d u ru m u n d a  olduğu  
g eçm işler üzerine  b ir  to p lam ı ele a lalım . K ural o la rak , p 'd e  b aş lay ıp  q ’da 
so n la n an  y o lla ra  ilişk in  tü m  elS/7l'le r in  to p lam ın ı (integral) o lu ştu rm am ız  
g erek ir  fa k a t bu , o lduğu  şek liy le kesin lik le  h ırç ın  b iç im de ırak sa k tır . Öte 
ta ra f ta n  K (p ,q ) to p la m ın ın  m a tem atik se l b ir  tü r  varlığa  sa h ip  o lduğunu

17 Feynm an tarafından  belirtild iğ i üzere, bu isabet derecesi Los Angeles ve New York a rasın 
daki uzaklığı b ir  insanın saç teli kalınlığından daha az b ir hatayla belirler.

I! Örneği "öklitçileştirm e" olarak ad land ırılan  fikir gibi diğer bazı kayda değer fikirler 
§28.9'da tartışılacak .

19 Bu, b ir  değirm encinin oğlu olup kendi kendini eğitm iş oldukça dikkat çekici İngiliz m atem a
tikçi George M iller anısına Green fo n ks iy o n u  olarak adlandırılan  şeyin b ir  örneğidir. Feyn
m an yayıcısı [propagatör], kuantum  kuram ına ilişkin §24.3'te anılan  pozitif frekans gerekli
liklerince tanım lanan belirli b ir  K(p,q) Green fonksiyonudur.



d ü şü n e b ilir iz  ve b u  to p lam ın , v a rsa , hang i tü r  ("Eulerci/P latonik) resm i 
ceb irse l ve tü rev se l özellik lere sah ip  o lm ası gerek tiğ in i so rarız . Bu özel
lik le r K(p, q) b iç im in i eşsiz  b iç im de (seçtiğim iz ö rnek te  m aku l b iç im de 
şanslıysak) sa b itle r  ve bu  b ize arad ığ ım ız  F eynm an y ay ıc ıs ın ı verir. A slın 
da bu  şey leri konum  uzayı yerine  m om entum  u zay ın d a  tan ım lam ak , mo- 
m en tum  uzay ı ta n ım la rı b e lirg in  b iç im de d ah a  b a s it  görünm ek üzere, 
(hiçbir b iç im de gerekli o lm asa  da)20 d ah a  o lağand ır.

D irac p arçac ığ ı d u ru m u n d a  (örneğin b ir  elektron) m om entum  uzayı y a 
y ıc ısın ın , Pa n iceliğ i ele a lın an  seçili yola ilişk in  p a rçac ığ ın  sah ip  o lduğu 
4—m om entum  olacak  şe k ilde Pts =  y aPa olm ak üzere (bkz. §§24.6, 7), 
i(Pts — M + İe)-1 b iç im in i ald ığ ı aç ığa çıkar, “e" n iceliğ i, Feynm an y ay ıc ıs ı
n ın  p o z itif /n eg a tif  frek an s gerek lilik lerin i g a ra n ti a l tın a  alm ak üzere 
ay a rlan a n  çok küçük p o z itif  b ir  gerçel say ı o la rak  kabu l ed ilir, s -> 0 lim i
tinde , pa rçac ığ ın  seçili yola ilişk in  o la rak  sah ip  o lduğu  (PaPay ^  "du rağan  
kü tle"si pa rçac ığ ın  gerçek d u rağ a n  k ü tle s i o lan  M değerin i a ld ığ ın d a  y ay ı
c ıda  b ir  tekillik , sonsuz b ir  değer, elde ettiğ im iz açığa ç ık ar.126111 K lasik b ir  
pa rçac ık la  ilg ili o la rak  "d u rağan  kü tle"n in  bu  değeri, d iğer b ir  deyişle 
PaPa = M2, a lm as ın a  gerek du y arız  fak a t g eçm işler üzerine  k u an tu m  me- 
kan iksel to p lam d a  parçac ığ ın , kend ileriy le  ilg ili d u rağ a n  k ü tlen in  "yanlış" 
o lduğu  o rtay a  çıkan  m om entum  değerlerin i öğrenm esine iz in  verm ek zo
runday ız . B unun la b irlik te  az önce an ılan  tek illik  neden iy le genliğ in , PaPa 
M2 değerine çok y ak ın la ş tığ ın d a  çok büyük  h a le  geld iğ in i görü rüz , böylece 
kü tley le ilg ili k lasik  değer b ask ın  k a tk ıs ın ı verir. Bu b ir  D irac pa rçac ığ ın a  
özgü o lm ayan  b ir  öze llik tir ve o ldukça genel b iç im de geçerlid ir.

26.8 Feynman grafiklerinin oluşumu; S-matrisi

Önceki bö lüm de aç ık lanm ış o lan  şey b ir  Feynm an g rafiğ i elde etm ek 
üzere a tılm ış  ilk ad ım d ır. Bu, b iraz  d ah a  aç ık lam a g erek tirir. B ulduğum uz 
şey böy lesi b ir  g rafiğ in  tek  b ir  (parça) ç izg isid ir. Feynm an g rafiğ indek i bu  
tü r  b e lirli b ir  çizgi no rm ald e  yaln ızca , d iğer p arçac ık  çizg ilerin i ve çizg ile
r in  b ir  a ra y a  geld iğ i çe şitli köşe leri içeren  k a rış ık  b ir  ifad en in  p a rç as ıd ır . 
T oplam  genliğe köşelerden  gelen k a tk ıla r  n o rm ald e21 yaln ızca , e tk ileşim in  
kuvvetin i yöneten  sk a le r b ir  b ağ laş ım  sa b itin i (elektrik yükü  gibi), " in d is

20 Bu, hafif biçim de "eski moda" gibi görülebilir; örneğin bkz. klasik Bjorken ve Drell, 1965.
®  126.11] Bu tekilliğin nasıl ortaya çıktığını, ilk olarak (P — M + ie)—1 'i paydası PaPa — M 2 — e 2 

olan b ir  pay  biçim inde yazarak açıklayın.
21 Bir Feynm an köşesinde gelen parçacık lara ilişkin toplam  sistem in durağan enerjisine fonk

siyonel bağım lılığa sahip "koşan bağlaşım  sabitleri" olarak anılan nicelikler m evcuttur. 
Bunlar, parçacık fiziğiyle ilgili pek çok m odem  kuram da önemlidir.



le ri e ş leş tirm ek  üzere  elde etm ek"te gerek li ya g ibi b ir  te rim  belk i ve to p 
lam  genliğe s ıf ır  o lm ayan  k a tk ıla rın  yaln ızca  4 -m o m en tu m a ilişk in  k o ru 
nu m  h e r  köşede v a r  o ld u ğ u n d a  o rtay a  ç ık tığ ın ı g a ra n ti e tm ek üzere b ir  
"de lta  fonksiyonu" te rim i (§9.7) içeren  b a s it  ç a rp a n la rd ır .22 G rafikteki 
fa rk lı tü rd ek i ç izg ilerden  (çizginin tem sil e ttiğ i p a rç ac ığ a  ilişk in  sp in  ve 
d u rağ a n  k ü tle  değerle rine  b ağ lı olarak) k ay n ak lan an  b irçok  çeş it te rim  söz 
konusu  o lacak tır, ifad ed ek i (norm al o la rak  4—m om entum  ko ru n u m u n u  g a
ra n ti  eden  k ıs ıtla m a la r  sa ğ la r  b iç im de değ erlen d irilen  d e lta  fonksiyonu  
te rim le rin in k ile rd en  ay rı olarak) so n su zla r , Pa m o m en tu m ları k lasik  y o lla 
ra  ilişk in  belirli değerle ri ed in d iğ in d e  (tem elde PaPa = M 2) o r tay a  çıkar. Bu 
an la m lıd ır  çünkü  yol in te g ra lin e  egem en o lacak  k lasik  d av ra n ış  bekleriz. 
Bu tek illik le rin  (delta fo n k siy o n u n d ak ile rd en  ay rı o lan  sonsuzlar) varlığ ı 
böylece, k ab a  b ir  an lam d a , k la s ik  d av ra n ış ın  k u an tu m  m ekan iksel genliğe 
sağ lad ığ ı b aş lıc a  ka tk ıya  ilişk in  gerek lilik le  y ak ın d an  ilg ilid ir. Yine de bu 
tek illik lerde, b ira z d a n  göreceğim iz üzere, g iz lenen  b ir  teh like  m evcu ttu r.

Y alnızca, bu  tek il ifad e leri v u rg u lam ak  gerek tiğ inden  PaPa = M2 k o şu 
lunu , ö rneğ in  iki e lek tro n u n  "b ir fo tonu  değ iştik leri" (foton §§25 .3-5 'tek i 
g ib i d a lg a lı b ir  çizgiyle b e lirtilm ek  üzere) Şekil 26 .5 'tek i g ib i tem el iş lem 
le rin  v arlığ ı neden iy le  (köşelerdeki m om entum  k o ru n u m u  gibi) b ir  k ıs ı t la 
m a o la rak  değerlendirem eyeceğim izi belirtm eliy im . Bu, n e g a tif  yük lü  iki 
pa rç ac ık  a ra s ın d ak i e le k tro s ta tik  (Coulomb) itm eye (M oller saçılım ı) i l iş 
k in  tem el k u an tu m  m ekan iksel gösterged ir. Gelen iki çizgi (grafiğin a l t ın 
da) b aş lan g ıç  d u ru m u n d ak i iki e lek tronu  ve g iden  ik i çizgi (grafiğ in  ü s tü n 
de)23 e lek tro n la rı son  d u ru m la rın d a  göste rir. B unlar, d ışsa l  m om en tum ları

Ş e k il  26 .S  E lek tro n la ra  i l iş k in  M  eli er saç ılım ı:  
ik i  y ü k lü  parça c ık  a ra sın d a k i e le k tro s ta tik  
(Coıâomb) k u v v e tin in  en  ilke l k u a n tu m  g ö s te 
rim i. B u ra d a  e le k tro s ta tik  ku v v e t, ik i e lek tro n  
a ra s ın d a k i te k  b ir  fo to n  (dalgalı çizgi) "değiş 
to ku ş"u n d a n  o r ta y a  çıkar. H er kö şed ek i 4 -  
m o m e n tu m  ko ru n u m u n u n  so n u c u  o larak fo to n  
"k a b u k -d ış ı" ve  b ö ylece  sanal o lm ak zo ru n 
dadır.

Böylece b ir  köşedeki gelen m om entum lar Pa(1\  P^2\ ... ve giden m om entum lar Q<a1\  ■■ ise
bu durum da 6(Pa(1) + + -------  Ç® ■••) terim im  de dahil edin.
Bkz. not 25.5.



Ş ekil 26.6 M om entum  uzay ın d ak i k ü tle  k abuğu . (Krş. şek ille r 18.7, 18.17.) M  d u ra ğ a n  k ü t
leli gerçek  (serbest) p a rç a c ık la r  iç in  p “ 4 -m o m e n tu m u  kü tle  k ab u ğ u  ü ze rin d e  b u lu n u r  
(öyleyse p “ gelecek z am an sa l ya  d a  p „p “ =  M2'y le  b ir lik te  boş gelecektir) fa k a t  b i r  F ey n 
m an  g ra fiğ in in  iç k ısm ın d ak i sa n a l p a rç a c ık la r  "kab u k -d ışı"  o lab ilir.

sağ layan , "verili şeyler" o la rak  kabu l ed ilir  ve son  gen lik leri h esap la rk en  
in te g ra lle r i a lınm am alıd ır.

Bu d ışsa l d u ru m la rla  (ve yaln ızca  b un la rla ) ilgili o la rak  m om en tum ları 
k lasik  PaPa = M2 b ağ ın tıs ın ı sa ğ la r  b iç im de kabu l ederiz. Bu b ağ ın tı sağ 
la n d ığ ın d a  p arçac ık  kü tlesi ka b u k ta d ır , bu  Şekil 18.7'de çizilm iş o lan  ça 
nak  biç im li h ip e rb o lo id in  m om entum  uzay  versiyonu  o lan  "kütle kabuğu" 
olm ak üzere, deriz . Bkz. Şekil 26.6. Gerçek p a rç ac ık la r  (gerçekten se rb e s t 
p a rç a c ık la r  o la rak  gözlem lenm iş o lanlar) h e r zam an  k ab u k tad ır. B ununla 
b irlik te  b ir  Feynm an g ra fiğ in in  iç  ç izg ileriy le ilg ili o la rak  bu  k ab u k ta  o luş 
gerek liliğ in in  sa ğ lan m asın ı beklem eyiz, öze llik le . Şekil 26 .5 'teki F eynm an 
g ra fiğ in in  değiş tokuş ed ilm iş fo tonu , ne zam an  önem siz o lm ayan  b ir  e tk i
leşim  söz k onusu  o lsa k ab u k ta  o lam az (diğer b ir  dey işle  ona a i t  4—m om en
tu m  PaPa =  O'ı sağ lam az).126121 Bu tü r  k a b u k -d ış ı p a rç ac ık la r  sa n a l p a rç a 
c ık la r o la rak  a n ılır  ve yaln ızca  b ir  Feynm an g rafiğ in in  iç bö lgesinde o r ta 
ya ç ıkab ilir. Şekil 26 .5 'in  değiş tokuş ed ilm iş fo tonu  sa n a ld ır  ve büyük 
u zak lık la rd a  gözlem lenm ekten  "kurtu l"am az.

Şekil 26 .5 'tek i işlem , iç çizg in in  (sanal foton) d ış çizg iler ta ra f ın d a n  
b ü tü n ü y le  sab itle n m es i an lam ın d a  o ldukça özeldir. Bu du ru m d a, genellik 
le gerek  d u y u lan  "iç d u ru m la r  ü zerin d e  in teg ra l alm a", yaln ızca  tek  b ir  te 
rim d en  o lu şa ra k  tüm üyle  önem sizd ir. B unun la b irlik te  Şekil 26.7a, b 'de  
g ö ste rilen le r g ib i iki fo tonun  değiş tokuş ed ild iğ i d ah a  k arış ık  işlem lerde 
iç çizg ilere ilişk in  4 -m o m e n tu m la rd a  b ir  se rb es tlik  söz k onusu  o lu r.126131

i©  [26.12] Niçin olmasın? Her köşedeki 4-m om entum  korunum unun sanal fotona ilişkin 4-mo- 
m entum u nasıl belirlediğini açıklayın. İpu cu : Tüm elektronlar aynı durağan kütleye sah ip 
tir!



Ş ek il 26.7 M oller saç ılım ın a  d ü ze ltm e le r  v eren  y üksek  dereceli işlem ler, (a) ve (b) iki 
e lek tro n  a ra s ın d a k i 2 fo to n  değ iş to k u şu n u  g ö ste rirk en  (c) iç ç ift y a ra tm a  ve yok e tm ele r 
içe ren  çok d a h a  yüksek  dereceli b i r  iş lem d ir. Bu tü r  h e r  F eynm an  g ra fiğ i b ir  in te g ra li  
g ö s te rir  ve b u n la r ın  tü m ü n d e n  gelen  k a tk ıla r  to p lan m ak  zo ru n d ad ır.

Fikir, b u  tü r  d u ru m la rd a  (ve d ah a  da k a rış ık  o lan  çok büyük  say ıdak i- 
lerde; Şekil 26.7c) iç çizg ilere a i t  iz in  verilen  m o m en tu m lara  ilişk in  tüm  
o la s ılık la r  ü zerin d e  in te g ra l a lm am ız ve ay rıca  k en d ile rin in  verili m om en- 
tu m la rıy la  verili d ış ç izg ilerin  uyum lu  o lduğu  o lası fa rk lı tü m  "Feynm an 
g rafik  topo lo jile ri"n in  fa rk lı tü m  k a tk ıla rın ı top lam am ız gerek tiğ id ir. (Bir 
"topoloji" b a s it  o la rak , b ir  F eynm an g rafiğ in in  b ir le ş tir ileb ileceğ i pek çok 
fa rk lı yo ld an  b iris in e , g rafik tek i çizg ilere a tan m ış  o lan  b e lir li 4-m om en- 
tu m  değerleriy le  ilg isiz b iç im de, a ittir.)

Bu iş lem in  bize, "verili" o la rak  b e lir tilm iş  o lan  b e lir li "iç" ve "dış" mo- 
m e n tu m la r  küm esiy le ilg ili to p lam  genliğ i verm esi gerekir. O lası ç e ş itli iç 
d u ru m la r  ve d ış  d u ru m la rla  ilg ili gen lik ler b ü tü n ü , "s ıra la r" ı ve sü tu n la r ''ı  
s ıra s ıy la  (sonsuz b o y u tlu  o lsa  da) d ış ve iç d u ru m la ra  ilişk in  b ir  ta b a n a  
k a rş ılık  gelen b ir  tü r  m a tr is  o lu ş tu ru r . Bu, saç ılım  m a tr is i  ya d a  d a h a  ge
nel o la rak  S -m a tr is  o la rak  an ılır . S -m a tris in  h e sap la n m as ı O FT 'nin tem el 
g ö rev le rinden  b ir i o la rak  d eğ e rlen d irilir .24

Ü sttek i işlem , h e sa b a  daya lı te rim lerd e , o rijina l "geçm işler üzerindek i 
top lam "la  ilg ili m uazzam  b ir  ge lişm ed ir çünkü as lın d a  g rafik tek i ay rı h e r  
çizgiye k a rş ılık  gelen so n su z  b o y u tlu  (ve gö rünüşe  göre u m u tsu z  b iç im de 
ıraksak) yol in te g ra lle r in i za ten  e tk ili b iç im de g erçek leştird ik . F eynm an 
g rafiğ i topo lo jisine  ilişk in  h e r  seçim  (§12.6’da ele a lınm ış o la n la r  gibi) 
son lu  b o y u tlu  o lağan  b ir  in te g ra li g ö s te rir  ve bu  b ir  yol in te g ra lin in  doğ
ru d a n  y o ru m u n u n  b iz i iç ine  yön lend ireceğ i çılg ın  b iç im de ıra k sa k  sonsuz 
b o y u tlu  in te g ra lle rd en  h a t ır ı  s a y ılır  b ir  ile rlem ed ir. D ahası b u  son lu  bo-

24 Son derece kendine özgü Amerikalı fizikçi J. A. W heeler'a atfedilen önemli "S-m atris" kavra- 
m ı Feynm an grafiği kavram ına bağlı değildir ve başka b ir yolla hesaplanabilir.



Ş e k il  26 .8  B ir  ağaç g ra fiğ i h içb ir  d ö ngü  
içerm ez. İç  m o m e n tu m la r  b u  n ed en le  d ış
m o m en tu m la rca  sap ta n ır , b ö y lece  h er
h ang i b ir  in tegra l a lm a  da  sö z  k o n u s u  
değild ir. A ğaç g ra fik le r i k la s ik  ku ra m ı 
y e n id e n  üretir.

y u tlu  in teg ra lle r, (§7.2'de ta rt ış ıld ığ ı üzere) karm aşık  k o n tü r  in te g ra l a l
m aya ilişk in  güçlü  yöntem lerce ele a lın ab ilir . Y ayıcıda gö rü len  (§26.7'nin 
son  p a ra g ra fın a  bakın) e Feynm an p a ra m e tre s i gerçekten  yaln ızca , in te g 
ra l k o n tü rü n ü  ifade lerde  g ö rünen  tek illik le rin  uygun  ta ra f ın a  y ö n le n d ir
m ekle ilg ili b ir  reçeted ir.

Yine de "o rm anın  d ış ında" o lm ak tan  b ir  hay li uzağız çünkü, h e r  F eyn
m an  g rafiğ iy le  ilgili, b a ş  b a şa  kald ığ ım ız  b iric ik  son lu  b o y u tlu  in teg ra lin  
kend isi, F eynm an g rafiğ inde ne zam an  kapa lı d ö n g ü le r  söz k onusu  o lsa 
ırak sa k  o lacak tır. Bu, "çok k ö tü  b ir  haber" g ibi g ö rü n ü r çünkü  h erh an g i 
b ir  in te g ra l iş lem i gerçek leştirm ey i kabullenm eye b aş lad ığ ım ız  tek  şey k a 
p a lı d ö ngü le rd ir. Tüm  d iğer d u ru m la rd a  (diğer b ir  dey işle h iç b ir  kapa lı 
döngüye sa h ip  o lm ayan  "ağaç g rafik leri"  den ilen ler; bkz. Şekil 26.8), iç m o
m en tu m la r  b a s it  b iç im de dış değerlerce sa p ta n ır . Ağaç g rafik le ri yaln ızca, 
kla sik  ku ram ı yen iden  ü retir!

26.9 Yeniden normalleştirme

Böylece tü m  çab a la rım ız la  (ya d a  d ah a  çok F eynm an 'ınk ilerle) ilgili 
o la rak  h â lâ  h e rh an g i gerçek b ir  k u an tu m  işlem ine a i t  top lam  genliğe il iş 
k in  ırak sa k  b ir  ifadeyle b aş  b a ş a  kalm ış görünüyoruz . Bıkkın okuyucu 
h ak lı o la rak  tü m  b u n la rın  bize ne fay d a  sağ lad ığ ın ı m erak  edeb ilir. A slın 
d a  k a tı b ir  m a tem atik se l b ak ış  a ç ıs ın d an  resm i o larak , tü m  ifade lerim iz in  
(E uler'in  1 + 22 +  24 + 26 + 28 +  ■•■ = -1 /3 'ü n d e k i  gibi) h â lâ  "m atem atikse l 
o la rak  an lam sız" o lm ası an lam ın d a  "h içb ir yere" u laşm ad ık . Yine de iyi f i
zikçiler bu  k a d a r  ko layca pes etm eyeceklerdi. Ve böyle d av ra n m ak ta  h a k 
lıyd ıla r. S onuçta ça b a la rı, QED (kuan tum  elek trod inam iğ i: e tk ileşen  e lek t
ron , p o z itro n  ve fo to n la rın  kuram ı) d u ru m u n d a  tek il Feynm an g ra fik le ri
n in  ırak sa k  k ıs ım la rın ın  tü m ü n ü n , so n su z la rın  yaln ızca  (§26.5'te ç ı tla tı l



mış) y e n id e n  n o rm a lle ş tirm e  o la rak  b ilin en  b ir  işlem  u y a rın c a  görm ezden 
gelineb ilecek  "yeniden ö lçeklendirm e" ç a rp a n la rı su n a r  b iç im de d eğ erlen 
d irileb ileceğ i şekilde çeşitli "parseller"de b ir  a ray a  to p la n ab ild iğ i aç ığa 
ç ık tığ ın d a  ö d ü llen d irild i.25

Bu b e lir li so n su z la r  o rtay a  ç ık a r çünkü  Feynm an g rafik le ri, m om en- 
tu m  değerleri b e lirs iz  b iç im de b ü y ü d ü ğ ü n d e  ya da eşdeğer o la rak  u zak lık 
la r  b e lirs iz  b iç im de kü çü ld ü ğ ü n d e  ırak sa y an  in te g ra lle r  verir. (Heisen- 
b e rg 'in  & p A x > -fı  m om entum  konum  b elirs iz lik  b ağ ın tıs ın ı an ım sayın ; 

bkz. §21.11.) S onsuzluk lar m orö tesi ıra k sa m a la r  b iç im inde  an ılır. 
Û FT'deki b iric ik  ıra k sa m a la r  o lm asa  da, en önem lile ri o la rak  d eğ e rlen d i
rilir . A yrıca, b e lirs iz  b iç im de büyük  u za k lık la rd an  (diğer b ir  dey işle  b e lir 
siz b iç im de küçük  m om en tum lardan ) o rtay a  ç ık ar şekilde d eğ e rlen d ire b i
leceğim iz k ız ıla ltı ıra k sa m a la r  da m evcu ttu r. B u n lar genellik le çeşitli şe 
k illerde , sık lık la , b ir  s is tem e so ru lm a sın ın  fizik i o la rak  h a s sa s  o lduğu  d ü 
şü n ü le n  tü rd ek i so ru la r ı k ıs ıtla y a rak , "iy ileştirileb ilir"  o la rak  d eğ e rlen d i
rilir .

M orö tesi ıra k sa m a la rd a  içerilen  şeye ilişk in  b ir  m ik ta r  iz len im  elde e t
m ek üzere, yen iden  n o rm alleştirm ey e  ilişk in  en  b e rrak  ö rneğin  fizik i a n la 
m ın ı inceleyelim . Bu, e lek tro n u n  sa h ip  o lduğu  e lek trik  yü k ü n ü n  değerinde 
aç ığa çıkar. B ir e lek tronu , u zaydak i b ir  E n o k ta s ın d a  b u lu n a n  n o k ta sa l b ir  
yük o la rak  d ü şü n ü n . V a ku m  k u tu p la n m a s ı  o la rak  b ilin ip  şu  şek ilde a n la 
şılab ilecek  o lan  b ir  etki söz k o n u su d u r. K afam ızda E 'ye yak ın  b ir  n o k tad a  
b ir  ç ift (sanal) p arçac ık  y a ra tım ı o lab ileceğ in i can lan d ırırız : o ldukça k ısa  
b ir  sü re  iç inde  b irb ir in i yok edecek o lan  b ir  e lek tron  ve p o zitro n . (Bu za
m an  za rfın ı, ç ifti ü re tm ek te  gerekli enerjin in  H eisenberg  en e rjis in in  b e lir 
sizliğ i, A E A t> - h  (§21.11) iç ine düşeceği k a d a r  k ısa  o la rak  d eğ e rlen d iri

riz.) Bu işlem le ilg ili F eynm nan  g rafiğ i Şekil 26 .9a 'da  b e lir tilir . Bu işlem in  
baş lan g ıc ın d ak i (ayrıca sonundaki) (sanal) fo ton  çizg is in in  v arlığ ı y a ra t
m an ın  (ve izleyen yok etm enin) E 'dek i e lek tro n a  ilişk in  e lek trik  a lan ı o r ta 
m ın d a  m eydana geld iğ in i b e lir tm e lid ir . (Ayrıca, içeris in d e  E 'dek i e lek tro 
n u n  a lan ıy la  ilg ili o rtam  o lm aksız ın  y a ra tm a  ve yok etm e iş lem lerin in  g e r
çek leştiğ i tüm üy le  b a ğ lan tıs ız  F eynm an  "döngüleri''n i d ü şü n eb ilir iz , bkz. 
Şekil 26.9b; fa k a t bu  tü r  "tüm üyle b ağ lan tıs ız"  iş lem lerin  fizik i o la rak  göz
lem leneb ilir h e rh an g i b ir  etk iye sa h ip  o lm ad ık la rı d üşünü lü r.) Bu o rtam  
a lan ın ın  e tk isi, y a ra tıla n  e lek tron  E 'dek i elek tron  ta ra fın d a n  h afifçe  i t i l i r 
ken y a ra tılm ış  o lan  p o z itro n u n  hafifçe  çekilm esi ve böylece an lık  v a r lık la 
r ı sü res in ce  b u  yük le r a ra s ın d a  h afif, fiziki b ir  ay rılık  b u lu n m a sıd ır. Bu,
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Ş e k i l  26 .9  (a) Y ü k  y e n id e n  n o r
m a lle ş tirm e s in d e  içerilen  b ir  
F eyn m a n  gra fiğ i. Bu, a rda landak i 
b ir  e lek tro n  a la n ın d a k i b irp o z it-  
ron  e lek tro n  ç i f t i  y a ra tılış ı ve  iz 
le y e n  y o k  e d iliş in i g ö s te r ir  (bkz. 
Şek il 26.10). (b) T ü m ü y le  bağ
la n tıs ız  F eyn m a n  gra fik ler i. B u n 
la r ın  doğru d a n  g ö zle m len eb ilir  
h erhang i b ir  e tk iy e  sa h ip  ol-

(a) (b)
m adiğ i d ü şü n ü lü r .

E 'deki e lek tro n u n  h e r  ta ra f ın d a  h e r  zam an  o lm a k ta d ır  ve "vakum  k u tu p 
lanm ası"  o la rak  an ılan  n e t etk i o e lek tro n u n  yüküne ilişk in  b e lirg in  değe
ri, d iğer yük ler üzerindek i e tk is i ta ra f ın d a n  ö lçü ldüğü  g ib i ind irgem eli- 
d ir26; Şekil 26.10.126 141 Vakum , e lek tron  yükne "kalkan olm ak" üzere h izm et 
ed e r ve e lek tro n u n  "gerçek" çıp lak  yük değerinden  d ah a  küçük, yük ü n  g iy i
n ik  değeri o la rak  a d la n d ır ıla n , b ir  yüke sa h ip  o lm ayı b e lirg in le ş tir ir . F iz i
ki deney lerde d o ğ ru d an  ölçü len  b u  g iy in ik  değerd ir.

Bu tam am en  m aku l g ö rü n ü r fa k a t teh like , ç ıp lak  değerin  k end isi yo 
luy la  g iy in ik  değerle ilişk ili o la rak  b ü yü tü lm ek  zo ru n d a  olduğu , h e s a p la n 
m ış o lan  sa y ısa l ç a rp a n ın  so n su z  o la rak  o rtay a  çıkm asıd ır! Bu sonsuz 
açık o larak , k u an tu m  elek tro d in am ik  h esap la m ad a k i (tem el o la rak  Şekil 
26 .9a 'dak ine ve onun  a y r ın tılan d ırılm ış  b iç im le rine  benzeyen  d iy ag ram 
lar) so n su z la rd a n  b ir is i b iç im inde sa p ta n a b ilir . H erhang i b ir  gelecek k u 
ram ı uy arın ca , belk i de çok küçük  u zak lık lard a , d iğer b ir  dey işle  o ldukça 
büyük  m o m en tu m lard a  (§21.11), devreye g iren  b ir  "kesik" neden iy le  ıra k 
sak  in te g ra lle r in  yerin in  son lu  b ir  şeyle d eğ iş tir ilm esi gerek tiğ ine ilişk in  
b ak ış  k ab u l ed ileb ilir. Böylece doğru  yen iden  n o rm alleştirm e  ç a rp an ı oo 

yerine  görece d ah a  b ü yük  son lu  b ir  say ı o lm alıd ır. (Aslında, d ah a  sonra , 
§31.1'de, geleceğim iz "doğal b irim ler"  b iç im inde e lek tronun  ölçü lm üş g iy i
n ik  yükü  y ak laşık  0 ,0854 'tü r ve ç ıp lak  değerin , d iyelim  ki 1 o lm ası g e re k ti
ğ in i d üşünm ek  oldukça caz ip tir . Bu, oo yerine  11,7062 ya da yak laşık
V 137'lik b ir  b ü yü tm e ç a rp a n ın a  k arş ılık  gelir.) D iğer b ir  b ak ış  aç ısı çıp lak  
yükü  k av ram sa l b ir  u y g u n lu k tan  d ah a  faz la  b ir  şey  o la rak  d eğ erlend irm e
m ek ve "gözlem lenem ez" o lduğu  iç in  "çıplak yük" k av ram ın ın  a s lın d a  "an
lam sız" o ldu ğ u n a  ilişk in  b ak ış ı k ab u l etm ektir.

26 Elektron yükü negatif olduğundan buradaki "indirgeme”, "modülü daha küçük hale getirme" 
anlam ına gelir.
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Ş e k il  26 .10  V a ku m  ku tu p la n m a s ı:  y ü k  
y e n id e n  n o rm a lle ş tirm e s in in  f i z i k i  te 
m eli. E  e le k tro n u  va k u m d a n  a n lık  o la
rak  y a ra tılm ış  sana l e le k tro n  p o z itro n  
ç iftin d e  h a f i f  b ir  y ü k  a yr ılığ ın a  se b ep  
olur. B u  b ir  şe k ild e  E 'n in  e tk in  y ü k ü n ü
ç ıp lak  değerinden , ne  y a z ık  k i d oğrudan
h esa p la m a  uya rın ca  so n s u z  b ir  çarpan  
y o lu y la  azaltır .

Bu konuyla ilg ili h an g i fe lsefi konum  sa v u n u lu rsa  sa v u n u lsu n  yen iden  
n o rm alleştirm e  m o d em  Û FT 'nin tem el b ir  özelliğ id ir. A slında o lduğu  h a 
liyle, b u  tü r  b ir  "sonsuz yen iden  ölçeklendirm e" iş lem in in  y a ln ızca  zo ru n 
lu  b iç im de yük ya d a  kü tleye değil fak a t aynı zam an d a  d iğ e r n icelik lere  de 
u yg u lan m ası söz k o n u su  o lm aksız ın  son lu  y a n ıtla r  elde e tm en in  kabu l 
ed ilm iş h içb ir  yolu  m evcu t değ ild ir. Bu tü r  b ir  iş lem in  geçerli o lduğu  k u 
ra m la r  y e n id e n  norm alleşeb ilir  o la rak  ad lan d ır ılır . Y eniden n o rm a lle şe b i
l ir  b ir  ÛFT'de F eynm an g ra fik le rin in  ırak sa k  k ıs ım la rın ın  tü m ü n ü , geri 
k a lan  tü m  ırak sa k  ifad e le rin  (s ta n d a r t m odelde önem li ro lle r  oynayan  s i
m e tri k u ra lla r ı gibi) b e lir li b ü tü n se l k u ra lla r  u y a rın c a  b irb ir le r in i ip ta l e t 
tiğ i v arsay ılm ak  üzere, yen iden  n o rm alleştirm ey le  "ölçeklendirilebilecek" 
son lu  say ıdak i "parsel"de27 b ir  a ray a  getirm ek  o la sıd ır . QED ve böylece b ir  
b ü tü n  o la rak  s ta n d a r t  m odel de, yen iden  n o rm a lle şe b ilir  b ir  ku ram dır. 
Öte ta ra f ta n  çoğu QFT yen iden  n o rm a lle şe b ilir  değ ild ir. P arçac ık  fiz ikçile
r i a ra s ın d a , yen iden  n o rm alleşeb ilm ey i önerilen  k u ra m la ra  ilişk in  b ir  se 
çim  k u ra lı o la rak  k ab u l etm ek genel b ir  b ak ış  aç ıs ıd ır. B u rad an  h arek etle  
yen iden  n o rm alleşe b ilir  o lm ayan  herh an g i b ir  k u ram  o to m atik  o la rak  Do
ğaya uygun  o lm am ak b iç im inde  red d ed ilir. A slında b u  ku ra l, 25. bö lüm de 
k a rş ılaş tığ ım ız , p a rçac ık  fiziğ ine ilişk in  20. yüzy ılın  s ta n d a r t  m odeli h a l i
ne gelm iş o lan  k u ram la  ilg ili b e lirli seçim e yönelik  güçlü  b ir  k ılavuz su n 
du. Böylece, b u  b ak ış  aç ıs ın d an , Û FT 'deki so n su z la rın  yayg ın lığ ı pek de 
"kötü" b ir  şey o lm ayıp  güçlü  b iç im de lehim ize çevrileb ilecek  b ir  özellik
t ir .28 Y eniden n o rm alleşeb ilirlik  te s tin i o ldukça az k u ram  geçer ve yaln ız-

27 §32.1'de kısaca ta r tış ılan  değişmeli olm ayan geometriye ilişk in  fikirlerle ilgili "eş ürün" 
kavram ından faydalanan, bu yöntem in sistem atik leştirilm esine ayarlanm ış, belirli zarif 
m atem atiksel işlem ler m evcuttur; bkz. Connes ve Kreimer, 1998.

28 Önemli b ir  teknik bü tünü  "yeniden norm alleştirm e grubu" kavram m ca sunulandır. Bu fik ir
leri Peskin ve Schröder, 1995 yanı s ıra  Zee, 2003 ve Ryder, 1996 da ele alır; onların  is ta tis 
tiksel mekanikle ilgilenişleri ansiklopedik Z inn-Justin , 1996'da açıklanır.



ca geçen ler fizik  iç in  k ab u l ed ileb ilir  o la rak  d eğerlend irilm e şa n s ın a  sah ip  
o lur.

Yine de fiz ikçile rin  tü m ü  b u  konum u titiz lik le  onay lam az. S ta n d a rt 
m odelin  yen iden  n o rm alleşeb ilirliğ in i g ö ste ren  k ilit b ile şen i su n a n  N obel 
ö d ü llü  G erard  t'H o o ft b ile  yen iden  n o rm alleşeb ilirliğ e  k a tı b ağ lılık la  ilg ili 
b e lir li k o şu lla rı d illend ird i. (1971'd e  U trech t Ü n iv ersite s i 'n d e  henüz b ir  
yüksek lisan s  öğrencisiyken  t'H ooft, "kendiliğ inden  kırık" b ir  s im etrin in  
v a r  o lduğu  k u ram la ra  ilişk in , e lek trozay ıf k u ram ın  tem el b ir  özelliği h a l i
ne gelen, yen iden  n o rm alleşeb ilirliğ i göste re rek  fizik  cam iasın ı sa rsm ıştı.)  
B ir se fe rin d e  b an a  b ir  k u ram a iliş ik in  yen iden  n o rm alleşeb ilirliğ in  önem i
n in  söz k onusu  e tk ileşim dek i b ağ laşım  sa b itin e  b ağ lı o lduğuy la  ilg ili b a 
k ış aç ıs ın ı ak ta rm ış tı. Özellikle p arçac ık  fiziğ ine a i t  kuvvetlerle  k ıy a s la n 
d ığ ın d a  o la ğ an ü stü  b iç im de zay ıf olan, y ine de kend isine  a it k u an tu m  k u 
ram ın ın  E in s te in 'ın  genel gö relilik le  ilg ili denk lem in in  k u an tize  o lm asına 
yönelik  s ta n d a r t  y ak la ş ım la r  u y arın c a  yen iden  n o rm alleşe b ilir  o lm adığı 
o r tay a  ç ıkan  kütleçek im e değindi; bkz. §19.6 ve §31.1. (Bir h id ro jen  a to 
m undak i e lek tron  ve p ro to n  a ra s ın d ak i kü tleçek im sel e tk ileşim  e lek trik  
kuvvetten , ken d isin i ra d y o a k tif  bozunum a ilişk in  "zayıf e tk ileşim ler"den  
neredeyse h ay a l etm esi o lanaksız  b iç im de d ah a  zay ıf h a le  g e tiren  yak laşık  
10-40'lık  b ir  ç a rp an  k ad a r d ah a  zayıftır.) U y a rıla n  QFT'ye ilişk in  fa y d a c ı  
b ir  bak ış o la rak  ad lan d ırılab ilecek  şeyi ifade e tti. K ısa sü re  iç inde ay rın tı-  
la n d ıraca ğ ım  b ir  konu o lan  yen iden  n o rm alleşe b ilir  k u ra m la r  dah i so n 
su z la rd a n  bağ ım sız  değ ild ir. D urduğu  n o k ta  b ir  k u ram d a  p o tan siy e l o la 
rak  v a r  o lan  so n su z la rın , deney in  çok küçük  b ir  dereceye k a d a r  e r işe b ild i
ği enerjile rde  fiziki o la rak  gerçek ten  önem li olup o lm ad ığ ın ı so rgu lam ak tı. 
"K uantize o lm uş b ir  kütleçekim " d u ru m u n d a  böy lesi enerjiler, tu h a f  b i 
çim de g erçek le ş tir ileb ilir  o lan ın  ö te s in d e d ir  ve fizik i k u ram d ak i pek çok 
d iğer b e lirs iz lik  resm e, kü tleçek im e ilişk in  yen iden  n o rm alleşe b ilir  o lm a
yış kendi u y a rıs ın ı y apm aya b a ş la m a d a n  çok önce d ah il olur.

T eraz in in  d iğer kefesinde tek  b a ş ın a  F eynm an g rafik le ri b iç im indek i 
aç ık lam an ın  tüm üy le  k u lla n ış lı o lm asın ın  şü p h e li o lacağ ı k a d a r  büyük  b ir  
b ağ laş ım  sa b itin e  sah ip  yeğ in  e tk ileşim lere , a r ta n  te rim li se rile r in  o ld u k 
ça h ırç ın  b iç im de ırak sa m a s ı nedeniy le , sa h ip  o lduğum uzu  id d ia  e tti. Tek 
b a ş ın a  yen iden  n o rm alleşeb ilirlik  k u an tu m  k rom od inam iğ in in  son lu  y a 
n ıt la r  su n a b ilm e sin i g a ra n ti e tm ek üzere y e te rs izd ir. Bu d u ru m d a  güçlü  
k uvvetlere  ilişk in  a s im p to tik  serbestlik  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey  ku llan ılır. 
K uantum  k u ram ın d a  o ldukça küçük  u zak lık la ra  k arş ılık  gelen  çok büyük  
m o m en tu m lar iç in  güçlü  kuvvet, d ikka t çekici e tk in  b iç im de kaybolm a 
özelliğ ine sa h ip tir . Bu, te rs  k are  y asa s ın ın  bize uzak lık  küçü ldükçe kuvve
tin  büyüyeceğin i söy lediği p a rç a c ık la r  a ra s ın d ak i ta n ıd ık  e lek trik  ya da



kütleçek im sel kuvvetle  tüm üy le  z ıttır . G üçlü kuvvet d ah a  çok, kuvvet d a 
yan ık lılığ ın ın  gerilim  uzak lığ ıy la  o ra n tılı  b iç im de a r tıp  uzaklık  s ıf ır  o ld u 
ğ u n d a  s ıf ıra  d ü ş tü ğ ü  e la s tik  b ir  b a n d a  b en zer.29 Bu kuvvet y a s a s ı kuark la - 
r ın  b ireyse l o la rak  b ir  h ad ro n  d ış ın a  çekilem em esi gerçeğ inden  so rum lu  
tu tu lu r; bu  gerçek h a p se d ilm e  o la rak  a d la n d ır ılır  (bkz. §§25.7, 8). S ıradan  
b ir  e las tik  b a n d ın  aksine, ye teri k a d a r  ş id d e tli b iç im de çekseniz ve p a rç a 
cık h ız lan d ırıc ıla rd a  o rtay a  ç ıkab ilen  "jetler"de m eydana gelen  tü rd e  b ir  
şey  o la rak  k a rş ı-k u a rk la r  y a  da ku ark  ç iftle ri g ib i d iğe r k av ra m la rın  v a 
ku m d an  çekilip ç ık a rılab ilm esi o lanak lı o lsa da, güçlü  kuvvet "kırıl"am az. 
A sim pto tik  se rb estliğ e  ilişk in  b u  kayda değer özellik, yen iden  n o rm alleşe 
b ilir  o lm ay ışına  k a rş ın  yeğin  e tk ileşim le r k u ram ın ı h e sa b a  d ay a lı an lam 
d a  fay d asız  o lm ak tan  k u r ta ra n  şeydir. K ayıt a ltın d a  o lsu n  diye, in c e -y a p ı  
sa b iti o la rak  a d lan d ır ılıp  yak laşık  1/137 o lan  e lek trom anyetik  bağ laşım  
sab itiy le  k a rş ıla ş tır ılab ilec ek  yeğin  b ağ laş ım  sa b iti y ak laşık  10 'dur ve s a 
y ısa l o la ra k  doğ ru d an  k ıy a s la n a b ilir  olm a sa  da zay ıf kuvvet çok d ah a  za- 
y ıf ır  (ayrıca bkz. §31.1)

26.10 Lagrange denkleminden Feynman grafikleri

Feynm an g rafik leri, yen iden  n o rm alleştirm e , vb aç ık lam a la rım d a  b iraz  
ile riye  s ıç rad ım  ve h e rh a n g i b e lir li b ir  a lan  k u ram ıy la  ilg ili b u  d iy ag ram 
la rın  n a s ıl elde ed ild iğ in i açık lam adım . Ya da b u  bö lüm ün  g iriş in d e  b a ş 
lanm ış haliy le , F eynm an g rafiğ i ta n ım ın ı QFT'ye ilişk in  genel form alizm le 
ilişk ilend irm ed im . Ş im di b u  eksik liğ i g iderm ek üzere b ir  m ik ta r  yol a la 
yım  ve Û FT 'nin genel çerçevesi iç inde Feynm an g ra fik le rin in  konum unu  
belirg in leş tirey im .

B aşlang ıç n o k ta sı, ele a lın an  k u ram a uygun o la rak  b ir  L agrange d en k 
lem id ir. Şu h a lde  F eynm an g ra fik le ri o L agrange denklem iyle ilg ili k u a n 
tu m  k u ram ın a  ilişk in  b ir  te d irg e m e g en işlem esin i tem sil eder. B ir ted irge- 
m e gen işlem esi tem elde yaln ızca , n o rm al o la rak  küçük  b iç im de d ü şü n ece
ğim iz b ir  p a ra m e tre li (ya d a  p a ra m e tre  a iles in e  sahip) ü s lü  se ri aç ılım ıd ır. 
Bu tü r  b ir  ifade, b ir  / ( x )  fo n k siyonunun  x 'li  b ir  ü s lü  se ris i o la rak  açıld ığ ı, 
§4 .3 'te  ta rtış tığ ım ız  b iç im de b ir  şeydir. F eynam an  g ra fik le rin e  ilişk in  x 'in

M Kütleçekimle ilgili kuvvetler, te rs kare yasası uyarınca uzaklıkla azalm asına karşın , galaksi
ler boyutu ötesinde bile hâlâ  fark  edilebilirdir. Öte ta ra ftan  okur güçlü kuvvetin, gerçekte 
uzaklıkla artsa  bile nükleer uzaklık lardan büyük uzaklıklarda niçin güçlükle fark  edilebilir 
olduğunu merak edebilir. Bunun nedeni, kütleçekim her zam an çekici biçimde birikirken, 
güçlü kuvvetin ayrı çekirdekler arasında, tekil çekirdek zorunlu biçim de "renk tekli"si olmak 
üzere, b irb irin i zorunlu biçim de tüm üyle ip ta l eden çekici ve itici bileşenlerin  b ir birleşim i 
olm asıdır.



b en zeri no rm alde  b ir  b ağ laşım  sa b itid ir . Ö rneğin QED d u ru m u n d a  bu  p a 
ram e tre  e e lek trik  yükü  olur. B ir Feynm an g rafiğ indek i h e r  köşe için  b ir  e 
ç a rp an ı söz k o nusu  o lu r ve böylece se rin in  te rim le ri a r ta n  say ıda  köşeye 
sah ip  g ra fik le r olur; n köşeli g ra fik le r b irlik te  e" k a tsa y ıs ın ı su n a r. Bir 
b ağ laş ım  sa b itin d e n  fa z la s ın a  sah ip  k u ram la rla  ilg ili o la rak  b ird en  faz la  
değişkenli d ah a  k arış ık  b ir  ü s lü  se ri elde ederiz. B una b ir  örnek, s ta n d a r t  
yak laşım ın  e lek tron  ç izg ilerin in  y e rle rin in  şek ille r 25.2 ve 25.3b u y arın ca  
z ik zak lar ta ra fın d a n  a lınd ığ ı b ir  QED v ersiyonudur. Böylece iki "bağlaşım  
sab iti"  e lek trona a it e lek trik  yükü  ve M k ü tle si olur.

Y eniden n o rm alleşeb ilir  k u ram la rın  zo run lu  b iç im de son lu  o lm ası ge
rekm ediğ in i b e lirtm iştim . A rketip b iç im li yen iden  n o rm alleşe b ilir  QED 
ku ram ı dah i, yen iden  n o rm a lle ş tir ild ik te n  son ra  b ile  as lın d a  son lu  b ir  k u 
ram  değild ir. Bu n as ıl o lab ilir?  Y eniden n o rm alleştirm e  Feynm an g ra fik le 
r in in  son lu  to p la m la rın d a n  so n su z la rın  ç ık arılm ası an lam ın a  gelir. O b i
ze, so n u ç tak i bu  son lu  n ice lik le rin  tü m ü n ü n  to p la m ın ın  gerçekte yak ınsak  
o lduğunu  söylem ez. ÛED'in bize verd iğ i şey, fa, f \ ,  f 2, fa, ■ ■■ k a tsay ıla r ın ın  
h e r  b ir i Feynm an g rafik  in te g ra lle r in i a rd ış ık  h e r  0, 1, 2, 3, ... derecesinde 
çözm eye ilişk in  kabu l ed ilm iş "yeniden no rm alleştirm e" iş lem lerin d en  e l
de edilm ek üzere, fa + fae + fa e2 + fa e3 -\—  b içim indeki b ir  ü s lü  se rid ir. 
(Aslında h erh an g i b e lirli b ir  d u ru m d a  yaln ızca  ç ift ya da yaln ızca  tek  ü s 
le r gö rünü r.)126151 Y eniden n o rm alleşeb ilirlik  bize tü m  se rin in  to p lam ın ın  
son lu  o lduğunu  söylem ez. A slında o son lu  d eğ ild ir  fak a t ÛED'le ilgili, n o r 
m alde önem li o lduğu değ erlen d irilen  şeyin  o ldukça ö tesinde  o lan  137. ya 
da o c iv ard ak i dereceden  b ir  te rim e  u la şan a  k a d a r  kend in i gösterm eye
b aş lam ay an  b ir  "logaritm ik  ıraksak lığa" (x = l 'd e k i - lo g ( l  — x ) 'le  ilg ili

1 1 11 + -  +  -  +  - +  -- se ris i gibi) sa h ip tir .

Genel b ir  k u an tu m  a lan  ku ram ıy la  ilg ili o la rak  h e r  derecede tam  o la 
rak  hang i g rafik le rin  o lu ş tu ğ u n u  çözüm lem ek üzere, o rijina l yol in te g ra li 
ifadesine , b u  ifade onu do laysız  b iç im de to p lam ay a  ça lış tığ ım ızd a  o ld u k 
ça kö tü  b iç im de ırak sak  o lan  b ir  şey i g ö ste rse  bile , b aşv u rm am ız  gerekir. 
Y öntem  yol in te g ra lin i tüm üyle, kend isine  b iç im sel fonksiyonel tü rev  iş 
lem lerin in  kes tirm e b iç im de uygu land ığ ı b içim sel b ir  n icelik  o la rak  ele a l
m a k tır  (§20.5). Art a rd a  d ah a  çok köşeye sa h ip  Feynm an g rafik le ri g it gide 
d ah a  yüksek  dereceli fonksiyonel tü re v le r  gerçek leştirild iğ in d e  elde ed ilir. 
B u rada bu  konuya, Feynm an g ra fik le rin in  ü re tim in in  b u  b iç im sel işlem  
u y arın c a  ap aç ık 30 o lduğunu  söylem ek d ış ın d a  d ah a  ay rın tılı b iç im de g ir 

1©  [26.15] Niçin olduğunu görebiliyor musunuz?
30 Algoritmayı Zee, 2003 ve Z inn-Justin , 1996 öğretir; ayrıca daha eğlenceli ve sezgisel b ir 

alın tı için M attuck, 1976 önerilir.



m e n iye tinde  değilim . L agrange denklem i e lbe tte  §20.5 'te ta r t ış ılm ış  genel 
tip tek i b ir  alan  L agrange denklem id ir. Böylesi b ir  L agrange denklem iyle 
ilg ili "yol", d iyelim  ki sonsuz  b o y u tlu  b ir  düzenlem e uzay ın d ak i s ıra d a n  
b ir  1 -boyu tlu  eğri olm az. Tam  görelilikçi b iç im dek i değişm ez b ir  tab lo  
iç in  "geçmiş", b e lir li b ir  u zay zam an  bö lgesindek i tü m  b ir  4 -b o y u tlu  a lan  
olm ak zo rundad ır. Bu bölge üzerinde, L agrange denklem i yoğun luğunun  
in te g ra li S  eylem i o lur. Böylece e's/h, o b e lirli düzenlem eye a tan m a sı g ere
ken genliğ i (yoğunluk) sunar.

26.11 Feynman grafikleri ve vakum seçimi

B ir g ru p tak i, e lek trozay ıf k u ram ın  U(2) s im e tr is i ya d a  k u an tu m  kro- 
m od inam iğ in in  SU(3) s im e tr is i y a  da h e r  ik isi g ibi b ir  sim etriye  sa h ip  b ir  
k u ram la  ilg ili o la rak  b u  s im etri no rm alde  L agrange denk lem in in  açık b ir  
s im e tr is i o la rak  k ab u l ed ilir. Böylesi b ir  s im etrin in  v a rlığ ı Û FT 'nin y en i
den n o rm alleşeb ilirliğ i iç in  önem li o lur. Açık k onuşacak  o lu rsak , sim etri 
b e lir li ırak sak  te rim le rin  b irb ir in i ip ta l e tm esin i, ip ta l olm a, geride kalm ış 
ırak sak  b ir  ifade gerek tiğ inde böylesi b ir  ifad en in  k u ram a  ilişk in  o la rak  
ile ri sü rü lm ü ş s im etriy i pay laşam ay acak  o lm ası neden iy le  o rtay a  çıkm ak 
(ya da o rtay a  çıkm ası varsay ılm ak) üzere, g a ra n ti etm ekte ku llan ılır.

En az ın d an  genel f ik ir  b u d u r. B ununla b irlik te  e lek trozay ıf k u ram  d u 
ru m u n d a  b aşk a  b ir  incelik  m e v cu ttu r  çünkü  sonuç o la rak  elde ed ilen  ku 
ram  o rijina l o la rak  ile ri sü rü lm ü ş o lan  U(2) s im e tr is in e  sah ip  o lu r.31 U(2) 
s im e tr is in in  eksik liğ i s im etri k ın lım m ın  sonucu  b iç im inde  kabu l ed ilir  
(§25.5) fa k a t b u n u n  n a s ıl b ağ d a ş tırılac ağ ın ı an lam ak  üzere  genel k u an tu m  
a lan  k u ram sa l fo rm alizm im ize dönm em iz gerekir. Tem el fik ir  s im etri k ın -  
lım m ın , v a k u m  d u r u m u n a  ilişk in  b ir  U(2)-<zsimetrik seçim ince aç ık lan 
m asıd ır . B u radan  h arek e tle  tü m  y a ra tm a  ve yok etm e iş lem c ile rin in  en s a 
ğ ın d a  o lduğu  d ü şü n ü lü p  F eynm an g rafik le rin e  ilişk in  d eğ e rlen d irm e leri
m izde bu  nok taya  dek büyük  o ran d a  göz a rd ı ed ilm iş o lan  gizem li "|0>" 
d u ru m u  gölgeden gün  ış ığ ın a  çıkm aya b aş lam ak  zo ru n d ad ır.

tik  o larak  QFT <A c e b irin in  e lem an la rın ı Feynm an g rafik leriy le  n as ıl 
ilişk ilend ireceğ im izi k ab aca  görm em iz gerekecek. K ilit önem de b ir  nok ta , 
b ir  Feynm an g rafiğ in i g ö ste ren  F ey n m a n  ya y ıc ıla r ın ın  tem el o la rak  
§26.2 'de k a rş ıla ş tığ ım ız  çeviric i ya da ka rşı-çev ir ic i d eğerleri (diğer b ir  
dey işle b u  ifade lerdek i "(\p \< fi)"  değerleri) o lduğudur. P ra tik te  b u n la r, kesin  
Feynm an y ay ıc ıla rın ı ta n ım la m a k ta  (belki de en iy i b iç im de §9 .7 'n in  hi-



perfonksiyonel bak ış aç ıs ın d an  an la ş ılac ak  olan) p o z itif /n e g a tif  frekans 
k o n u la rın d an  k ay n ak lan an  baz ı ince lik le r m evcu t o lsa  da, n o rm al o la rak  
m om entum  uzay ı b iç im inde ifad e  ed ilir. B u rada b u  incelik lere ta k ılm a y a 
lım .

Şim di, gelen p a rç ac ık la rın  b e lir li b ir  b ü tü n ü y le  b aş lay a n  ve giden p a r 
çac ık ların  b ir  to p lam ın ın  sonuç o la rak  açığa çık tığ ı b ir  d u ru m u  ele a ld ığ ı
m ızı düşünelim . |0) vakum  d u ru m u y la  b a ş la r  ve gelen  p a rç ac ık la rla  ilg ili 
is ten e n  d u ru m u  ü retm ek  üzere  gerek li çeşitli y a ra tm a  işlem cile rin i uy g u 
larız . Bu işlem  |ı/<iç) b aş lan g ıç  d u ru m u  so nucunu  ü re tir. Benzer b iç im de 
ayn ı iş lem i fa k a t bu  kez g iden  p a rç ac ık la rla  ilg ili y a ra tm a  işlem cile rin i, 
|ı/)dlş> sonuç d u ru m u n u  ü re tecek  şek ild e  y ine |0> üzerine  etk iyerek  k u lla n 
m ayı ben im seyeb iliriz . K endisinden , d u ru m la r  n o rm alleş tirild iğ in d e  y a l

n ızca |(*/Miş|V*İç)| olan, §22.5 'te verilm iş s ta n d a r t  denklem i b a s it  b iç im de 
k u lla n a rak  "iç"ten "dış"a geçm e o lasılığ ın ı elde edebileceğim iz (ı/Mış|V'iç)> 
h esap lam ak  isted iğ im iz  şeydir.

Şu h a ld e  (V'dışl’/'iç) ifad e s i yok etm e işlem cile rin i sol ta ra f ta  iç e rir  (çün
kü |ı/>dış)'ta n  (’/'dışI 3 geçm ekte içerilen  H erm itse l eşlem e tü m  y a ra tm a  i ş 
lem cilerin i yok etm e işlem cile rine  çevirir). Tüm  b u n la r  |ı/>iç) 'tek i y a ra tm a  

iş lem cile rin in  sol ta ra f ın d a  b u lu n u r, böylece kafam ızda  tü m  b u  yok etm e 
iş lem cile rin i kendi sa ğ la rın d a k i y a ra tm a  işlem cile ri boyunca en sağdak i 
|0 ) 'a  ça rp a n a  k a d a r  "itm e"yi ca n la n d ıra b iliriz . Bu ne zam an  olsa , |0) o r ta 
d an  "yok olur" (bkz. §26.2) ve elde ed ilen  ifade s ıf ır  olur. Yine de b ir  yok 
etm e iş lem cisin i b ir  y a ra tm a  işlem cisi boyunca ittiğ im iz  h e r  seferinde, 
b e lir ttiğ im  üzere  bize Bir Feynm an g rafiğ ine  a i t  b ir  çizgi veren  ü s tte  a n ıl
m ış çev iriciy i (ve p o z itif /n eg a tif  frek an s gereklilik lerin i) h esab a  katm ak  
zorunday ız. B unu yap tığ ım ız  h e r  se fe rin d e  böylesi b aşk a  b ir  çizgi o rtay a  
çıkar. Sonuç o la rak  elde e ttiğ im iz  şey, n o rm alleş tirilm iş  b ir  vakum  d u ru 
m uyla  ilg ili b ir  Feynm an g ra fiğ in in  çizg ilerin i ve (0|0) =  l 'i ,  gösteren  
Feynm an y ay ıc ıla rın ın  to p lam ıy la  (0 |0 )'m  çarp ım ıd ır; böylece yaln ızca 
F eynm an g ra fiğ in in  k en d is in i elde e tm iş oluruz.

Şim diye dek Feynm an grafiğ im iz h erh an g i b ir  köşeye sah ip  o lm ayarak  
tüm üy le  önem sizd i fak a t b u n u n  neden i A  iş lem cile ri ceb irine  h e rh an g i b ir  
e tk ileşim  dah il etm em em di. Böyle yapm ak  üzere b e lir li so ru n u m u zla  ilg ili 
özel L agrange denklem in i incelem em iz ve onu doğru  c/î'yı ü re tm ek  üzere 
ku llanm am ız  gerek ir. Tem el o la rak  b u  iş lem ler yaln ızca, uygun  köşe te 
rim le riy le  b ir lik te  Feynm an g ra fik le rin i ü re tm ek  iç in  §26.10 'da an ılm ış 
o la n la rı y an s ıtır .

Ş im diye dek az şey ed inm iş o lab ilir iz  fak a t Feynm an g rafik lerim izi 
Û FT 'nin genel çerçevesi iç ine g e tirm en in  b ir  fay d a sı a r tık  |0) vakum  d u ru 



m u n u  ken d isin e  denk o lm ayan  a l te rn a t if  b ir  |0> vakum uyla  (§ 26 .4 'te ele 
ald ığ ım ız İZ) D irac den izi d u ru m u n d a  olduğu  gibi) değ iştireb ilm em iz  o l
du. E lek trozay ıf k u ram la  ve tem el o la rak  k ırılm ış s im etriy e  y aşam sa l b i 
çim de bağ lı d iğer k u ra m la r la  ilg ili o la rak  b u n u n  ü s tü n lü ğ ü  L agrange 
denklem i ve b u n u n  sonucu  o la rak  k u ram ın  F eynm an g rafik le ri, tam  b ir  s i 
m etriye  (elek trozayıf k u ram  d u ru m u n d a  U(2) grubu) bağ lıyken  s is tem in  
gerçek  d u ru m la rın ın  y a ln ızca  d ah a  d ü şü k  b ir  sim etriye  (elek trozayıf k u 
ram  d u ru m u n d a  e lek trom anyetizm aya ilişk in  U(l) ay a r  grubu), 10 ) vakum  
d u ru m u n u n  yaln ızca  b u  d ü şü k  sim etriye  sah ip  o lm ası neden iy le , bağ lı o l
m a la rıd ır . Bu şekilde, k ırılm am ış s im e tr in in  o rtay a  koyduğu k u ram ın  ye
n id en  n o rm alleşeb ilirliğ i, k u ram ın  b ir  b ü tü n  o la rak  y a ln ızca  küçük b ir  
"kırılm ış" s im etri g ru b u  g ö ste rm esi gerçeğine k a rş ın  ra h a ts ız  ed ilm em iş 
kalır.

Bu, açık b iç im de, b ir  tam  s im e tr in in  y a ra r la r ın ı to p lay ab ilecek  fiziki 
k u ra m la r  ü re tm ek  iç in  h a rik u lad e  b ir  araçken , gözlem e d ay a lı d u rum , s i
m e tr in in  ta tm in d e n  uzak  o lduğu  b ir  d u ru m d u r. Bu, d a h a  iyi ve d erin  d ü 
zen lere  ilişk in  a ra y ış la r ın d a  fizikçilere  büyük  b ir  cezbedicilik  su n a r. As
lın d a  s ta n d a r t  m odelin  ö tesin e  geçen tü m  m o d e m  k u ra m la r  b u  tü r  b ir  "s i
m e tri k ırılım ı"n ı k u llan m ay a ça lış ır. Yine de böy lesi tü m  g iriş im le r, ö rn e 
ğin  §§28 .1 -5 'te  yönelecek o ld u k la rım  gibi, n e  k a d a r  p o p ü le r  o lu rsa  o lsun , 
son  derece k u rg u sa l o la rak  d eğerlend irilm ek  zo ru n d ad ır. Çok kolay  şek il
de sü rük lenm eyelim  diye b u  doğadak i önerm elere e leş tire l ve şüpheci b ir  
gözle yak laşm am ız gerekecek.

Bu önerm elere yönelm ek üzere  b ir  b aş lan g ıç  iç in  so n rak i bö lüm de Bü
yük P a tlam ay la  b ir  ta n ış ık lığ a  gerek  duyacağız. D aha so n ra  28. bö lüm de, 
erken  evren le ilg ili b e lir li b ağ lam d ak i k en d iliğ inden  s im e tr i k ın lım ın a  e ş 
lik  edeb ilen  korku veric i k o n u la rd a n  b az ıla rın ı kabu llenm eye ça lışacağ ız . 
Son o larak , b u  h e r  yerde  b u lu n a n  fik irle  ilg ili, 31. bö lüm de sü p e rs im etri, 
sic im  k u ram ın a  ilişk in  o rijina l f ik ir le r  ve d ah a  so n ra  b u n la rın  o la ğ an ü stü  
b az ı devam cıla rın ı incelem eye geld iğ im izde d ah a  da güçlü  o lm aya gerek 
duyacağız.



BÜYÜK PATLAMA VE TERMODİNAMİK MİRASI

27.1 Dinamik evrimdeki zaman simetrisi

E vreni b ile şen leriy le  b irlik te  ne tü r  y a s a la r  b iç im lend irir?  G alilei zam a
n ın d a n  bu  y an a  p ra tik  o larak  b a ş a r ılı  tü m  fiziki k u ram la rın  su n d u ğ u  y a 
n ıt, fiziki b ir  s is tem in  b e lirli b ir  zam andak i fiziki d u rum u  v erild iğ inde  za 
m an la  n as ıl gelişeceğ in in  b ir  b e lir tim i o lan  d in a m ik  b iç im inde verilir. Bu 
k u ra m la r  bize d ü n y an ın  neye benzed iğ in i söylem ez, b u n u n  yerine  d erle r 
ki: "dünya b ir  zam an d a  şu  ve şu  şek ildeyse  b ir  sü re  so n ra  şu  ve şu  şekilde 
o lacak tır."  Böylesi b ir  ku ram  b iz ona d ü n y an ın  n as ıl şek illen d iğ in i söy le
m edikçe bize, onun  n as ıl şekillenm efeîe o lduğunu  söylem eyecektir.

Şeylere ilişk in  bu  b iç im in , ö rneğ in  K epler'in  1609'da güneş e tra fın d ak i 
gezegenlerin  yö rü n g ele rin in  b e lir li k u ra lla r ı yerine  g e tiren  h ız la r la  ta n ım 
la n an  b e lir li geom etrik  b iç im lere , b ir  odağ ında  güneş o lan  e lipsle re , sah ip  
o lacağ ın ı söyleyen m ükem m el v arg ıs ı g ib i önem li is t isn a la r ı  v a r  o lagel
m iş tir . Bu, ev ren in  d u ru m u n u n  b az ı d inam ik  y a sa la r  u y arın ca  an  be an 
n as ıl g e liş tiğ in d en  d ah a  çok ev ren in  n a s ıl oZduğuyla ilg ili b ir  savdı. Bu
n u n la  b irlik te  K epler'in  geom etrik  h arek e tle rin e  ilişk in  günüm üz bakış 
aç ısı o n la rın  yaln ızca , ilk o la rak  Nevvton ta ra fın d a n  g ö ste rilip  1687'de 
ken d is in e  a it büyük  P rinc ip ia 'd a  yay ım lanm ış o lan  17. yüzyıl kütleçekim  
d in am iğ in in  so n u ç la rı o lm asıd ır  ve K epler y a sa la rı D oğanın d av ra n ış  b i
çim lerin in  do laysız tem elleri o la rak  düşünü lm em elid ir. A slında K epler'in , 
ve b ir  b ü tü n  o la rak  b ilim in , Nevvton kü tleçek im in i yöneten  b e lir li kuvvet 
y asas ı, te rs  kare  y asas ı (§17.3), m erkezi b ir  kuvvet e tra fın d ak i küçük  c i
s im lerin  tü m  yö rü n g ele rin in  esa se n  b a s it  ve za rif  m a tem atik se l b iç im ler 
(ve a s lın d a  b ir  on sekiz yüzyıl k a d a r  önce, eski Y unan la r ta ra fın d a n  yoğun 
b iç im de ça lış ılm ış  o lan  biçim ler) o lm ası özelliğine sah ip  o lduğundan , son 
derece şa n s lı  o lduğu  ile ri sü rü leb ilir . Çünkü bu, h erh an g i b aşk a  b ir  b a s it 
m erkezi kuvvet y asas ıy la  güçlük le p ay la ş ıla n  son  derece en d e r b ir  özellik 
tir . G enelde m odern  bak ış açım ız za r if  b ir  m a tem atik se l b içim e sa h ip  o l
m a sın ı bek led iğ im iz şeyin  d in a m ik  yasa ları o lduğunu  sa v u n u r ve bu  y a 



sa la r ın  sonucu  o la rak  b a s it  m a tem atik se l şe k ille r b u ld u y sa k  ş ansım ıza- 
dır.

Bu d inam ik  y a s a la rın  n as ıl d av ra n d ık la r ıy la  ilg ili genel d ü şü n ü ş  b iç i
m i, d inam iğ in  hang i b e lir li gerçekleşm e b iç im in in  o rtay a  çıkacağ ın ı b e lir 
leyen şeyin b aş lan g ıç  k o şu lla r ı seçim i o lduğu  şek linded ir. N orm alde, geç
m iş te  b e lir tilm iş  o lan  v eriden  geleceğe evrim leşen , gerçek leşen  b u  b e lirli 
evrim leşm e d iferans iye l denklem lerce sa p tan m ak  üzere, s is tem le r  b iç i
m inde d ü şü n ü lü r. (Dinam ik b iç im de ev rim leşen  a lan  ya da dalga  fo n k si
yo n la rı söz konusu  o ld u ğ u n d a  b u n la r  k ısm i d ife ran s iy e l denklem ler, a lan  
denklem leri, olur; bkz. §10.2, §§19.2, 6, §21.3, a lış tırm a  [19.2] ve n o t 21.1.) 
ö te  ta ra f ta n  bu  aynı denk lem lerin , k lasik  ve k u an tu m  m ekan iğ in in  d in a 
m ik denk lem lerin in  zam an  y ö n ü n ü n  b ir  te rs  çevrim i a l tın d a  s im etrik  o l
m a la rı gerçeğine k a rş ın , geçm işe  doğru  ev rim leştiğ in i düşünm eye m eyle
dilm ez! M atem atik le  ilg ilen ild iğ i sü rece  uzak  b ir  gelecek zam andak i sonuç 
k o şu lla rı da b e lir tilip  zam an d a  geriye doğru  ev rim leşileb ilir . Bir s is tem in  
ev rim in i sa p tam ak  üzere sonuç k o şu lla rı m a tem atik se l o la rak  b aş lan g ıç  
k o şu lla rı k ad a r  iyidir.

Bu zam an  sim etrik  d inam ik  b e lirlen im cilik le  ilg ili b az ı y o ru m la r ge
rek lid ir. İlk o larak , b u n u n  ne özel ne de genel görelilik  çerçevesince geçer
siz  k ılınd ığ ı k o n u su n d a  oku ru n  güveni taze leneb ilir. S istem in  d u ru m u n u  
tan ım la y an  veri, b ir  b aş lan g ıç  u za y sa l 3 -yüzey  o lan  b ir  b aş lan g ıç  "za- 
m an"ında  s a p ta n ır  ve bu  veri d inam ik  denk lem ler u y arın ca  s is tem in  fiziki 
d u ru m u n u  belirlem ek üzere  o 3 -yüzey in  geleceği ve de ay rıca  geçm işine 
ev rim leşir. B unun la  b irlik te  g ene l gö relilik ten  k ay n ak lan an  baz ı yeni ko
n u la r  söz k o n u su d u r çünkü  evrim in  iç ine akacağı u zay zam an ın  yap ıs ı 
sa p ta n m a s ı gereken fizik i d u ru m u n  b ir  p a rç as ıd ır . (Bu, d ah a  so n ra  yüzyü- 
ze gelm em iz gerekecek o lan  k a ra  delik ler b ağ lam ın d a  b e lir li an la tım la ra  
sa h ip tir ; bkz. §28.8, §§30.4, 9.)

K uantum  m ekaniği d u ru m u n d a  belirlen im cilik , k u an tu m  d u ru m u  Sch- 
rö d in g er denklem ince (ya da eşdeğeri) y ö n e tilir  b iç im de k ab u l edilm ek 
üzere, o k u ram ın  yaln ızca  U k ısm ıy la  ilg ilid ir. Zam an te rs  çevrim i a ltın d a , 
§25 .4 'te  an ılan  T, S chröd inger denk lem in in  (§21.3) ihd/d t  zam an  tü rev  iş 
lem cisi (t >—» —t o lduğundan) — ihd/dt 'yle  değ iştirilm ek  zo ru n d ad ır. H am il- 
to n ın  T 'n in  eylem i a ltın d a  k en d is in e  g iden  s ıra d a n  b ir  iş lem  o lm ası sa ğ 
lan m ak  koşu luy la , S ch röd inger ev rim in in  de t  >—> — t  zam an  te rs  çevrim ine 
sa n a l b irim in , i >—> —i, iş a re t te rs  çevrim iyle eşlik  e ttiğ im iz  sürece, k en d i
sine  g ittiğ in i görürüz. A slında bu , T 'n in  eylem ini k u an tu m  m ekaniğ inde 
d ü şü n m e b iç im im izd ir. (Pozitif f re k an slı b ir  f ( t ) fonk siy o n u n u n  bu  b ile 
şik  t  <—> - t  ve i ı—» —i y er değ işim i a l tın d a  p o z itif  f re k an slı b ir  fonksiyona



geri çev rild iğ in i belirte lim .)12711 B unun la  b irlik te  T 'n in  eylem i a ltın d a k i R 
k u an tu m  d u ru m  ind irgem esine  ilişk in  d av ra n ış  b aşk a  b ir  k o n udur ve o, 
30. bö lüm deki (§ 30.3) değerlend irm elerim izle  ilg ili önem li b ir  konu su n a 
cak.

27.2 Mikroskopla bile görülemeyen bileşenler

B ununla  b irlik te  b ilin ç li okuyucuyu yaln ızca  k lasik  d inam ik le ilg ili d a 
hi kay g ılan d ırab ilecek  b aşk ac a  so ru la r  m evcu ttu r. Zam an te rs  çevrim  s i 
m e tris i k lasik  m ekan ik te  kesin lik le  tek il p a rç ac ık la r  ve o n la ra  eşlik  eden 
a la n la rın  m ik roskop la  b ile  görü lem eyen  d inam iğ in in  gerçeğid ir. Yine de 
p ra tik te  b ir  s is tem e  a it tek il b ile şen le rin  d av ra n ış ıy la  ilg ili az bilg iye s a 
h ip  o lunur. H er pa rçac ığ ın  a y rın tılı konum  ve m om entum  b ilg isi, s is tem in  
b ü tü n se l d av ra n ış ı tekil p a rç ac ık la r ın  fiziki p a ra m e tre le r in e  ilişk in  y a l
n ızca  uygun  baz ı o r ta la m a la r  b iç im inde yeterince  iyi tan ım lan m ış  olm ak 
üzere, n o rm ald e  hem  elde edilem ez hem  de gereksiz o la rak  v arsay ılır . 
B unlar, kü tle , m om entum  ve enerji dağ ılım ı, kü tle  m erkezin in  konum  ve 
hızı, fa rk lı yerle rdek i sıcak lık  ve b as ın ç , e lastik lik  özellik leri, ey lem sizlik  
m om entleri, ay rın tılı b ü tü n se l b içim  ve uzaydak i yönelim i, vb g ib i şey ler
dir. Öyleyse önem li konu, böy lesi o r ta lam a  "toplam " p a ra m e tre le re  ilişk in  
iyi b aş lan g ıç  b ilg is in in  p ra tik te , s is tem in  d inam ik  d av ra n ış ın ı uygun  b ir  
dereceye k a d a r  belirlem ekte  y e te rli o lup  o lm ayacağıd ır.

Ş üphesiz bu  h er zam an  böyle değ ild ir. K a o tik  o la rak  b ilin en  sis tem ler, 
son u ç tak i d av ra n ış ın  tam  o la rak  n a s ıl b a ş la d ık la r ın a  k ritik  b iç im de bağlı 
o lm a özelliğ ine sa h ip tir . T an ıd ık  b ir  ö rnek o larak , ta b a n ın a  y erle ş tir ilm iş  
b ir  m ık n a tıs la r  b ü tü n ü n ü n  hem en üzerinde sa lla n a n  m anyetik  b ir  s a rk a 
cın b u lu n d u ğ u  "uygulam alı b ir  oyuncak" m evcu ttu r. Bkz. Şekil 27.1. D ina
m ik d av ra n ış , belirlen im ci b ir  b iç im de, h av an ın  sü rtü n m e  d irenc inden  
k ay n ak lan an  yav aşlam ay la  b irlik te  Nevvton y a s a la r ı  ve m ık n a tıs  s ta tiğ i 
ta ra fın d a n  yeterince  iyi yönetilir. S arkacın  d u rac ağ ı son  n o k ta  b aş lan g ıç  
d u ru m u n a  k ritik  b iç im de b ağ lı o lsa  d a  a s lın d a , bu  b aş lan g ıç  d u ru m u n u n  
tü m  b ileşen  p arçac ık  ve a la n la rla  b irlik tek i son  derece a y rın tılı b ilg is i bu  
evrim i eşsiz  b iç im de kesin  o la rak  sab itlem es in e  rağm en, ta h m in  ed ilem ez
d ir .1 Bu tü r  "kaotik  sis tem ler"e  ilişk in  b aşk aca  pek çok ö rnek  b ilin ir . Ha-

££  [27.1] Niçin? Ayrıca uzam sal m om entum un niçin bu yer değişikliğiyle uyum lu biçimde ele 
alındığını açıklayın.

1 Bu, dinam iği bütünüyle klasik kabul etm ektir. Teknik olarak "kaotik sistem ", başlangıç du 
rum undaki küçük b ir değişikliğin zam anla kendisini izleyen, diyelim ki, doğrusal biçim  ye
rine üste l biçim de büyüdüğü davran ışsal b ir  değişikliğe yol açabildiği klasik b ir  sistem dir. 
E lbette bu "tahm in edilemezlik", belirlenim cilikle ilgili o larak kendisine atfedildiği ilke ko
nusu değil, b ir  derece konusudur.



Ş e k i l  27 .1  K a o tik  h a r e k e t.  S a b i t  b ir  m ık n a t ıs la r  
b ü tü n ü n ü n  h e m e n  ü z e r in d e  s a lla n a n  m a n y e t ik  
b ir  s a r k a ç ta n  o lu ş a n  " u y g u la m a lı  b i r  o yu n c a k " .  
S a r k a ç  ta r a f ın d a n  k a t  e d i le n  g e rç e k  y o l  s o n  d e 
rece  h a s s a s  b iç im d e  k e n d i  b a ş la n g ıç  k o n u m  ve  
h ız ın a  b a ğ lıd ır .

va tah m in in e  ilişk in  k a p r is in  iy i b ir  ö lçüsü  genellik le içerilm iş o lan  kao tik  
s is tem le rin  d o ğ asın a  b ağ lan ır . G üneş s is tem in d ek i c is im lerin  son derece 
d üzen li (ve ta h m in  ed ilm esi kolay) kü tleçek im sel Nevvtoncı h a rek e tle ri b i
le, böy lesi "kaos"la ilg ili zam an  ö lçek leri a s tro n o m ik  gözlem ink ile rden  çok 
d ah a  u zun  o lm asına  rağm en  tekn ik  o la rak  (olasılıkla) kao tik  b ir  s is tem  
o lu ş tu ru r .

Gelecek yerine  geçm işe yönelik  ev rim den  ne h aber?  Geçm iş yön lü  ev
rim de içerilm iş "geçm işe yönelik  tahm in"le  ilg ili b u  tü r  "kaotik  ta h m in  
edilem ezliğin" no rm al o la rak  gelecek yön lü  ev rim in  n o rm al "tahm in"iyle 
ilg ili o lan d an  çok d a h a  kö tü  o lduğunu  söylem ek uygun  b ir  yo rum  olur. Bu, 
te rm o d in a m iğ in  ik in c i ya sa sıy la  ilg ilid ir  ve y asa  en b a s it  h a lin d e  tem el 
o la rak  şu n u  ile ri sü re r :2

Isı s ıcak  b ir  c is im den  soğuk b ir  cism e doğ ru  akar.

Bu y asa  u y arın ca  ıs ı ile ten  b ir  m alzem e k u lla n a rak  sıcak  b ir  cism i so 
ğuk b ir  cisim le tem as e t tir irse k  bu  d u ru m d a  h e r  ik is i de ayn ı sıcak lığa ge
lene dek sıcak  c isim  soğuyacak  ve soğuk cisim  ıs ın ac ak tır . Bu, ta h m in in  
b ek len tis id ir  ve bu  evrim  be lirlen im ci b ir  n ite liğ e  sa h ip tir . Öte ta ra f ta n  
b u  işlem i te rs  zam an  yönünde  g ö rü rsek  bu  d u ru m d a  e ş it o lm ayan  s ıcak 
lık la ra  doğru  k en d iliğ inden  evrim leşen  e tk in  o la rak  ayn ı s ıcak lığa  sah ip  
iki cisim  bu lu ru z . H angi c ism in  ne k a d a r  ve ne sü red e  ıs ın ıp  h a n g is in in  
soğuyacağ ına k a ra r  verm ek p ra tik  b ir  o lanaksız lık  o lur. Bu s is tem le  ilgili 
d inam ik  geçm işe  yö n e lik  ta h m in  işlem i p ra tik te  açıkça u m u tsu z  b ir  g ö rü 
nüm e sa h ip tir .

A slında bu  zorluk  ik inci y asa  u y arın ca  d a v ra n an  çok sa y ıd a  b ileşen  
p arçac ığ a  sah ip  neredeyse  h e r  m akroskop ik  s is tem e  a i t  geçm işe yönelik  
ta h m in  iç in  geçerlid ir. Bu tü r  b ir  ned en  do lay ısıy la  fizik  no rm alde  geçm i
şe yönelik  ta h m in  yerine  gelecek tah m in iy le  ilg ilen ir.3 B una ilişk in  başk a

2 Bu, öz ısıların, normaldeki durum olarak, pozitif olduğunu varsayar. Yine de kara deliklerde 
bu varsayım doğru değildir; bkz. §31.15.

3 Bununla birlikte, olağan yaşamda işlerin normalde başka türlü olduğuna ilişkin ilginç "pa-



b ir  g ö rünüm  o la rak  ik inci y a san ın  fiziğ in  öngörü  gücüne, geçm işe yönelik  
ta h m in le  ilg ili henüz k a rş ıla ş tığ ım ız  o so ru n la r ı o rta d a n  k a ld ıra rak , tem el 
b ir  b ile şen  o lduğu  değ erlen d irilir.

Yine de pek çok fizikçi b u  y asan ın , d iyelim  ki, enerjin in  korunum u  y a 
sası, k u an tu m  m ekan iğ indek i d o ğ ru sa l ü s t  ü s te  b inm e y a sa s ı ve belki p a r 
çacık  fiz iğ in in  s ta n d a r t  m ode lin in  tem el o lm ası an lam ın d a  "temel" o lm a
d ığ ın a  ilişk in  b ak ış ı kabu l eder. İk inci y a san ın  h a s sa s  h e r  fiziki k u ram a 
ilişk in  n eredeyse  "apaçık" gerek li b ir  b ile şen  o lduğunu  ile ri sü re rle r. Çoğu 
onun  b e lirs iz  ve kesin  o lm ayan  ve tem el fiziğ i k o n tro l eden  d inam ik  y a s a 
la rd a  b u lduğum uz o la ğ an ü stü  kesin lik le  h iç b ir  b iç im de k ıy a s la n am a y a
cak b ir  şe y  o lduğuy la  ilg ili b ak ış ı kabu l eder. Ben oldukça fa rk lı b ir  şey 
ile ri sü rm ek  ve genellik le b a s it  o la rak  "ikinci yasa" şek linde and ığ ım ız  gö
rü n ü ş te  b e lirs iz  is ta tis tik i ilken in  a rd ın d a  b u lu n a n  neredeyse "akıl k a ç ır 
tan" kesin liğ i gösterm ek  istiyo rum .

27.3 Entropi

İk inci y a san ın  gerçek ten  ne ifad e  e ttiğ in i b ir  b iç im de d ah a  tam  o la rak  
inceleyelim . Bir ön koşu l o la rak  okuru  te rm o d in am iğ in  b ir in c i y asas ıy la  
ilg ili b ilg ilend irm eliy im . B irinci y asa  b a s it  o la rak  herh an g i y a lıtık  b ir  s is 
tem deki to p lam  enerjin in  k o ru n d u ğ u n u n  ifad esid ir . O kur b u n u n  hiç de y e
n i b ir  şey o lm ad ığ ın d an  y ak ın ab ilir  (§18.6, §20.4, §21.4). B unun la b irlik te  
bu  y asa  ile ri sü rü ld ü ğ ü  zam an  (kendisi ta ra f ın d a n  y ay ım lan m asa  da 
1820 'lerin  b a ş la r ın d a  ilk  o la rak  Sadi C a m o t ta ra fın d an )4, d ah a  önceden, 
ne ıs ın ın  b ir  enerji b iç im i o lduğu  ne de o lağan  m akroskop ik  enerji k a v ra 
m ın ın  kend isi tüm üyle  açık tı. î lk  y asa , d iyelim  ki b ir  cisim  h av a  d irenc i 
neden iy le  yav aşlay ıp  k ine tik  en erjis in i (§18.6) kay b e ttiğ in d e  top lam  en e r
jin in  kaybo lm ad ığ ın ı açık hale  g e tirir. Çünkü bu  enerji b a s itç e  havay ı ve 
cism i ıs ıtm a k  üzere a lın ır. Bu ısı enerjisi (öncelikle) h av a  m o lekü lle rin in  
h a re k e tle r i ve cism i o lu ş tu ra n  p arç ac ık la rın  titre ş im le rin d ek i k ine tik  
enerji o la rak  an laş ılır . D ahası sıcak lık  b a s it  b iç im de se rb e s tlik  derecesi 
b a ş ın a  dü şen  enerjin in  b ir  ö lç ü sü d ü r böylece te rm o d in am ik  ıs ı ve sıcak lık  
k av ra m ları tem el o la rak  d a h a  önce an laşılm ış  d inam ik  k av ra m la rla  a y n ı

radoks" söz konusudur! Geçmişte ne olduğu basitçe hatırlanarak sıklıkla "geçmişe yönelik 
kesin tahminler" yapılıyorken gelecekle ilgili buna denk düşen herhangi bir erişime sahip 
değiliz. Dahası, arkeolojik araştırm alar böylesi "anılan" insanın var olmadığı çok daha er
ken zamanlara dek genişletebilir. Bununla birlikte geçmişe yönelik bu tahmin herhangi be
lirgin bir anlamda dinamik denklemlere ilişkin evrimi içermez ve ikinci yasayla olan bağ
lantısı bana hâlâ anlaşılmaz gelmektedir. Bkz. Penrose, 1979a.



d ır  fak a t m ad d e le rin  tek il b ile şen le ri düzeyinde u y g u la n ır  ve is ta tis tik i 
b ir  b iç im de ele a lın ır. İlk y a sa  tan ıd ığ ım ız  b ir  k es in lik  tü rü n e  sa h ip tir : b ir  
şeyin , d iğe r b ir  dey işle  to p lam  enerjin in  değeri, h e r  tü r  k a rış ık  işlem  tü r ü 
n ü n  gerçek leşeb ilir o lm ası gerçeğ ine k a rş ın  sa b it  kalır. İş lem  so n ras ı to p 
lam  enerji işlem  öncesi to p lam  enerjiye e ş ittir .

İlk y asa  b ir  eş itlikken  ik inci y asa  b ir  eş its iz lik tir. Bize, en tro p i o la rak  
b ilin en  b aşk a  b ir  n iceliğ in , b ir  işlem  so n ra s ı d ah a  önce sa h ip  o ld u ğ u n d an  
d ah a  büyük (ya da en az ın d a n  küçük olm ayan) b ir  değere sah ip  o lduğunu  
söyler. E n trop i, o ldukça kabaca , sis tem dek i "rasgelelik" ö lçü sü d ü r. H ava 
iç inde h arek et eden  cism im iz düzen li b iç im dek i enerjisiy le  (kinetik h a re 
k e t enerjisi) b a ş la r  fak a t h av a  d irenc i neden iy le  y av a ş la d ığ ın d a  b u  ene ıji 
h av a  p a rç ac ık la rın ın  ve cisim deki tek il p a rç ac ık la rın  rasg e le  h a rek e tle rin e  
d ağ ıtılır . "R asgelelik  a rtm ış tır" ; d ah a  özel b iç im de en tro p i a r tm ış tır .

E n tro p i kav ram ı 1865'te C lausius ta ra f ın d a n  ile ri sü rü ld ü  fa k a t en tro - 
p in in  ta n ım ın ı 1877'de açık  h a le  (ya da en az ın d an  o lm ası o lası görünecek  
k a d a r  açık) g e tiren  ilk  k işi göze ç a rp an  A vusturyalI fizikçi Ludw ig Boltz- 
m an n 'd ı. B o ltzm ann 'm  f ik rin i an lam ak  üzere f a z  u za y ı  k av ram ın a  (§12.1, 
§§14.1, 8, §§ 20.1, 2, 4) gerek  duyarız , n  (niteliksiz) pa rçac ık lı k lasik  b ir  
s is tem , n o k ta la rın d a n  h e r  b ir i n  p a rçac ığ ın  tü m ü n ü n  konum  ve m om en- 
tu m la r ın ı tem sil eden  6n b o y u tlu  b ir  T  uzay ıd ır. E n tro p i kav ram ın ı kesin  
h a le  getirm ek  üzere ka lın  ta n e lem e  o la rak  a d la n d ın lıla n  k av ram a gerek 
d u y arız .5 Bunu T  faz uzay ın ın , "ku tu lar" o la rak  ad lan d ırac ağ ım  b ir  say ıda  
a l t  bölgeye bö lü n m esi o la rak  dü şü n eb ilir iz . Bkz. Şekil 27.2. F ik ir, m akros- 
kopik gözlem lerle ilg ili o la rak  b irb ir in d e n  a y ır t ed ilem eyen  s is tem  d u ru m 
la rın ı g ö ste ren  T  n o k ta la rı to p la m ın ın  aynı k u tu d a  b ir  a ra d a  g ru p lan  d i
r ilm iş  o larak  değ erlen d irilm esi fak a t fa rk lı k u tu la ra  a it P  n o k ta la rın ın

f a z  u z a y ın ın  a l t  b ö lg e le re  ("ku tu lar") 
b ö lü n m e s in i ,  T 'y e  i l i ş k in  b ir  “k a l ın  
ta n e le m e "  o la r a k  a d la n d ır ıl ır ,  v e r il i  
b ir  k u tu n u n  n o k ta la n  m a k r o s k o p ik  
o la r a k  a y ı r t  e d i le m e z  f i z i k i  d u r u m -  
l a n  g ö s te r m e k  ü ze re , iç e r ir . V  h a c im 
li  b ir  V  k u tu s u n d a k i  x  d u r u m u n u n  
e n tr o p is iy le  i lg il i  B o l tz m a n n  ta n ım ı,  
k  B o l tz m a n n  s a b i t i  o lm a k  ü zere ,

Ş e k i l  2 7 .2  B o l t z m a n n  e n tr o p is i .  B u , T

S  = k lo g V 'd ir .
V  faz uzayı, kalın tanelenmiş



m akroskop ik  o la rak  a y ır t ed ileb ilir  v a rsa y ılm a sıd ır . P 'y e  a i t  b ir  x  nokta- 
sınca  (bu doğa l b ir  lo g a ritm a  olm ak üzere; bkz. §5.3) g ö ste rilen  s is tem  d u 
ru m u y la  S B oltzm ann en tro p is i, V , x 'ı  içeren  V  k u tu su n u n  hacm i ve k (J jo- 
u les ve K-1 "b ir bö lü  kelvin" an lam ın a  gelm ek üzere),

k  =  1 ,38x10-23J K_1 

değerine sa h ip  B o ltzm a n n  sa b iti6 olm ak üzere,

S =  klogV
ifad esid ir.

B oltzm ann ta n ım la m a sın ın  en tro p i kav ram ın ı açık h a le  g e tird iğ in i 
söyledim . B unun la  b irlik te  ü s ttek i denklem in  5 'y le ilg ili o la rak  fiziki a n 
lam d a  kesin  b ir  şey i g ö ste rm esi iç in , kalın  tanelem ey le  ilg ili "ku tu lar" a i 
lem izin  gösterm ek  d u ru m u n d a  o lduğu  belirg in  b ir  reçeteye sa h ip  olm ak 
gerek ir. Seçilebilm iş o lan , b e lir li k u tu la ra  ay ırm ad a  kuşk u su z  "rasgele" 
b ir  şey  söz k o n u su d u r. T anım , b ir  s is tem in  ne k a d a r  y ak ın d an  incelenm ek 
üzere  seçild iğ ine  bağ lı gö rü n ü r. B ir deneyci iç in  "m akroskopik  o la rak  
ay ır t edilem ez" o lan  iki du ru m  b ir  d iğeri iç in  ay ırt ed ileb ilir  o lab ilir . D a
h as ı iki k u tu  a ra s ın d ak i s ın ırın  tam  o la rak  nereye çizileceği de, f iilen  öz
deş o lm a la rın a  k a rş ın , s ın ırın  iki ta ra fın d a  k a lan  P 'y e  a it iki nok taya  çok 
fa rk lı e n tro p ile r  a tan m ış  o lab ileceğ inden  yine o ldukça rasg e led ir. 5 'n in  bu 
ta n ım la m a sıy la  ilgili, çok d ah a  s ın ırlı u y g u lan ab ilirlik tek i b aş lan g ıç  kav 
ra m la rı ü ze rin e  be lirg in  b ir  ile rlem e ve b ir  s is tem d e yaln ızca  "rasgeleli- 
ğin" b ir  ö lçüsü  olm a fik rine  ilişk in  kuşk u  gö tü rm ez b ir  gelişm e o lm asına 
k a rş ın , h â lâ  öznel b ir  şey söz konu su d u r.

E n tro p in in  fiziki konum uyla  ilg ili ben im  konum um , kesin lik le  çok k u l
la n ış lı o lm asın a  rağm en  onu  günüm üz fiziki k u ram ın d a  "m utlak" b ir  k av 
ram  o la rak  görm em em dir. B unun la  b irlik te  gelecekte çok d a h a  tem el b ir  
konum  ed ineb ilm e o lasılığ ı söz k o n u su d u r. B unun iç in  k u an tu m  fiz iğ in in  
kesin  o la rak  değerlend irilm eye a lın m ası gerekir. A yrıca, h e r  d u ru m d a , b i
rim le r h =  1 o lacak  şek ilde (Planck b irim lerin d ek i gibi, bkz. § 27.10)127-21 se 
çilm ek üzere, T 'de  içerilm iş b e lir li h e rh a n g i b ir  V  faz uzay ı bö lgesine 
m u tlak  b ir  ölçü  sağ lay an  şey  k u an tu m  m ekan iğ id ir. Öyle o lsa b ile , rasge- 
le liğ in  te rm od inam ik  h e sa p la m a la r ın d a  bu  derece az etkiye sa h ip  o lm ası

6 Gerçekte Boltzmann'ın kendisi de, pratikte kullanılabilecek gerçek birimlerle ilgilenmedi
ğinden, bu sabiti asla kullanmadı; bkz. Cercignani, 1999. Bu sabiti içeren 5 = fclog  ̂ denkle- 
midenkleminin, açık biçimde ilk olarak Planck tarafından yazılmış olduğu görülür; bkz. Pa- 
is, 1982.

O  [27.2] Birimler h =  1 olacak biçimde seçilirse bir faz uzayı hacmine mutlak bir ölçüyü nasıl 
atamak gerektiğini gösterin.



d ik k a t çekicidir. B unun sebebi, ilg ili tü m  değerlend irm elerde, k a lın  tane- 
lem en in  s is tem le r  m akroskop ik  o larak  a y ır t  ed ileb ilir  say ıld ığ ı zam anki 
sezg ise l fik ri "akla uygun  o larak" y a n s ıtm a s ı koşu luy la , ilg ili faz uzay ı k u 
tu  hac im  b o y u tla r ı a ra s ın d a k i kesin lik le  m uazzam  o ra n la rla  ilg ilen ilm esi 
ve s ın ır la r ın  nereye ç iz ild iğ in in  çok az fa rk lılık  y a ra tm a s ı g ib i gö rünür. 
E n tro p i k u tu  h acm in in  b ir  lo g a ritm as ı b iç im inde  ta n ım la n d ığ ın d a n  a s lın 
d a  o, S 'de belirli h e rh a n g i b ir  değ işim  elde etm ek üzere s ın ır la r ın  "m üthiş" 
b ir  yen iden  çizim ine gerek  d u y ar.127 31 B ana göre en tro p i, k u an tu m  kütleçe- 
k im sel değerlen d irm elerin  önem  kazand ığ ı (özellikle k a ra  delik  en trop isiy - 
le ilişk ili olarak) d ah a  d erin  b ir  b ağ lam d a  b u  tü r  b ir  k av ram  iç in  d a h a  te 
m el b ir  konum  b u lu n ab ileceğ in e  ilişk in  b e lir tile r  söz k o n u su  o lsa da, g ü 
nüm üz k u ram ın d a  "tem el" o lm ak tan  çok b ir  "uygunluk" konum una sa h ip 
tir . Bu konuya bu  bö lüm de (§27.10) ve §§30.4-8, §31.15 ve §32.6 'da yen i
d en  döneceğiz.

27.4 Entropi kavram ının sağlam lığı

B asit b ir  göste rim  B oltzm ann en tro p i denk lem in in  ro lü n ü  b iraz  daha 
açık  h a le  g e tireb ilir. İç indeki, d iyelim  ki küçük b ir  aç ık lık  yo luy la  kab ın  
geri k a lan ın a  b ağ lan ıp  kap h acm in in  onda b ir in e  sa h ip  am pu l b iç im li b ir  
ç ık ın tı o lan  b ir  Jt bö lgesin in  özel o la rak  işa re tle n d iğ i k ap a lı b ir  kap  d ü şü 
nün; bkz. Şekil 27.3. Bu k a p ta  m  m olekül içeren  b ir  gaz ın  b u lu n d u ğ u n u  
v a rsay ın . Tüm  gazın  k end in i Jl'de  b u ld u ğ u  d u ru m a a tan a ca k  S en tro p is i-  
ni, gaz ın  kap  boyunca rasg e le  dağ ıld ığ ı d u ru m d a  a ta n a c a k  o lan  en trop iy le  
k a rş ıla ş t ıra ra k  arayacağ ız .

B oltzm ann denklem iyle, VK tü m  m olekü lle ri 3?'de o la rak  göste ren  VR 
faz  uzayı bö lm esin in  hacm i o lm ak üzere, S =  MogVjj'ye sa h ip  olacağız. B a
sitlik  iç in , §23.7 'de aç ık land ığ ı üzere, bo zo n la ra  ilişk in  "B ose-E inste in  is 
ta tis tiğ i"  ve fe rm iy o n la ra  ilişk in  "Ferm i-D irac is ta tis tiğ i" n in  aks ine  B oltz
m a n n  is ta tis tiğ i  denen  şeyi v a rsay arız ; d iğ e r b ir  dey işle  tü m  gaz m olekü l
le rin in  b irb ir in d e n  (en az ın d a n  k u ra l olarak) a y ır t ed ileb ilir  o lduğunu  v a r 
sa y arız .12741 Gazı b ir  litre  hacm e sa h ip  b ir  kap iç inde, a tm o sfe r b a s ın c ın 
dak i s ıra d a n  b ir  gaz o la rak  k ab u l ederek  yak laşık  m =  İO22 m oleküle sah ip  
o luruz. faz uzay ı bö lg esin in  h acm in in  kap  iç indeki gaz la  ilg ili tü m  P  
faz u zay ın ın  hacm ine o ran ı

q̂—10000000000000000000000

•-© [27.31 Boltzmann denklemindeki logaritma, kutu hacimlerindeki "müthiş" uyuşmazlıklarla 
nasıl ilişkilenir?



n

Ş e k i l  2 7 .3  B i r  p a r ç a s ı ,  h a c m i tü m  k a b ın k in in  o n d a  b i 
r i o la n  a m p u l  b iç im li  31 b ö lg e s i  o la n  k a p a lı  b i r  k a p . 
B a ş la n g ıç ta  ta m a m ı K 'd e  b u lu n a n  b ir  g a z ın  tü m  
h a c m e  d a ğ ı lm a s ın a  i z in  v e r i ld iğ in d e  e n tr o p i  n e  k a d a r  
a r ta r?

olacak  şe k ild e  10 771 (=  ~ ^ ) ’dir,'12751 böylece b u  tü r  değerlend irm elere  iliş

k in  k arş ım ıza  çıkan "m üth iş" hac im  o ra n la rın a  ilişk in  b ir  şey  görürüz . 
Ü sttek i şekil, tü m  gaz m olekü lle rin in  as lın d a  32'de o lduğunu , yaln ızca  k a 
tık s ız  şa n s la , bu lm aya  ilişk in  an lam sız  b iç im deki küçük o lasılığ ı g ö ste rir. 
Bu faz las ıy la  o lanaksız  d u ru m u n  en tro p is i gaz ın  rasge le  b iç im de d a ğ ıtıl
dığı d u ru m u n  en tro p is in d en , 10 'un doğal lo g a ritm as ın ın  y ak laşık  2,3 o l
m ası gerçeğin i ku lland ığ ım  B oltzm ann denklem iy le fa rk  yak laşık

olm ak üzere, çok d ah a  k ü çü k tü r.127 61 Böylece b aş lan g ıç ta  gazın , d iyelim  ki 
k en d isin i k ab ın  geri k a la n ın d a n  k ap a lı b ir  v an ay la  ay ıra rak , 32'de tu tu ld u 
ğ u n u  v a rsa y a rsa k  ve d ah a  so n ra  vanay ı gazın  k ab ın  geri k a lan ın a  d ağ ıl
m ası iç in  açarsak , o lağan  b irim le rd e  yak laşık  b ir  jo u le  bö lü  kelv in in  üçte  
b ir i o lan  2 ,3 x l0 22fc'lık h is se d ilir  b ir  en tro p i a r tış ı  bu lu ruz .

O kuyucu p ra tik te , b a ş la n g ıç ta  k ab ın  özel k ısm ın d a  kesin lik le  h iç b ir  
gaz m o lekü lünün  olm adığ ı b ir  k ab a  sah ip  o lm an ın  g erç ek le ş tir ile b ilir  o l
d u ğ u n d an  k u şk u lan ab ilir . B u rad an  h arek e tle  Vx  bö lgesi tan ım ım ız ı, onu 
32'nin, gaz m o lekü lle rin in  yaln ızca  en  az % 99,9 'unu k ap sam ay a  gerek d u 
yacağ ı şek ilde ta n ım la y a rak  b ir  m ik ta r  rah a tla ta lım . Böylece a r tık  VK bu  
m o lekü lle rin  b in d e  b ir in d e n  d ah a  faz la s ın ın  Jl d ış ın d a  b u lu n m a sın ı ta lep  
etm ez. G ünüm üz teknolo jisiy le  özel o lm ayan  bölgede böyle göreli b ir  v a 
kum  k u su rsu z lu ğ u n a  sah ip  olm ak o lanak lıd ır. Sonucun neredeyse h iç e t
k ilenm ediğ i ve v an a n ın  aç ılm ası ü ze rin e  gerçek leşen  en tro p i a r tış ın ın  h â 

l â  2 ,3 x l0 22fc'lık genel düzende127 71 o lduğu  açığa çıkar. Bu, k a lın  ta n e li k u 

■£> (27.5) Niçin?
®  [27.6] Fermiyon/bozon değerlendirmelerini gündeme aldığımızda ya da K'de sınırlanmaları 

durduğunda gaz moleküllerinin olası momentum düşüşünü hesaba kattığımızda bu sonucun 
niçin önemli biçimde etkilenmediğini gösterin.

—fclog(101-10000000000000000000000') =  2 ,3 x l0 22fc 
=  0,32J K-1



tu la r ın  (Vx  diyelim) çizim inde v a r  o lan  öznelliğe rağm en , k u tu la r  "m akul 
b iç im de çizilm iş o lduğu" sü rece  cidd i herh an g i b ir  so ru n u n  o rtay a  çıkm a
m ası gerçeğ in in  ça rp ıc ı b ir  göste rim id ir.

B oltzm ann denk lem indek i lo g a ritm a, d ev asa  b iç im deki büyük  sa y ıla rı 
b a şa  ç ık ılab ilir  gö rü n ü m lere  g e tirm en in  yan ı s ıra  önem li b ir  am aca  d a  s a 
h ip tir . Bu, en tro p in in  b ağ ım sız  s is tem lerle  ilg ili so n u ç tak i ta n ım ın ın ın  
to p la m sa l o lm asıd ır. Bu ned en le  b ağ ım sız  iki s is tem e a tan m ış  o lan  en tro - 
p ile r  S1 ve S2'yse  böylece to p lam  sis tem e a tan m ış , ik is in in  b irlik te  a lın m a
s ın d a n  o lu şa n  en tro p i S1 + S 2'd ir. T oplam  sis tem e  ilişk in  faz uzay ın ın , 
ve P2 b ireyse l ik i s is tem le  ilg ili faz uzay ı olm ak üzere, P  = T l x.T2 o lduğu 
nu  ve top lam  sis tem in  k a im  ta n e li k u tu la r ın ın  T x ve j y n i n  kalın  ta n e li k u 
tu la r ın ın  ü rü n le ri o lduğunu , b u  S1,S2 s is tem leriy le  ilg ili çok doğal b ir  v a r
say ım  olm ak üzere ,127 81 v arsay ıyo rum . (U zaylara u y g u lan an  x 'n ın  tan ım ı 
iç in  bkz. §15.2, a lış tırm a  [15.1] ve Şekil 15.3a.) Kutu h ac im leri ça rp ıld ığ ı 
iç in  ilg ili en tro p ile r  (logaritm an ın  s ta n d a r t  özelliği u y arın ca , bkz. §5.2) ek
lenir.

F iziki s is tem lere  ilişk in  n o rm al ö rnek lerde , k a lın  tanelem eye ilişk in  
o la rak  E hacm i d iğer tü m  k u tu la r ın  hacm in i faz las ıy la  a şa n  b e lirli b ir  £ 
k u tu su  m evcu ttu r. Bu, ısıl d en g e  d u ru m u n u  g ö ste rir. A slında E no rm alde 
tü m  faz uzay ı P 'n in  hacm ine p ra tik  o la rak  e ş it o la ca k tır  ve böylece E b ir  
a ra y a  konu lm uş d iğ e r tü m  k u tu la r ın  hacm in i ko layca aşac ak tır . Bkz. Şekil 
27.4. Isıl dengedeki k ü rese l o la rak  özdeş s im etrik  to p la rd a n  y ap ıld ığ ın ı 
d ü şü n d ü ğ ü m ü z  s ıra d a n  b ir  gaz la  ilg ili o la rak  hız d ağ ılım la rı (daha önce 
e lek trom anyetizm ay la  ilg ili o la rak  k arş ıla ş tığ ım ız  ayn ı Ja m es Clark 
M axw ell ta ra fın d a n  bu lunm uş) M axw ell d a ğ ılım ı o la rak  b ilinen  özel b ir  
b iç im  alır. Bu, v  so rg u lan a n  gaz p a rçac ığ ın a  ilişk in  3 -h ız  büyük lüğü , /? s ı
cak lık la  ilg ili b ir  s a b it  ve A o la s ı tü m  h ız la ra  ilişk in  u zay  ü zerindek i o la s ı
lık  in te g ra lin in  1 o lacağ ı şek ilde b ir  sa b it olm ak üzere,

b iç im inde  (bilgide, bazen  "çan eğrisi" den ilen  b ir  G auss  dağ ılım m ki g ibi 
ta n ın a c a k  olan) b ir  o lasılık  yoğ u n lu ğ u n a  sa h ip tir ; bkz. Şekil 27.5. Is ıl den 
ge, s is tem le  ilg ili o la sı en b ü yük  en trop iye  ko layca sa h ip  o larak , ik inci y a 
sa  u y arın ca  yeteri k a d a r  u zun  b ir  sü re  kend i b a ş ın a  k a ld ığ ın d a  b ir  s is te 
m in , iç inde  d u ru lacağ ı bek lenen  d u ru m d u r.

1022k'dan 2,29xl02Zfc’ya, içerilmiş olan matematiksel nicelikler için çeşitli kaba tahminler 
yaparak görebilir misiniz bakın. Dilerseniz ti! ~  ( j ı /e )n(2nn) ‘1/2 Stirling denklemidenklemini 
kullanın.



Isıl denge

e

Ş e k i l  2 7 .4  I s ı l  d e n g e y i  g ö s te r e n  
b e lir l i  E k u tu s u  n o r m a ld e  tü m  f a z  
ı ız a y ı P 'n in  h a c m in e  p r a t i k  o la ra k  
e ş i t  o la n  b i r  E h a c m in e  s a h ip t ir .  
B ö y le c e  d iğ e r  tü m  k u tu la r ın  b ir  
a r a d a k i h a c m in i  f a z la s ı y la  aşar.

M axw ell dağ ılım ı, henüz aç ık land ığ ı üzere, özdeş k lasik  c isim lerden  
yap ılm ış , h iç b ir  iç se rb e s tlik  derecesine  sah ip  o lm ayan  b ir  gaz la  ilg ilid ir, 
îş le r, çeşitli b o y u tta  ve (bileşen k ıs ım la rı a ra s ın d ak i sp in  ya da titre ş im le r  
gibi) fa rk lı iç se rb es tlik  d erecesine  sa h ip  pek çok tü rd e  b ileşen  söz konusu  
o lduğunda b e lirg in  b iç im de d ah a  k arış ık  h a le  geleb ilir. Is ıl dengedeki bu  
tü r  s is tem lerle  ilgili, k end isi u y arın c a  s is tem  en erjis in in  s is tem in  fark lı 
tü m  se rb e s tlik  dereceleri a ra s ın d a  (is ta tis tik se l b ir  yayılım la) e ş it b iç im de 
dağ ıld ığ ı enerji eşd a ğ ılım ı o la rak  b ilin en  genel b ir  ilke söz konu su d u r.

M axw ell dağ ılım ın ın  genellenm iş h a le  ge leb ilm esin in  b aşk a  b ir  yolu 
ta m  ıs ıl dengeden  uzak laşm ak  ve (ikinci y asa  uyarınca) dengeye y ak laşan  
b ir  gazın  n a s ıl h a rek e t edeceğini bek leyebild iğ im izi so rm ak tır. Böylesi ko
şu lla rd a  B o ltzm a n n  d e n k le m i  o la rak  b ilinen  b ir  denklem  evrim i aç ık la 
m a k ta  k u llan ılır , okur b u rad a , k lasik  m akroskop ik  c isim lerin , kend i d in a 
m ik leriy le  ilg ili b ireyse l o la rak  iz lenm esi gereken son  derece faz la  b ileşen  
p arçac ık  b u lu n d u ğ u n d a  n a s ıl d av ra n aca ğ ın a  ilişk in  k u ram sa l k av ray ış la  
h a tır ı  sa y ılır  ö lçüde ilişk ili devasa  b ir  konu b u lu n d u ğ u n u  a lg ılay acak tır. 
Bu konu is ta tis tik se l m e k a n ik  o la rak  an ılır.

Ş e k i l  2 7 .5  D e n g e d e k i b ir  
g a z la  i lg ili  M a x w e l l  h ız la r  
d a ğ ılım ı,  A  v e  p ,  p  g a z
s ıc a k l ığ ıy la  ilg ili ,  s a b i t le r ,  v
p a r ç a c ık  h ı z ı  o lm a k  ü zere , 
A e~fv2 b iç im in e  s a h ip tir .
E ğ r in in  n o k ta l ı  k ı s m ı  b u n u ,
i s ta t i s t iğ in  ta n ıd ık  G aus-  
s ia n  d a ğ ı l ım ı  "ç a n  e ğ r is i"  
b iç im in i  a ç ığ a  ç ık a ra r a k  
v 'n i n  n e g a t i f  k ıs ım la r ın a  
d o ğ r u  g e n iş le r .



27.5 İk inci yasanın tü retim i; yoksa değil mi?

Şim di ik inci y asan ın  a rd ın d a  ney in  b u lu n d u ğ u n u  an lam ay a  çalışalım . 
U ygun b iç im deki kalın  ta n e li b ir  T  faz uzay ındak i b ir  x  n o k ta s ın c a  g ö ste 
rilen  fiziki b ir  s is tem e sa h ip  o lduğum uzu  d ü şü n ü n . x 'in  ŞÎMDÎ V hac im li 
küçük  b ir  k a im  ta n e li V  k u tu su n d a  b aş lad ığ ın ı v a rsa y ın  (Şekil 27.6a). x 
n o k ta sı, ele a lınan  fiziki d u ru m a  uygun  d inam ik  denk lem ler u y arın ca  b ir  
b iç im de P  e tra fın d a  h a re k e t edecek tir. F ark lı k a lın  ta n e li k u tu la r ın  b o y u t
la rın d ak i d ev asa  uyuşm azlığ ı ak ıld a  tu ta ra k  ve k u tu  ko n u m larıy la  ilişk ili 
x 'in  d inam ik  harek etiy le  ilg ili o la rak  b e lirli h e rh an g i b ir  eğilim  u m u t e t
m eksiz in , ezici çoğun luk tak i d u ru m d a  x  g it g ide d ah a  büy ü k  hacm e sah ip  
k u tu la rd a  gezinecektir. D iğer b ir  deyişle , zam an  ile rled ikçe a s lın d a  s is te 
m in  en tro p is i g it g ide d ah a  d a  büyüyecek tir. x, b e lir li b ir  en tro p i ö lçüsüne 
sah ip  b ir  k u tu y a  g iden  yolu  b ir  kez b u ld u ğ u n d a , kend isin i, h is se d ilir  b ir  
zam an  za rfın d a , b e lirg in  b iç im de d a h a  küçük  b ir  en trop iye  sah ip  b ir  k u 
tu d a  b u la b ilm e si son  derece o lanak  d ışı h a le  gelir. B elirg in  b iç im de d ah a  
küçük  b ir  en trop iye u la şm a k  saçm a b iç im de d ah a  küçük  b ir  hac im  b u l
m ak an lam ın a  gelir ve o la s ılık la r  b u n a  son derece te rs t ir . H enüz ele alm ış 
o lduğum uz örneği ve B oltzm ann denklem indeki lo g a ritm a  ve B oltzm ann 
sa b itin in  küçük  b oyu tu  neden iy le  en tro p id ek i o ldukça m ü tevaz i b ir  azal-

Şekil 27.6 Eylem halindeki ikinci yasa. Fiziki b ir sistem in evrimi faz uzayındaki b ir eğri 
tara fın d an  gösterilir, (a) ŞİMDi anında sistem im izin oldukça küçük V hacim li b ir V  ku tu 
sundaki b ir x  noktasıyla gösterildiğini bilirsek gelecekteki olası davranışın ın  ne o la
cağını görmeye çalışırsak  kutu hacim lerindeki devasa uyuşm azlıklar nedeniyle, hareke
tindeki herhangi b ir büyük eğilim yokluğunda ikinci yasa uyarınca neredeyse kesin o la
rak git gide daha büyük ku tu lara  gireceği sonucuna ulaşırız, (b) Bu argüm anı, ilk olarak 
eğrinin V ye olan yolunu bulm asın ın  en olası biçim ini a rayarak g e ç m iş e  uyguladığımızı 
düşünün. Aynı argüm an bizi, ar'in V'ye giden yolu basitçe, geçmişe doğru ilerledikçe de
receli biçim de büyüyen ku tu lardan  bulm asın ın  en olası biçim  olduğuna ilişkin aynı 
açıkça saçm a sonuca, ikinci yasayla besbelli b ir çelişki içinde yöneltir görünüyor.



m aya eşlik  eden faz uzayı hacm indek i kesin lik le  m ü th iş  azalm ay ı d ü şü 
nün . Gaz Jl d ış ın a  g iden  yolu  b ir  kez b u ld u ğ u n d a , yen iden  ül'ye  g iden  yolu 
b u lm a sı an lam sız  b iç im de o lasılık  d ış ıd ır  (en az ın d an  "düpedüz saçm a b i
çim de uzun" o lm ayan  b ir  zam an  za rfı içinde).127-91

Bu arg ü m an  ik inci y a sa n ın  geçerli o lm asın ı beklem ekle ilg ili tem el se 
beb i içerir. A rgüm anın , x  n o k ta s ın ın  k as ıtlı b iç im de d ah a  küçük k u tu la r  
a ra m as ı e tk isine  sah ip  h e rh a n g i b ir  eğilim e gerek duym am am ız d ış ın d a , 
d inam iğ in  a y r ın tıla r ın a  pek de bağ lı gö rünm ed iğ in i belirte lim . İk inci y a 
say la  ilg ili h e r  şey gerçek ten  bu  m u? H er şey  o ldukça kolay  g ö rünm ek ted ir 
ve belk i de pek çok fiz ikçin in  ik inci y asay la  ilg ili tem elde kafa k a rış tır ıc ı 
h iç b ir  şey  o lm ad ığ ına ilişk in  bak ış ı kabu l e tm elerin in  ve ak la y a tk ın  h e r 
fiziki k u ram ın  b u n u  sağ lam ak  zo ru n d a  o lm asın ın  sebeb i böylesi b ir  a rg ü 
m an ın  b e lirg in  ev rensel doğasıd ır. B u rada seçk in  as tro fiz ik ç i Sir A rthu r 
E d d in g to n 'd an  h a rik a  b ir  a lın tı uygun  olur:

Biri size evrenle ilg ili evcil hayvan  k u ram ın ız ın  M axw ell denk lem leriy 
le uyum suz o lduğunu  b e lir tirse  b u  du ru m  M axw ell denk lem leri iç in  kötü  
haber. Gözlem le çe liş tiğ i gö rü lü rse , şey, bu  deneycilerin  bazen  b ecerik siz 
ce şe y le r  y ap tık la rı o luyor. F ak a t k u ram ın ız ın  te rm o d in am iğ in  ik inci y a 
sa s ın a  k a rşı o lduğu  o rtay a  ç ık a rsa  size h e rh an g i b ir  u m u t v a a t edem em ; 
en d erin  u ta n ç la  çökm ekten b aşk a  yapacağ ı b ir  şey  y o k tu r.7

B ununla b irlik te  k ısa  b ir  sü re liğ in e  d ü şünm e b ize henüz sund u ğ u m  a r 
g ü m an ın  sonucuy la  ilg ili tu h a f  b ir  şey o lduğunu  ya da belk i de bu  tem el 
değerlend irm elerin  önem li b iç im de eksik b ırak tığ ı b ir  şey  o lduğunu  söy 
ler. T em elde y a ta n  fiziğ in  zam an d a  s im e tr ik  o lduğu  kabu l ed ild iğ inde çı- 
k a rs a r  gö ründüğüm üz şey b ir  a s im e tr ik  zam an  y asas ıd ır . Bu n a s ıl gerçek
leşti?  Aynı a rgüm an ı g eçm iş  zam an  yönünde  uygu lam aya ça lışm ay ı d ü şü 
n eb ilir iz  (Şekil 27.6b). x  faz uzay ı nok tam ız ı d ah a  önce seçtiğ im iz ayn ı k ü 
çük k u tu y a  ŞİMDİ an ın d a  y e rle ş tir ip  ŞİM Dİ'ye ön gelen geçm iş yönlü  ev ri
m i inceled iğ im izde, x 'in  bu  k u tu y a  geçm işe doğru  g iderek  d ah a  faz la  ile r 
led ikçe g it g ide d ah a  büy ü k  h a le  gelen  k u tu la rd a n  g irm iş o lm asın ın  son 
derece o lası o lm ası so n u cu n u  çıkarırız . D iğer ta ra f ta n  b u  b ize geçm işte, 
bu  arg ü m an  tem elinde ik inci y a san ın  ta n ıd ık  v e rsiy o n u n u n  a s lın d a  gele
ceğe doğru  geçerli o lm ası gerek tiğ ine  ilişk in  bek len tile rim ize  k a rş ın , geç
m iş  yönde a r ta n  en trop iye  sa h ip  ik inci y a san ın  te rs in in  geçerli o lduğunu  
söyler. Bu vargı, geçm işte  ev ren im iz in  gerçek ten  d av ran d ığ ı b içim e ilişk in  
gözlem lerle  fena  şek ilde fa rk lılık  g ö ste rir. Bkz. Şekil 27.7.

®  [27.9) Bunun, hem tü m  gazın 3i'ye döndüğü hem de %99,9'unun döndüğü durum için ne ka- 
dar süreceğini tahmin etmeye çalışın. Gaz moleküllerinin ne hızla hareket ettiğini bilmeye 
gerçekten gerek duyuyor musunuz?



Y anlış g iden  ned ir?  B unu an lam ak  üzere bu  a rg ü m a n la rı, tüm üyle  32'de 
b u lu n a n  gaz la  ve x  Vs 'd e  b u lu n acak  şek ild e  (t0 an ında) baş lad ığ ım ız  y e r
de, kab ı iç indeki gaz ım ızın  d a v ra n ış la r ın a  uygu layalım . V ana aç ıld ık tan  
so n ra  gazın  a s lın d a  32'den tü m  kaba ta ş tığ ı, en tro p in in , x  k end in i h ız lıca 
d o sdoğ ru  £ bö lgesi iç inde b u ld u ğ u n d a  ısıl dengeyi g ö ste re rek  çok belirg in  
b iç im de yükse ld iğ i yerde gaza  ilişk in  doğru  gelecek d a v ra n ış ım  elde eder 
g ö rünü rüz . Peki ya geçm iş dav ran ış ı?  t0 a n ın d an  hem en  önce ne olduğu 
so ru su n u  so rm ak  zo runday ız . G azın 32'ye g iden  yo lu  gerçek ten  b u lm ası 
iç in  en o lası yol a s lın d a  h an g is id ir?  V ananın  t0'd a n  hem en önce açık o ld u 
ğ u n u  d ü şü n ü rsek  böylece elde eder gö ründüğüm üz "en o lası evrim ", gazın  
kap boyunca yay ılm aya b aş lay ıp  so n u ç ta  t0'd a n  b ir  zam an  d ah a  önce ısıl 
dengeye u la şm a s ı ve d ah a  so n ra  kend isin i, t0 an ın d a  tüm üy le  32 b ö lg es in 
de b u lu n a ca k  şek ilde kend iliğ inden  b iç im de g it g ide d ah a  çok y o ğ u n la ş tır 
m asıd ır.

Saçm a g ö rünse  de a s lın d a  bu, d ışa rıd a n  h erh an g i b ir  m ü d a h a le  o lm ak
sız ın , bu  b e lirli b iç im de so ru lm u ş so ruya  verilen  doğ ru  y a n ıttır . P ra tik te  
gazı h içb ir  zam an  tüm üy le  32'de bu lm ayız . A rgüm an b ize yaln ızca, rasge le  
b iç im de h a re k e t eden b ir  gazın , onu k e n d iliğ in d e n  tüm üy le  32'de bu lacak  
o lsaydık , ki h iç b ir  zam an  bulm ayız , n a s ıl d av ran m ak  zo ru n d a  o lduğunu  
söyler. B urada h iç b ir  p a ra d o k s  bu lunm az. D iğer ta ra f ta n  bu , oku run  ele 
a lm as ın ı is ted iğ im , p ra tik te  gazın  tüm üy le  32'de o lm ası g ib i b ir  d u ru m u n  
n a s ıl o rtay a  çıkab ild iğ iy le  ilg ili so ru n d a n  kaçar. B unun (Vs  bö lgesine i l i ş 
kin, gazm  b in d e  b ir in in  32 d ış ın d a  o lm asına  iz in  veren  r a h a t  ta n ım ı b e 
nim sediğim iz) gerçek evren im izde m eydana  gelm esinde b ir  so ru n  yoktur. 
Deney y ap an  b ir in in  b a ş la n g ıç ta  k ab ın  tü m ü n e  gerekli o lan  gaz m ik ta r ı
n ın  on k a tın ı pom palay ıp  vanay ı k ap ad ığ ın ı ve son  o la rak  k ab ın  an a  k ıs 
m ın a  gazm  tü m  % 90'ın ı p ra tik  o la rak  b o şa ltm a k  üzere  b ir  vakum  pom pası 
u ygu lad ığ ın ı d ü şü n eb ilir iz . Tüm  b u  işlem  boyunca ik ici y a sa  uyarınca

Ş e k i l  2 7 .7  Ş ek il 2 7 .6 'm n  
v a rg ıla r ın ın , S  e n tr o p is irü n  t  
z a m a n ı k a r ş ıs ın d a k i b i r  g r a f i
ğ iy le  i fa d e  e d i lm iş  h a li. G erek 
ç e le n d ir m e  b i z i  d o ğ r u  b iç im d e  
ŞİM Dİ, g e le c e ğ im iz e  y ö n e lik  
d a v r a n ış la  i lg i l i  b ir  ik in c i y a s a  
b e k le m e y e  y ö n e l t ir  f a k a t  b u b i -  
z e ,  g e rç e k  d e n e y im le  to p ta n  ç e 
l iş k i l i  o la ra k , ik in c i y a sa n ın  
te r s in in  g e ç m iş te  g e ç e r li  o ld u 
ğ u n a  i l iş k in  s a ç m a  g ö r ü n ü m lü  
y a n ı t ı  v er ir .



en tro p i h e r  zam an  y ü k se lm iştir . E lb e tte  b u n u  faz uzay ı b iç im inde  t a r t ı ş 
m ak üzere, deney y ap a n  k iş in in  de b ir le ş tir ild iğ i, o lasılık la  ev ren in  büyük  
b ir  k ısm ı boyunca, belk i de güneşe  ya d a  d ah a  ö tesine  k a d a r  genişleyen  
d ah a  büyük  b ir  faz u zay ın a  gerek duyarız . D eneycinin v ü cu d u n d a , yem ek 
yem e ve nefes alm a yo luy la  ed in ilen  en tro p i son  derece küçük  tu tu lu r . B a
s it  o lm ası iç in  p om pan ın  elle ça lış tığ ın ı v arsay alım , aksi h a ld e  (şu anki 
am aç la rım ız la  ilg isiz  k o n u la r  o rtay a  ç ıkaracak  olan) y ak ıt kaynağ ındak i 
d ü şü k  en tro p in in  kökeniyle ilg ili kayg ılanm am ız gerek ird i. D eneycinin d ü 
şük  e n tro p is in in  b ir  k ısm ı, iç indeki gaz la  b ir lik te  k ab a  a k ta r ıl ır  ve gazı 
R 'ye getirm ek  üzere işe  koşu lu r. D eneycinin y iyecekleri ve h av ad ak i düşü k  
en tro p i sonuç o la rak  g ü n eş ten  gelir. G üneşin  b u  b e lirli ro lü n e  k ısa  sü re  
iç inde döneceğim .

Böylece, k ap tak i tü m  gaz ın  fiilen  31 bö lgesinde o lduğu  gerek li du rum u , 
fizik i o la rak  uygun  "en trop i zam an la  a r ta r"  b iç im ine sa h ip  ik inci yasay ı 
ç iğnem eksiz in  elde edebild ik . G eçm işe yönelik  d a v ra n ış la  ilg ili zam an  te rs  
çevrilm iş b ir  ik inci y asay la  b e lirg in  varg ıya ilişk in  güçlüğüm üze ne oldu? 
Ç özüm lendi mi? K esinlikle hayır! D eneycinin vücudu , güneş ve g en iş le til
m iş faz uzayım ızca ta n ım la n a n  h e r  şey  g ibi, gerçek ik inci y asa  u y arın ca  
d av ran m ak  zo ru n d a d ır  (ve a s lın d a  öyle davran ır). B unun la  b ir lik te  faz 
uzay ı a rgüm an ım ız ı a r tık  bu  gen iş le tilm iş  faz u zay ın a  u y g u la rsa k  b u  d u 
ru m d a  hâ lâ , en tro p in in  tü m  sis tem im iz i inceled iğ im iz h e rh a n g i b ir  z a 
m an d an  önceki geçm işe doğru  a r tm a  zo ru n lu lu ğ u n a  ilişk in  fizik i sa çm a lı
ğı elde ed e r görünürüz .

27.6 Tüm  evren  "ya lıtık  b ir s istem " m idir?

Bazı k u ram c ıla r  "yalıtık" ve "açık" s is tem le r  a ra s ın a , y a lıtık  b ir  s is te m 
de en tro p i (dengeye u la ş ıla n a  dek) yükse lirken  d ış d ü n y ad an  zam an  z a 
m an, b ir  deneyci ta ra fın d a n  m ü d a h a le  ed ilm esi ya da g ü n eş ten  gelen  d ü 
şük  b ir  en tro p i g ird is i gibi, en tro p iy i düşü rm eye h izm et edecek b ir  g ird i 
o lasılığ ın ın  h e r  zam an  v a r  o ld u ğ u n u  id d ia  ederek  b ir  ayrım  koym aya ça lı
ş ır la r. tk inc i y asad a k i zam an  a s im e tris in e  ilişk in  b u  çizg iler boyunca g ir i
ş ilen  h erh an g i b ir  aç ık lam a b a n a  yaln ızca  geçici b ir  konum a sa h ip  o la b ilir  
g ibi g ö rü n ü y o r çünkü  bu  d ış e tk ile r kend i to p la m la rıy la  s is tem e  ek leneb i
lir. Bu, ele a lın an  "sistem "in  gerçek ten  b ir  b ü tü n  o la rak  evren  o lm ak zo
ru n d a  o lduğu  an lam ın a  gelir. Bazen in sa n la r  b u n a  k a rş ı ç ıkar fak a t böy le
si b ir  k a rş ı çık ış iç in  h e rh a n g i b ir  h ak lı neden  görm üyorum . E vren as lın d a  
u zam sa l o la rak  sonsuz  da o la b ilir  fa k a t bu  onun  b ir  b ü tü n  o la rak  ele a l ın 
m ası önünde b ir  engel d eğ ild ir  (bkz. 16. bölüm ). Ne o lu rsa  o lsun , evren



u za m sa l o la ra k  son lu  o la b ilir  (b irazdan  geleceğim iz b e lirg in  b ir  olasılık) 
ve ik inc i y a sa  iç in  geçerliliğ i ev ren in  uzam sa l o la rak  gerçek ten  sonsuz  o l
m a s ın a  b ağ lı o lan  b ir  a rg ü m an a  d ay an m ası tu h a f  gö rü n ü r. D aha son ra  
göreceğim iz üzere so n su z /so n lu  ay rım ı ik inci y a san ın  kaynağ ı so ru su y la  
y a ln ızca  çok h a f if  b iç im de ilişk ilid ir. E n tro p i ta r t ışm a s ı a s lın d a , (hacmi 
sonsuz  o labilen) b ir  Pu faz u zay ın ın  o lası ev ren lerin  geniş b ir  top lam ın ı, 
tü m  ev rim lerin i (uygun) k lasik  d inam iğ in  d inam ik  denklem leri uy arın ca  
b ir le ş tire re k  aç ık lad ığ ı U  to p lam  evren ine uygu lanab ilir.

B unun la  b irlik te  yüzleşilm esi gereken b az ı uygunsuz k o n u la r  m ev cu t
tu r . E vren i b ir  b ü tü n  o la rak  ele a lm ak  üzere, genel göreliliğ i devreye sok
m a d an  uygun  b iç im de y ap ılam ay a n  şeyi yap ıp  kozm oloji d iy a rın a  g irm e
m iz gerekir. Genel gö reliliğ in  genel kovaryans (§19.6) ilkesiy le tüm üyle 
uyum  iç inde o lan  b ir  ta r t ışm a y a  sa h ip  olm ak üzere, iç inde evren in  k en d i
s ine  göre "evrim leşm e"sin in  gerek tiğ i özel h e rh an g i b ir  zam an  koo rd ina tı 
seçim i b u lu n m a y an  b ir  ta n ım ı işe  koşm ak gerekir. Geçici b iç im de evrim le
şen  b ir  tab lo , k en d isin i b ir  P  faz u zay ın d a  h arek e t eden b ir  x n o k ta s ı o la 
rak  göste rd iğ im izde fiziki b ir  s is tem i değerlend irm em izin  açık  b iç im li b ir  
yo ludu r. x 'e  a it h e r  konum  sis tem in  b ir  zam andak i u zam sa l b ir  aç ık lam a
sın ı (m om entum  dahil) g ö ste rir. Yine de d ah a  görelilikçi b ir  bak ış b en im 
sem ek b u  aç ık lam ayı gereksiz b iç im de k a r ış t ır ır  ve b u ra d a  v u rgu lam ak  is 
ted iğ im  n o k ta la rla  ilg ili o la rak  k a tı b ir  görelilikçi b ak ış  aç ısı b en im sem e
n in  y a rd ım cı o lacağ ın ı d ü şünm üyorum . A slında, k ısa  sü re  iç inde göreceği
m iz üzere, s ta n d a r t  kozm olojik m odelle r doğal b iç im de ta n ım la n m ış  b ir  
zam an  k o o rd in a tın a  s a h ip tir  ve bu , tü m  evren  ken d is in e  göre ev rim leşir 
b iç im de aç ık lanab ilecek  b ir  t  "zam an p a ra m e tre s in e  iyi b ir  yak laşık lık  
ta h m in i verir. P ^ 'n u n  h e r  n o k ta s ı yaln ızca  t  an ın d ak i ev ren in  m adde b ile 
ş im in i değil fak a t ayn ı za m a n d a  sü rek li a la n la rın  dağ ılım ın ı (ve m om en
tum ) d a  aç ık la r b iç im de kabu l ed ilecek tir. K ütleçekim  a lan ı böy lesi b ir  
a lan d ır , böylece ev ren in  u za m sa l g eo m e tr is i de (kütleçekim  a lan ın a  il iş 
k in  uygun  b aş lan g ıç  b ilg is iy le  v erilm iş  ken d is in e  a it değ işim  o ran ıy la  b ir 
likte)8 Pu  iç indek i x 'in  k o n u m u n d a  ş ifre lenecek tir.

A slında Pu  sonsuz  b o y u tlu  o la ca k tır  fak a t b u  Tl evren i u zam sa l o la rak  
so n su z  o lsa  da o lm asa  d a  o rtay a  ç ık ar ve bu, ö rneğ in  elek trom anyetik  
a lan  g ib i d iğer tüm  a la n la rd a  o rtay a  çıkan  b ir  özellik tir. Bu, gerekli h e r  V 
faz uzay ı bö lgesi so n su z  hacm e sa h ip  o lacağ ından  en tro p i tan ım ıy la  ilgili 
tekn ik  b az ı so ru n la ra  ned en  o lur. Bu so ru n la , enerji ve u zam la  ilg ili b o 
y u tta  uygun  b iç im de s ın ırla n m ış  s is tem lerle  ilg ili faz uzay ı h ac im leri için 
elde ed ilm esi gereken son lu  b ir  y a n ıt su n a n  k u an tu m  (alan) k u ram ın d an



a lm an  ödünç f ik ir le r  yo luy la ilg ilenm ek o lağand ır. B unun a y r ın tıla r ı b i
zim  iç in  önem li değ ild ir. K ütleçekim  d u ru m u n d a , k u an tu m  kütleçek im e 
ilişk in  ta tm in  edici b ir  k u ram  eksik liğ i nedeniy le , bu  k o n u la rla  ta m  o larak  
ta tm in  edici b ir  b iç im de ilg ilenm enin  h erh an g i b ir  yolu  o lm am asına  ra ğ 
m en b u n la rı, ik inci y asa  ta ra fın d a n  o rtay a  konan  genel ta r t ışm a la r ı  e tk i
lem eyen tekn ik  özellik ler o la rak  değerlendireceğ im .

Bu n o k ta d a  kozm olojik b ir  düzende ik inci y asay la  ilg ili sıkça b ü yük  b ir  
k afa  k a rış ık lığ ın a  sebep o lan  b ir  yan lış  an lam ay ı belirtm eliy im . îk in c i y a 
sad ak i en tro p i a r tış ın ın  b ir  b iç im de yaln ızca  ev ren in  gen işlem esin in  zo
ru n lu  b ir  sonucu  o lduğuna ilişk in  genel b ir  b ak ış  m evcu ttu r. (Bu g en iş le 
m eye §27.11'd e  geleceğiz.) Bu fik ir, küçük  o lduğunda  ev ren in  k u lla n ım ın 
d a  k a rş ıla ş t ırm a lı b iç im de, o lası en tro p i değerlerine  b ir  tü r  a lçak  "tavan" 
sağ lay an  az se rb e s tlik  derecesi b u lu n u p  evren  büyüdükçe d ah a  yüksek  b ir  
"tavan" sağ lay ıp  d ah a  yüksek en tro p ile re  izin  veren  d ah a  faz la  k u lla n ıla 
b ilir  se rb e s tlik  derecesi b u lu n m asıy la  ilg ili b ir  y an lış  an lam a d an  k ay n ak 
la n ır  gö rünü r. E vren genişled ikçe b u  iz in  v erileb ilir  m aksim um  a r ta r ,  böy 
lece ev ren in  gerçek e n tro p is i de a r ta r.

Bu bak ış aç ıs ın ın  doğru  o lam ayacağ ın ı gö rm en in  pek çok yolu  m ev cu t
tu r. O örneğin , çöken b ir  faz ın  b u lu n d u ğ u  o evren  m odelle rinde en tro p in in  
ik inci y asay ı çiğneyerek düşm eye b aş lay acağ ın ı a n la tır . B azıları b u n d an  
h o şn u t o lu r9 fak a t bu  bak ış açısı, özellik le k ara  delik le rin  v arlığ ın d a  tem el 
güçlük lerle  k a rş ıla ş ır .10

K ara delik le ri k ısa  sü re  iç inde ele alacağ ız  (§27.8) fa k a t ü s tte  ad ı geçen, 
ev ren in  b o y u tu n a  bağ lı o la rak  en tro p i değerleriy le  ilg ili b ir  "tavan" ta lep  
eden, bak ış aç ıs ın ın  n iç in  y an lış  k av ran d ığ ın ı görm ek üzere o n la rı b ilm e
ye gerçek ten  gerek duym ayız. Bu, en tro p i a r tış ıy la  ilg ili doğru aç ık lam a 
o lam az çünkü  evrene uygun o lan  se rb e s tlk  derecesi Pu  faz uzay ı ta ra f ın 
d an  ta n ım la n ır . Genel görelilik  d inam iğ i (evrenin b o y u tu n u  ta n ım la y an  
se rb e s tlik  dereces in i içeren), faz uzay ındak i x  nok tam ız ın  h are k e ti t a 
ra f ın d a n  tıp k ı içerilim iş tü m  d iğer fizik i iş lem ler k a d a r  aç ık lan ır. Bu ?n 
faz uzay ı yaln ızca  "o rada"d ır ve o, zam an  3 ^ 'n u n  p a rç a s ı o lm am ak üzere, 
h iç b ir  an lam d a  "zam anla büyüm ez". O tü r  b ir  "tavan" yok tu r çünkü  ele 
a lın an  ev ren in  (ya da ev ren ler a ilesin in) d inam ik  o la rak  u laşab ileceğ i tüm  
d u ru m la r  'd a  göste rilm ek  zo ru n d ad ır. V erili küçük  b ir  kalın  ta n e li k u 
tu d a n  büyük  b ir in e  u laşm ak  x  iç in  b iraz  zam an  a la b il ir  fak a t "en trop i t a 
vanı" kavram ı u y gunsuzdur. (Ayrıca bkz. §2713.)

9 Bkz. Gold, 1962; bu fikirlerin bir miktar hayali bir sonuca kavuşturulmuş hali için bkz. Tip
ler, 1997.

10 Bkz. Penrose, 1979a.



İk inci y asay ı gösterm ek  üzere  ü s tte  verilm iş o lan  a rg ü m a n a  geri döne
lim . T üm  evrene uygun  Tu  faz uzay ın ı ku llanacağ ız , böylece ev ren in  b ir  
b ü tü n  o la rak  evrim i, 3 \j 'd ak i b ir  f  eğ ris i boyunca h arek e t eden  x  n o k ta sı 
ta ra f ın d a n  aç ık lan ır, f  eğ ris i t  zam an  k o o rd in a tı ta ra f ın d a n  p a ra m e tr iz e  
e d ilir  ve ik inci y a sa d a n  t  a r tt ık ç a  f 'n in  g it gide çok d ah a  büy ü k  kaim  t a 
neli k u tu y a  g irm esin i bek leyebiliriz . J V y a  "m akul" b ir  kalın  tane lem en in  
uyg u lan m ış o lduğunu  v a rsa y a rız  fa k a t x 'in  k a rş ıla ş tığ ı en tro p ile rle  ilg ili 
son lu  değerle r elde etm ek is te rse k  b u  k u tu la r ın  h ac im le rin in  son lu  o lm a
s ın ı is te riz . F izik i o la rak  uygun  b ir  k a lın  tanelem eyle ilg ili o la ra k  b u n u n  
gerçek leşm esi iç in  evren, k en d isin e  uygun  enerji ü ze rindek i son lu  b ir  s ı 
n ır la  b ir lik te  son lu  o la rak  k ab u l edilm ek zo ru n d ad ır. A slında, k ısa  sü re  
iç inde göreceğim iz üzere s ta n d a r t  üç kozm olojik m odelden  b ir i bu  d o ğ a
d ad ır, böylece a rg ü m an ın  b u  tü r  b ir  d u ru m d a  u y gu land ığ ın ı h ay a l edeb i
liriz . E lbe tte , h e rh an g i b ir  zam an d a , en tro p iy le  ilg ili gerçek b ir  sonsuz  s a 
y ısa l değeri önem sem ezsek  b u n u n la  ilg ili b e lirli b ir  gerek lilik  söz konusu  
olm az. (Bazı k u tu la r ın  d iğ e rle rin e  o ra n la  "son derece büyük" o lm ala rıy la  
ilg ili m a tem atik se l kavram ı, k en d ile rin d en  b az ıla rım n m  gerçek  hac im leri 
ve böylece en tro p ile r i sonsuz  o lsa  bile , h â lâ  o lu ştu rab iliriz .)

27.7 Büyük Patlamanın rolü

K afam ızda, Tu  faz uzay ın a  y e rle ş tir ilm esi gereken, o lası b ir  evren  geç
m iş in i g ö s te ren  p ara m e tr iz e  ed ilm iş f  eğrim izi n a s ıl can land ırm alıy ız?  (  
b a s i t  o la rak  rasg e le  b iç im de 3 ^ 'n u n  iç ine a tıla ca k  o lsayd ı, on u n  çok b ü 
yük  o la sılık la  tüm üy le  (ya d a  neredeyse  tüm üyle) en  devasa  £ ıs ıl denge 
k u tu su n d a  b u lu n m a sın ı bek lerd ik  ve u zun luğu  boyunca sü rek li b iç im de 
fa rk  ed ileb ilir  h iç b ir  "en trop i a r tış ı"  ö lçüsü  söz k o nusu  olm azdı; bkz. Şekil 
27.8a. Böylesi b ir  du rum , k en d isin i gerçekten  b ild iğ im iz  haldek i, ik inci 
y a sa n ın  h ü küm  sü rd ü ğ ü  evren le ta m  an lam ıy la  uyuşm azlık  iç inded ir. 
ŞİM D l'yi g ö s te ren  b e lir li b ir  t„(> 0) zam anı iç in  f  ü zerindek i x  n o k ta sın ın , 
özel o la rak  büy ü k  o lm ayan  (şu an  gözlem lediğim iz b ir  en tro p i değerine 
ilişk in  ev ren i tem sil eden) m aku l b o y u tlu  b ir  V  bö lgesine  s ın ırla n d ığ ı f a 
k a t ak s i h a ld e  f  eğ ris in in  rasg e le  seçild iğ i, Şekil 27.8b, c 'de  b e lir tile n  d u 
ru m  iç in  de ayn ı şey söz k o n u su d u r. Bu, e n tro p is i ŞİM Dİ'den so n rak i gele
cek te ve ay rıca , ik inci y asay ı çiğneyerek, ŞİM D İ'den geçm işe doğru  da a r 
ta n  b ir  ev rene k a rş ılık  gelir. G erçekte bu lduğum uz, f 'n in  b ir  ucu n u n , geç
m iş ucu  ( t =  0) 3 ^ 'd a k i son  derece küçük  (böylece son  derece küçük  b ir  
en tro p iy e  sahip) b ir  S  bö lgesinde o lduğu  fa k a t o rad a n  itib a re n  (dinam ik 
y a s a la r ı  izleyerek) o lacağ ı üzere, e tra f ta  ç ırp ın arak , t  a r tt ık ç a  g it g ide çok



Ş ekil 27.8 O lası evren  d u ru m la rın a  (diyelim  ki s a b it  to p lam  k ü tle li ya  da  k o ru n a n  h e r 
h an g i b aşk a  b ir  nicelikteki) ilişk in  T u  faz  u zay ın d a  p a ra m e triz e  ed ilm iş b ir  f  eğ ris i t a 
ra fın d a n  ta n ım la n a n  o las ı fa rk lı ev ren  ev rim leri, (a) f  eğ ris i ra sg e le  b iç im d e  T u  iç ine  
a tı l ı rs a  nered ey se  h a y a tın ın  tü m ü n ü  £ 'd e  g e ç ir ir  ve evren  önem siz  d a lg a la n m a la r  
d ış ın d a  "ısıl denge"den zo rlu k la  fa rk lılık  g ö s te rir  (ve k a p a lıy sa  Ş ek il 27 .20d 'ye benzer), 
(b) V 'n in  n o k ta la r ın ı şu  an  iç in d e  y a şad ığ ım ız  evren i g ö s te rir  b iç im de k a b u l ederek  e ğ r i
n in  yaln ızca , (gölgeli göste rilen) çok küçü k  b ir  V k u tu su  iç inde  Ş İM D İ'den b a ş la d ığ ın ı, 
aksi h a ld e  f 'n in  rasg e le  a tıla c a ğ ın ı b e lir ttiy se k , ik inci y a sa n ın  a r ta n  e n tro p is iy le  b ir lik te  
görm eye devam  ettiğ im iz  şeyle u y u m lu  b ir  gelecek evrim i b u lu ru z , (c) T üm  eğ rin in  V 'den 
y a ln ızca  b e lir li b ir  >  0 zam a n ın d a  (ŞİMDİ) geçm ekle s ın ır la n d ığ ı d u ru m a  ayn ı ele a lış ı  
u y g u la rsak  b u  d u ru m d a  evren le  ilg ili m ak u l b ir  gelecek b u lu ru z  fa k a t Ş ekil 27 .6b 'dek i 
g ib i g eçm iştek i ik inci y a sa n ın  aç ık  b ir  ih la lin i g ö rü rüz , (d) Bu, f 'n in  b a ş la n g ıç  u cu n u n  
(t =  0), evren in , g ö rü n ü şe  b a k ılırs a  gerçek  ev ren im izde  m ey d an a  gelm iş o lan  o la ğ a n ü s tü  
özel Büyük P a tla m a 'y la  b a ş la d ığ ı saçm a b iç im d e  küçük  ® b ö lg es in d e  b u lu n d u ğ u n u  b e lir 
tirse k  d ü ze ltilm iş olur.

d ah a  büyük  boyu tlu  hac im ler b u ld u ğ u  ve ŞÎMDÎ'yi tem sil eden  be lirli t  d e 
ğerim iz t„ iç in  x 'i h â lâ  gözlem lediğim iz evrene k arşılık  gelen görece küçük
V hacm inde bu lduğum uz ta n ıd ık  ik inci y asay a  sah ip  b ir  evren le ilg ili o la 
rak  Şekil 27.8b, d 'd e  göste rilm iş o lana benzer b ir  şeydir. İk inci y asan ın  ile 
ri sü rd ü ğ ü  şey  b a s it  o la rak  b u d u r  ve (c) ve (b) yerine  (d) ve (b) elde ederiz.

Ü stte  söy lenm iş o la n la rı b a şk a  b ir  b iç im de ifade etm eye çalışay ım . 
Şeylere "ŞlMDÎ" o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  b e lirli b ir  t0(>  0) av a n ta jlı n o k ta 
s ın d an , x '\  m aku l b o y u tlu  b ir  V  bö lgesinde t0 zam an ın d a  b u la ra k  b a k tığ ı
m ızı düşünelim . Böylece f 'n in  t 'ye ilişk in  büyük  değerlerle  ilg ili o la rak  ge
zind iğ i yerle re  b ak a rak  a s lın d a  onun  t a r tt ık ç a  g it gide d a h a  büy ü k  b o y u t
lu  k u tu la ra  g ird iğ in i gö rü rüz . Bu, ik inci y asay la  ve x 'in  k u tu  k o n u m la rın a  
ilişk in  o la rak  "belirli h iç b ir  eğilim " gösterm em esiy le  ilg ili ü s tte k i v a r s a 
y ım la uyum ludur. B unun la  b ir lik te  V 'deki x 'le , t 'd e n  "başlayarak" te rs  
çevrilm iş zam an  p ersp e k tifin d en  b ak ılın ca  x  n o k ta sı, S  o la rak  iş a re tle d i
ğim  saçm a b iç im de küçük  faz uzay ı bö lgesine  doğ ru  am açlı b iç im de z a 
m a n d a  geriye y ö n le n d irilir  iz len im i verir.



Bu te rs  çevrilm iş zam an  yönüyle ilg ili o larak , zam an  geçm işe doğru  
ile rled ikçe g ittikçe  o la ğ an ü s tü  b ir  dereceye k a d a r  küçük  h a le  gelen  k u tu 
la r  a ra y a n  x 'in  d a v ra n ış ı a s lın d a  in an ılm az  b iç im de "yön lend irilm iş" gö
rü n ü r. B unu, y a ln ızca  şey tan lık  için , g ittikçe  d ah a  küçük  k u tu la r  iç in  in a t
çı b ir  "kasıtlı" a ray ış  o la rak  m ı an lam alıy ız? H ayır, B yaln ızca , b a s it  o la 
rak  a r t  a rd a  d ah a  küçük  h a le  gelen  k u tu la r  ta ra f ın d a n  s a r ıl ır  (bkz. Şekil 
27.8), böylece t  O'a g iderken  f 'n in  B 'ye u la şm a s ı gerek irse  y a ln ızca  b u  b i
çim de g ittikçe  küçü len  k u tu la r la  k a rş ıla şm ak  zo ru n d a d ır . Bilm ece b a s it  
o la rak  f 'n in  b ir  u cu n u n  B 'de b u lu n m a zo ru n lu lu ğ u n a  ilişk in  gerçekte y a 
ta r! İk in c i y asa s ın ın  kay n ağ ın ı kav ram ak  is ted iğ im izd e  an lam ak  zo ru n d a  
o lduğum uz şey b u d u r. B bö lgesi ev ren in  Büyük P a tla m a  kökenin i tem sil 
eder. B irazdan  b u  b ö lgen in  gerçek te ne k a d a r  saçm a b iç im de küçük o ld u 
ğunu  göreceğiz!

B urada neyle ilg ilen ild iğ in i an lam ak  zorunday ız. B h an g i b e lir li b iç im 
de özeldir? Bu özgüllüğe sa y ısa l b ir  ölçü a ta y a b ilir  m iyiz? Büyük P a tla m a 
ya ne o lu rsa  o lsun  in a n m an ın  gözlem e d ay a lı ned en le ri nelerd ir?

E vren in  p a tlam a lı kökenine in an m ay a ilişk in  n ed en le r ilk  o larak , E in s
te in  denklem iyle ilg ili, 1922'de A lexander F ried m an n  ta ra f ın d a n  kozm olo
jik  b ağ lam d a g erçek le ştir ilen  k u ram sa l b ir  ça lışm ay la  geld i (a ltta  §27.11'e 
bakın). D aha so n ra  1929 'da E dw in  H ubble, u zak  g a lak s ile rin  as lın d a  b iz 
den, evrendeki m ad d en in  k en d iliğ inden  b ir  p a tla m a n ın  sonucu  o lduğunu  
im a eder gö rünen  b ir  b iç im de u z a k la ş tık la r ın a 11 ilişk in  d ikka t çekici keşfi 
gerçek leştird i. M odern  h esap la m ay a  göre, a r tık  Büyük P a tla m a  denen, 
p a tla m a  yak laşık  l ,4 x l0 10 y ıl önce gerçek leşti. H u b b le 'ın  v a rg ıla rı, an i 
o la rak  u za k la şan  c is im lerd en  gelen  ışığ ın , D oppler e tk is i127101 nedeniy le 
(spek tra l çizg ilerin  "sp ek tru m u n  k ırm ız ı ucu"na, d iğer b ir  dey işle  d ah a  
u zun  d a lga  b o y la rın a  doğ ru  y er değ iş tireceğ i şekilde) k ırm ız ıy a  k a y m a sı  
gerçeğ ine dayan ıyo rdu . G alaksi ne k a d a r  uzak  gö rü n ü y o rsa , "patlam a" 
ta b lo su y la  uyum lu  b iç im de b ize o lan  uzak lık la  o ran tılı b ir  geri çekilm e h ı
zı b e lir te rek , bu  k ırm ız ıya  kay m an ın  s is tem a tik  b iç im de o k a d a r  büyük  o l
d u ğunu  bu ldu .

B unun la  b irlik te  Büyük P a tla m a y la  ilg ili gözlem e d ay a lı en e tk ili do
laysız  des tek  yak laşık  2,7K (diğer b ird ey iş le  m u tlak  s ıf ır ın  2,7°C ü s tü )12 s ı

11 H ubble'dan birkaç yıl önce 1917'de Amerikalı astronom  Vesto Slipher evrenin genişlediğine 
ilişkin bazı belirtiler bu lm uştu  bile. Bkz. Slipher, 1917. Bu gözlemleri nedeniyle oldukça az 
b ir saygınlık edindiyse de Pluto 'yu keşfetm iş olma ayrıcalığı da kendisine aittir.
[27.10] v hızıyla uzaklaşan  b ir  kaynakla ilgili özel görelilikçi Doppler frekans kaym asını (a) 
ışığın dalga tablosunu kullanarak, (b) 4-vektörlere ilişkin skaler çarpım ları ve E = hv ifade
sin i kullanarak  türetin .

12 Bu ışınım  kuram sal olarak ilk kez 1946'da Georg Gamovv tara fın d an  Büyük Patlam a tem elin



cak lığ ına  sa h ip  ışın ım  geçiren  u zay ın  ev rensel varlığ ıd ır . Böylesi ş id d e tli 
b ir  o lay la  ilg ili o la rak  bu, o lağ an d ış ı b iç im de düşü k  b ir  s ıcak lık  g ibi gö
rü n se  de, b u  ış ın ım ın  Büyük P a tla m a n ın  ken d isin e  a it, ev ren in  devasa  
p a tla m a s ı neden iy le  son  derece se y re ltilip  ("kırm ızıya kaym ış") so ğ u tu l
m uş b ir  "parlam a" o lduğuna in an ılır . 2,7K ış ın ım  m o d e m  kozm olojide son  
derece önem li b ir  ro l oynar. G enellikle "(kozmik) m ik roda lga  a rd a lan "  ya 
da  bazen  "a rd a la n  k a ra  cisim " ış ın ım ı ya da "kozm ik kalın tı"  ış ın ım ı o la 
rak  a d lan d ır ılır . E rken ev ren in  k e n d is in in  Büyük P a tla m a d an  hem en so n 
rak i a ş ırı derecede düzen liliğ in i ve §27.11'de  ele a lacağ ım ız kozm olojik 
m odelle rle  o ldukça iyi aç ık lan d ığ ın ı b e l ir t ir  b iç im de son  derece d ü zen lid ir  
(10s 'te  b ir  b en zeri b ir  şey).

Şim di, S 'n in  böy lesi küçük b ir  hacm e sah ip  o lm asın ı s ın ırla y an  Büyük 
P a tla m a y la  ilg ili a ş ır ı derecedeki d ü şü k  en tro p i k ıs ılam as ın ın  d o ğ as ıy la  
ilg ili b az ı fizik i k av ra y ış la r  ed inm eye ça lışa lım .13 Büyük P a tlam ay la  ilg ili 
o lağ an d ış ı b iç im de özel o lan  şey in  gerçekte, az önce değ in ild iğ i üzere 
o n u n  m ükem m el düzen liliğ i o lduğunu  bu lacağ ız . B unun n iç in  çok düşü k  
en tro p iy e  k a rş ılık  geld iğ in i ve onun  bize, b iz im  iç in  d ü n y ad a  önem li o lan  
b ild iğ im iz  ta n ıd ık  b iç im de b ir  ik inci y asay ı n a s ıl sağ lad ığ ın ı an lam aya 
ça lışm ak  zorunday ız.

Ö ncelikle y ine b ir  d ü şü k  enerji kaynağ ı o la rak  g üneşin  ro lü n ü  ele alın . 
Y aşam ım ızın  b ağ lı o lduğu  şey in  g ü n eşin  sağ lad ığ ı enerji o ld u ğ u n a  ilişk in  
genel b ir  y an lış  an lay ış m evcu ttu r. Bu y an ıltıc ıd ır . O enerjin in  b iz im  k u l
lan ım ım ızd a  o lm ası iç in , onun  d ü şü k  en tro p ili b ir  b iç im de o lm ası sa ğ lan 
m ak zo ru n d ad ır. Tüm  gökyüzü örneğ in , g ü n eş ten  ya d a  b a şk a  b ir  şeyden 
k ay n ak lan an , düzen li b ir  sıcak lık la  düzen li b iç im de a y d ın la tılsa y d ı bu  
d u ru m d a  b u  enerjiy i k u lla n m a n ın  (bunun la  b a şa  çıkm ak üzere  evrim leş- 
m iş ne tü rd e  b ir  y a ra tık  d ü şü n e b ilirse k  düşünelim ) h iç b ir  yolu  olm azdı. 
Is ıl dengede o lan  b ir  enerji su n u m u  y a ra rs ız d ır . B unun la b irlik te  güneş 
d iğer tü r lü  b ir  so ğ u k  a rd a la n d a k ı b ir  k ızg ın  n o k ta  o lduğu  iç in  şanslıy ız . 
Gün b o yunca  enerji g ü n eş ten  d ü n y ay a  u la ş ır  fa k a t gün  ve gece e sn a s ın d a  
tü m ü  y ine geri, uzaya  g ider. N et enerji dengesi b a s i t  o la rak  (ortalam ada) 
ald ığ ım ız tü m  enerjiy i geri gönderm em iz şek lin d ed ir.14

de ve daha açık olarak 1948'de Alpher, Bethe ve Gamovv tarafından  ve yine bağım sız biçim 
de 1964'te Robert Dicke tarafından  öngörüldü. Gözleme dayalı olarak, tesadüfen, Amo Pen- 
zias ve Robert W ilson tarafından  1965'te keşfedildi ve Dicke ve m eslek taşlannca hemen yo
rum landı. Bkz. A lpher vd., 1948; Dicke vd., 1965 ve elbette Penzias ve W ilson, 1965; belki de 
tüm  zam anların  en alçak gönüllü ism ine sahip tezi!

13 Daha fazla ta rtışm a  için bkz. Penrose, 1979a, 1989.
14 Aslında toplam da dünya aldığından hafif  biçim de daha fa z la  enerjiyi geri gönderir. Güneş

ten  alınıp m ilyonlarca y ıld ır dünyada depolanm ış olan fosil yakıtların ın  in san la r ta ra fın 
dan yakılm ası konusunu (ve terazin in  diğer kefesinde, buna eşlik eden, "sera etkisi"nden



B unun la  b irlik te  g ü n eş ten  ald ığ ım ız  şey, y ü k se k  enerjili tek il fo to n la r  
(tem el o la rak  g üneşin  yüksek  sıcak lığ ı neden iy le  yüksek  f re k an slı sa r ı  fo 
ton lar) b iç im indeyken  b u  enerji çoğun luk la uzaya  d ü ş ü k  enerjili (kızılaltı, 
d ü şü k  frekanslı) fo to n la r  b iç im inde  geri g ider. (Bu fo ton  en e rjis i ilişk is i 
P lan ck 'm  E = hv denklem iyle k a ra  cisim  ışın ım ıy la  ilg ili k av ra y ış la rın d a n  
gelir; bkz. §21.4.) D aha yüksek  enerjile ri (daha yüksek  sıcaklık) neden iy le  
uzay a  g iden  fo to n la rd a n  d a h a  az fo to n  g ü n eş ten  g e lir  çünkü  o n la rın  ta ş ı 
d ığı içeri g ird iğ i g ib i d ışa rı ç ıkan  to p la m  enerji ayn ıd ır. G üneşin  d ah a  az 
say ıd ak i fo to n u  d ah a  az se rb e s tlik  derecesi an lam ın a  ge lir ve böylece u z a 
ya dönen  fo to n la rd a n  d a h a  küçük  b ir  faz uzay ı bö lgesi ve d a h a  küçük  b ir  
en tro p i söz k o n u su d u r. B itk iler, b u  d üşük  en tro p ili enerjiy i fo to sen tezde  
k u lla n a ra k  kend i en tro p ile rin i d ü şü rü r. D aha so n ra  biz kend i en trop im iz i 
d ü şü rm ek  üzere  b itk ile rd en , o n la rı y iyerek  ya da o n la rı y iyen  b ir  şeyi y i
yerek  ya da o n la rın  se rb e s t b ırak tığ ı oksijeni so lu y a rak  y a ra rla n ır ız ; bkz. 
Şekil 27.9.

Peki am a n iç in  güneş soğuk  gökteki kızgın  b ir  nok tad ır?  A yrın tılı h ik a 
ye k a rış ık  o lsa da so n u ç ta  iş g ü n eş in  ve tüm  d iğer y ıld ız la rın , kü tleçek im - 
sel o la rak  d ah a  önceki düzen li b ir  g azd an  (tem elde h idrojen) y o ğ u n la şm a
sı gerçeğ ine dayan ır. B aşka ne tü r  etk i (b irincil n ü k le e r kuvvetler) m evcu t 
o lu rsa  o lsun , güneş kü tleçek ilm  o lm aksız ın  v a r  o lam az bile! G üneşin  ent- 
ro p is in d ek i "düşüklük" (ısıl dengeden  b e lirg in  uzaklık), g ü n eş in  kütleçe- 
k im sel o la rak  ken d is in d en  y o ğ u n la ş tığ ı gazın  d ü ze n liliğ in d e  p o ta n siy e l 
o la rak  v a r  o lan  devasa  b ir  d ü şü k  en tro p i d ep o su n d an  gelir.

E n trop iy le  ilişk ili o la rak  kütleçek im , ev rensel b iç im deki çekici doğası 
neden iy le  b ir  b iç im de k a rış ık tır . E n tro p iy i s ıra d a n  b ir  gaz b iç im inde  d ü 
şünm eye, küçük  bö lgelerdeki gaz y o ğ u n la şm ası (Şekil 27 .3 'tek i kab ım ız gi
bi) d ü ş ü k  en trop iy i gösterm ek  üzere ve y ü k se k  en tro p ili ıs ıl denge d u ru 
m u n d a  gaz düzen li b iç im de yay ılm ış olm ak üzere, a lışığ ız. Yine de k ü tle 
çekim le b irlik te  iş le r  b aşk a  tü r lü  o lm aya eğ ilim lid ir. K ütleçekim  e tk isi 
g ö ste ren  c isim lere ilişk in  düzen li b iç im de yay ılm ış b ir  s is tem  (cisim lerin  
h ız la r ı son  derece yüksek  o lm adıkça ve/ya  da c is im ler kü tleçek im sel k a t
k ıla r ın  önem siz hale  geleceği b iç im de çok küçük ve/ya da büy ü k  o ran d a  
yay ılm ış olm adıkça) o ldukça d ü ş ü k  en tro p i g ö s te rirk en  y ü k se k  en tro p i bu  
c is im ler b ir  a ra d a  küm elend ik lerinde gerçek leşir (Şekil 27.10).

kaynaklanıp ve kendisi yoluyla dünyanın güneş enerjisinin öncekine göre b iraz daha fazla
sını hapsettiğ i küresel ısınmayı) göz ard ı edersek dünyanın iç kısm ının radyoaktif bozunm a 
yoluyla ısınm ası, bu eneıji a tm osfer yoluyla çok azar azar uzaya kaçm ak üzere, söz konusu
dur. Bkz. §34.8.



Ş ekil 27.9 D ünya g ü n eş ten  a ld ığ ın a  e ş it  m ik ta rd a  eneıjiy i geri v e r ir  fa k a t  g ü n eş ten  a ld ığ ı 
şey, g ü n eş in  s a n  ış ığ ın ın  d ü n y a d a n  d ö nen  k ız ıla ltın ın k in d e n  d ah a  y üksek  f re k a n sa  sa h ip  
o lm ası gerçeğ i neden iy le  çok d a h a  d ü şü k  b i r  en tro p i b iç im in d ed ir. B una göre P lan ck 'ın  
E =  ftv 'sü  u y a rın c a  g ü n eş in  fo to n la rı fo to n  b a ş ın a , d ü n y a d a n  d ö n en le rd en  d a h a  faz la  
enerji ta ş ır , böy lece g ü n e ş te n  gelen  enerji d ü n y a d a n  d ö n en d en  d ah a  az  fo to n  ta ra f ın d a n  
ta ş ın ır . D aha az fo to n  d a h a  az se rb e s tlik  derecesi ve böylece d ah a  k ü çük  b ir  faz  uzayı 
bö lgesi ve u zay a  dönen  fo to n la n n k in d e n  d a h a  d ü şü k  en tro p i an lam ın a  gelir. B itk iler, bu  
d ü şü k  e n tro p ili enerjiy i fo to sen tezd e  k u lla n a ra k  kendi en tro p ile r in i d ü şü rü r  ve kendi 
en tro p im iz i d ü şü rm ek  üzere  b iz  o n la rd a n , o n la rı y iyerek  ya  da  o n la rı y iyen  b ir  şeyi y iye
rek  ya  da  o n la r ın  se rb e s t b ıra k tığ ı oksijen i so lu y a rak  y a ra r la n ır ız . Sonuç o la rak  bu , gök
teki, g ü n eşi ü re te n  kü tleçek im se l küm elen m ed en  so n u c u n d ak i s ıcak lık  deng esiz liğ in d en  
k ay n ak lan ır .

Su (a)

Entropi artar

■ Zaman •

Ş ek il 27.10 S o ldan  sağ a  doğru  a r ta n  z am an la  a r ta n  en tro p i. (a) B a şlan g ıç ta  b ir  köşeye 
s ık ışm ış o lan  k u tu d a k i b ir  gaz iç in  en tro p i, gaz k u tu  içe ris in d e  so n u ç tak i d ü zen li ıs ıl 
denge d u ru m u n a  u la şm a k  üzere  y ay ılm ay a  b a ş la d ığ ın d a , a r ta r ,  (b) K ütleçekim le b ir lik te  
iş le r  b a şk a  tü r lü  o lm aya eğ ilim lid ir . K ütleçekim  e tk isi g ö ste ren  c is im le rin  d ü zen li b iç im 
de yay ılm ış b a ş la n g ıç  s is tem i o ldukça  d ü şü k  b ir  en tro p iy i g ö s te rir  ve en tro p i a r ttık ç a  
küm elenm e o r ta y a  çıkm a eğ ilim in d ed ir. S onuçta  m alzem en in  ço ğunu  y u ta n  b ir  k a ra  delik  
o lu şu rk en  en tro p id e  d evasa  b ir  a r t ış  söz k o n u su  olur.



M aksim um  en tro p i d u ru m u n d a n  ne haber?  B ir gazda  ıs ıl dengeye il iş 
k in  m aksim um  en tro p i, so rg u la n a n  bölge iç inde düzen li b iç im de yayılm ış 
gaza  sah ip k en  kü tle ç e k im  e tk is i g ö steren  büyük  c is im lerd e  m aksim um  
en tro p i tü m  k ü tle  tek  b ir  yerde, ka ra  d e lik  o la rak  b ilin en  b ir  v a rlık  b iç i
m inde, y o ğ u n la ş tığ ın d a  gerçek leşir. D aha faz la  ile rlem ek  üzere b u  tu h a f  
ve h a r ik a  n esn ele rle  ilg ili b ir  şeyi an lam am ız gerekecek ve b u  yolla b ir  b ü 
tü n  o la rak  evrende p o ta n s iy e l b iç im de v a r  o lan  en trop iye  ilişk in  h a t ır ı  s a 
y ılır  derecede iyi b ir  ta h m in  elde edeceğiz. Böylece b u  b ize, S  ve J V n u n  
gerek li h ac im le rin i ta h m in  etm e o lanağ ı sağ layacak .

27. 8 Kara delikler

N edir b ir  k a ra  delik? Açık k o n u şacak  o lu rsak , kü tleçek im e ilişk in  çeki
m in  ış ığ ın  b ile  kaçam ayacağ ı k a d a r  güçlü  h a le  geldiği, m alzem en in  içe 
doğru  çökm esi sonucu  o lu şa n  b ir  uzayzam an  bö lgesid ir. Böylesi b ir  d u ru 
m u n  n iç in  o rtay a  ç ık tığ ın a  ilişk in  sezg isel b ir  ta b lo  elde etm ek üzere 
N ew toncı ka ç m a  h ız ı k av ram ın ı dü şü n ü n . B ir ta ş  yerd en  y u k arıy a  doğru  
b e lir li b ir  v  h ız ın d a  f ır la t ı l ı r s a  b u  d u ru m d a  b e lir li b ir  yüksekliğe e r iş tik 
ten  son ra , bu  yükseklik  kend isi iç in , ta ş ın  k ine tik  en e rjis in in  tüm üy le  yer 
sev iyesinden  itib a re n  kü tleçek im le  ilg ili p o ta n s iy e l enerjin in  ü s te s in d e n  
gelm ekte ku llan ıld ığ ı yükseklik  olm ak üzere (§18.6), geri yere düşecek tir. 
Y erden yükseklik , h av a  d irenc i e tk ile rin i göz a rd ı ederek, tüm üy le  a tış  h ı
z ın a  b ağ lıd ır .127111 B unun la  b irlik te  ka ç m a  h ız ı  o la rak  a n ılan  (2G M /R )^2'y i 
a şan  b ir  h ız  için  ta ş  d ü n y an ın  kü tleçekim  a la n ın d a n  tüm üy le  k u rtu lu r . 
(B urada G Nevvton kü tleçek im  sa b iti o lm ak üzere, M ve R s ıra s ıy la  d ü n y a
n ın  kü tle  ve yarıçap ıd ır.)  Ş im di d ü n y a  yerine  çok d a h a  büy ü k  k ü tle li ve 
yoğun  b ir  cism e sa h ip  o lduğum uzu  d ü şü n ü n . Böylece (M a r tıp  R a z a lırsa  
M /R  a rtacağ ın d an ) k açm a h ız ı d a h a  büyük  o lur. Şu d u ru m d a  k ü tle  ve yo
ğ un lu ğ u n  yüzeydeki k açm a h ız ın ın  ışık  h ız ın ı b ile  a şac ak  k a d a r  büyük  
o lab ileceğ in i d ü şüneb iliriz .

Nevvtoncı k u ram d a  b u  o lduğunda , büy ü k  u za k lık la rd an  b ak ıld ığ ın d a  
c ism in  tüm üy le  k a ra  görüneceğ ine in a n ab ilir iz  çünkü  h iç b ir  ış ık  o ndan  
kaçam az; a s lın d a  bu , sayg ın  İng iliz  as tro n o m  ve p ap a z  Jo h n  M ichell'in  
1784'te  v ard ığ ı so n u ç tu . D aha so n ra  1799'da büyük  F ra n s ız  m a tem atik se l 
fizikçi P ierre  Sim on L aplace ayn ı sonuca u la ş tı .15 Yine de du ru m  b a n a  b u  
k a d a r  açık gö rünm üyor çünkü  ışık  h ız ı Nevvton k u ram ın d a  m u tlak  h e r

[27.111 R dünya yarıçapı ve g  dünya yüzeyindeki kütleçekim den kaynaklanan ivme olmak 
üzere bu yüksekliğin v 2R(2gR -  v2) -1 olduğunu gösterin.

15 Bkz. Michell, 1784; T ipler vd., 1980.



hang i b ir  konum a sa h ip  d eğ ild ir  ve böylesi b ir  cisim  için , kend i yüzey in 
deki ış ık  h ız ın ın  se rb e s t u zay d a  ö lçü lenden  çok d ah a  büyük  o lm ası gerek 
tiğ i ve c isim  ne k ad a r  k ü tle li ve yoğun  o lu rsa  o lsun  o ış ığ ın  h â lâ  sonsuza  
kaçab ileceğ i itira z ın d a  b u lu n u la b ilir .16' 127121 Bu d u ru m d a , k a ra  delik  k av 
ram ın ın  ile ri g ö rüşlü  b ir  h ab e rc is i o lsa  da M ichell'in  "kara y ıldız"ı b an a  
göre Nevvtoncı ku ram dak i kü tleçek im  e tk is i g ö ste ren  nesn e le rle  ilg ili ikna 
ed ici b ir  d u ru m  sunm az.

Bu konu, ış ık  h ız ı o rad a  tem el o lduğu  ve a s lın d a  tüm  s in y a lle r  iç in  s ı 
n ırlay ıc ı h ız ı g ö ste rd iğ in d en  (§17.8) görelilik  k u ram ı b ağ lam ın d a  çok d ah a  
uy gundur. B unun la  b irlik te  kütleçek im le ilg ili b ir  o lguyla ilg ilen d iğ im iz
den  yaln ızca  Minkovvski uzayı y erin e  b ir  genel görelilikçi u zayzam ana g e
rek  duyarız . Genel görelilik te  b ek len tile r  a s lın d a  kaçm a h ız ın ın , ş im d i k a 
ra d e lik  o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  sonucu  vererek , ışık  h ız ın ı a ş tığ ı d u ru m la 
rın  o rtay a  çıkacağı yönünded ir.

B ir k a ra  delik, iri kü tle li b ir  c isim , iç b as ın ç  ku v v etle rin in  cism i kendi 
kü tleçek im  e tk is in in  içe doğru  ac ım asız  çek im inden  ayrı tu tm a k ta  y etersiz  
ka ld ığ ı b ir  aşam ay a  u la ş tığ ın d a  bek len ir. A slında böy lesi kü tleçek im sel 
b ir  çökm e güneşin k in d en  b irk aç  k a t faz la  kü tleye, d iyelim  ki 1OM0  (1 Afe  
güneşle  ilg ili b ir  kü tle , g üneş in  k ü tle s i olm ak üzere), sah ip  büyük  b ir  y ıl
dız uygun  iç enerji k ay n a k la rın ın  tü m ü n ü , soğuyup çökm eden kaç ınacak  
ye terli b as ın c ı m uhafaza  edem eyecek şe k ild e  k u llan d ığ ın d a  bek len ir. Bu 
o lduğunda , kü tleçek im  etk ile ri ac ım asız  b iç im de b in d ird iğ in d en  çökm e 
k aç ın ılm az h a le  gelir.

A yrın tılı resim , özellikle yüksek  b as ın ç  k o şu lla rı a l tın d a  m adde d a v ra 
n ış ıy la  ilg ili karm aşık  k o n u la rın  önem  k azan m ası neden iy le  o ldukça k a r ı
şık  h a le  geleb ilir. E lek tron  ya da n ö tro n  bo zu lm a  basınc ı özellikle önem li
d ir. Bu, §23 .7 'den an ım sayacağ ım ız  üzere, özdeş iki ya da d ah a  faz la  fer- 
m iyonu aynı k u an tu m  d u ru m u n d a  o lm ak tan  k o ruyan  P au li ilkesiy le  ilg ili
d ir. Aşağı y u k arı d ü n y an ın  b o y u tu n a  yoğun laşm ış güneşle  ilg ili b ir  kü tle  
benzeri b ir  şeye sah ip  o lan  b eya z cüce  e lek tron  bozu lm a b as ın c ı ta ra f ın 
d an  ay rı tu tu lu r; aynı kü tleye sa h ip  b ir  n ö tro n  y ıld ız ı, tem elde n ö tro n  b o 
zu lm a b as ın c ı ta ra fın d a n  ay rı tu tu la n  boydan  boya yaln ızca  10 km 'lik  b ir  
c isim dir. (N ötron y ıld ızı m ad d esiy le  do ld u ru lm u ş b ir  ten is  to p u  M a rs 'ın  
u y d u su  Deim os k ad a r ağ ır  olur!) B unun la  b ir lik te  görelilik  gerek lilik leri 
nedeniy le , kü tle  yak laşık  2M0 'd en  faz lay sa  tek  b a ş ın a  bozu lm a b as ın c ın ın

16 Bkz. Penrose, 1978.
. 0  [27.12] Nedenini görebiliyor musunuz? İp u cu : Işığın parçacık kuram ı biçim inde ve dış ışığı 

cism in yüzeyine düşer biçimde düşünün. Işık cisim  yüzeyindeki yatay b ir  ayna üzerine dü
şerse ne olur?



b öy lesi b ir  y ıld ızı ay rı tu ta m a y ac ağ ı açığa çıkar. K ilit sonuç  1931'de, b e 
yaz cücelerle  ilg ili böy lesi b ir  l,4Af0 'lik  s ın ır  ta h m in  e ttiğ in d e  Subrah- 
m an y an  C h an d rasek h ar ta ra f ın d a n  elde ed ild i. D aha so n rak i d üze ltm ele r 
n ö tro n  y ıld ız la rı iç in  hafifçe  d a h a  büyük  b ir  s ın ır  elde e t t i .17 Tüm  b u n la 
rın  sonucu  k ab aca  2Af0 'd en  (ve o lasılık la  l,6M0 'den) fa z la s ın a  sah ip  soğuk 
b ir  n esney le  ilgili h e rh a n g i b ir  d ayanm a düzen in in  söz k o n u su  o lm am ası
d ır. Bu tü r  b ir  nesn e  içe çöker ve M ichell'in  d eğ e rlen d irm e le rin in  an lam lı 
o lm aya b aş lad ığ ı tü rd ek i b o y u tla ra  dek çökm eye devam  eder. Peki son ra  
ne olur?

B aşlang ıç ta  ıs ıl b a s ın c ın  k en d isin i destek leyeb ileceğ i k a d a r  yüksek s ı 
cak lık tak i, diyelim  ki 10 M0  k ü tle li büyük  y ıld ızım ıza geri dönelim . Yıldız

Ş ek il 27.11 B ir k a ra  deliğe çökm eyle ilg ili u zay za m a n  d iyag ram ı. (U zam sal b o y u tla rd a n  
b ir i  b a s tır ı l ır .)  M adde (m utlak) o lay  u fku  h a lin e  gelen  3 -yüzey  b o y u n ca  içe d oğ ru  çöker. 
B ir kez o lu ş tu ğ u n d a  h iç b ir  m ad d e  ya  da  b ilg i d e lik ten  kaçam az . Boş ko n ile ri u fka t a n 
ja n t t ı r  ve m ad d e  ya  d a  s in y a lle r in  içeri geçişine  iz in  v erirk en  d ışa rı geçişe  iz in  verm ez. 
D ıştak i b ir  gözlem ci d e liğ in  iç in i değil fa k a t ya ln ızca  deliğe g irm ed en  h em en  önce m a d 
deyi, b ü y ü k  o ra n d a  loş ve k ırm ız ıy a  k aym ış b iç im de, gö reb ilir.



soğudukça b e lir li b ir  a şam ad a , s ık ış tır ılm ış  çekirdeği C h a n d ra se k h a r s ı 
n ır ın ı a şac ak  ve çökecektir. Dış k ıs ım la ra  ilişk in  içe çökm e s ü p e m o v a  o la 
rak  b ilin en  ş id d e tli b ir  p a tlam ay ı te tik ley eb ilir. Böylesi p a tla y a n  y ıld ız la r 
çoğun luk la d iğe r g a lak sile rd e  olm ak üzere  s ık lık la  gözlem len ir ve sü p er- 
n o v a la r  iç inde b u lu n d u ğ u  g a lak s in in  tü m ü n ü  b irk aç  g ü n lüğüne  gölgede 
b ırak a b ilir . B unun la  b irlik te  bu  tü r  b ir  p a tla m a d a  y e te rli m alzem e saçıl- 
m am ışsa , ve b a ş la n g ıç ta  10M0 kü tle li b ir  y ıld ız ın  o k a d a r  faz la  k ay b e tm e
si o lası değ ild ir, b ek len tile r  a s lın d a  y ıld ız ın , M ichell'in  d eğ e rlen d irm e le ri
n in  geçerli o lduğu  ölçeğe u la şa n a  dek d u rd u ru la m a z  b iç im de çökm esidir. 
B ir k a ra  deliğe çökm eyi g ö ste ren  b ir  uzayzam an  d iyag ram ı o la rak  Şekil 
27.11'i inceleyelim . (E lbette u zam sa l b o y u tla rd an  b ir i b as tır ılm a k  zo ru n 
daydı.) A slında kaçm a hız ı ış ık  h ız ı h a lin e  gelm ek üzere, m ad d en in  o, 
(m utlak) o lay  u fk u  o la rak  a d lan d ır ıla n , yüzey boyunca içe doğru  çökm eye 
devam  e ttiğ in i gö rü rüz . O a n d a n  itib a re n  d ışa rıd ak i h erh an g i b ir  gözlem 
ciye y ıld ız ın  k en d isin d en  h iç b ir  b ilg i u laşam az; b ir  k a ra  delik  o lu şm u ştu r.

Şekil 27.11'dek i resim  E in s te in  denklem ine ilişk in , E in s te in 'ın  kuram ı 
y ay ım la n d ık ta n  k ısa  sü re  so n ra  ve k end isi B irinci D ünya S avaşı s ıra s ın d a  
doğu cephesiy le  s ın ırlı kalm ış az görü len  b ir  h a s ta lık ta n  ö lm eden yaln ızca  
b irk aç  ay önce 1916'da Kari Schvvarzschild18 ta ra f ın d a n  b u lu n a n , ün lü  
Schvvarzschild çözüm üne d ay an ır . Bu çözüm  kü rese l b iç im de s im etrik  b ir  
cism i, cisim  b ü zü şse  de b ü zü şm ese  de çevreleyen s ta tik  b ir  kü tleçek im  
a lan ın ı aç ık lar. Ufuk, r  =  2M G /c2 (tam  o la rak  M ichell'in  k ritik  değeri) y a 
rıçap  uzak lığ ın d a  m eydana gelir.127131

Olay ufku  h e rh a n g i m ad d i b ir  m alzem eden  o luşm az. O yaln ızca  uzay- 
zam andak i, s in y a lle rin  d ış so n su za  kaçab ild iğ i yerle ri, tü m  sin y a lle rin  k a 
ra  delik  ta ra f ın d a n  kaç ın ılm az b iç im de k ap a n a  k ıs tır ıld ığ ı y e rle rd en  ay ı
ran  b e lir li b ir  (hiper)yüzeydir. Olay u fk u n u n  d ış ın d an  içeri d ü şen  b a h ts ız  
b ir  gözlem ci, u fuk  geç ilir geçilm ez yerel o la rak  tu h a f  herh an g i b ir  şey fa rk  
etm ez. D ahası k a ra  deliğ in  kend isi f ik ir  y ü rü tü le b ilir  c isim  değild ir; onu

18 Bkz. Schvvarzschild, 1916; ya da VVald'deki, 1984, modern sunum .
[27.13] Birim ler G = c = 1 olacak şekilde seçilmek ve 0 ve 0  küresel kutupsal koordinatlar 
(§22.10) olmak üzere Schvvarzschild'in orijinal m etrik biçimi ds2 = (1 — 2 M / r ) d t 2 — (1 — 
2M /r)_1d r2 — r 2(dö2 + sin2fl d 0 2) ’ydi. r  radyal koordinatının r  ve t  sab itlerin in  kürelerine 
ilişkin alan larla  ilgili b ir gereklilik ta rafından  nasıl saptand ığ ın ı açıklayın. Bu m etrik  biçim  
r  <  2M bölgesine pürüzsüz biçim de genişlemez; bunun için m etriğin ds2 = (1 -  2 M/ r ) d v 2 -
2 dv  dr — r 2(d02 + sin20 d02) E ddington-F inkelstein  biçim i kullanılabilir. İk isin i açık biçim 
de ilişkilendiren b ir  koordinat değişim i bulun. Her (v, r ) düzlem indeki sıfır eğrilerinin niçin 
radyal sıfır  jeodezileri olmak zorunda olduğunu açıklayın ve bu gerçeği onlara  ilişkin denk
lem leri elde edip grafikleri çizmekte kullanın. (Sabit r  çizgilerini dikey biçim de ve sab it v  
çizgilerini sağdan içe doğru 45"'lik açıyla eğim lenir biçim de çizin.) Olay ufkunu ve tekilliği 
(§27.9) tanım layın.



y aln ızca  kend isi iç in d en  h iç b ir  s in y a lin  k açam ayacağ ı kü tleçek im  e tk isi 
gö s te ren  b ir  uzayzam an  bö lgesi o la ra k  d ü şü n ü rü z . Peki ya zavallı y ıld ızın  
k ad e rin e  ne dem eli? Bu m uam m aya k ısa  sü re  iç inde, §27 .9 'da geleceğiz.

îlk  o la rak  gözlem le ilg ili d u ru m u  ele alalım . K ara de lik le rin  varlığ ıy la  
ilg ili k a n ıt m evcu t m udur?  1970'lerde, ç iftin  yaln ızca  b ir  ü y es in in  g ö rü n ü r 
ışık  b iç im in d e  p a rla d ığ ı ilg inç "çift yıld ız" s is tem lerin e  ilişk in  b ir  m ik ta r  
ö rnek  b ilin iyo rdu . D iğerin in  varlığ ı, k ü tle s i ve h areketi, g ö rünen  eşin in  
h a re k e tin e  ilişk in  ince a y r ın tıla rd a n  ç ık arsan d ı. D ahası, kend i çev resin 
den gelen  X -ışm la rı y ay ım ın d an  görünm eyen  eşin , kabu l ed ilm iş o lan  fiz i
ki y a sa la rın  tık ız  b ir  y ıld ız ın  o lm asın a  iz in  verd iğ i h e r  iki nesnen in , beyaz 
cüce ya d a  n ö tro n  y ıld ızı, k ü tle s in d e n  de çok d ah a  büyük  b ir  kü tleye sah ip  
tık ız  b ir  nesn e  olduğu  so n u cu n a  varıld ı. X -ışm ı yayım ı, görünm ez n e sn e 
n in , sü rek li a r ta n  h ız la r la  deliğ in  iç ine doğru  g it g ide d ah a  d a  y ak ın laşan  
b ir  sa rm a l h a rek e ti y ap ıp  m erkeze y ak laş tık ça  son  derece sıcak  h a le  gelen 
b ir  gaz ve toz "büyüm e diski" o la rak  b ilinen  şey ta ra fın d a n  sa rılm ış  b ir  
k a ra  delik  o lm asıy la  uyum luydu . Sonuç o larak  X -ış ın la n  m alzem e deliğe 
gerçek ten  g irm eden  önce y ay ılır  (bkz. Şekil 27.12a). Bu k a ra  delik  ad ay la rı 
a ra s ın d a  en iyi b ilin en i (ve o zam an  gözlem e daya lı o la rak  en ikna edici 
olanı), k en d isin i k ab u l ed ilm iş k u ram  u y arın c a  b ir  beyaz cüce ya da n ö t
ron  y ıld ız ı o lm ak tan  kesin lik le  koruyacak  b iç im de yak laşık  7MQ'lik  b ir  
kü tleye sah ip , y ıld ız ç iftin in  tık ız  ve k a ra  üyesi, X -ış ın ı kaynağ ı o lan  Cyg- 
n u s  X - l 'd i .

Bu tü r  k a n ıt h e r  zam an  o ldukça do lay lı ve tüm üy le  ikna  edici o lm ak tan  
u za k tı çünkü  bize böy lesine  k ü tle li tık ız  n esn e le rin  gen iş le tilm iş  c isim ler 
b iç im inde v a r  o lam ayacağ ın ı söy leyen  k u ra m a  dayan ıyo rdu . Öte ta ra f ta n  
şim di, k a ra  delik lerle  ilg ili görece d a h a  do laysız  etk iley ici b az ı k a n ıtla r  
söz k o n u su d u r. Büyüm e d isk le ri k a ra  delik lere dü şen  m alzem enin  ald ığ ı 
tek  b iç im  değild ir. Bazı d u ru m la rd a  m alzem e b as itç e  "dosdoğru  içeri" d ü 
şe r  ve b u  tü rd ek i d av ra n ış  b iç im i a r tık  gözlem lenm iş g ö rü nüyor (Şekil 
27.12b). Çekici tık ız  nesn e  h erh an g i tü rd e  m addese l b ir  yüzeye sah ip  o l
say d ı b u  d u ru m d a  içe düşm ek te  o lan  m alzem e bu  yüzeyi ıs ı t ı r  ve p a r ıl t ıs ı  
b ir  sü re  so n ra  g ö rü n ü r h a le  ge lird i fak a t b u  tü r  h iç b ir  p a r ıl t ı  görünm ez. 
Böylece a r tık  böy lesi tık ız  b ir  n esn en in  h erh an g i b ir  yüzeye sa h ip  o lm ad ı
ğ ına ilişk in  do laysız b ir  k a n ıt m e v c u ttu r  ve a s lın d a  b ir  k a ra  delik  o lduğu 
epeyce ikna  ed ici b iç im de ç ık a rsa n a b ilir .19

T üm  b u n la r, k ü tle s i g ü n eşin  y a ln ızca  b irkaç k a tı o lan  "yıldız gibi" k a ra  
delik le rle  ilg ilid ir. A yrıca çok d a h a  büy ü k  k a ra  delik lere ilişk in  etkileyici 
b az ı k a n ı tla r  da söz k o n u su d u r. G alaksilerin  çoğu, belk i de hep si, m erkez-



Ş ek il 27.12 Ü yelerinden  b ir i (minik) b i r  k a ra  delik  o lan  ç ifte  y ıld ız  s is tem le ri, (a) K ara d e 
lik  ta ra f ın d a n  b ü y ü k  y ıld ızd an  sü rü k len en  m adde, içe d o ğ ru  a z a r  a z a r  sa rm a l harek e ti 
y ap ıp  m alzem e deliğe g erçek ten  g irm ed en  önce X - ış ın la n  y ay ılan a  k a d a r  ıs ın m ay a  de
vam  ederek , onu n  e tra f ın d a  b ir  bü y ü m e d isk i o lu ş tu ru r , (b) Bazı d u ru m la rd a  büyüm e 
d isk le ri o lm az ve m alzem e b a s i t  b iç im d e  "dosdoğru  içeri" d ü şe r. Çekici tık ız  n esn e  hay a l 
e d ile b ilir  b ir  yüzeye sa h ip  o lsay d ı, içe d ü şen  m alzem e onu  ıs ı t ı r  fa k a t b i r  k a ra  deliğ in  
v arlığ ın ı d o ğ ru la r  b iç im d e  h e rh a n g i b ir  p a r ı l t ı  gö rü lm ezdi.

le rinde, o ldukça eb a tlı k a ra  delik lere sah ip  gö rünür. Özelde Sam anyolu  
ga lak sim iz in  m erkezinde 3x10 M0  kü tle li iri b ir  k a ra  deliğ in  o lduğu  g ö rü 
lü r  ve onun  e tra f ın d a  dönen  y ıld ız la rın  gerçek h arek e tle ri, b u  k a ra  delik  
ta b lo su y la  tam  an lam ıy la  uyum lu  olm ak üzere, ay rın tılı b iç im de iz len 
m ekted ir.

27.9 Olay ufukları ve uzayzaman tekillikleri

Boş ko n ile rin d en  b az ıla rın ı, u zayzam an ın  ned en se llik  öze llik lerin in  
m aku l şek ilde b e lirg in  h a le  gelm esi gerekecek biç im de, Şekil 27.11'e  dah il 
e ttim . En tem el özellik k a ra  deliğ in , u zay zam an d a  b ir  M  3 -yüzeyi olan 
olay u fk unun  varlığ ıd ır. §27.8 'de b e lir tild iğ i üzere bu , TC bö lgesi iç inde o r 
ta y a  çıkan  h iç b ir  s in y a lin  bölge d ış ın a  kaçam am ası özelliğ ine sa h ip tir . 
Bu, kon ile rin , k end ile rin i JC'ye ta n ja n t o lacak  b iç im de bu lacağ ı şek ilde içe 
doğru  eğilm e e tk is i o la rak  gö rü leb ilir. J f 'y i  iç ten  d ışa  kesen  h erh an g i b ir  
d ünya  çizg isi kon ile rin  tan ım la d ığ ı nedense lliğ i (§ 17.7) ih la l e tm ek zo ru n 
d ad ır. K üteleçekim le ilg ili çökm enin, J. R obert O ppenheim er ve H artlan d  
Snyder, 1939, ta ra f ın d a n  ç a lış ılan  o rijina l du ru m  olup içe d ü şen  m addeye 
d ışsa l o lan  bölgeyi tan ım lam ak  üzere Schvvarzschild geom etrisin i işe  ko
şa n  kü rese l o la rak  tüm üyle  s im etrik  d u ru m u  gösterd im .

ufku  tu h a f  özellik lere sa h ip  o lsa  da o radak i yerel geom etri b aşk a  b ir  
y e rdek inden  b e lirg in  b iç im de fa rk lı değ ild ir. Ü stte  b e lir tild iğ i g ib i uzay  
gem isinde b u lu n a n  b ir  gözlem ci u fuk  d ışa rıd a n  içeriye geçilirken  özel h iç 
b ir  olay h isse tm ez . Yine de o ldukça teh like li yo lcu luğa g ir iş il ir  g iriş ilm ez 
geri dönüş yok tu r. Boş k on ile rin  u ç la n  kaç ış  o lm ayacak  b iç im d ed ir ve



gözlem ci m erkezdeki (r =  0) uzayzam an  tek illiğ inde so n su za  ırak sa y an  ça 
bu cak  a r ta n  gelg it e tk ile riy le  k a rş ıla ş ır  (uzayzam an eğriliği; bkz. §17.5 ve 
§19.6). Bu özellik ler kü rese l s im etri d u ru m u n a  özgü değil fa k a t o ldukça 
geneld ir. A slında bize tek illik lerin , b e lir li b ir  "geri dönüş yok nok tası"n ı 
geçen kütleçek im le ilg ili çökm eden kaç ınam ayacağ ın ı söy leyen o ldukça 
gen iş k ap sam lı k u ram la r  söz k o n u su d u r.20 İlg ili baz ı k o n u la r  b iraz  daha  
ay rın tılı o la rak  §28.5 'te ta rtış ıla ca k .

Güneş k ü tle s in in  b irk aç  k a tm a  sa h ip  b ir  k a ra  delikle ilg ili o la rak , ufka 
u la şm a d an  çok önce b ile  gelg it e tk is i b ir  in sa n ı ö ldürm eye ko layca yeter 
fak a t g a lak si m erkezlerinde b u lu n d u k la rın a  in a n ıla n  106 M0 ya da daha  
faz la  k ü tle li büyük  k a ra  delik le r iç in  ufuk  geçilirken  (ufuk b irk aç  m ilyon 
km gen işliğ inde  olm ak üzere) gelg it e tk is in d en  k ay n ak lan an  b e lirli h e r 
hang i b ir  so ru n  söz k o nusu  olm az. A slında kendi g alaksim izle  ilg ili o la 
rak , m erkezi k a ra  de liğ in in  u fk u n d ak i eğrilik  b u rad a , d ü n y a  yüzeyindeki, 
fa rk ın d a  b ile  o lm adığ ım ız u zay zam an  eğriliğ in in  yaln ızca  y irm i k a tı k a 
d ard ır . Yine de gözlem cinin  m erkezdeki tek illik  içine ac ım asız  b iç im de s ü 
rük len işi, so n ra s ın d a  gelg it e tk ile rin in  çok çabuk  b iç im de so n su za  çıkıp 
gözlem ciyi b ir  d ak ikadan  az za m a n d a  tüm üyle  yok e tm esine neden  olur. 
A slında ge lg it k uvvetle rin in  an i b in d irm esi yo luy la yok olm a, b ir  k a ra  d e 
liğ in  m erkezinden  içeri doğru  b a ta n  fizik i h e rh a n g i b ir  m addey i bekleyen 
şeydir. 10 M0 'lik  çöken y ıld ız ım ızın  m alzem esine ilişk in  kadere  o lan  ilg i
m izi an ım say ın . M alzem enin  k en d ile rin d en  o lu ştu ğ u  tek il p a rç a c ık la r  b ile 
gelg it kuvvetleriy le  çab u cak  p a rç a la n ac ak  k a d a r  ş id d e tli b iç im de k a rş ıla 
şacak; neye o lduğunu  k im se bilm iyor!

En az ın d an , b ild iğ im iz  şey, E in s te in 'ın  k lasik  uzayzam an  ta b lo su  ko
ru n d u ğ u  sürece, E in ste in  denklem i u y arın ca  (negatif o lm ayan  enerji yo
ğu n lu k la rı ve b az ı b aşk ac a  h a f if  ve "m akul" v a rsa y ım la rla  b irlik te) davra- 
n ıld ığ ın d a  delik  iç inde b ir  uzayzam an  tek illiğ iy le  k a rş ıla ş ı lır .21 Beklenti, 
E in s te in  denk lem in in  bize, b u  tek illiğ in  delik tek i h e rh an g i b ir  m adde t a 

20 "Kapana kısılm ış yüzey" olarak bilinen şeyin m eydana gelmesi böylesi b ir  "geri dönüş yok 
noktası"nın faydalı b ir  nitelem esidir. Kapana kısılm ış b ir yüzey, «S'ye olan sıfır  norm alleri
nin her iki ailesinin de geleceğe ıraksam ası özelliğine sahip uzaysal tıkız b ir  S  2-yüzeyidir. 
(Daha "günlük" terim lerle b u f S 'de b ir ışık parlam ası m eydana geldiğinde parlam anın  giden 
ve gelen kısım larının küçülmeye başlayacak olm ası anlam ına gelir.) Bir kara deliğin X  ufku 
içinde kapana kısılmış yüzeyler bulm ayı bekleriz. Kapana kısılm ış yüzey kriterin in  üstün lü 
ğü herhangi b ir  sim etri varsayım ına dayanm am asından ve küçük geometrik karışık lık lar a l
tında "kararlı" olm asından kaynaklanır. Kapana kısılm ış yüzey b ir kez oluştuğunda (Einste
in kuram ında nedensellik ve enerji pozitifliğiyle ilgili belirli çok zayıf ve makul koşullar 
varsayarak) tekillikler kaçınılm azdır. Benzer sonuçlar kozmolojik Büyük Patlam a tekillikle
rinde de geçerlidir. Bkz. Penrose, 1965b; Havvking ve Penrose, 1970.

21 Bkz. Penrose, 1965b; Havvking ve Penrose, 1970. W ald, 1984, bu teorem leri pedagojik b ir dü
zen içinde yineler.



ra f ın d a n  önlenem eyeceğini ve "gelgit k u v v e t le r in in  (diğer b ir  deyişle 
W eyl kuvvetleri; bkz. §19.7), genel d u ru m d a  yüksek  o la sılık la  çılg ın  b iç im 
de sözde sa lm ım lı b ir  ta rz d a  so n su za  ırak say acağ ın ı söy lem esid ir.22 G er- ! 
çekte, k lasik  k u ram ın  bu  b ek len tile rin in  kend isi u y arın c a  değ işm ek zo ru n 
da  o lacağ ı k u a n tu m  kü tleç ek im  (ya da uygun  te rim  h e r  neyse) d iy a rın a  g i
r ilm esi kaçın ılm az gö rünü r. D oğru "kuan tum  kü tleçek im sel" k u ram ın  ne 
o lduğunu  henüz b ilm iyoruz fa k a t b u  k a ra  delik  değerlend irm eleri bize 
önem li b ir  g ird i sa ğ la r  ve bu  g ird i b iz i doğru  "kuan tum  kütleçekim "le ilgili 
a ray ış ım ızd a  uygun  yön lere  y ön lend irm elid ir. Bu k o n u la r  b iz im  iç in  so n 
rak i bö lüm lerde, özellikle 30, 31 ve 32. bö lü m lerd e  önem li olacak.

G enellikle kütleçekim le ilg ili çökm eye ilişk in  uzayzam an  tek illik le rin in  
zo run lu  b iç im de h e r  zam an  b ir  o lay  ufku  iç inde b u lu n a ca ğ ın a  in an ılır , 
böylece bu  tü r  b ir  tek illik tek i o lağ an d ış ı fizik i e tk ile r ne o lu rsa  o lsun  b u n 
la r  h e rh an g i d ışsa l b ir  gözlem cin in  b ak ış ın d a n  giz lenecektir. B unun la  b ir 
lik te  bu, genel görelilik le ilg ili m a tem atik se l b iç im de o lu ş tu ru lm u ş  b ir  
özellik değ ild ir. T ekillik lerin  h e r  zam an  böy lesine  gizli o lacağ ına ilişk in  
varsay ım  ko zm ik  sa n sü r  o la rak  a d la n d ır ılır .23 Bu du ru m  §28.8 'de d ah a  ay 
rın tıl ı b iç im de ta rtış ıla ca k .

Öte ta ra fta n , kü tleçek im le ilg ili çökm eden k ay n ak lan an  o la ğ an d ış ı e t 
k ile r  bu lm ak  üzere tek illik  k a d a r  uzağa  g itm ek zo ru n d a  değiliz. E vrende 
g ö rü leb ilir  baz ı a ş ırı ş id d e tli sü reç le r  m evcu ttu r. Ö rneğin, fevkalade p a r 
lak  k u a s a r la n n galaksi m erkezle rindek i k a ra  delik le rin  dönm eleri yo luy la 
güçlend irild iğ ine  in an ılır . D ışarı (aç ık tır ki dönm e ekseni boyunca) a tıla n  
gerçek m alzem e deliğ in  d ış ın d an  gelm esine rağm en  (§30.7) b u ra d a k i e lek t
rik  sa n tra li,  k a ra  deliğ in  dönm esid ir. Küçük b ir  bö lgeden  gelse de (yakla
şık  G üneş S istem i boyu tunda), b az ı k u a s a r la r  ta ra fın d a n  y ay ılan  enerji 
tü m  galaksiy i İO2 ya da İO3 ya da d ah a  faz la lık  b ir  ça rp an  k a d a r  gölgede 
b ırak ab ilir!  M uazzam  u zak lık la rd an  g ö rü leb ilir le r  ve kozm oloji iç in  önem 
li gözlem  a ra ç la rıd ır. A yrıca k a ra  delik le r de, belk i de ç a rp ışa n  k a ra  delik  
ç iftle ri içerd iğ ine  in a n ıla n  güçlü  y  ış ın ı k ay n ak la rı m e v cu ttu r.24

27.10 Kara delik entropisi

Yalıtık, d u rağ a n  ("ölü") k a ra  delik le rin  "daha güvenli" d ış  bö lge lerin i 
değerlend irm eye geri dönelim . Böylesi b ir  nesneye a ta n m a s ı gereken ent-

22 Bkz. Penrose, 1969, 1998; Belinskii vd., 1970.
23 Bkz. Penrose, 1969, 1998.
24 Bu konularla ilgili en güncel bakış için bkz. Reeves vd., 2002 ve Cheng ve Wang, 1999; ça r

pışm a kuram ıyla ilgili bkz. H ansen ve M urali, 1998.



ro p in in  ne k ad a r o la ğ an ü s tü  b iç im de büy ü k  o lduğunu  göreceğiz. İlk  o la
rak , b aş lan g ıç ta  -o la s ı lık la  sa rm a l h a re k e ti y ap a n  ve te rs  çevrilem ez b ir  
fe lak e t b iç im in d ek i-  a s im e trik  b ir  çökm e neden iy le  k a rış ık  düzensiz lik lere  
sa h ip  o labilecek genel k a ra  de lik le rin  y ine de çabucak  (d ışsa l uzayzam an  
geom etrile ri söz k o nusu  o lduğu  sürece) d ik k a t çekici derecede b a s it  ve za 
r if  geom etrik  b iç im lere  bü rü n eceğ in e  ilişk in  zorlay ıcı k a n ıt su n a n  m a te 
m a tik se l teo rem le rin 25 b u lu n m a s ı gerçeğ in i n o t etm eliy iz . Bu, K err m e tr i
ğ iy le26 aç ık lan ır  ve yaln ızca , m  ve  a b iç im inde  işa re tle n m iş  fiz ik i/geom et
rik  ik i p a ra m e tre  (gerçel say ılar) ta ra f ın d a n  n ite le n ir .27 B u rad a  m  k a ra  d e
liğ in  to p lam  k ü tle s in i ve ax m  to p lam  aç ısa l m om en tum u  (G = c = 1 o lan  
b irim lerde) tan ım la r. N obel Ö düllü  S u b rah m an y an  C h a n d ra se k h a r 'ın  y az 
dığ ı gibi:

D oğadaki k a ra  delik le r ev rende b u lu n a n  en m ükem m el m akroskopik  
n esn e le rd ir: o lu şu m ların d ak i b iric ik  e lem an la r b iz im  uzay  ve zam an  kav- 
ram la n m ız d ır . A yrıca genel görelilik  kuram ı, aç ık lan m a la rıy la  ilg ili o la 
ra k  y a ln ızca  tek  b ir  eşs iz  çözüm ler küm esi su n d u ğ u n d a n  ayn ı zam an d a  en 
b a s it  n e sn e le rd ir  de.28

Bir k a ra  deliğ in , k en d is in i y a ln ızca  on p ara m etre y le  (bun lar a, m , sp in  
eksen in in  yönü, k ü tle  m erkez in in  konum u ve ona a it 3 -h ız  olm ak üzere) 
aç ık la n a b ilir  tek il b ir  düzenlem eye d ö n ü ş tü ren  ac ım asız  doğası ik inci y a 
sa n ın  güçlü  b ir  o rtay a  k o n u şu d u r. Bu on p a ra m e tre  sonuç d u ru m u n u n  u y 
gun  b ir  m akroskop ik  n ite le n iş i iç in  gerekli o lan  h e r  şey d ir.29 B ir k a ra  delik 
ıs ıl dengedeki s ıra d a n  m addeye benzem ese de onun la , gözle görü lem ez b i 
çim deki ayrık  d u ru m la rın  çok az sa y ıd a  p a ra m e tre  ta ra f ın d a n  aç ık la n ab i
len b ir  şeye yol açm ası k ilit özelliğ in i p ay laş ır. Bu ned en le  a s lın d a  ilg ili 
k a lın  ta n e li ku tu  faz uzay ı m u azzam d ır ve b u n u n  sonucu  o la rak  k a ra  d e 
lik le r m uazzam  en tro p ile re  sa h ip  olur.

A slında k ara  delik  en tro p is i d ik k a t çekici b ir  geom etrik  yo rum a sa h ip 
tir : o, deliğ in  u fuk  a lan ıy la  doğru  o ran tılıd ır!  iy i ta n ım lı b ir  en tro p i a s lın 
da, A k a ra  delik  u fk u n u n  yüzey a lan ı olm ak ve d ile rsen iz  BH B ekenste in -

25 Bkz. Israel, 1967.
26 Bkz. Kerr, 1963; yüklü durum da Newmwn vd., 1965. W ald, 1984, pedagojik b ir sunum a sa

hiptir.
27 Bu bölüm ün başında değinildiği üzere Kepler'in elipsleri gibi, Kerr m etriği, bizler, oldukça 

b as it geometrik düzenlem elerin esasen  dinam ik y asa lardan  kaynaklanm asına ilişkin iyi ka
derle kutsanm ış olmak üzere, o is tisn a i durum ların  b ir başkasın ı sunar.

28 Bkz. C handrasekhar, 1983, s. 1.
29 Aslında, §27.9'da göreceğimiz üzere, toplam  elektrik yükü, bu korunan b ir nicelik olmak 

üzere, bkz. §19.3, tan ım layan başka b ir  param etre  daha söz konusudur. Bununla birlikte 
gerçekçi astrofiziki kara delikler için, m  ve a 'ya kıyasla küçük olarak bu, kara deliğin kendi
ni elektriksel olarak yüksüzleştirm eye yönelik kuvvetli eğilimi nedeniyle göz ard ı edilebilir.



Havvking ya da k a ra  delik  yerine  geçecek şek ilde  k ab u l ed ileb ilm ek üzere, 
ün lü

k c 3A 
5 b h _  4Ğft

B ekenstein-H avvkirıg  d e n k le m i  u y arın c a  b ir  k a ra  deliğe a tfed ileb ilir . K üt
leçekim  sa b itin in  yan ı s ıra  b u  e n tro p in in  "kuan tum  kütleçekim sel" b ir  etki 
o lduğunu  b e lir te n  P lanck  sa b itin in  b e lirm esin e  de d ikka t edin . A slında 
b u ra s ı, hem  k u an tu m  m ekan iğ in in  tem el s a b iti (ft D irac b iç im inde  y az ıl
m ış P lanck sab iti) hem  de genel göre liliğ ink in in  (Nevvton'ın G kü tleçekim  
sab iti) ayn ı denklem de b ir  a ra d a  gö rünm elerine  ras tlad ığ ım ız  ilk  yerd ir.

K uantum  m ekaniğ i ve genel gö reliliğ in  ik is in in  de d ah il o lduğu  tem el 
fizik  k o n u la rıy la  ilg ili o la rak  bu  s a b itle r in  birim  o la rak  kabu l edileceği b i
rim le ri ben im sem ek çoğu kez u y gundur. §17.8 ve §19.2, 6, 7 'de (ve örneğ in  
24. bö lüm  gib i b aşk a  yerlerde) c ış ık  h ız ın ın  b irim  o la rak  k ab u l ed ild iğ i 
b irim le rin  ben im sen m esin in  çoğun luk la son  derece uygun  o lduğunu  za ten  
gö rm üştük . T u ta rlılığ ı kaybetm eksiz in  bu  uz laşıy ı h ve C 'n in  de b irim  o la 
cak la rı şek ilde gen iş le teb iliriz . Bu, zam an , uzay, k ü tle  ve e lek trik  yükü b i
rim le rin in  tü m ü n ü n  a r tık  P lanck  b irim le ri (ya da doğa l b ir im le r  ya da 
m u tla k  b irim ler) o la rak  b ilin en  şey leri sağ lay a rak  sa b itlen d iğ ıy le  ilg ili 
d ik k a t çekici im aya sa h ip tir . D ahası k  B oltzm ann sa b itin i de b irim  o larak  
k ab u l edeb iliriz  {bkz. §27.3);

G — c = h = k = 1.

Bu d u ru m d a  sıcak lık  b irim i de m u tlak  b ir  şey ha line  gelir.
G eleneksel b irim lerim iz i P lanck  b irim leri b iç im inde ifade etm eyi dene

diğ im izde de görü leb ileceğ i üzere b u n la r  gün lük  k u llan ım dak i p ra tik  b i
r im le rd en  b ir  h ay li uzak tır:

g ram  =  4 ,7 x l0 4, 
m etre  =  6 ,3 x l0 34, 
san iye  =  l ,9 x l0 43, 
derece Kelvin =  4 x l0 -33.

Bu b irim le rle  p ro to n  üzerindek i (ya d a  elek tron  ü zerindek i eksi) yük  k a b a 
ca e =  ve d ah a  kesin  b iç im de

e =  0,0854245...

o la rak  o rtay a  ç ık ar.30 A yrıca bu  b a ğ ın tıla r ı d iğe r tü r lü  de ifade  edebiliriz :

30 E lbette bu "e"yi doğal logaritm a taban ı olan e = 2,7182818285... ile karıştırm am ak için dik- 
katli olunm alıdır, bkz §5.3.



P lanck  k ü tle s i =  2 , l x l0 _5g,

P lanck  u zu n lu ğ u  =  l ,6 x lO _3Sm,
P lanck  zam an ı =  5 ,3 x l0 _44s,
P lanck  sıcak lığ ı =  2 ,5 x l0 32K,

P lanck  yükü  =  11,7 p ro to n  yükü.

§31.1'd e  P lanck  b irim leriy le  ilg ili d a h a  faz la  şey  göreceğiz.
K ara delik  en tro p is iy le  ilg ili B ekenstein-H avvking denklem ine dönerek 

şim di, P lanck  b irim leriy le , A yüzey a lan ın a  sa h ip  b ir  k a ra  deliğ in  SBH b a 
s it  o la rak

$ b h  = ̂
olur. K err çözüm ü d u ru m u n d a  açık  o la rak  (genel b irim lerle)

8nG2 ı—------- 
A = — — m (m  -t- Vtti2 — e r)

2nGk i—;-------—
SBH =  — —  m (m  + \ lm l — az) 

ch

ifad e le rin i bu lu ru z . Kayda değer B ekenstein-H avvking denk lem i a rd ın d a  
y a ta n  n ed en le rd en  b a z ıla r ın a  §30.4 'te geleceğiz.

Bir k a ra  delik  iç inde gerçek leşeb ilecek  o lağ an d ış ı en tro p i değerleriy le  
ilg ili b ir  m ik ta r  f ik ir  elde etm ek üzere  ilk  o larak  1960 'larda ev ren  en trop i- 
sine  y a p ılan  tü m  k a tk ıla rın  en b ü yüğü  o lan  2,7K m ik roda lga  ış ın ım ın d ak i 
en tro p iy i sağ lam ak  üzere  d ü şü n ü le n  şeyi değerlend ire lim : Büyük P a tlam a 
"p a rlam ası"n a  ilişk in  k a lın tıla r . Bu en tro p i doğal b irim le rle  y ak laşık  b a r 
yon b a ş ın a  İO8 ya da 109'd u r. (Kabaca b e lir tirse k  bu, Büyük P a tla m a d an  
b ary o n  b a ş ın a  ka lan  fo ton  say ısıd ır.)  K esinlikle son derece büy ü k  o lan  bu  
say ıy ı evrendeki k a ra  de lik le rden  k ay n ak lan an  en tro p iy le  k ıyaslayalım . 
A stro n o m lar ne kaç ad e t k a ra  delik  b u lu n d u ğ u  ne de tü m ü n ü n  ne e b a tla r 
da o lab ileceğ iy le ilg ili ta m  an lam ıy la  açık b ir  fik re sa h ip le r  fa k a t S am an
yolu  ga lak sim iz in  m erkezinde m aku l b iç im de tip ik  o lan  yak laşık  3 x lO 6M0 
k ü tle li b ir  k a ra  deliğe ilişk in  o ldukça sağ lık lı k a n ıt söz k o n u su d u r. Bazı 
g a lak s ile r çok daha büy ü k  k a ra  delik le re  s a h ip tir  ve b u n la rın , genel o la 
rak  en tro p i değerlerine  ko lay lık la  hükm edecek  o lan  şey  büyük  k ara  delik 
le r  o ld u ğ u n d a n ,127141 d a h a  k üçük lerine  sah ip  o lab ilecek  çok say ıd ak i d iğer 
g a lak s ile ri ra h a tç a  dengelem eleri gerekir. A şağı y u k arı b ir  ta h m in  o larak  
(o lasılık la  çok tu tucu) ga lak sim iz in  tip ik  o lduğunu  k ab u l edelim , böylece



b ary o n  b a ş ın a , m ik roda lga  a rd a la n ın a  ilişk in  108 ya da 109 sa y ıla rın ı göl
gede b ırak a n  yak laşık  10z l'lik  b ir  en tro p i bu lu ruz. D ahası say ı şu  an d a  ne 
o lu rsa  o lsu n  gelecekte ac ım asız  ve h a y re t veric i b iç im de büyüyecektir.

27.11 Kozmoloji

Evrenim izce p o tan siy e l o la ra k  e r iş ileb ilir  o lan  kesin lik le  m uazzam  
en tro p i say ıs ıy la  ilg ili, ev ren im iz in  ş u  an  a s lın d a  ne k a d a r  "özel" olduğu 
ve "özellikle" Büyük P a tlam a za m a n ın d a  ne k a d a r  "özel" o lm uş o lm ası ge
rek tiğ iy le  ilg ili b ir  h is s iy a t elde edebileceğim iz şekilde, b ir  ta h m in d e  b u 
lu n m ay a ça lışm ad a n  önce kozm oloji hak k ın d a  b ir  şey b ilm em iz gerekecek. 
Büyük P atlam ay ı tem sil eden B k u tu su  faz u zay ın ın  b o y u tu n u  ta h m in  e t
m ek üzere  kozm olojik k an ıt k u llan m ay a ça lışacağ ız  ve b u n u  tü m  faz 
u zay ın ın  b o y u tu  ve ay rıca  ev ren i şim d ik i haliy le  tem sil eden k a lın  ta n e li 
K  k u tu su n u n  faz uzayı hacm iy le k a rş ıla ş tıra ca ğ ız .

K endisinden  (esasen) üç ad e t b u lu n a n , kozm olojin in  s ta n d a r t  m odelle
ri o la rak  a d la n d ır ıla n  şey leri k ısaca  aç ık lay arak  başlayay ım . §27.7 'den 
an ım sayacağ ım ız  üzere ta r tışm a , E in s te in  denk lem in in  uygun  çözüm leri
n i, g a lak s ile rin  tüm üy le  düzen li büyük  ölçekli (bazen "basınçsız  b ir  ak ış
kan" ya da "toz" o la rak  ad lan d ırılan ) b ir  dağ ılım ın a  yak laşık lık  tah m in i 
yap m ak ta  ku llan ılab ilecek  b ir  m alzem e kaynağ ıy la  b ir lik te  ilk  o larak  
1922'de b u la n  R us A laxandr F rie d m a n n 'a  dek g ider. F rie d m a n n 'ın  ç a lış tı
ğı genel s ın ıf  kozm olojik m odelle ri a rtık , k en d ile rin in  so n rak i katk ı, aç ık 
lam a ve genellem eleri neden iy le  genel o la rak  F ried m an n -L em aître -R o - 
bertson-V V alker (FLRW) m odelle ri o la rak  an ılır.

T em elde b ir  FLRW m odeli, k en d is in in  tüm üyle  u za m sa l o la rak tü rd e ş  
ve izo tro p ik  o lm ası gerçeğince k ara k te riz e  olur. K abaca söy lersek  "izotro- 
pik", ev ren in  tü m  yön lerde ayn ı g ö rünm esi an lam ın a  gelir, böylece o dönel 
b ir  0(3) s im etri g ru b u n a  sa h ip tir . A yrıca "uzam sal o la rak  tü rdeş" , evrenin , 
uzay ın  h e r  n o k ta s ın d a , h e r  b ir  a n d a  ayn ı gö rünm esi an lam ın a  gelir; b u ra 
d an  h arek e tle  b ir  u zay sa l 3 -yüzey  a iles in in , b u n la r  (top lam da 6 -b o y u tlu  
b ir  s im etri g ru b u  veren)127151 "uzay"ın s a b it  t  "zam an"ındaki Tt 3 -yüzey leri 
o lm ak üzere, h e r  elem anı üzerin d e  g eç işken  (§18.2) o lan  s im etri g ru b u  b u 
lu n u r. Bu b ir  ç ift varsay ım  çok büy ü k  ölçekteki m adde  dağ ılım ına  ilişk in  
gözlem ler ve m ik roda lga a rd a la n ın m  doğasıy la  iy i b ir  uyum  göste rir. 
U zam sal iz o tro p in in  do laysız b iç im de son  derece iyi b ir  yak laşık lık  ta h m i
n i o lduğu  (çok u zak  k ay n ak la rın  gözlem lenm esi ve öncelik li o la rak  2,7K



Ş ek il 27.13 U zam sal o la rak  tü rd e ş  ve iz o tro p ik  F riedm ann-L em aître-R obertson -V V alke r 
(FLRW) kozm olojik  m odelleri. Z am an y u k a rı doğru  g ö s te ril ir  ve h e r  m odel b ir  B üyük P at- 
la m a 'y la  b a ş la r . H er b ir i  t  z am an ın d ak i "uzay"ı veren , k es işm eyen  u zay sa l tü rd e ş  1 - 
p a ra m e tre li  b ir  T , 3 -y ü zey le r a iles iy le  d o ld u ru lm u ş tu r. F rie d m a n n  m o d e lle rin d e  m adde 
b a s m ç s ız  b ir  ak ışk an  ("toz") o la ra k  ele a lın ır . Üç d u ru m  g ö ste riliy o r: (a) T t S 3 (d iyag ram 
la rd a  b ir  S 1 çevrel çem beri o la ra k  b e lirtilen ) 3 -k ü reIe ri o lm ak üzere  m odelin  so n u ç  o la 
ra k  b ir  B üyük Ç öküşe ile rle d iğ i K > 0 du ru m u ; ya d a  (b) tep ed ek i 2 -d ü z lem  o la rak  g ö ste 
r ilm iş  ö k litç i E3 3 -u z a y la rı o la rak  T,; ya  da  (c) (tepedeki k o n fo rm al b i r  g ö ste rim le  b e l i r ti 
len) h ip e rb o lik  3 -u z a y la r  o la ra k  T ,, (d), (e) ve (f)'de s ıra s ıy la  (a), (b) ve (c)'ye n ih a i ü s te l 
gen işlem ey le  b ir lik te  p o z itif  b ir  kozm olojik  A s a b iti  eşlik  eder, (d)’de /l 'n ın , çökm e faz ım  
ön lem ek  üzere  y e te ri k a d a r  b ü y ü k  o lduğu  v a rsa y ılır .

ış ın ım ından ) görü lür. D ahası ev ren  tü rd e ş  o lm a sa y d ı y a ln ızca  çok b e lir li 
y e rle rd en  izo trop ik  o la ra k  g ö rü n eb ilird i,127161 böylece ev ren in  bize, ayn ı za 
m a n d a  hom ojen olm adıkça, izo tro p ik  b iç im de g ö rü n m e s i  iç in  o ldukça ay 
r ıca lık lı b ir  konum da b u lu n m a k  zo ru n d a  o luruz. E lbe tte  tek il ga lak sile ri, 
g a lak s i küm elerin i ve sü p e r  g a lak s ile ri y a ln ızca  b e lir li y ö n le rde  g ö rd ü ğ ü 
m üz iç in  gözlem e d ay a lı izo tro p i m u tlak  değ ild ir. Ö rneğin, yaln ızca  b izim  
g alaksim izi değil fa k a t kom şu b irk aç  ga laksi küm esin i de çeker gö rünen , 
"Büyük Çekici" o la rak  an ılan  g ib i kafa  k a rış tır ıc ı ölçüde, h e r  zam an  gö rü 
n ü r  o lm ayan  eş its iz  m alzem e dağ ılım ı söz k o n u su d u r. B unun la  b irlik te  
bu , ne k a d a r  uzağa  b a k a rsa k  b e lirg in  u zam sa l d ü zen lilik ten  sap m an ın

®  [27.161 Birleşik b ir 3-uzayın iki ayrık nokta dolayında tü rdeş olm aksızın niçin izotropik o la
m ayacağını gösterm ek üzere genel b ir argüm an verin.



o ra n tılı  b iç im de o k a d a r  küçü lm esi d u ru m u  g ibi gö rünü r. E vren in  b izim  
iç in  e r iş ileb ilir  o lan  en uzak  bö lge leriy le  ilg ili sa h ip  o lduğum uz en iyi b i l
gi 2,7K k ara  cisim  a rd a la n ı ış ın ım ın d a n  gelir. COBE, BOOMERANG ve 
WMAP v eris i vb bize, o ö lçekte çok küçük  sap m ala r, 105'te  b irk aç  p arça  
k ad a r, izo tro p in in  iyi destek len d iğ in i söy le r.31

A slında tü rd e ş  ve izo trop ik  kozm olojiler, FLRW m odelle ri, gerçek  ev re
n in  y ap ıs ın a , en az ın d an  İO11 c iv a rın d a  g a lak si içerip  yak laşık  İO80 d o la 
y ın d a  b ary o n  b a r ın d ıra n  gen işlik tek i gözlem leneb ilir ev ren in  s ın ır la r ı d ı
şın a , y ap ılan  m ükem m el yak laşık lık  ta h m in le ri o la rak  gö rünür. (Bu "göz
lem len eb ilir  evren" kav ram ın ın  ne an lam a  geld iğ in i b ira z d a n  göreceğiz.) 
U zam sal izo trop i ve tü rd eşlik , 3 -b o y u tlu  "sab it zam an" Tt u zam sa l k es itle 
rin in , h e r  Tt 3 -g eo m etris i M 'ye a i t  tü rd eş lik /iz o tro p i s im etri g ru b u n u  p ay 
laşm ak  üzere, tü m  M  u zayzam an ın ı (b irb irle rin i kesm eden) d o ld u rd u ğ u n u  
im a eder;32 bkz. Şekil 27.13. 3 -geom etriy le  ilgili (esasen) üç fa rk lı o lasılık  
(sabit) u zam sa l eğ riliğ in  p o z itif  (K > 0), s ıf ır  (K =  0) ya da n eg a tif  (K <  0) 
o lm asın a  b ağ lıd ır . Kozmoloji lite ra tü rü n d e , eğrilik  y a rıç a p la r ın ı K > 0 ve 
K < 0 o la rak  a n ılan  K =£ 0 d u ru m la rın d a  b a s it  o la rak  s ıra s ıy la  K = 1 ve 
K = — 1 b iç im inde  no rm alleştirm ek  o lağand ır. B unun la  b irlik te  b u n u  b u ra 
da yapm ayacağ ım  ve son rak i ta r t ış m a la rd a  açık lık  iç in  ilg ili K > 0 ve 
K <  0 aç ık lam a la rın ı te rc ih  edeceğim .

Şekil 27.13a, b, c 'de uzam sa l eğriliğe ilişk in  fa rk lı a l te rn a t if  seçim lerle  
ilg ili, F rie d m a n n 'ın  E in ste in  denklem ine ilişk in  o rijina l ana liz i u y arın ca  
ev ren in  zam an  evrim in i gösterm eye ça lış tım . H er d u ru m d a  evren, u zay za
m an  eğ rilik le rin in  sonsuz h a le  geld iğ i, Büyük P a tlam a  denen, b ir  tek illik 
ten  b a ş lay ıp  an id en  d ışa  doğru  gen işle r. S onuçtaki d av ra n ış  k ritik  b iç im 
de /T nin  değerine bağ lıd ır. K > O'sa (Şekil 27.13a) gen işlem e sonuç o larak  
te rs  dö n er ve evren, b ü tü n lü k lü  F ried m an n  m odelindeki b aş lan g ıç  Büyük 
P a tla m a s ın ın  kesin  b ir  zam an  te rs i  olup sık lık la  B ü y ü k  Çöküş o la rak  a n ı
lan  b ir  tek illiğe geri döner. K =  O'sa (Şekil 27.13b) gen işlem e ancak  olduğu  
haliy le  kalm aya y e te r  ve b ir  çökm e fazı m eydana  gelm ez. K < O'sa (Şekil 
27.13c) gen işlem e sonuç o la rak  s a b it  b ir  o ran a  u la ş tığ ın d a n  h e rh a n g i b ir  
çökm e görünüm ü  söz konusu  değ ild ir. (Burada, §27.8 'de ta r t ış ılm ış  olan 
yerden  y u k arı doğru  f ır la tı la n  ta ş la  b ir  benzerlik  m evcu ttu r. T aşın  b a ş 
lang ıç  h ız ı kaçm a h ız ın d an  küçükse sonuç o la rak  o, F rie d m a n n 'ın  K > 0 
iç in  o lan  evren indek i g ibi yere geri düşer; kaçm a h ız ın a  eş itse , K = O'daki 
g ibi, geri düşm eyi becerem ez; kaçm a h ız ın d an  büy ü k se  devam  ed e r ve 
K <  O'daki gibi, y av aş lam ay an  b ir  s ın ır  h ıza  yaklaşır.)

COBE kanıtı için bkz. Smoot vd., 1991; WMAP kanıtı için bkz. Spergel vd., 2003.
32 Liddle, 1999, kozmolojiye mükemmel b ir  g iriştir. W ald, 1984, konuyu daha gelişkin b ir dü 

zeyde kapsar.



O rijinal F ried m an n  ça lışm ası kozm olojik b ir  A s a b iti içerm ez fak a t 
kozm olojin in  d ah a  so n rak i s is tem a tik  ta r t ışm a la r ın ın  n eredeyse  tü m ü n 
de,33 E in s te in 'ın  1917'de ile ri sü rd ü ğ ü  kozm olojik b ir  te rim  o lan  Agab'ye, 
k e n d is in in  A =  0 o la rak  k ab u l etm ekle ilg ili seçim ine k a rş ın  (1929'dan 
son ra , bkz. §19.7), iz in  verild i. B unun  h ay ırlı o lduğu  açığa ç ık tı çünkü  göz
lem e dayalı fa rk lı tü rd ek i pek çok güncel kan ıt, ev ren im iz in  d a v ra n ış ın d a  
a s lın d a  p o z itif  kozm olojik b ir  s a b it  (A >  0) b u lu n d u ğ u n u  açık  o la rak  b e 
lirtm eye  b aş lad ı. Bu k o n u la rı §28 .10 'da ta r tışm a y a  devam  edeceğim  fak a t 
şim d ilik  okuru  iç lerinde F ried m an n  denk lem lerine  (yeteri k a d a r  büyük) 
p o z itif  b ir  / l 'n ın  eşlik  e ttiğ i Şekil 27.13a, b, c 'n in  b en zerle rin i su n a n  Şekil 
27.13d, e, f 'y e  yön lend irm ek  is te rim . K ozm ologlar a ra s ın d a k i günüm üz 
gözlem  ve f ik ir  dengesi u y a rın c a  bu  m odelle rden  b ir is i gerçek ev ren im izin  
geçm işine ilişk in , en az ın d a n  evren  yaln ızca , k ab a ca  l ,5 x l0 10 o lan  şim diki 
y aş ın ın  y ak laşık  elli b in d e  b ir i o lan  ~ 3 x l0 5 y a ş ın d a  o lduğu  zam ank i a y 
rış tırm a  zam an ın d an  itib a re n , a y r ış tırm a  m ikrodalga a rd a la n m ı gözlem 
led iğ im izde etk in  b iç im de "geriye baktığ ım ız" zam an  olm ak üzere, doğru 
b ir  aç ık lam a g ib i gö rünür.

A y rış tırm ad an  önce evren, tem el o larak  "ışın ım  bask ın" ve ay rış tırm a  
so n ra s ı "m adde bask ın" o lm uş o lm alıd ır. F rie d m a n n 'ın  "toz" m odelin in  
ış ın ım  b ask ın  fazda  uygun  o lm asın ı beklem eyiz; d ah a  uygun  olanı Tol- 
m a n 'ın  (1934) ışın ım  dolu  m odeli o lab ilir. Bu, res im lerim izde  büyük  b ir  
fa rk lılık  y a ra tm az . E vren in  ö m rünü  Büyük P a tla m a d an  ay rış tırm ay a , Ş e
kil 27 .14 'te  b e lir ttiğ im  üzere  "F riedm ann" ö n g ö rü sü 127171 o lm uş o lan  şeyden 
yak laşık  j 'lü k  b ir  k a tsay ı k a d a r  k ısa ltır. Şişm e kozm olojisi y an lıla rı, ev

rim de çok d ah a  büyük  b ir  değişim , d iğe r b ir  dey işle  ev ren in  ö lçü sü n ü  b e l
ki de İO60 g ib i b ir  ç a rp a n la  a r t t ır a n  ü s te l b ir  gen işlem e ö n erirle r. Yine de 
bu , evren  henüz İO-32 san iyelikken  b ir  n ih ay e te  erm ek d u ru m u n d ad ır, bu  
n ed en le  Şekil 27.13 ya d a  27 .14 'ün  g ö rünüm ünde h erh an g i b ir  fa rk lılık  y a 
ra tm az! Yine de d iğer b ak ım la rd a k i im ala r, şişm e b iç im li ta b lo  doğruysa 
m uazzam  o lab ilir. Şişm e kozm olo jisin i §§28.4, 5 'te  ele a lacağım . Ne o lu rsa  
o lsun , "kozm olojinin s ta n d a r t  m odeli" o la rak  a d lan d ır ılm as ı gereken şeye 
şişm eyi d ah il e tm em enin  m a n tık lı o lduğunu  dü şü n ü y o ru m  ve b u ra d a  öyle 
yap m ay acağ ım .34

33 Bkz. Bondi, 1961; Rindler, 2001; Dodelson, 2003.
[27.17] Bir Friedm anncı "toz" m odeline ilişkin davranışın  t zam anının küçük değerleri için 
t  = AR1/2 biçim inde ve R = R(t) evrenin "yarıçap"m ın b ir ölçüsü, A ve B sab itle r olmak üze
re, Tolm an "ışınımı"na ilişkin davranışın  t = BR2 olduğunu varsayarak  bu 3 /4 çarpanını tü 
retebilecek m isiniz bakın. İpucu: Eğrilere olan tan jan tla r eşleşm ek zorunda mıdır?

34 K = 0 ve A > 0 'la birlikte şişm enin de b irleştirild iğ i durum u açıklam ak üzere "uyum modeli" 
terim i ortaya çıktı. Bkz. B lanchard vd., 2003; Bahcall vd., 1999. Bunun güncel konum uyla il
gili değerlendirm em  için bkz. §28.10.



Ş e k il  27.14 E vren , ya k la ş ık  
300.000 y a ş ın d a y k e n  m eyd a n a  
g elen  "ayn ştırm a "d a n  önce  
"ışın ım  bask ın "d ı ve  Fried- 
m a n n 'ın  " to z"y a k la ş ık lık  ta h 
m in i geçer li değild i. O nun  y e 
rine iç te k i eğriy le  b e lir tilen  
b ir  b iç im d e  d a h a  se r i T o lm an  
g en iş le m e sin e  sa h ib iz .

Şekil 27.13d, e, f 'dek i üç m odelden  h an g is i gerçek evren  iç in  uygun  o l
m aya yak ınd ır?  Bu konuyu §28 .10 'da ta rtışac ağ ım . Ş im dilik  b u n la rd a n  
h erh an g i b ir in in  tem elde doğru  olabiZeceğini düşüne lim . Bu fa rk lı u zam 
sa l geom etrile ri b iraz  d a h a  y ak ın d an  inceleyelim .

K >  0 d u ru m u  no rm alde  3 -k ü re  o la rak  g ö ste rilir . B unun la  b ir lik te  ay 
rıca , S3'e ilişk in  an tip o d a l n o k ta la r ı ta n ım la y a rak  elde ed ilen  R P 3 izdü- 
şüm sel uzay ı da söz k o n u su d u r (bkz. §§15.4—6); p ra tik te  ik is in in  gözlem e 
d aya lı o la rak  a y ır t ed ileb ilir  o ld u ğ u n u  d üşünm ek  güçtü r. S3'ü n  ayrı n o k ta 
la r ı a ra s ın d a  m ercek  u za y la r ı o la rak  ad la n d ır ıla n  şeyi veren  b aşk ac a  t a 
n ım lam a la r  d a  b u lu n u r  fak a t b u n la rın  h içb iri ev rensel o la rak  izo trop ik  
d eğ ild ir.35 K =  0 (izotropik) d u ru m u  o lağan  Ö klitçi 3 -u z a y d ır  ve b enzer b i
çim de K <  0, §§2.4, 7 ve §18.4 'te ça lış tığ ım ız  h ip erb o lik  3 -geom etriy i v e 
rir. M. C. E sch e r 'in  K > 0 , K  = 0 v e K <  O'a ilişk in  ilg ili uzam sa l geo m etri
le rin  (2-boyu tlu  tü rle rin in ) z a r if  ve y a ra tıc ı g ö ste rim le ri iç in  s ıra s ıy la  Şe
kil 2.21a, b ve c 'ye bak ın . O lağan K > 0 d u rum u , u za m sa l o larak kapa lı 
an lam ın a  gelen (diğer b ir  dey işle  tık ız  b ir  uzay sa l h ip e r  yüzey içeren)36 b ir  
ka p a lı ev ren  o la rak  ad lan d ır ılır . K ozm ologlar K <  O'a s ık lık la  "açık" d u 
rum  o la rak  değ in irken  tekn ik  o la rak  ay rıca  K = 0 d u ru m u  da u zam sa l o la 
rak  aç ık tır. B u rad an  h arek e tle  b ir  m ik ta r  kafa  k a r ış t ır ıc ı bu  term inolo jiy i 
b u ra d a  k u llanm ayacağ ım . E vrense l izo trop iden , ü s tte  an ılm ış o lan  K > 0 
m ercek  u za y la rın d a k i g ib i vazgeçersek  böylece K = 0 ve K <  0 iç in  de 
(izotropik  olm ayan) k ap a lı evren m odelle ri söz k o nusu  o lu r.37

35 Oldukça özgün b ir olasılık eski Y unanların haklı olup, §1.1, evrenin gerçekte b ir  on iki yüz
lü, ya da daha çok bunun yapıştırılm ış b ir  versiyonu, olm asıdır. Bkz. Luminet, 2003.

36 Hiper yü zey  terim i b ir  n-m anifo ldun (n — l)-b o y u tlu  b ir a lt m anifolduyla ilgilidir; burada
b ir Tc.



(a) (b) (c) (d)

Ş ekil 27.15 F rie d m a n n  m o d elle rin e  ilişk in , öncelik le  A = O'la b ir lik te , R = R (t)  g rafik leri: 
(a) K  > O, (b) K = O, (c) K < O ve so n ra  (d) A > O'la b irlik te , ((d) d u ru m u  K = 0 iç in  çiz ilir  
fa k a t d iğ e r  d u ru m la r, u zam sa l eğ rilik le  ilişk ili o la rak  J ’m n  y e te rin ce  b ü y ü k  o lm ası k o şu 
luy la , o ldukça  benzerd ir.)

Tüm  M  4—uzayı, gö rdüğüm üz üzere  zam an la  değ işen  b ü tü n lü k lü  b ir  
ö lçünün  bu lun d u ğ u , u zam sa l 3 -geom etriy le  ilg ili b ir  zam an  evrim i b iç i
m inde aç ık lan ır. S ta n d a rt ta b lo d a  evren  b a ş la n g ıç ta  b ir  Büyük P a tla m a 
d an  çok h ız lı b iç im de u z a k la şa ra k  g en iş le r fa k a t p a tla m a n ın  m eydana ge l
d iği ve h e r  şey in  k en d isin d en  u za k la ş tığ ı b ir  "m erkezi nok ta '' b iç im inde 
d ü şü n ü le n  b u  tab lo  doğru  değ ild ir. U zam sal ik i b o y u t d u ru m u n d ak i daha 
uygun  b ir  g ö rü n tü  b ir  b a lo n u n  p a tla t ıld ığ ı an d ak i yüzeyid ir. Zam an ile r le 
d ikçe yüzeydeki h e r nok ta , h e r  d iğer b ir  n o k ta d an  az ar  a z a r  u za k la ş ır  ve 
evren  m odelinde h erh an g i b ir  "m erkezi nok ta '' yok tu r. Bu benzetm ede y ü 
zey ev ren in  tü m ü n ü  tem sil e tm elid ir. Böylece ne b a lo n u n  m erkezi ne de 
yüzeyde y er a lm ayan  h e rh a n g i b a şk a  b ir  nok ta  gen işleyen  ev ren in  p a rç a s ı 
o la rak  say ılır.

Bu üç geom etriden  b ir in e  ilişk in  m e trik  b iç im i gösterm ek  üzere  dS2 no- 
ta sy o n u n u , K =£ 0 d u ru m la rın d a  m e triğ i a r tık  b irim  3 -k ü re n in  ya da birim  
h ip e rb o lik  uzaym ki o lacak  şek ilde  n o rm alleş tirm ek  üzere  (diğer b ir  d ey iş
le s ıra s ıy la  K = 1 ya da K =  - 1  k ab u l ederiz), k u llan a lım .127181 Tüm  uzayza- 
m an a  ilişk in  4—m etrik  böylece, t, s a b it  değerleri tek il Xt 'yi be lirleyen  b ir  
"kozm ik zam an" p a ra m e tre s i o lm ak ve

R = R (t)

"t zam an ında" u zam sa l ev ren in  "boyut"unu  veren  t  zam an  p a ra m e tre s in e  
ilişk in  b ir  fonksiyon  olm ak üzere,

d s 2 =  d t 2 — /?2d £ 2

®  [27.18] Bir birim  3-kürenin m etriğini dX2 =  dr2 + sin2<p(d<p2 + sin2öd02) 'n in  tanım ladığını 
gösterebilir m isiniz bakın ve §18.1'deki yöntem leri kullanarak  dZ2 = dr2 +  sinh2̂ (d^f2 + 
sin20dfl2) ’n in birim  hiperbolik uzayı tanım ladığını çıkarsayın. tpucu: İlk olarak rasgele yan- 
çaplı b ir  3-küre için olan m etriği yazın.



b iç im inde ifade ed ileb ilir . Böylece h e r  b ir  Tt iç in  m etrik  fl2dS2'y le verilir. 
Şekil 27.15a, b , c 'de  R = i? (t) 'n in  s ıra s ıy la  K =  1 ,0 ,—1 iç in  g rafiğ in i, A = 
O'la b ir lik te  F rie d m a n n 'ın  o rijina l "toz" (basm çsız ak ışkan)127191 d u ru m u n 
da çizdim  ve Şekil 27 .15d 'de h e r  üç K değerine ilişk in  eğ rile r  (K > 0 d u ru 
m unda, a s lın d a  gözlem lerin  iş a re t  e ttiğ i üzere) A son rak i çökm eyle b a şa  
çıkabilecek k a d a r  büy ü k  olm ak koşu luyla) çok benzer olm ak üzere p o z itif  
b ir  /l 'y la  ne o lacağ ın ı gösterd im . Böylece n ih a i gen işlem e hız ı ü ste ld ir .

27.12 Konformal diyagramlar

"G özlem lenebilir evren" te rim iy le  ne k as ted ild iğ in i an lam ak  üzere, 
iç inde tü m  uzay zam an a ilişk in  (sıklıkla 2-boyu tlu ) b ir  göste rim in , boş 
y ö n le rin in  düşeyle 45°'lik aç ıda  çizilecek şek ilde  su n u ld u ğ u  ve ay rıca  so n 
suzun  d iyag ram ın  s ın ırı (bir parça) o la rak  göste rild iğ i, k o n fo rm a l d iy a g 
ra m 38 o la rak  b ilin en  şeyi işe  koşm ak fay d a lı o lur. 3 e lyazısı h a rfi genellik 
le bu  "sonsuz" k av ram ın a  ilişk in  o larak , 3+ d ışa rı g iden  ışık  ış ın la r ı t a r a 
f ın d an  n ih a i o la rak  "u laşılan" gelecek  sonsuz  (ya da gelecek boş) ve 3~ ge
len ışık  ış ın la r ıy la  ilg ili geçm iş  so n su z  iç in  ku llan ılm ak  üzere, k u lla n ılır  
ve "skri" b iç im inde te la ffuz  ed ilir. A = 0 'a  sa h ip  s ta n d a r t  E in s te in  k u ra 
m ında n o rm ald e  s ıfır  3 -yüzey leri ve A > O'sa u za ysa l 3 -yüzey ler o lduk la rı 
o rtay a  ç ıkar.39

K onform al d iy ag ram lar, ilg ilendiğ im iz şey b ü tü n se l uzayzam an  m e tr i
ği yerine  boş kon ile ri a iles i olm ak üzere, u zayzam an  y ap ıs ın ın  n ed en se lli
ğ in i g ö ste rir. Bu, §2.4, §8.2 ve §§18.4, 5 'te  k a rş ılaş tığ ım ız  konform al ge
o m e trin in  (f) u zay zam an d ak i p o z itif  b ir  sk a le r  olm ak üzere, böylece ü  
uzak lık  ö lçüünü  k onum dan  konum a d eğ iş tir ir , g 'n in  n 2g 'y e  denk olduğu  
b ir  eşdeğerlik  sın ıfı m etriğ ince tan ım lan an ) Lorentzci versiyonudur. 
§2.2 'de tü m  h ip erb o lik  düzlem in , Ö klitçi düzlem in  son lu  b ir  bö lgesinde 
konform al b iç im de n a s ıl g ö ste rileb ild iğ in i gö rdük  (Şekiller 2.11, 2.12,

®  [27.19] K > 0, A — 0 için Friedm ann'ın  "toz" çözümü, C b ir sab it ve £ uygun b ir param etre ol
mak üzere R = C{ 1 -  cos£), t  = -  sin f) biçim inde ifade edilebilir. Bunun, b ir sikloide, ya
tay  b ir  düz çizgi üzerinde yuvarlanan b ir çem berin çapı üzerindeki b ir nokta tarafından  çi
zilen eğri, ilişkin denklem olduğunu gösterin. K > O'dan K < 0 durum una §18.1 ve alıştırm a 
I27.16]'da kullanılm ış olana benzer b ir  "hile" kullanarak  ve K = 0'a, (bir koordinat yeniden 
ölçeklelendirme içeren) uygun b ir sın ır kabul etmek yoluyla nasıl gelineceğini görebiliyor 
musunuz?

38 Bunlar, Varşova derslerim de, 1962, onlardan yararlanm am  nedeniyle bazen "Penrose diyag
ram ları" ya da "C arter-Penrose diyagram ları" olarak bilinir; katı konform al b ir diyagram  
kavram ı sistem atik  biçim de Carter, 1966, tarafından  sunulm uştur.

39 Bkz. Penrose, 1962; Carter, 1966; Penrose, 1963, 1964, 1965a. Havvking ve Penrose, 1996 d i
yagram lardan faydalanıp onların  yorum lanışlarına ilişkin bazı açıklam alar sunar.



2.13). B ir ko n fo rm a l u z a y z a m a n  d iy a g ra m ı  fik ri tem el o la rak  ay n ıd ır  fa 
k a t a r tık  konform al o la rak  göste rilecek  o lan  ş ey (pozitif belirli) o lm ayan  
L orentzci m e trik tir . L oren tzci geom etridek i yeni k ilit özellik, konfo rm al 
geom etriy i boş k on ile rin  k en d ile rin in  ta n ım la m a la rıd ır .

tk i b o y u tta  boş koni b ir  ç ift boş yönden  o lu şu r  ve bu, 2 -m etriğ i yerel 
b ir  konfo rm al ça rp a n a  k a d a r  b e lir le r. Böylesi b ir  2 -b o y u tlu  g ö ste rim in  
özellikle değerli o lduğu  b ir  du rum , tü m  4—uzayda  kü rese l s im e tr in in  b u 
lu n d u ğ u  d u ru m d u r. Böylece bu  4 -u zay zam an ı, 2 -u zay a  a it tü m  n o k ta la r ın  
4 -u za y d ak i tü m  b ir  S2'y i göstereceğ i şek ilde , "e tra f ta  d ö n d ürü lm üş" b ir  2 -  
uzayzam an  o la rak  d ü şüneb iliriz . Böylesi u za y za m a n la rla  ilg ili o la rak  kon
fo rm al d iy a g ra m la r  o ldukça kesin  h a le  g e tir ileb ilir  ve b u n u n  iç in  ka tı  
konform al d iyag ram  k av ram ın d an  y ara rlan acağ ım . Katı o lm ayan  ko n fo r
m al d iy a g ra m la r  şe m a tik  o la rak  ad lan d ırılacak . K atı b ir  konfo rm al d iyag 
ram a a it n o k ta la r  a s lın d a  tü m  S2 (metrik) k ü re le rin i göste rir. (Sicim k u ra 
m ı v b 'd e  ele alınab ilecek  tü rd ek i b ir  n -b o y u tlu  L orentzci "uzayzam an" d u 
ru m u n d a  -b k z .  §§31.4, 7 -  b u n la r  S71-2 (ti — 2 )-k ü re le r olur.) D iyagram  üze
rindek i n o k ta la rın  tek il uzayzam an  n o k ta la rım  g ö ste rd iğ i is t isn a i yerle r 
d iyag ram  s ın ırın d a  b ir  s im e tr i ek sen i ta n ım la y an  o k ıs ım la rd a  o rtay a  ç ı
kar. B un lar kesik  çizgilerle g ö s te rilir , b u  d u ru m d a  d iyagram ı böy lesi b ir  
kesik çizgi e tra f ın d a  d ö n d ü rü lü r  b iç im de d üşünm ek  zo ru n d a sın ız .127 201 Sı
n ır ın  so n su zu  tem sil eden k ıs ım la rı koyu çizg ilerle  ve tek illik le ri tem sil 
eden k ıs ım la r  d iş li çizg ilerle  b e lir tilir . Bkz. Şekil 27.16a. A yrıca konfo rm al 
d iyag ram ın  fa rk lı s ın ır  ç izg ilerin in  b u lu ş tu ğ u  b e lir li k öşe ler de m ev cu t
tu r. K üçük açık  çem berlerle , o, b e lir tile n le r  tü m  2 -k ü re le ri g ö s te rir  b iç im 
de d üşünü lm eliyken  dolu  n o k ta la rla , •, b e lir tile n le r  en iyi, n o k ta la rı (sıfır 
y a rıçap lı küreler) g ö s te rir  b iç im de d ü şü n ü lü r . Şekil 27.16b Minkovvski 
uzay ıy la  ve Şekil 27.16c b ir  Schvvarzschild k a ra  deliğ ine kü tleçek im e iliş 
k in  çöküşle ilg ili (§27.11'de aç ık lanm ış k ü rese l s im etrik  çöküş) k a tı kon
fo rm al d iy a g ra m la rd ır. Şekil 27.17 'de Şekil 27 .13 'ün  ilg ili kozm olojik m o
delle rin i g ö s te rd im .127211

K onform al d iy a g ra m la r  k u lla n ış l ıd ır  çünkü  u zay zam an la rın  n ed e n se l
lik  öze llik lerin i özellikle b e lirg in  h a le  g e tir ir. Ö rneğin Şekil 27 .16b 'de gös

®  [27.20] Şekil 27.16a’nm  Minkovvski 4-uzayını, tüm  Minkovvski 2-uzayının (r >  O'la birlikte 
ds2 = d t2 -  d r2 metriği) sağ y an s ın ı alıp bu biçim de düşey eksen etrafında çevirmek yoluyla 
elde edebilir m isiniz görün. 4-uzay m etriğini t, r  ve küresel kutupsal ö ve $  açılarına ilişkin 
uygun fonksiyonları kullanarak  ifade edin {bkz. alıştırm a [27.18]). G örselleştirm e niyetiyle 
ilgili olarak, döndürm enin artık  daha tanıd ık  b ir  tü rde olduğu Minkovvski 3-uzayını elde e t
meyi deneyin.

®  [27.21] Şekiller 27.11 ve 27.16b'deki d iyagram ların  nasıl eşleştiğini görebilecek m isiniz b a 
kın. Şekiller 27.16 ve 27.17'nin her b ir  örneğiyle ilgili m etrikleri çarparak  uygun konform al 
çarpan lar bulun.



te rilm iş  o lan  b ir  k a ra  deliğe k ü rese l o la rak  s im etrik  çökm ede, k a ra  deliğ in  
u fk u n u n  45°'yle d u rd u ğ u n a  d ik k a t edin. H erhang i m ad d i b ir  pa rçac ığ ın  
d ünya  çizg isi düşeye 45°'den faz la  eğilem ez, böylece b ir  kez onu  geç tiğ in 
de u fkun  a rd ın d a k i iç bö lgeden  kaçam az. D ahası, b ir  kez o bö lgen in  iç inde 
o lunca tek illiğe zo rla n ır  (Şekil 27.18a). Tekillik, Şekil 27 .11 'in  d ah a  gele
neksel b ak ış  aç ıs ın d an  b ir  b iç im de m a n tığ a  ayk ırı b ir  gerçek o larak , uzay- 
zam an ın  iç k ısm ına  u zay sa l b ir  gelecek s ın ırı o la rak  gö rünü r. Büyük P a t
lam a ta ra f ın d a n  gö ste rilm iş  o lan  d u ru m  b u nun , uzay zam an a u zay sa l b ir  
geçm iş s ın ın  b iç im inde d av ran arak , zam an sa l te rs in e  benzeyen  b ir  ro l oy
n a r  (Şekil 27.18b). Büyük P atlam ay ı (tekil) b ir  n o k ta  o la rak  d ü şü n m e eğ ili
m inde o lduğum uzdan  b u  da y ine b ir  b iç im de m a n tığ a  ay k ırıd ır.40

S im etri
ek sen i

S
so n su zu

T ekillik 

•  N okta

O  S2 k ü resi

(a) (b) (c)

Ş ek il 27.16 K onform al d iy a g ra m la r u z a y z a m a n la ra  ilişk in , genellik le  d üzlem de b u lu n a n  
u zay za m a n  boş ç izg ile rin  d üşeye  45"'y le  yö n len d irilecek  şek ild e  ç izild iğ i ve "sonsuz"un  
re sm e  so n lu  b ir  s ın ır  b iç im in d e  g ö ste rilm e  eğ ilim inde o ld u ğ u  ve fizik i m e tr ik te n  d iyag- 
ram m k in e  o lan  kon fo rm al ç a rp a n ın  s ın ır  ü z e rin d e  sıfıra  g ittiğ i düzlem  g ö ste rim le rid ir , 
(a) B ir k a tı  k o n fo rm al d iy ag ram d a  (şe m a tiğ in  aksine) d iy ag ram  iç indek i h e r  n o k ta  tam  
b ir  2 -k ü rey i g ö ste rir; fa k a t (kesik b ir  ç izgiy le göste rilen) b ir  s im e tr i eksen i ü zerin d e  bu  
2 -k ü re , • ile  iş a re t l i  b i r  köşede y a p tığ ı g ib i, b i r  no k tay a  b ü zü şü r; b u n u n la  b ir lik te  o ile 
iş a re t l i  b ir  köşede  s ın ır  n o k ta s ı konfo rm al o la ra k  b ir  2 -k ü re  b iç im in d e  kalır . Sonsuz (ge
neld e  J 'y la  g ö ste rilip  "skri" b iç im in d e  te la ffu z  edilir) koyu b ir  s ın ır  ç izg isiy le  b e lir tilir ; 
tek illik le r  d iş li s ın ır  çizg ileriy le  b e lir ti l ir , (b) M M inkovvski u zay ıy la  ilg ili k a tı k on fo rm al 
d iyag ram , (c) K ara deliğe k ü rese l s im e tr ik  çö k ü şü  g ö ste ren  Şekil 27 .11 'le ilg ili k a tı  k o n 
fo rm al d iyag ram .

40 Büyük Patlam anın gerçekte konform al, diğer b ir deyişle nedensel olarak -"12 noktası" olarak 
an ılan - b ir nokta olduğu belirli kurgusal m odeller bazı kuram cılarda beğeni bulm aktadır; 
bkz. Tippler, 1997. Bununla b irlik te böylesi m odelleri fiziki olarak m akul hale  getiren, 27. 
bölüm  argüm anlarıyla uyum lu herhangi b ir  ta rtışm an ın  fark ında değilim.



Bu b aş lan g ıç  s ın ırın ın  u zay sa l doğası bizi, Büyük P a tla m a n ın  önem li 
b ir  gö rü n ü m ü  o lan  p a rç ac ık  ufku  k av ram ın a  yöneltir. Bir gözlem cin in  B ü
yük P a tlam ay a  yakın  b ir  p n o k ta s ın d a  b u lu n d u ğ u  Şekil 27 .18b 'y i göz ö n ü 
ne alın . Gözlem ciye b ilg i ak ta rab ilec ek  evren bö lgesi p 'n in  geçm iş ışık  ko
n is i ü ze rin d e  ya da iç indek i o bö lg ed ir ve b u n u n  yaln ızca  Büyük P a tlam a  
b aş lan g ıç  h ip e r  yüzey in in  b ir  P p a rç a c ın ı k es tiğ in i b e lir tir iz .41 Büyük P a t
la m ad a  P d ış ın d ak i bö lgede y a ra tıla n  p a rç a c ık la r  p 'dek i gözlem ci iç in  e r i
ş ileb ilir  değ ild ir. Bu bö lge ler p 'n in  p a rç a c ık  u fk u n u n  ö te s in d ed ir. B u n la
rın  p 'n in  g özlem leneb ilir  ev re n in in  d ış ın d a , ev ren in  bu  gözlem leneb ilir 
k ısm ı p 'n in  geçm iş ış ık  kon isi ü ze rin d e  ya da iç inde b u lu n a n  olm ak üzere, 
yer a ld ığ ın ı söy leriz .127-221

/1=0
I
I

(a)

K> 0

A >  0

(e)

Ş ek il 27.17 Şekil 27 .13 'ün  ilg ili F rie d m a n n  m o delleriy le  ilg ili k a tı k o n fo rm a l d iy ag ram 
la rı: (a) K > 0, A = 0; (b) K — 0, A = 0; (c) K < 0, A = 0; (d) K > 0, A > 0 (ve y e te ri k a d a r  b ü 
yük  jl'y la); (e) K =  0, A > 0; (f) K < 0, A >  0.

41 "Hiper yüzey" terim i için bkz. no t 27.36. Bu durum da Büyük Patlam anın, konform al gösteri
m inde 3-boyu tlu  olduğunu görürüz. Buna belirli başka gösterim lerle karşı çıkabiliriz, bkz. 
Rindler, 2001.

f© [27.22] Burada verilm iş konform al diyagram lara başvurarak  A =  0 olmak üzere, K — 0 ya da 
K < 0 için p 'de konum lanan b ir  parçacığın gözlem lenebilir evreninin, tüm  evreni kapsam ak 
üzere parçacığın zam an gelecek sın ırında artarken  bunun K > 0 durum u için ya da A > O'sa 
{bir "kozmolojik durum  ufku" ortaya çıkar) herhangi b ir  K için (Şekil 27.17'de gösterilen du
rum lar) doğru olm adığını gösterin.



Tekillik ya da Jr+

(a) (b)

Ş ek il 27.18 U fuklar, (a) O lay u fu k la rı, b ir  gelecek s ın ır ı  -y a  b i r  tek illik  ya  d a  so n s u z -  ş e 
m a tik  kon fo rm al b ir  d iy ag ram d a  u zay sa l o ld u ğ u n d a  o r ta y a  ç ıkar. B ir p  gözlem cisi s ın ıra  
y ak la ş ırk en  h e r  zam an  p 'n in  görem ediğ i (sın ırı b ir  d u ru m  u fk u  b iç im in d e  tan ım lan m ış) 
b ir  u zay zam an  p a rç a s ı, kes in  o la ra k  h an g i p a rç a  o lduğu  p ’n in  n a s ıl  h a re k e t e ttiğ in e  bağ lı 
o lsa  da , ka lır . (Ö rneğin p  so l değil de sağ  ta ra f ta k i ro tay ı seçe rse  so n u ç  o la ra k  q  görü lü r.) 
B ir k a ra  delik  d u ru m u n d a  d a h a  m u tla k  b ir  doğ ad ak i d a h a  ta n ıd ık  "du rum  ufku" (Şekilde 
nok ta lı) tü m  d ış  gözlem ciler iç in  o r ta k tır , (b) P arçacık  u fu k la rı, geçm iş tek illiğ in  u zay sa l 
o lm asın d an  k ay n ak lan a rak , tü m  s ta n d a r t  kozm olo jilerde o r ta y a  ç ıkar, p 'd e k i gözlem ci 
B üyük P a tla m a 'n ın  (ve b u ra d a  ü re tilm iş  p arçac ık la rın ) y a ln ızca  s ın ır lı b i r  P  p a rç a s ın ı, b u  
p a rç a  z am an la  b ü y ü m esin e  rağm en , görür.

27.13 Olağanüstü biçimde özel Büyük Patlamamız

Şim di Büyük P atlam ay a  ilişk in  o la ğ an ü stü  "özgüllüğe" geri dönelim . 
Komik b iç im de düşü k  b ir  en trop iye  sa h ip  olm a zo ru n lu lu ğ u n a  ilişk in  g er
çek, tek  b a ş ın a  te rm o d in am iğ in  ik inci y a sa s ın ın  v arlığ ı neden iy le  za ten  
ap aç ık tır . Yine de d ü şü k  en tro p i pek çok fark lı b iç im  a lab ilir . E vren im izin  
b a ş la n g ıç ta  özel o lduğu  belirli b iç im i an lam ak  iste riz .

Büyük P atlam ay a  ilişk in  özellikle çarp ıc ı -v e  gö rü n ü şe  göre çe lişk ili— 
b ir  özellik, çok erken ev ren in  ısıl d en g ed e  o ldu ğ u n a  ilişk in  gözlem e daya lı 
m ükem m el k a n ıtta n  gelir. Bu k a n ıtın  b ir  p a rç as ı, ev ren in  g en işlem esinden  
k ay n ak lan an  "kırm ızıya kaym a" neden iy le  faz las ıy la  so ğ u sa  da b u g ü n  h â 
lâ  tan ık lık  y ap a rak  Büyük P a tla m a n ın  gerçek "parlam ası"n ı tem sil eden 
2,7K m ik ro d a lg a  a rd a la n  ış ın ım ıy la  gö ste rilen  k u ram sa l P lanck  "kara  c i
sim " eğ risine  (bkz. §21.4, Şekil 21.3b) yönelik  o la ğ an ü stü  y ak ın lık tır  (Şekil 
27.19). D iğer kan ıt, erken  evrendeki n ü k lee r sü reç le rle  ilg ili k u ram  ve göz
lem in  b ize söyled iğ i şey ler a ra s ın d a k i kayda değer a y rın tılı u y u şm ad an  
gelir. Bu k u ram sa l h e sa p la m a la r  k ritik  b iç im de, ev ren in  h ız lı gen işlem e
siy le b ir lik te  kabu l ed ilen , erken  evrendek i m ad d en in  ısıl d en g e d e  o lduğu  
v a rsa y ım ın a  bağ lıd ır.

B ana göre, erken evrendeki bu  b e lirg in  ıs ıl denge b az ı kozm ologları 
c idd i b iç im de y a n ılta ra k  Büyük P a tlam an ın , ik inci y a sa  neden iy le  as lın d a  
son  derece düzen li (diğer b ir  dey işle  düşü k  en trop ili) olm ak zo ru n lu lu ğ u



v (GHz)

Ş ek il 27.19 M ikrodalga  a rd a la n ı, P lanck  k a ra  c is im  eğ risiy le  (Şekil 21.3b) so n  derece  ke
s in  şe k ild e  u y u m lu  o lan , fre k a n s  b iç im in d e  b ir  ş id d e te  sa h ip tir . (G österilen  "h a ta  ç u b u k 
l a r ı n ın  50 0 'lü k  b i r  ç a rp a n  k a d a r  b ü y ü tü ld ü ğ ü n e  d ik k a t edin.)

gerçeğ ine k a rş ın , b ir  b iç im de yüksek  en tro p ili "rasgele" (diğer b ir  dey işle 
ısıl) b ir  du ru m  o lduğunu  düşünm eye yöneltti. Y aygın b ak ış , b u  p a ra d o k 
su n  çözüm ünün , ev ren in  Büyük P a tla m a d an  k ısa  sü re  so n ra , k end isi için, 
o lası en tro p ile rle  ilg ili a lçak  b ir  "tavan" su n a n  n isp e te n  az se rb e s tlik  d e
reces in in  k u lla n ıla b ilir  o lacağı şek ilde "küçük" o lduğu  gerçeğ inde y a tm ak  
zo ru n d a  o lu şu  o larak  g ö rünüyordu . B unun la  b ir lik te  §27 .6 'da iş a re t  ed il
diği üzere  b u  bak ış aç ıs ı a ld a tıc ıd ır . B elirg in  p a ra d o k su n  doğru  çözüm ü, 
Büyük p a tla m a d a n  b ir  an  son ra , kü tleçek im le  ilgili serbestlik  derecesin in  
tü m  o m adde  ve ev ren in  "ısıl d u ru m u "n d a  içerilen  p a ra m e tre le ri ta n ım la 
yan  e lek trom anyetik  se rb e s tlik  derecesiy le  " term alize ed ilm em iş"’ o lm ası 
gerçeğ inde y a ta r. A slında, devasa  b ir  en tro p i deposu  su n a n  b u  kü tleçe
kim le ilg ili se rb e s tlik  derecesi sık lık la  h esab a  katılm az!

K ütleçekim  yo k lu ğ u n d a  m aksim um  en tro p in in  a s lın d a  s ıra d a n  b ir  "ısıl 
du rum "la  g ö ste rild iğ in i an ım say ın . K ütleçekim  etk ile ri b ask ın  çıkm aya 
b aş lad ığ ın d a , k a ra  delik  d u ru m u n d a , m aksim um  en tro p iy le  ilg ili o ldukça 
fa rk lı b ir  şeye sa h ip  o lu ruz. K ütleçekim le b ir lik te  m alzem e küm elenm esi, 
özellikle bu  küm elenm e b iz i b ir  k a ra  deliğe y önelttiğ inde , s ıra d a n  ıs ıl h a 
rek e tle rd en  çok d ah a  yüksek  b ir  en tro p i g ö ste reb ilir. Bu, k ap a lı b ir  evren 
d u ru m u n u  göz önüne a ld ığ ım ızd a  özellikle b e lirg in  h a le  g e tir ilir . E vren in  
(gözlem le uyum lu  olarak) b ir  FLRW m odeli o lm aya yak ın  o ld u ğ u n u  d ü şü 
nelim  ve b ir  an lığ ın a  K >  0 ve A = O'mış g ib i d av ran alım . O rijinal m alze



m ede b az ı d ü zen siz lik le rin  v a rlığ ı42 kü tleçek im sel y o ğ u n la şm a la ra  yol 
açar. B un ların  sağ lam  k a ra  delik le r (106MQ diyelim ) içeren , b a ry o n  b aş ın a  
1021'lik  b ir  en tro p i su n a n  g a lak s ile r  ü re tm eye y e te rli o ld u k la rın ı v a rsa y a 
lım . K apalı ev ren im izin  yak laşık  İO80 b ary o n a  sa h ip  (gözlem lenebilir ev re
n in  y ak laşık  b a ry o n  içeriği) o lduğunu  k ab u l edersek  bu, Büyük P a tla m a 
dan  y ak laşık  300.000 yıl so n ra  gerçek leşen  ay rış tırm a  zam an ın d ak i ış ın ım  
ve m addedek i 1088'den  çok d ah a  b ü yük  o lan  10101'lik  b ir  to p lam  en tro p i 
verir. G alak tik  k a ra  delik le r a z a r  az a r  b ü y ü r  fak a t tem el a r tış  g a lak sile r  
b ir  a ra y a  gelip  k a ra  delik ler k a tıla ş tığ ın d a , ev ren in  son  çöküş fazı s ıra s ın 
da gerçek leşir. Son Büyük Çöküş, Şekil 27 .16 'daki düzen li s im etrik  FLRW 
Büyük P a tla m a s ın ın  zam an  geri çevrim i b iç im inde derli to p lu  g öste rilen i 
değ ild ir; o d ah a  çok Şekil 27 .20a 'da  g ö ste rilm iş  k a tıla şa n  k ara  delik  te k il
lik le rin in  ü rk ü tü cü  k arış ık lığ ın a  benzer. Büyük Çöküşe ilişk in  bu  k a rış ık 
lığ ın  en tro p is in i, son  d u ru m u n d an  b iraz  önce, bu  k arış ık lığ ı h â lâ  İO80 bar- 
yonun  tü m ü n ü n  içerild iğ i n ih a i k a ra  delik  y ığ ın ına  doğru  y ak la şa n  gerçek 
k a ra  delik le rden  o lu şm uş b iç im de düşüneb iliyo rken , Bekenstein-H avvking 
denklem in i k u lla n a rak  ta h m in  edeb iliriz . Bu say ıdak i b a ry o n  iç in  yak laşık  
İO123 olan  SBH değeri, bu  k a rm a k arış ık  Büyük Çöküşe a ta n m a s ı gereken 
en tro p iy le  ilg ili y a n ıtta n  çok uzak  o lm am alıd ır.

Ş ek il 27.20 (a) Şekil 27 .13a 'dak i K  > 0, A =  0 d u ru m u n d a , gerçek ev ren im izde  g ö rd ü ğ ü 
m üz tü rd e k i d ü zen siz lik le re  iz in  v e rirsek  böy lece tam  F rie d m a n n  m od elin in  "tem iz" Bü
yük  Ç öküşü y e rin e  so n  derece y üksek  en tro p iy e  (S  «  İO 123) sa h ip  k a tıla şm ış  k a ra  delik  te 
k illik le rin in  ü rk ü tü c ü  b ir  k a rm a şa s ın ı e lde ederiz , (b) Bu, b e n z e r b iç im de Şekil 2 7 .13d 'n in  
ilg ili te rs  zam an lı ra h a ts ız lık la r ın ı ele a lab ild iğ im iz  g ib i (K > 0, A  > 0), A = O'a b ağ lı d e 
ğ ild ir  ve y in e  b e n z e r b ir  son  derece  y üksek  en tro p ili  (S = İO 123) k a tıla şa n  k a ra  delik  k a r 
m a şa s ı e lde  ederiz , (c) K endine özgü b ir  Büyük P a tlam a, bu  tü r  k en d in e  özgü b ir  çöküşün  
te rs  zam an lıs ım n k in e  b en ze r (K > 0 v e  A = 0  ya d a  A >  0 iç in  göste rilir), (d) A çıklık için  
K  >  0, A  =  0 d u ru m u n d a  g ö ste rilen  en "olası" (Şekil 2 7 .8a 'dak i eğri gibi) d u ru m , erken  
dö n em lerin d ek i gerçek  evren le  h iç b ir  b en zerlik  taş ım az .

42 Sonuç olarak  bu tü r  düzensizliklerin sorum lusu olan olgunun sıklıkla, Büyük Patlam anın 
başlangıç m adde yoğunluğundaki "kuantum  dalgalanm aları" olduğu düşünülür. Bu, 
§30.14'te tartış ılacak tır.



E lbe tte  okur b u  n o k ta d a  h ak lı o la rak , K > 0 o lu şu  doğru  b ile  o lsa  g ü 
nüm üz gözlem lerin in  y ap m ak ta  o lduğum  A = 0 v a rsay ım ın ın  güçlü  b iç im 
de te rs in i iş a re t eder gö rü n d ü ğ ü  itira z ın d a  b u lu n a b ilir . A slında /l 'n m  göz
lem lenm iş p o z itif  değeri (uzam sal eğ rilik  üzerinde gözlem lenm iş s ın ır la r la  
b irlik te), ele a lm ak ta  o lduğum  çöküş faz ın ın , b u n u n  yerine n ih a i b ir  ü s te l 
gen işlem e bek len tis iy le  b irlik te , o rtay a  çık ışın ı önlem ek üzere  ra h a tlık la  
ye te rli b ü yük lük te  gö rünür. B unun la  b ir lik te  uygun  b iç im de ifade edilecek 
o lu rsa  d ah a  önceki ta r t ışm a  h â lâ  g eçerlid ir  ve aynı ölçüde b ir  en tro p i d e
ğerin in  (~10123), A > 0 o lm asın a  b ak m ak sız ın  İO80 bary o n lu k  k ap a lı b ir  ev
ren  iç in  uygun  olduğu  gö rü lü r. Çünkü Şekil 27.13d ta ra f ın d a n  aç ık lan an  
zam an ın  te rs  çevrild iğ i evren, tıpk ı Şekil 27 .13d 'n in  kend isince aç ık lana- 
n ın  o lduğu  k a d a r  (zam anda te rs in ir  o lm ası gereken d inam ik  y a sa la rı göz 
önüne alm am ız nedeniyle) d inam ik  denklem lerle  ilg ili b ir  çözüm dür. Bu 
evren in  rah a ts ız lığ ın ı ele a lırsak , iç inde çoktan  o luşm uş k ara  delik le rin  b ir  
a ray a  gelip  d ah a  önce sah ip  o lduğum uz tü rd e  katıla şm ış b ir  k a ra  delik 
"karm aşası" ü re ttiğ i m odeller bu lab ilir iz . (Bkz. Şekil 27.20b.) D aha öncekiy
le aynı nedenden  kaynaklı o la rak  yine 10123 düzenindeki b ir  en tro p i değeri
ne u laşırız . (Bu biçim deki gerekçelendirm e §28.5 'te şişm e kozm olojisini de
ğerlendirm eye b aş lad ığ ım ızd a  b izim  iç in  y ine önem li olacak.)

Böylece (esasen  Şekil 27 .4 'tek i £ m aksim um  en tro p i k u tu su y la  aynı 
olan) Pu top lam  hacm iyle ilg ili m aku l b ir  tah m in i değere, d iğer b ir  deyişle

Ş ek il 27.21 E v ren in  y a ra tılış ı: h ay a li b i r  açık lam a! Y ara tıc ın ın  iğnesi, gerçek te  b u ld u ğ u 
m uz k a d a r  özel b i r  Büyük P a tla m a y a  sa h ip  b ir  evren  y a ra tm a k  üzere , tü m  faz  uzay ı h a c 
m in in  y a ln ızca  1 0 10' 23'te  b ir i o lan  k ü çük  b ir  k u tu  b u lm ak  zo runda.



b u  en tro p i değerin in  ü s te lin e  o ldukça yak ın  b iç im de u la ş ır ız :127 231

E = e10' 23 *  İO10” 3.

(Bu, B o ltzm ann 'ın  doğal b irim lerd ek i S = logK 'sinden gelir.) Şu h a ld e  bu, 
bu g ü n k ü  en tro p iy le  ilg ili N  k u tu su n u n  N hacm ine ve Büyük P a tlam ad ak i 
en tro p iy le  ilg ili B k u tu su n u n  B h acm ine ilişk in  b ild ik lerim izle  (şu an d a  
İO80 b ary o n lu k  b ir  evrende yaşad ığ ım ız ı v arsayarak ) n as ıl k ıy aslan ır?  Bu
günkü  en tro p i iç in  ü s tte  verilen  k a ra  delik  ta h m in i değerin i ve 2.7K ış ı 
n ım dak i b a ry o n  b a ş ın a  108'lik  en tro p i değerin i a la rak

B:N:£ =  10 1088:10 10I01:1010123

ifad esin i bu lu ru z . B uradan , B ve Af'nin h e r  b ir in in  top lam  E h acm in in  y a l
n ızca

10ll)123'te  b iri

o lduğu  sonucu  izler. D ahası B hacm i b u günkü  ev ren in  N faz uzay ı h ac m i
n in  yaln ızca

101()lol'de b irid ir .

B 'ye ilişk in  saçm a b iç im de küçük  faz uzayı hacm i ta ra fın d a n  o rtay a  
konan  so ru y u  değerlend irm en in  b ir  b iç im i o la rak  Y aratıc ı'y ı Pu  u za y ın d a 
ki bu  m in ik  nok tay ı b ir  iğne k u lla n a rak  belirley ip  evreni, bug ü n  b ild iğ im i
ze b enzer b iç im de b aş la tm ak  üzere ça lış ırk en  d ü şü n eb ilir iz . Şekil 27.21'de 
bu  an lık  o laya ilişk in  haya li b ir  göste rim  çizdim ! Y aratıc ı b u  nok tay ı çok 
küçük  b ir  m ik ta r  ıska lay ıp  iğneyi rasg e le  b iç im de etk in  o la rak  £ m a k si
m um  en tro p i bö lgesine  b a tırm ış  o lsayd ı b u  d u ru m d a  sonuç, A =  0, K >  0 
d u ru m u n d a  Şekil 27 .20d 'dek ine benzeyen  (aksi h a ld e  d ah a  çok Şekil 
27 .20c'deki sü rek li gen işleyen  d u ru m a  benzer), is ta tis tik se l b ir  zam an  
yön lü lüğü  tan ım lam ak  üzere  h iç b ir  ik inci y a san ın  b u lu n m ad ığ ı (Şekil 
27 .8a 'dak ine benzer), iç inde  y aşan m az  b ir  evren  o lu rdu . (Aslında işler, Ya
ra tıc ım ız ı iç inde yaln ızca  b iz le r  g ib i b ilin ç li v a rlık la rın  b u lu n d u ğ u  b ir  ev 
ren  in şa  etm eyi am aç larken  d ü şü n ü rsek  çok d ah a  iyi aç ık lanam az. Bu, 
"an tro p ik  ilke" ko n u su n u  o rtay a  ç ık a rır  ve bu  ko n u la rı §§28.6, 7 ve 
§34.7 'de ta rtışacağ ım .)

Öte ta ra f ta n  evren, K =  0 ya da K <  0 'a  sa h ip  FLRW m odelle ri gibi 
u zay sa l o la rak  so n su z  da o lab ilir . Bu, yuk arıd ak i arg ü m an ı geçersiz  k ıl
m az. Onu tü m  evren  yerine  yaln ızca  (şim diki zam anda) gözlem leneb ilir ev
rene u y g u la n ır  b iç im de dü şü n eb ilir iz . Şu andak i gözlem leneb ilir evreni

-C* [27.231 Bu s a y ıla r -"123" sayısıyla ifade edilen kesinlik dah ilinde- fiilen niçin aynıdır? B’nin 
gerçek değeri alttak i çıkarım larda niçin görünmez?



yak laşık  İO80 b aryon  iç e r ir  b iç im de k ab u l ederek  ü s ttek i d eğ e rlen d irm e le 
r in  c id d i b iç im de etk ileneceğ in i görm ek zordur. Öte ta ra f ta n  a rg ü m a n la rı 
ev rene (FLRW'yi h â lâ  iyi b ir  yak laşık lık  ta h m in i b iç im inde  k ab u l ederek) 
b ir  b ü tü n  o la rak  u y g u la rsa k  tek  b a ş ın a  saçm a b iç im deki büyük  kesin lik  
y erin e  b a s it  b iç im de Y aratıc ı leh ine  so n su z  b ir  kesin lik  gerek liliğ i elde 
ederiz. B unun, Büyük P a tla m a d a  içk in  o la ğ an ü stü  b iç im deki kesin  "a y a r
lam a", ik inci y a san ın  tem el b ir  ilin tis i, ta ra f ın d a n  su n u la n  m uam m ayı 
h e rh a n g i b ir  b iç im de n a s ıl çözüm led iğ in i görm üyorum .

Bu değerlend irm elerle  h an g i m esajı ta ş ım ak tay ız?  Y alnızca, evrene 
ilişk in  Büyük P a tlam a  tem elin in  o la ğ an ü s tü  b iç im de özel o lduğunu  değil 
fa k a t aynı zam an d a  bu  özgüllüğe a i t  doğayla ilg ili de önem li b ir  şey  öğ
rend ik . M adde (elek trom anyetizm a da dahil) ele a lınd ığ ı sürece, g en iş le 
yen b ir  evren  bağ lam ın d ak i "ısıl denge" aç ık lam ası son  derece uygun  g ib i 
göründü . Bu, kozm olojinin s ta n d a r t  m odelin in  önem li b ir  b ile şen i o lan  b a 
şa rılı "Sıcak Büyük P atlam a" ta b lo su d u r. 10-11s so n ra  ev ren  1015K d o la 
y ın d a  b ir  s ıcak lığa  sah ip  gö rünüyorken , b ir  102s k a d a r  so n ra  sıcak lık  
109K 'ya d ü ştü . S ıcak lık tak i bu  d ü şü ş  T o lm an -F ried m an n  genişlem e h ız ıy 
la  uyum luydu  ve gözlem e daya lı pek  çok a y rın tı (örneğin h id ro jen /d ö te r- 
yum /he lyum  oran ları), o so n rak i s ıcak lık la rd a  gerçek leşen  n ü k lee r sü re ç 
lerle  uyum  iç inded ir.

Y ine de kütleçek im le ilg ili o la rak  işler, kütleçek im le ilg ili se rb es tlik  
d ereces in in  pek de "term alize  edilm em iş" o lm ası an lam ın d a  tüm üy le  fa rk 
lıydı. B aşlangıç uzayzam an  g eo m etris in in  düzen liliğ i (diğer b ir  deyişle 
FLRW doğası) Büyük P a tlam ay la  ilg ili özel o lan  şeydi. E vren le ilg ili b ir  te 
kil b aş lan g ıç  d u ru m u n u n  "böyle o lm ası gerekm ediği" gerçeği Şe kil 
27 .20b 'de ya da Şekil 27 .20a 'n ın  fizik i o la rak  uygun  Büyük Ç öküşün te rs  
z a m a n lıs ın d a  g ö ste rilir . K ütleçekim  h e rh a n g i b aşk a  b ir  a la n d a n  fark lı o la 
rak  çok özel b ir  konum a sa h ip  görünm ek ted ir. E rken  evrendek i d iğe r tüm  
a la n la ra  u y g u lan an  te rm aliz asy o n a  k a tılm ak  yerine  kü tleçekim  b u n a , se r
b es tlik  derecesin i, ik inci y a sa n ın  bu  se rb e s tlik  d e reces in in  k ab u l ed ilir 
h a le  gelm eye b aş la rk en  oyuna gireceği şek ilde beklem eye a la rak  ilg isiz  
kald ı. Bu b ize yaln ızca  b ir  ik inci y a sa  değil ayn ı zam an d a  D oğada gözlem 
led iğ im iz b e lirg in  b iç im dek i b irin c iy i de verir. K ütleçekim  fa rk lı g ib i gö
rü n ü r!

Peki am a n iç in  fark lı?  Bu tü r  so ru la r ı y an ıtla m ay a  ça lış tığ ım ızd a  çok 
d a h a  k u rg u sa l a la n la ra  gireceğiz. 28. bö lüm de fiz ikç ile rin  b u  b ilm ece ve 
ev ren in  b aş lan g ıc ıy la  ilg ili o lan la  uz laşm ay ı dened ik le ri y o lla rı göreceğiz. 
B ana göre, bu  g iriş im le rin  h iç b ir is i önceki p a ra g ra f ta  işa re tle n en  b ilm ece
n in  b a ş a  ç ıkm anın  y ak ın ın d an  b ile  geçm iyor. Kendi in a n ış la rım la  uyum lu  
o larak , k u an tu m  m ekan iğ in in  tem elle rin in  b ir  incelem esine geri dönm eye



gerek duyacağ ız  çünkü güçlü  b iç im de inan ıy o ru m  ki bu  k o n u la r  d erin d en  
b ağ lan tılıd ır . B unu 29. bö lüm de yapacağ ız . Sonra 30. bö lüm de b u  tem el 
so ru la r la  ilg ili kendi b ak ış  açım a ilişk in  iyi b ir  ölçü su n m ay a ça lışacağ ım .



ERKEN EVRENLE İLGİLİ KURGUSAL KURAMLAR

28.1 Erken evren kendiliğinden simetri kınlım ı

K itap tak i b u  nok taya k a d a r  o lan  değerlend irm elerim iz , gözlem e dayalı e t
k ileyici v e rin in  bazen  oyuna g iren  tu h a f  g ö rünüm lü  k u ram sa l f ik irle rle  i l 
gili güçlü  des tek  su n d u ğ u  sık ıca  k u ru lm u ş fizik i k u ram  k ap sam ın d ay d ı. 
A rgüm an la rım dan  b az ıla rı, genellik le  y az ın d a  b u lu n a n la rd a n  b iraz  fa rk lı 
o lab ilen  b ir  b iç im de su n u ld u  fa k a t b u n d a  ta r t ışm a lı h e rh a n g i b ir  şey  o l
duğu n u  düşünm üyorum . Bu bö lüm de Büyük P a tla m a n ın  özel doğasın ın  
neden  o lduğu  k o n u la rla  ilg ili d ah a  k u rg u sa l f ik irle rd en  b a z ıla r ın a  yönel
m eye başlayacağ ım .

Özellikle, erken  evrendek i k en d iliğ inden  s im etri k ırılım ıy la  ilg ili d iğe r
le rin in  yan ı s ıra  (bkz. §25.5), ş işm e kozm olojisine ilişk in  fik irle ri ele a la c a 
ğım. K ozm olojide o rtak  k u llan ım d a  o lan  b e lirli f ik irle r iy i b ilen  b az ı o k u r
la r  şişm e kozm olojisin i böy lesine  k a tı b iç im de "kurgusal" k am p a  y e r le ş tir 
m em i kafa  k a r ış tır ıc ı b u la b ilir le r . A slında p o p ü le r aç ık la m a la r sıkça, ev 
ren in  çok erken  a şa m a la r ın d a  ev ren in  yak laşık  İO30 ya da belk i h a t ta  İO50 
ya d a  d ah a  faz la  o lan  b ir  k a tsay ıy la  ş iş tiğ i b ir  ü s te l gen işlem e sü rec i b u 
lu n m a sın ı s a b it  b ir  gerçek  o la rak  k ab u l eder gö rünm ek ted ir. B aşkaca b il
gili o k u rla r, erken evrendeki k en d iliğ inden  s im etri k ın lım ı genel o lgusunu  
k u rg u sa l b ir  f ik ir  o la rak  değerlend irm em  gerçeğiyle d a h a  d a  te laş lan m ış  
o lab ilir . Yine de, bu  bö lüm de yönelm ek is ted iğ im  k av ra m la r  henüz göz
lem den , b e lirg in  ve açık y e te rli (varsa  eğer) desteğe sah ip  o lm ad ıla r. Öy
leyse b u  f ik irle rin  D oğayla gerçek b ir  ilişk ile ri o lup o lm adığ ı k o n u su  da 
gündem e g e tirileb ilir .

K endiliğ inden  s im etri k ın lım ı genel fik riy le  b aş lay a lım . Bu fik rin  y en i
den  n o rm a lle şe b ilir  Û FT 'ler y a ra tm ak la  ilg ili, y en iden  n o rm alleşeb ilirli-  
ğ in  gözlem lenm iş d a v ra n ış ta  do laysızca  g ö ste rilen d en  d ah a  çok d ah a  b ü 
yük ("gizli") b ir  s im etrid e n  fay d a lan d ığ ı, gücünü  an ım say ın . G özlem lenm iş 
şeydeki bu  s im etri yoksu n lu ğ u  s is tem in , d inam ik  k u ram ın  b ü tü n lü k lü  s i
m e tr is in i p ay laşm ay an  b ir  "vakum  du rum u"y la  ilg ili seçim ine day an d ırı-



lir. Bu, p a rçac ık  fiz iğ in in  s ta n d a r t  m odeline a i t  e lek tro zay ıf k ısm ın  özel
lik le k ilit b ir  b ile şen in i o lu ş tu ru r . D ahası, o lası fa rk lı "vakum lar" içeren  
bu  tü r  f ik ir  de ay rıca  şişm eye ilişk in  tem el b ir  b ile şe n d ir  ve kend iliğ inden  
s im etri k ın lım ı k av ram ları ve "yanlış vakum lar" da ile lebe t b irle şm iş  d ü 
zen lere  ilişk in  a ra y ış la rın d a , k u ram c ıla r  ta ra fın d a n  çoğunlukla h a t ı r la t ı 
lır. B unun la  b irlik te  kend iliğ inden  s im etri k ırılım ın ın  k en d isin in  k u rg u sa l 
b ir  f ik ir  o lm ad ığ ın ı b e lirg in leş tirm eliy im . O, pek çok gerçek fizik i olguyla 
(süper ile tken lik  m ükem m el b ir  ö rnektir) şü p h e  gö tü rm ez ilişk iye sa h ip tir . 
En b e lirg in  b iç im de b ir  m ik ta r  iyi k u ru lm u ş o lguya, sıkça z a r if  ve ta tm in  
ed ici b ir  b iç im de uygu lan ır. K esinlikle f ik rin  k en d is in i şüphe li h a le  g e tir 
m iyorum . O nunla so runum , kend ine özgü caz ibesin in , fiz ikçile ri bazen  
onu çok geniş b iç im de ve bazen  uygunsuz d u ru m la rd a  işe koşm ak üzere 
k an d ıra b ilm e sid ir.

K endiliğ inden  s im etri k ın lım ı fik ri g rafik  b iç im li o la rak  sık lık la , ferro - 
m anyetizm a o lg u su n a  gönderm e y ap ıla ra k  su n u lu r. K üresel b ir  k a tı dem ir 
to p  d ü şü n ü n . Ona a it a to m la rı, d ah il o lan  kuvvetle r nedeniy le , ayn ı k u 
zey /güney  yönelim iy le b irlik te  ko m şu larıy la  p a ra le l b iç im de dizilm eye yö 
nelik  b ir  eğ ilim leri b u lu n a n  küçük m ık n a tıs la r  b iç im inde düşü n eb iliriz . 
S ıcaklık  y e teri k a d a r  yüksek, d iğe r b ir  dey işle y ak laşık  770°C (1043K) olan  
k ritik  b ir  değerin  üzerinde  o ld u ğ u n d a  a to m la rın  enerjik  ıs ıl ç a lk a lan m ala 
rı m anyetik  h iza lan m ay a  yönelik  bu  eğilim i b a s tır ır  ve a tom ik  küçük  m ık
n a t ıs la r ın  yönelim lerine  ilişk in  e tk in  b iç im de rasge le  b ir  düzenlem e söz 
k o nusu  olm ak üzere m alzem e, büyük  ölçekte b ir  m ık n a tıs  h a lin e  gelm ekle 
ilg ili h iç b ir  is tek  gösterm ez. B unun la  b ir lik te  770°C'den d ah a  d ü şü k  b ir  s ı
cak lık ta  a to m la rın  s ıra la n m a la rı enerjik  o larak  e lv e riş lid ir  ve idea l b ir  d u 
ru m d a  dem ir, m ık n a tıs lan m ış  h a le  g e lir .1

Şim di, dem ir top u m u zu n  b a ş la n g ıç ta  770°C'nin üzerine  çıkacak  şek ilde 
ıs ıtıld ığ ın ı (fakat eriyeceği k a d a r  yüksek  b ir  s ıcak lığa  k a d a r  değil) d ü şü 
nü n , böylece b a ş la n g ıç ta  o, m ık n a tıs lan m a m ış  kü rese l b ir  to p tu r . D aha 
so n ra  o rtam  a z a r  az a r  k ritik  770°C'nin a l tın a  düşecek  b iç im de soğ u tu lsu n .

1 Örneğin bkz. VVeinberg, 1992, s. 195. O burada  ayrıca, uzm anların  gözde açıklam alarında 
neredeyse evrensel olduğu görülen, ferrom anyetizm anın örneğini de kullanm ıştır. Yine de 
bunun, kuvvetlerin ayrıntılı etkilerinin çok karışık  olabildiği gerçek  b ir  dem ir gövdesiyle il
gili olarak önemli b ir  idealleştirm e olduğunu aklım ızda tu tm ak zorundayız. Demir içindeki 
yeterince küçük b ir bölge için bu m ıknatıslanm a eğilimi iyi b ir  yaklaşıklık tahm ini o lab ilir
ken böylesi m ıknatıslanm ış bölgeler pratik te , dem irin b ir  bü tün  olarak etkin b ir  m ıknatıs 
sunm aya eğilim göstermeyeceği şekilde rasgele biçimde yönlenm iş hale gelir. Dahası dem i
rin  belirgin biçim de m ıknatıslanm ış hale gelmesi için Curie noktası yoluyla soğutm anın son 
derece yavaş olm ası gerekir. îdeal durum u gerçekleştirm ek hiç de kolay değildir. Var olan 
kuram sal ta rtışm ayla  ilgili olarak bu tü r  karışık lık ları göz ardı etmemiz ve açıklanm ış olan 
idealleştirm eyi kabul etmemiz uygun olacaktır.



Ş ek il 28.1 Y ükseklik  enerjiy i ö lçm ek üzere , s is tem e  ilişk in  iz in  v e r ile b ilir  d u ru m la rla  ilg i
li b i r  "M eksika şap k ası"  p o tan s iy e lin e  sa h ip  k en d iliğ in d en  s im e tri k ın lım ı. S istem  d u ru 
m u şa p k a  yüzey ine  tu t tu ru lm u ş  b ir  m isk e tle  tem sil e d ilir. Çevre sıcak lığ ı y e te rin ce  y ü k 
sek o ld u ğ u n d a  (Curie nok tası) s is te m in  denge d u ru m u  tep ed e  d u ra n  m isk e tle  te m sil e d i
l ir  ve ta m  dönel sim etriy e  (bu b a s itle ş t ir i lm iş  re sim d e  SO(2)) sa h ip tir . B u n u n la  b ir lik te  
sıcak lık  d ü ştü ğ ü n d e  m isk e t y u v a r la n ıp  ta m  dönel s im e tr iy i k ıra ra k  so n u ç ta  ş ap k a  ke
n a r ın d a k i ra sg e le  b ir  denge n o k ta s ın a  u la ş ır .

Ne olur? Top için  doğal eğilim , a to m la rın ın  iç titre ş im le rin d ek i enerji so 
ğuk o rtam a  doğru  ak ta rılm a k  üzere, b ir  m in im um  enerji d u ru m u  b u lm ak 
tır . Kom şu a to m la rla  o lan  e tk ileş im le r neden iy le  m in im um  ene ıji tüm  
a to m la r, to p u n  kuzey /güney  k u tu p sa llığ ın a  ilişk in  b e lirli b ir  yönle b irlik te  
m ık n a tıs lan a ca ğ ı şek ilde h iza la n d ığ m d a  m eydana gelir. Bu yö n le rin  h iç 
b ir in in  h erh an g i b ir  d iğeri üze rine  ay rıca lığ ı söz k onusu  değ ild ir. M in i
m um  enerji d u ru m la rın d a  b o zu lm a  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey  m ev cu ttu r 
(krş. §22.6). B aşlang ıçtak i m ık n a tıs lan m a m ış  kızgın d u ru m u n d a  ay rıca lık 
lı h e rh an g i b ir  yön o lm am ak üzere, son m ık n a tıs lan m a  yönü  rasgele b i
ç im d e  o rtay a  çıkar. Bu, k e n d iliğ in d e n  s im e tr i k ır ılım ın m  b ir  örneğid ir: 
kü rese l b iç im deki b aş lan g ıç  d u ru m u  d ah a  küçük  sim etrili, d iğer b ir  d ey iş
le so n u ç tak i m anyetik  kuzey /güney  ekseni e tra fın d ak i döndürm e sim etrili 
d u ru m a  yerleşir. B ir SO (3)-sim etrili du rum  (diğer b ir  dey işle  b aş lan g ıç ta  
m ık n a tıs lan m a m ış  sıcak  top) SO (2)-sim etrili b ir in e  (m ıkna tıslanm ış soğuk 
top ; b u  sem bolle rin  an lam la rı iç in  bkz. §§13.1, 2, 3, 8 , 10) gelişir.

Bu tü rd ek i du ru m u  aç ık lam ak ta  k u llan ılan  resim  Şekil 28.1 'de g ö s te ri
len "M eksika şapkası" p o ta n s iy e lid ir . "Yükseklik" s is tem  en erjis in i g ö s te r
m ek üzere, "şapka" s is tem e ilişk in  iz in  v erileb ilir  d u ru m la r  a iles in i g ö s te 
r ir  (çevre sıcak lığ ı s ıf ıra  d ü şü rü lm ü ştü r). Şapkanın , o rijina l g ru b a  ilişk in , 
bu  g ru p  resim de düşey  eksendeki dön d ü rm e o la rak  gösterilm ek  üzere, tam  
sim etriy e  sah ip  te p es i o la rak  g ö ste rilm iş  (diğer b ir  dey işle  y a tay  b ir  t a n 
ja n t  düzlem ine sahip) b ir  d en g e  d u r u m u n u n  m evcu t o lduğunu  görürüz. 
(Bu SO(2) dönel s im e tr is i d em ir to p u n  tam  SO(3) s im e tr is in e  ben zer kabu l 
ed ilir  fa k a t resm i g ö rü n tü le n eb ilir  k ılm ak  üzere  b ir  u zam sa l b o y u tu  kay 
betm ek  zorundayd ık . Ş apkan ın  te p es i top  iç in  b ir  b ü tü n  o la rak  tam  m ık
n a tıs la n m a  yok su n lu ğ u n u  gösterir.) B ununla b irlik te , m ık n a tıs lan m am ış 
d u ru m u  göste ren  b u  denge k a ra rs ız d ır  ve e lverişli enerjile rin  m in im u m u 



nu  te m sil etm ez. Bu m in im u m la r şa p k an ın  k en a rın ın  (kenardaki fark lı 
n o k ta la r  d em ir to p u n  top lam  m ık n a tıs lan m a s ın a  ilişk in  fa rk lı yön leri g ö s
te rm ek  üzere) hem en iç ta ra fın d a k i, tü m  b ir  çem ber değerindeki, y a tay  k ı
s ım la r  ta ra fın d a n  tem sil ed ilen  d u ru m la rd ır .

K afam ızda, o raya önceki yüksek  sıcak lık  d u ru m u  ta ra f ın d a n  b ırak ılm ış 
d u ru m u n  b a ş la n g ıç ta  tep ed e  o lduğunu , b aş lan g ıç ta k i fiziki d u ru m u  g ö s
te rm ek  üzere  o nok taya konm uş b ir  "m isket"le tem sil edilm ek üzere, c a n 
la n d ırab ilir iz . K ararlılık  yoksun luğu  m isk etin  (bazı rasge le  ra h a ts ız  edici 
e tk ile rin  v arlığ ın ı v a rsayarak ) o n o k ta d an  y u v arlan ıp  sonuç o la rak  k en d i
ne k en a rd a  d u racağ ı b ir  n o k ta  b u lm a sı an lam ın a  gelir. M isketin  k en a rd a  
yerleşeb ileceğ i h e r  n o k ta  to p u n  sonuç o la rak  edinebileceğ i fa rk lı b ir  m ık 
n a tıs la n m a  yönü n ü  tem sil eder. Bu m isket konum u son  fiziki d u rum u  
tem sil eder. B unun la  b irlik te  dönel bozu lm a neden iy le  m iske t iç in  h a re 
ke tsiz  hale  geleceği ay rıca lık lı b ir  y e r söz konusu  değ ild ir. K enardaki tü m  
bu  dengeler e ş it konum dad ır. M isketin  seçim i rasge le  b ir  seçim  o larak  k a 
b u l ed ilir  ve o seçim  y ap ıld ığ ın d a  sim etri, rasge le  b iç im de seçilm iş b ir  
yönde k ırılm ıştır .

Çevre sıcak lığ ındak i b ir  d ü şü şü n , m alzem enin  k a ra rlı denge d u ru m u 
n u n  d o ğ as ın d a  an i b ir  b rü t  to p lam  değişik liğe sebep  o lduğu  bu  tü r  b ir  o l
guya f a z  geçişi denir. D em ir top  ö rneğ im izde faz geçişi top  (770°C ü z e rin 
deki sıcak lık ta) m ık n a tıs lan m am ış  d u ru m d an  düzen li b iç im de m ık n a tıs 
lanm ış d u ru m a  (770°C a ltın d a k i sıcaklık) geç tiğ inde o rtay a  çıkar. D onm a 
(sıcaklık  dü ştü k çe  du ru m  sıv ıd an  k a tiy a  geçer) ve te rs  b ir  işlem deki k ay 
n am a (sıcaklık  a r tt ık ç a  du ru m  s ıv ıd an  gaza geçer) d ah a  ta n ıd ık tır . S ıcak lı
ğ ın  d ü ştü ğ ü  b ir  faz geçişine çoğun luk la b ir  s im etri ind irgem esi eşlik  eder 
fak a t bu  zo ru n lu  değild ir.

QFT iş lem lerinde  b ir  faz geçişi sık lık la , d u ru m u n  kafad a  b ir  vakum dan  
d iğerine "tünel açark en "2 c a n la n d ırıld ığ ı (§26.11'dek i \0) benzeri) yen i b ir  
vakum  d u ru m u  seçim i b iç im inde aç ık lan ır. B unun la b irlik te  b u  açık lam a, 
k ab aca  söylersek , d u ru m u  b ir  sek tö rd en  d iğerine (bir "sektör", |0 ) vakum  
d u ru m u n a  ilişk in  be lirli b ir  seçim den  o lu ştu ru lab ilecek  d u ru m la rla  ilgili 
o lm ak ve fa rk lı sek tö rlerdek i d u ru m la r  fa rk lı H ilb e rt u z a y la rın a  a it olm ak 
üzere; bkz. §§26.5, 11) ge liş tireb ilecek  h iç b ir  (üniter) k u an tu m  m ekaniksel 
işlem  b u lu n m a d ığ ın d a n  b ir  yak laşık lık  ta h m in i o la rak  k ab u l edilm ek zo
ru n d ad ır . B ir s is tem i, fiilen  son lu  o lduğunda , sonsuz  o la rak  k ab u l etm eyi 
içeren  yak laşık lık  ta h m in i p ra tik  d u ru m la rd a  açık  o la rak  iy i b ir  ta h m in 

2 Bir kuantum  sistem i b ir durum dan düşük enerjili b ir  diğerine kendiliğinden b ir geçişe, b u 
nun klasik biçimde ortaya çıkm asını engelleyen b ir eneıji bariyeri söz konusu olmak üzere, 
m aruz kaldığında kuantum  m ekaniksel tünellem e ortaya çıkar.



dir. Ö rneğin  (sıcaklık y e te ri k a d a r  d ü şü k  o ld u ğ u n d a  e lek trik  d iren c in in  s ı
f ıra  düştüğü) iyi k u ru lm u ş sü p e r  ile tken lik  o lgusu , sü p e r  ile tken lik  s ır a 
d an  U(l) e lek trom anyetizm a s im e tr is in i k ıran  s im etri in d irg em esin e  eşlik  
eden b ir  faz geçişi olm ak üzere, bu  b iç im de ele a lın ır.

Şekil 28.1 'de g ö ste rilm iş  o lan  b e lirli ö rn ek te  s im etri, SO(2) eksensel 
d ö n d ü rm ele r g ru b u n d an , y a ln ızca  b ir  elem an içeren  önem siz g ru b a  
("SO(l)") k ır ılm ış tır  (böylece b u  ö rnek te  tü m  s im etri, m isk e tin  son  konu
m u n u n  sim etriy i b ü tü n ü y le  k ırm asıy la  k ay b o lm u ştu r).3 B unun la  b irlik te  
bu  "şapka"n ın  yüksek  b o y u tlu  v ersiy o n ları, p > 2 o lm ak üzere  SO(p)'den 
SO(p -  l) 'e  k en d iliğ inden  s im e tr i k ırılım ın ı g ö s te r ir .12811 (Demir topum uz 
p =  3 d u ru m u n u  örnekler.) "M eksika şapkası"  resm in i ay rıca , k en d is i a r a 
cılığ ıy la  e lek trozay ıf U(2) s im e tr is in in  (bkz. §25.5) Büyük P a tla m a d an  
10~12s k a d a r  k ısa  sü re  so n ra  o rta y a  çıkm ış o lan  1016K d o lay ındak i b ir  s ı 
cak lık ta  U(l) e lek trom anyetizm a s im e tr is in e  k ırılm ış  o la ra k  k ab u l edild iğ i, 
p a rçac ık  fiziğ in in  s ta n d a r t  m odelindek i U(2)'den U (l)'e k ın lım ı12821 ö rn ek 
lem ek iç in  de k u lla n ab ilir iz . D aha genel GUT k u ra m la rın d a  (bkz. §25.8), 
SU(5) g ib i d iğer g ru p la r  iç e rilir  ve s im etri k ırılım ın ın  fa rk lı a şam a la rın ı 
fa rk lı s ıc ak lık la rd a  m eydana  ge lir b iç im de h ay a l edeb iliriz . Böylece, 
1016K 'dan çok d a h a  yüksek  b ir  s ıcak lık ta  (diğer b ir  dey işle  Büyük P a tla 
m a d an  hem en önce, 10- 12s 'd e n  b e lirg in  b iç im de d ah a  erken  b ir  zam anda) 
SU(5) ilk  o larak  hem  yeğin  e tk ile ş im le r iç in  SU(3)'ü hem  de e lek tro zay ıf k u 
ram  için gereken SU(2)xU(l)/Z2'y i (diğer b ir  dey işle U(2)'yi) uygun  b iç im de4 
içeren  b ir  şeye k ırılab ilir .

28.2 Kozmik topolojik bozukluklar

B unun la  b irlik te  b u  s im etri k ırılım ın ın  "b irdenb ire" gerçek leşm esin in  
o la sı o lm ad ığ ın ı ak lın ızd a  tu tu n . İç inde , s im e tr in in  fa rk lı "yönlerde" k ın l-  
d ığ ı bölgeler de o rta y a  ç ıkab ilir, td ea lize  ed ilm iş d em ir to p u m u zu  b ir  kez 
d ah a  göz önüne alın ; m ık n a tıs lan m a  yön le rine  ilişk in  rasg e le  b aş lan g ıç  
seçim in in  to p u n  fa rk lı ye rle rin d e  fa rk lı o lab ileceğ in i bek leyeb iliriz . S oğut
m a ye terince  yavaş o lu rsa  b u  dü zen siz lik le rin  tek  b ir  düzen li m ık n a tıs

3 Bu örnekte SO(2)'deki “S" nedeniyle yansım a sim etrisi d ışlanm ıştır.
ÜS [28.1] E = + ■■■ + Xp -  l ) 2 şekline sahip "şapka 'm n bu sim etri kırılım ını ortaya koyduğu

nu gösterin.
®  [28.2] Bunu, C2 üzerine etkiyen U(2) ve (w,z) karm aşık koordinatlarıy la birlikte, şapka 

£ = ( M 2 +  |zj2 -  l ) 2’yle verilm iş olmak üzere, gösterin. Bu sim etri k ın lım ın ın  geom etrisini, 
§15.4'te açıklanıp şekiller 15.8 ve 33.15'te örneklendiği üzere, S3'teki Clifford paralellerin in  
düzenlenişinde görebiliyor musunuz?



o lu ş tu rm a k  üzere "kend ile rin i eş itleyeb ilecek lerin i" d ü şü n e b ilir iz .5 Bu
n u n la  b ir lik te  a l te rn a tif  o la rak  çok d ah a  an i b ir  soğu tm ay la  Şekil 28 .2 'de 
ö rnek lenm iş o lana  b ir  b iç im de benzeyen, yön lere  ilişk in  b ir  "yam a işi"ni 
elde edeceğim izi gö reb iliriz . S onuçtak i h ü cre le rin  b o yu tu  ve su n d u k la rı 
ö rü n tü  as lın d a , d iğer şey ler b ir  ta ra fa , soğum an ın  ne h ız la  gerçek leştiğ ine  
b ağ lı o lab ilir. B urada , fa rk lı bö lge ler a ra s ın d ak i "iletişim "in  ne k a d a r  ko 
lay lık la  m eydana geleceği ve to p u n  b ir  bö lgesindek i m ık n a tıs lan m a y ö n ü 
n ü n  kom şu bö lge lerin  e tk is i a ltın d a  ne k ad a r  ko lay lık la  "ters çevirilebile- 
ceği"yle ilg ili konu  m evcu ttu r.

T opun iç indeki m ık n a tıs lan m a  yön le ri e tra f ın d a  sü rek li k ıv rılm a yo 
luy la  b ü tü n ü y le  o rta d a n  k a ld ırılam ay acak  o lan  topo lo jik  b o zu k lu k la r  d a 
h a  cidd i ve ilg inçtir. Böylesi b ir  bozukluk  "D irac m anyetik  tek  k u tb u "d u r 
(yalıtık  kuzey ya da güney m anyetik  kutup). B unun la  b ir lik te  böylesi b ir  
tek  ku tup , h e rh an g i b ir  m ık n a tıs  ya d a  akım  to p la m ın a  sa h ip  o lağan  u za y 
da ü re tilem e z .128 31 B unun la b irlik te  böy lesi etk in  b ir  tek  k u tu p , m anyetik  
yükün  Şekil 28 .3 'tek i g ib i b ir  "Dirac teli" boyunca "nakled il"m esin i sa ğ la r 
sak  o rtay a  ç ık a rılab ilir . M axw ell k u ram ın d a  (§19.2) m anyetik  yüklere izin  
v e rilirse  bu  d u ru m d a  "tel" yaln ızca  A p o ta n siy e lin d e  (§19.4) g ö rü n ü r ve 
uygun  "dem et" bak ış aç ıs ın ın  (§15.4) ben im senm esiy le  tüm üy le  o rtad a n  
k a ld ır ılab ilir . Benzer tü rd e  b ir  tek  k u tu p  ay rıca  Abelci o lm ayan  uygun  
ay a r k u ra m la rın d a  da v a r  o lab ilir.

K endiliğ inden  s im etri in d irg em esi ta b lo su n d a k i, ü s tte  "gerçek leştirile 
b ilir"  d em ir b ir  top  ö rneğ inde k ısm en  gö ste rilm iş  b u  k a rış ık lık la r  ay rıca  
tem el o la rak  kend iliğ inden  s im etri k ın lım ı fik rine  d ay an an  tem el fiziki

Ş e k il  2 8 .2  İd ea l o la rak , b i r f e r -  
r o m ık n a tıs  k e n d i C u rie  n o k ta s ın d a n  
y a v a ş ç a  s o ğ u d u ğ u n d a  tü m  a to m 
la r ın ın  m ık n a tıs la n m a  y ö n le r i  a y n ı  
(ra sge le) y ö n e  y e r le ş ir .  B u n u n la  b i r 
l ik te  p r a t ik te  (ya  d a  ço k  an i s o ğ u t
m a y la j b ö y le s i  m ık n a tıs la n m a  y ö n le 
r iy le  i lg i l i  b ir  "yam a iş i" e ld e  e d er iz .

5 Bkz. no t 28.1.
S  [28.31 Bunu 19. bölüm ün in tegral ifadelerine başvurarak  gösterin.



Ş ek il 28.3 M anyetik  b ir  tek  k u tu p , k ü re  m erkezindek i faz la  "güney k u tb u "n u  "m anyetik  
b ir  te l" b o y u n ca  b ir  şek ilde  n a k led e rse k  o r ta y a  ç ık ab ilir. B öylesi b ir  k u tu p , M axw ell ku 
ra m ın d a  iz in  verilen  k a y n a k la rla  m erkeze  y e r le ş tir ile b ilir  ve (Dirac) "tel" y a ln ızca , A po 
ta n s iy e lin d e k i b ir  k u s u r  o la ra k  o r ta y a  çıkm aya gerek  d uyar. Bu k u s u r  u y gun  "dem et" 
b a k ış  aç ıs ıy la  o r ta d a n  k a ld ır ıla b ilir  (böylesi tek  k u tu p la r  ay rıca  Abelci o lm ay an  u y gun  
a y a r  k u ra m la rın d a  d a  o r ta y a  çıkar).

k u ra m la r ın  (örneğin e lek tro zay ıf ya d a  GUT) d ah a  özel b ir  düzey inde de 
an lam a sa h ip tir . Bu tü r  k en d iliğ in d en  s im etri k ın lım ı erken  ev rende o r ta 
ya ç ık tıy sa , topolojik  b o zu k lu k la rın  d ah a  büyük  (kozmolojik) b ir  ölçekte 
o rtay a  çıkm ası bek leneb ilir. G enellikle (3 -boyu tlu  u zay la  ilg ili olarak), 
e sa se n  b u lu n d u k la rı bö lge lerin  b o y u tla r ın a  b ağ lı o la rak  üç tem el topolojik  
b ozuk luk  söz k o nusudur. B unlar, (kozmik) te k  k u tu p la r  (uzam sal o la rak  0 -  
boyutlu), k o zm ik  s ic im ler  (uzam sal o la rak  1-b o y u tlu ) ve (uzam sal o la rak  
2 -boyu tlu ) bölge d u v a r la r ı b iç im inde ad lan d ır ılır . Boyut, içerilen  g ru p la r 
la  ilg ili topolojik  k o n u ra  b ağ lıd ır . Topolojik b o zu k lu k la rla  ilg ili c idd i ko
n u , s im etri k ırılım ın a  ilişk in  "yön''ün h iç b ir  m ik ta rd ak i sü rek li k ıv rım ın ın  
o n la rı o rta d a n  k a ld ıra m a m a s ıd ır  (bozulm anın  k en d is in d e  s im etri k ırılım ı- 
n a  ilişk in  iyi tan ım lı h iç b ir  yön bu lunm azken , b u  yön ü n  sü rek li değ iş im i
n in  b aşk a  b ir  yerde o rtay a  ç ık tığ ın ı düşünürüz). Bu "yön" k av ram ın ın  o la 
ğ an  uzaydak i b ir  yönle değil fa k a t ele a lın an  fiziki m odel d ah ilin d e  (örne
ğ in  b ize ne derecede e lek tro n /n ö tr in o  k a rış ım ın ın  değerlend irilm ek te  o l
d u ğ u n u  söyleyen e lek tro zay ıf ku ram da) o rtay a  ç ıkan  d ah a  so y u t b ir  "yön" 
k av ram ıy la  ilgili o lduğunu  ak lım ızda tu tm ak  zorundayız. G eom etrik  o la 
rak  uzayzam an  ü zerindek i b ir  vek tö r dem eti b iç im inde d ü şü n ü y o r o lm alı



yız (bu kav ram ı h a tır la m a k  is te rsen iz  15. bö lüm e bakın). Topolojik değer
len d irm ele r h â lâ  g eçerlid ir  ve s im etri k ın lım ı, tem el fizik i k u ram ın  g e r
çek ten  b ir  p a rç a s ı o la rak  k ab u l ed ilecekse topolojik  b o zu k lu k lar öylece 
"gülüp geçiştirilem eyecek" c idd i k o n u la r  sunar.

A slında d ev asa  b o y u tla rd ak i (galaksile rden  b ile  d ah a  büyük) kozm ik 
s ic im ler cidd i şekilde, g a lak si o lu şu m u n a  yol açan  a rd a la n  gaz ındak i o 
tü rd eşs iz lik le r i o r tay a  ç ık a ran  e sas  so rum lu  v a s ıta  o la rak  k ab u l ed ilm ek
te d ir .6 Böylesi kozm ik b ir  sic im in  kütleçek im  a lan ın ı, M inkow ski uzayza- 
m a n ın a  u y g u lan an  b ir  "kes y ap ış tır"  işlem iyle o lu ş tu ru lm u ş  b iç im de d ü 
şü n eb ilir iz . U zam sal te rim lerle  (bkz. Şekil 28.4) 3 -u za y d an  ç ıkarılm ış b ir  
"sektör"ü , bu  o lu şm uş a a ç ıs ı sic im in  kend isi üze rin d e  m erkezlenm iş b ir  
ç ift y a rı düzlem le s ın ırla n m ış  olm ak üzere, resm ederiz . Kozmik sicim  g e
o m e tris in i o lu ş tu rm a k  üzere ik i düzlem  yüzeyi yen iden  b irb ir in e  "y a p ış tı
rılır". (Önerilen m odelle rde a  y ak laşık  10- 6'dır.)

O kuyucu, b ir  m ik ta r  hak lı o la rak , b u n la rın , bu  tü r  "s ıradan" b ir  n e sn e 
n in  o lağan  b ir  ga laksi b iç im inde ü re tilm esiy le  ilg ili a ş ırı ö lçü ler o lduğunu  
h issed eb ilir . Yine de g a lak si o lu şu m u y la  ilg ili h â lâ  k u ram sa l b az ı m u am 
m a la r  söz k o n u su d u r, bu  neden le  g ö rü n ü ştek i a ş ır ı  ç irk in  d o ğ a la rın a  k a r 
ş ın  bu  tü r  y ab an c ı f ik irle r  e lden  ç ık arılm am alıd ır . A slında belk i de ga laksi 
o lu şum uy la  ilgili, gözlem e d ay a lı önem li b az ı destek lere  sah ip , en ak la 
y a tk ın  m odel on la rın , a r tık  m erkezle rinde b u lu n u r  gö rünen  sü p e r  kü tle li 
k a ra  d e lik le r ta ra f ın d a n  " to h u m lan m a"sıd ır .7 B unun la  b ir lik te  k a ra  delik 
le r  bug ü n  a r tık  y ab an c ı fiz ik ten  ziyade geleneksel o la rak  değerlend irilm ek  
zo rundad ır!

Ş e k il  28 .4  K o zm ik  b ir  s ic im in  k ü t
le çek im  a lan ı M in k o w sk i 4 -u za y ın a  
u yg u la n a n  b ir  "kes y a p ış t ır ” iş le 
m iy le  o lu ş tu ru la b ilir . 3 -u za yd a , s i
c im  b o y u n c a  b i r a  a ç ıs ıy la  b u lu ş 
m u ş ik i y a n  d ü z le m le  s ın ır lı  b ir  
se k tö r  çıkarılır . D aha so n ra  y a n  
d ü z le m  y ü ze y le r i "ya p ıştm lır" .

6 Bkz. Vilenkin, 2000; Gangui, 2003; Sakellariadou, 2002.
7 Bu kuram  en yakın biçim de İngiliz astrofizikçi Sir M artin Rees'le ilin tilendirilir. Bir yeniden 

gözden geçirme ve daha fazla kaynak için bkz. Haehnelt, 2003.



île r i sü rü len  b u  topolo jik  b o zu k lu k la rın  çoğu, gözlem den önem li ya da 
açık  d esteğe sah ip  o lm ayan  k u ram la rla  (örneğin değ işik  GUT'lar) ilg ilid ir, 
ö te  ta ra f ta n  e lek trozay ıf k u ram  gözlem e dayalı o la rak  o ldukça iyi d es tek 
len ir , öyleyse bu  k u ram ın  erken  evrendeki sü reç lerle  ilg ili ne an la ttığ ın a  
önem  verm ek zorunday ız. E lek trozay ıf k u ram a ilişk in  s im etri k ın lım ı so 
nu cu  o rtay a  çıkan  kozm ik tek  k u tu p la r  topolo jik  b ir  o la s ılık tır  fak a t ge
rek lilik  değ ild ir. B u n lar U(2)'nin U (l)'e kend iliğ inden  s im e tr i k ın lım ı so n u 
cu fak a t yaln ızca, 10~12s 'd e n  önce o rtay a  çık tığ ı kabu l ed ilen  k u ram ın  k ı
r ılm am ış U(2) s im etrik  faz ın d a , "ayar k u ram la rı” o la rak  a d la n d ır ıla n  şey 
le r  za ten  m ev cu tsa  o rtay a  ç ık ab ilirle r. Bu tü r  tek  k u tu p la r  d ah a  büyük  b ir  
GUT s im e tr is in in  d a h a  erken  k ır ılm asın d a n  k a y n a k la n ab ilir  fak a t bu  f i
k ir le r  e lek trozay ıf k u ram ın  h iç b ir  b iç im de gerek li b ir  p a rç a s ı d eğ ild ir .3

Bu tü r  a ya r  te k  k u tu p la n ,  D irac 'ın  b ir  se fe rinde  e lek trom anyetizm a 
(Abelci ayar) ku ram ı b a ğ lam ın d a  (1931'de) ile ri sü rd ü ğ ü  "m anyetik  tek  k u 
tu p la r ın ,  b ir  Y ang-M ills (Abelci o lm ayan  ayar) ku ram ı dah ilindek i benze
r id ir . D irac y a ra tıc ı b ir  arg ü m an la , D oğada tek  b ir  m anyetik  k u tu p  bile 
(ayrı b ir  m anyetik  kuzey ya d a  güney  ku tup) v a r  o lacak o lsayd ı bu  d u ru m 
da tü m  elek trik  y ü k le rin in  b e lir li b ir  değerin , b u  değer tek  k u tb u n  m anye
tik  kuvvetiy le te rs  o ra n tılı b iç im de ilişk ili o lm ak üzere, tam sa y ı k a tla rı 
o lan  değerlere  sah ip  o lm ak zo ru n d a  o lduğunu  gösterd i. A slında v a r  o lan  
gözlem ler tü m  elek trik  yük le rin in , be lirli b ir  değerin  (p ro tonunk in in  üçte 
b ir i o lan  k a rş ı-d -k u a rk  yükü n ü n k i diyelim ; bkz. §3.5 ve §25.6) tam say ı 
k a tla r ı oZduğunu güçlü  b iç im de ile ri sü rer. B azıları b u n u  m anyetik  tek  k u 
tu p la r ın  gerçek v a rlığ ın a  ilişk in  o larak , k o şu lla ra  bağ lı b ir  k an ıt b iç im in 
de k ab u l eder. Yine de, böy lesi tek  k u tu p la r ın  gözlem le to p ta n  çelişk i iç in 
de o lm am ası gerek iyo rsa  on la r, son  derece o lağ an d ış ı o lm ak z o ru n d a d ır .9 
(Aksi ha lde , bu  tü r  a la n la n n  v a r lık la n  ev ren in  uzak  erim lerinde  gözlem le
n irk en  "kısa devre yapan" kozm ik m anyetik  a la n la ra  ilişk in  etkiye sah ip  
olur.) B enzer b iç im de böy lesi tek  k u tu p la r  ev rende b u g ü n  b e lirg in  b iç im de 
v a r  o lsayd ı, Y ang-M ills tek  k u tu p la r ı gözlem e daya lı o la rak  se rt  çek işm e
lere neden  o lu rdu . Bu konu, y ak ın d a  göreceğim iz üzere, kozm oloji k o n u su 
n u n  ge lişim inde önem li a n la tım la ra  sah ip  oldu.

28.3 Erken evren simetri kırılmayla ilgili sorunlar

B una geçm eden önce, Büyük P a tla m a d an  10_12s k a d a r  so n ra  gerçek leş
tiğ i v a rsa y ıla n  e lek trozay ıf k u ram d ak i s im etri k ın lım m ı yen iden  ele a l

8 Bkz. Chan ve Tsou, 1993.
’ MACRO işb irliğ i bu  parçacık ların  frekanslarıy la ilgili katı s ın ırla r ortaya koydu. Bkz. 

MACRO, 2002.



m ak uygun  o lacak tır. B unu gerçek b ir  o lgu o la rak  m ı kabu l etm ek zo ru n 
dayız ya da o yaln ızca , genellik le k u ram ın  su n u ld u ğ u  b e lirli b iç im e ilişk in  
b ir  a le t o la b ilir  mi? A nlayabild iğ im  k ad a rıy la  e lek trozay ıf k u ram c ıla rın  
çoğu bu  işlem i kesin lik le  gerçek b ir  iş lem  o la rak  değerlend iriyor. Öyleyse 
okur b u  yolla , b u ra d a  onun  gerçek liğ in i so rg u lay an  önerm em in , kabu l 
ed ilm esi a lış ıld ık  o lm ayan  b ir  konum  olduğu  k o n u su n d a  u y arılır . Yine de 
h ız la  ile rleye lim  ve s im etri k ın lım ı fik rine  içkin  zo rlu k la rın  b az ıla rın ı ele 
alalım .

Bu konuyla ilg ili (daha az geleneksel) f ik irlerim e z ıt o la rak  ev ren in  e r 
ken ta rih in d e , iç inde  tü m  lep to n  ve k u a rk la rın  k ü tle s iz  o lduğu, "zik" e lek t
ro n la r ı ve n ö tr in o la rm  b irb iriy le  e ş it konum da o lduğu  ve W ve Z bozon ları 
ile fo to n u n  b ir  U(2) s im etris i u y arın c a  (§25.5) uygun  b iç im de b irb ir le r in in  
b irle ş im le rin e  "döndürü leb ild iğ i" tam  b ir  U(2) s im e tr is in in  geçerli o lduğu, 
Büyük P a tla m a n ın  10-12s so n ra s ın d a n  d ah a  erken  b ir  zam an ın  m evcu t o l
duğu n u  v arsay alım . Bu d u ru m d a , y ak laşık  10-12s an ında , sıcak lık  evren 
b o yunca  k ritik  değerin  hem en  a ltın a  d ü ştü . Bu anda , ay a r  b o zo n la rın ın  
o lası küm elerine  a it tüm  U(2) s im etrik  Q m a n ifo ld u n d an  a lınm ış o lan  b e 
lir li  b ir  (W- ,W +,Z°,y) seçim i rasge le  b iç im de yap ıld ı. Şekil 28 .2 'de g ö ste 
rilm iş  o lan  d em ir to p ta k i m ık n a tıs lan m a  bö lge lerinde olduğu g ib i bazı 
b ö lge lerde b e lir li b ir  seçim  ve d iğer y erle rde  fa rk lı seçim ler y ap ılacağ ın ı 
bekleriz.

Bu n o k tad a , b u  bağ lam dak i "aynı" ve "farklı" te rim leriy le  ne ka s te d il
diği so ru n u n a  yönelm eliyiz. O lası ay a r  b o zo n ların a  ilişk in  ç  uzayı, h er 
u zay zam an  n o k tas ın d a , s im etri ind irgenm esi gerçek leşm eden  önce tü 
m üyle U(2) s im etrik tir. D em et k av ram ın a  içkin  o lduğu  üzere, b ir  n o k ta d a 
ki 6 'y le o ldukça fa rk lı b ir  d iğer n o k tad ak i ç  a ra s ın d a  b ir  belirlem e y ap m a
n ın , b irb ir in d e n  ay rıcalık lı be lirli h iç b ir  yolu  m evcut o lm am alıd ır. Bu d u 
ru m d a, <J'nin b ir  nok tadak i h an g i elem an ın ın  £/'nin d iğer b ir  nok tadak i 
e lem an ıy la  "aynı" elem an o la rak  a d lan d ır ılm as ı gerek tiğ in i söyleyen önsel 
b ir  k u ra l elde e tm iş görünm eyiz. Bu bize, "aynı" kav ram ın ı b a s it  biçim de, 
k en d iliğ inden  s im etri k ırılım m ın  sağ lad ığ ı b e lirli seçim  ta ra f ın d a n  su n u 
lan  kav ram  o la rak  ta n ım la m a y a  ilişk in  b ak ış  aç ıs ın a  tu tu n m a  se rb estliğ i 
v e r ir  görünm ek ted ir. Böylesi b ir  b ak ış  aç ıs ı u y arın ca  b ir  n o k ta d a  "dondu
ru lm uş" b e lir li (W_,W +,Z°,y) d iğe r h erh an g i b ir  n o k tad ak i ilgili 
(W_,W +,Z °,y )'y la  be lir len ir , böylece b u ra d a n  hareketle , fa rk lı n o k ta la rd a 
ki s im etri k ırılım la rı a ra s ın d a , Şekil 28 .2 'de gö ste rilm iş  o lan  dem ir m ık n a
tıs la n m a  bö lge lerinde o rtay a  çıkan  tü rd e  "tu tars ız lığa" tan ık lık  etm eyece
ğim iz görü lü r.

B unun la  b irlik te  bu  tü r  b ir  b ak ış  aç ısı, kend is i u y arın ca  yaln ızca  Q 
u za y la rın ın , ta b a n  uzayı o la rak  M  u zay zam an ın a  sah ip  b ir  Bg l i f  d em eti



ne a it lif le r  olm ayıp  fa k a t ayn ı zam an d a  be lirli ay a r  k u ram ın ın  - b u  d u 
ru m d a  k ırılm am ış e lek trozay ıf k u ra m -  b u  dem et üzerindek i b ir  bağ lan tı 
b iç im inde  ta n ım la n d ığ ı (§§15.7, 8), ay a r  k u ram ın ın  a rd ın d a k i tü m  fikre 
k a rş ı ç ıkar. Bu b ağ lan tı, JW'de verilm iş o lan  h erh an g i b ir  eğri üzerinde 
ile rled iğ im izde, Ç u za y la rı a ra s ın d ak i yerel o la rak  an lam lı belirlem eyi 
(paralellik) ta n ım la r .10 G enelde bu  be lirlem e kapa lı dön g ü le ri d o la ş tığ ı
m ızda  (bağ lan tıda  b u lu n an , önem siz o lm ayan  ay a r a lan ın ın  v a rlığ ın ı ifade 
eden  eğ rilik  nedeniyle; bkz. §15.8) ev rensel o la rak  tu ta r l ı  değ ild ir. Ne o lu r
s a  o lsun , fa rk lı n o k ta la rd ak i s im etri k ırılım ın d a  içerilen  rasge le lik , Q 
u za y la rı a ra s ın d ak i yerel p a ra le lliğ in , kend iliğ inden  s im etri k ırılım ın d a  
y ap ılan  seçim lerle  genellik le uyum lu  o lm ayacağı an la tım ın a  sah ip  o lacak 
tır ; böylece Şekil 28.2 'deki resim  m aku l o lm ayan  b ir  benzetm e değild ir. 
T u ta rs ız lık la rın , y e teri k a d a r  yav aş b iç im de soğuyan  dem ir to p ta  o lduğu  
gibi, y e te rli zam an  v e rilirse  "kend ile rin i gidereceğini" d ü şü n eb ilir iz . B u ra 
d a  (Şekiller 28.3 ve 28 .4 'te  b e lir tile n le r  gibi) h içb ir  topolo jik  bozuk luk  o l
m ad ığ ı v a rsay ılır . B u rad a  gündem e getirm ek  is ted iğ im  konu, elek trozay ıf 
kend iliğ in d en  sim etri k ın lım ı d u ru m u n d a  her z a m a n  y e te rli zam an  olup 
o lm ayacağ ıd ır.

G üçlük §27.12, Şekil 27 .19b 'de k a rş ıla ş tığ ım ız  p arçac ık  u fu k la rıy la  il
g ilid ir. Şekil 28 .5 'in  şem a b iç im li konfo rm al d iy ag ram ın a  bak ın , p n o k ta 
s ın d a  konum lanm ış b ir  gözlem ci iki fa rk lı yönde, ilg ili q ve r  uzayzam an  
n o k ta la r ın d a  k u a s a r la r  g ö rü r  (krş. §27.9). S ta n d a rt FLRW m odeli u y arın ca  
k u a s a r la r ın  k ırm ız ıya k ay m as ı11 (bkz. § 27.7) yeterince  bü y ü k se  b u  d u ru m 
da p ve q 'n u n  geçm iş ışık  kon ile ri b irb ir in i kesm ez, böylece a ra la r ın d a  
h iç b ir  tü r  ile tiş im  gerçekleşem ez. B irb irle riy le  ile tiş im d en  yoksun  o ld u k 
la rın d a n , uyum lu  hale  gelm ek iç in  s im etri k ır ılım la rın ı ü s tte  b e lir tild iğ i 
g ib i "giderm ek" üzere zam ana sah ip  o lm azlar. K ısa sü re  iç inde, Büyük 
P a tla m a  çizg is in i konform al d iyag ram  iç inde, q ve r 'n in  sonuç o la rak  b ir- 
b iriy le  "haberleşir" h a le  geleceği şek ilde geri ite n  "şişm e sen ary o su "n u  ele 
a lacağ ız . Yine de b u  b ize b u ra d a  yard ım cı olm az çünkü e lek trozay ıf s i
m e tri k ırılım m ın  üzerin d e  gerçekleşeceği E 3-yüzeyi, v a r  o lan  nedense llik  
değerlend irm elerim izde etk in  b iç im de Büyük P a tlam a  ro lü  oy n ar çünkü

10 Bu bağ lan tı başlangıçta M  üzerindeki daha küçük B£ demeti üzerinde bulunan, lifleri her 
noktadaki lep tonların  U(2) sim etrik  C uzayları olan V ayar bağ lan tısı olarak kabul edilir. Bu
n unla  birlikte, §14.3'teki olağan tensör analizinde V'nm vektörler üzerine nasıl etkidiğinin 
b ilinm esin in  genel tensörler üzerine nasıl etkiyeceğini saptam asındaki aynı biçimde V'nın 
S£ üzerindeki eyleminin bilinm esi onun £ 'den  tanım lanan "tensörler" üzerindeki eylemini 
tüm üyle belirler. S 'yi -C’® X olarak kabul edebiliriz; b ir  "indis" aşağı b iris i yukarı.

11 z "kırmızıya kayması", 1 + z'nin, dalga boyunun kendisi yoluyla arttırıld ığ ı çarpanı ölçeceği 
şekilde tanım lanır. Liddle, 1999, en kolay u laşılab ilir metindir; Dodelson, 2003, daha geliş
m iş b ir  uygulam adır.



Ş ek il 28.5 E rken  ev rende ned en se l bağ ım lılığ ı (ya da  bağım sızlık ) g ö ste ren  şem a b iç im li 
k onfo rm al d iy ag ram lar, (a) p 'd ek i gözlem ci te rs  yön lerde , q ve r 'd e  k u a s a r la r  g ö rü r. Ken
d isi üzerin d ek i (y fo to n u n u  W ve Z fo to n u y la  ilişk ilend iren ) öncü l tam  U(2) e lek tro zay ıf 
s im e tris i k ırık  k ab u l ed ilen  n o k ta lı çizgi 10~n 'lik  b ir  z am an d a  E 3 -yüzey in i g ö ste rirse , 
bu  d u ru m d a  tj’dak i "donm uş" b e lir li y  seçim i, q ve r 'n in  JT'yla o lan  geçm işle ri ay rık  o l
m ak üzere, n e red ey se  kesin  o la rak  r 'd e k in d e n  fa rk lılık  gö ste rir; y ine  de ilg ili y  seç im leri 
ken d i ay n ılık /fa rk lılık la rın ı p'ye  u la ş ıla n a  dek h ab erleşem ezle r. B enzer b iç im d e  ş im d i X, 
1 0 13s a n ın d a  a y rış tırm a y ı tem sil ed erse  u  ve v ’deki s ıcak lık la r, tü m  geçm işle ri ay rık  o l
d u ğ u n d a n  te rm a liz e  etm e yo luy la  eş itlenem ez, (b) Sonrak i "ufuk so ru n u "n a  ilişk in  o larak  
şişm en in  "çözüm "ü Büyük P a tlam a 'y ı, q ve r  g eçm işle rin in  a r tık  B üyük P a tlam a  3 - 
y üzey ine  u la şacağ ı şek ilde  geri itm ek tir. B u n u n la  b ir lik te  önceki so ru n , g eçm iş le rin in  ke- 
s iş im le ri 10~n s 'd ek i "donm a"dan  önce g erçek leş tiğ in d en  çözüm süz kalır.

kend iliğ inden  s im etri k ırılım ın ın  I  3 -yüzeyi üzerinde, h e rh an g i geçerli b ir  
o rtak  nedense l etki o lm aksız ın  rasg e le  b iç im de gerçek leştiğ i k ab u l ed ilir.

Şim di qp ve rp  çizgileri s ıf ır  ç izg ilerid ir, o halde , fo ton  ay a r  bozon ları 
a ile s in in  kü tlesiz  tek  üyesi olm ak üzere, g 'd a n  p 'ye ya da r 'd e n  p 'ye W ya 
d a  Z bozonu  değil yaln ızca  fo ton  yo lcu luk  edeb ilir, ö y ley se  bu  iki boş ç iz
g in in  tam am ı boyunca, b ir  fo to n u n  ne o lduğuy la  ilg ili uyum lu  b ir  k av ra 
m a sa h ip  olm ak zorunday ız. q 'd ak i "foton" kavram ı yüksek  o la sılık la  r 'd e -  
ki "foton" kav ram ıy la  (ü stte  b e lir tile n  anlam da) uyum suz o lm a lıd ır  çünkü 
h e r  b ir in in  o rtak  nedense l etki ve a ra la r ın d a  h aberleşm ek  iç in  zam an  o l
m aksız ın  rasge le  b iç im de seçilm esi g e re k m iş tir .12 "Farklı" tü r  fo to n la r  za 
m an  iç inde, p 'dek i gözlem ciyi W -Z -y 'y ı a lg ılam ak la  ilg ili şa ş ır tıc ı k a r ış ık 
lık tan  k u rta rm a k  üzere "kendi so ru n la r ın ı g idereb ilir"  mi? B unun g 'd an  
p 'ye  ve r 'd e n  p 'ye  o lan  do laysız s ıf ır  (diğer b ir  dey işle  "ışık benzeri") b ağ 
la n tıla rd a n  b e lirg in  ay rılık la r söz k o n u su  o lm aksız ın  n a s ıl o lası o lab ilece
ğ ini b ilm iyorum . Bu, uzak  n esn e le rin  o p tik  te lesk o p la r yo luy la  açık  b iç im 
de görü lm esi gerçeğiyle b ü tü n lü k lü  b ir  çelişkiye yol açab ilir. D aha önce li

12 q ve r  arasındaki b ir  kudolam klık  bağlantısıy la, bkz. §23.10, ilgili olası b ir  rol tasarlanab i- 
lir. Bu kesinlikle ele alm aya değer fakat halihazırdaki "kendiliğinden sim etri kınlım ı" fik ir
lerin in  ötesine geçer. Bu konular hakkm daki düşünüşüm  Georg Sparling ve Bikash Sinha 
arasındaki konuşm alardan etkilenm iştir.



te ra tü rd e  ta r tış ıld ığ ın ı görm em iş o lsam  da, b a n a  b u ra d a  gözlem le cidd i 
b iç im de uyum suz olm a teh lik esi v a rm ış  g ib i gö rünüyor.

Yine de b az ı o k u rla r şü p h esiz , e lek tro zay ıf k u ram la  ilg ili gözlem e d a 
yalı son  derece etk ileyici d es teğ in  tü m ü n ü  göz a rd ı eder görünm em e (belki 
de fıs ıldayarak ) h o m u rd an acak la r. E lb e tte  tü m  b u n la rd a n  y a ln ızca , koz
m olojik  u zak lık la rd an  y ay ılan  o lg u la rla  ilg ili b az ı kafa  k a rış ık lık la rın a  s a 
h ip  olm am  neden iy le  vazgeçecek değilim ! G erçekten de öyle. H içb ir b iç im 
de e lek tro zay ıf k u ram a ilişk in  esas  güzel k av ra y ış la rd a n  vazgeçm em iz ge
rek tiğ in i ile ri sü rm ü y o ru m  fa k a t genellik le k en d isi ü ze rin d en  o rtay a  kon
duğu  U(2) s im e tr is in in  k ın lım ın a  h a f if  b iç im de fa rk lı b ir  y ak laşım ı te rc ih  
ed iyorum . G ördüğüm  k ad a rıy la  D oğanın p arçac ık  fiziğ ine ilişk in  gerçek 
düzen i henüz gün  yüzüne çıkm adı. Böylesi b ir  düzen  m atem atik se l o la rak  
u y u m lu d u r ve günüm üz Û FT 'lerin in  sah ip  o lduğu , m aku l b iç im de ifade 
ed ilm iş pek çok fiziki so ru y a  "°o" y a n ıtın ı y a p ış tırm a  kö tü  a lışk an lığ ın a  
sa h ip  o lm ayacak tır. Bu (hâlâ bilinm eyen) "doğru" k u ram ın  n iç in  son lu  y a 
n ıt la r  verd iğ i bug ü n  b iz im  iç in  g ö rü leb ilir  değ ild ir. Bu neden le , ta r ih i 
şa n s  ve o la ğ an ü stü  in sa n  b ec e ris in in  b ir  b irle şim i yo luy la k a rş ım ıza  çık
m ış o lup gözlem le eşleşen  son lu  y a n ıtla r  ü retm em ize o lanak  sağ lay an  çe
ş itli "hileler"e b a şv u ru ru z . V ar o lan  kav ray ış  düzeyim izle kesin lik le  y en i
den n o rm a lle şe b ilir  o lan  zay ıf  ve e lek trom anyetik  e tk ileşim le re  ilişk in  b ir  
k u ram  is te r iz  ve Abelci o lm ayan  k ırılm ış  ay a r s im etris i f ik ri yaln ızca, bu  
tü r  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  b ir  k u ram a yönelik  b ir  ro ta  su n m ad ı ay rıca  
böyle y ap m ak tak i k ıs ıtlıl ık la r  b iz i b u  e tk ile şim le rin  d ah a  gen iş b ir  ta b lo 
n u n  p a rç a s ı o la rak  b irb ir in e  uyduğu  biç im e ilişk in  derin  gerçek ler a ile s i
n in  y ak ın m a yön lend ird i. B unun la  b ir lik te  p a rç ac ık  fiz iğ inde k en d iliğ in 
den k ırılm ış s im e tr in in  n iç in  D oğanın  doğru  yolu  o lm ası g e rek tiğ in i b ilm i
yorum . A slında yen iden  n o rm a lle şe b ilirliğ in  ta lep le rin in  n iç in  elek troza- 
y ıf  k u ram ın  p a ra m e tre le r i a ra s ın d a k i gerek li ilişk ile ri sağ lad ığ ın ı görm e
n in  b aşk ac a  y o lla rı d a  b u lu n u r .13

Bu, (§34.8'de döneceğim ) önem li b ir  konuyu gündem e g e tirir: D oğanın 
g izem lerin i a ra ş tırm a k la  ilg ili çoğu f ik ird e  h üküm  sü ren  s im e tr i  kavram ı 
sık lık la  sa h ip  o lduğu  v a rsa y ıla n  tem el ro le  gerçek ten  sa h ip  m id ir? Bu ge
reğ in  n iç in  h e r  zam an  böyle o ld u ğ u n u  b ilm iyorum . P arçac ık  fiz iğ in i b ü 
yük b ir  s im etri g ru b u n d a  tem ellen d irm en in  (GUT fe lse fesin in  b ir  parçası), 
tem el fizik i b ir  k u ram  söz k o n u su  o lduğu  sürece, gerçek ten  "basit"  b ir  ta b 
lo o lu şu  ben i zo run lu  b iç im de sa rsm az . Bana göre küçük  şey le r yerine  b ü 
yük s im etri g ru p la rı d ah a  k a r ış ık tır . D urum , D oğanın y a s a la rın a  içkin  te 
m el a s im e trile r  b u lu n m a s ı ve gö rdüğüm üz s im e tr ile rin  çoğu kez yaln ızca ,



ta m  o la rak  en d erin  düzeylere dek ıs ra r  etm eyen  yak laşık  özellik ler o lm ası 
da o lab ilir . Bu konuya d ah a  so n ra  (§34.8'de) geri geleceğim .

28.4 Şişme kozmolojisi

Ü rem eleri b e lir li G U T'larm  b ir  özelliği o lan  kozm ik tek  k u tu p la r  so ru 
n u n a  dönelim . Bu tek k u tu p la r la  ilg ili so run , gerçek v a rlık la r ın a  ilişk in  
h e rh an g i b ir  b e lir tin in  o lm am asıd ır. D aha kö tü sü , bu  tü r  tek  k u tu p la ra  
ilişk in  kozm ik bo lluk  içinde, G U T'lar ta ra fın d a n  öngö rü len in  çok a ltın d a  
gözlem e daya lı d a r  s ın ır la r  m ev cu ttu r. B unun la b ir lik te  1981'de  Alan 
G uth, evren in , tek  k u tu p la rın  ü re tilm es in d en  b ir  sü re  so n ra  (yine de elekt- 
ro zay ıf  s im etri k ırılm ad an  önce, 10-12s an ında), diyelim  ki İO30 ya da b e l
ki İO60 ya da d ah a  büyük  b ir  k a tsay ıy la  gen işlem esi gerekecek o lsayd ı is 
tenm eyen  tek  k u tu p la r ın  artık , gözlem in de gerek tird iğ i üzere, a lg ıla n 
m a k tan  ko layca k u rtu lab ilecek  b iç im de seyrek o lm ası gerekeceğine ilişk in  
(aslında ay rıca  d ah a  önce bağ ım sız  b iç im de Alexei S tarob in sk i ve K atsu- 
oko Sato ta ra f ın d a n  önerilm iş) "aşırı kötü" önerm esin i ile ri sü rdü .

Bu a ş ır ı ü s te l gen işlem eyle ilg ili "ş işen  sürecin", ev ren in  düzenliliğ iy le  
ilg ilenerek  b aşk a  am aç la ra  da h izm et edebileceği k ısa  sü red e  an laşıld ı. 
27. bö lüm de v u rg u lan d ığ ı üzere a s lın d a  evren son derece düzenli ve çok 
büyük  ölçekte u zam sa l o la rak  düz o lm aya yak ınd ır. Bu du ru m  kozm olog- 
la ra  b ir  b ilm ece su n a r. Ö rneğin, erken  evrene ilişk in  o la rak  fa rk lı yönlerde 
gözlem lenm iş s ıc ak lıla r  o ldukça yak ın  b iç im de (en az ın d an  105'te  b ire  k a 
dar) ayn ıd ır. Bu, ancak  ev ren in  ele a lın an  fark lı k ıs ım la rı b irb ir iy le  " ile ti
şim  halinde"yse, çok erken  evrendeki b ir  " term alizasyon"un  sonucu  b iç i
m inde k ab u l ed ileb ilir. (T erm odinam iğin  ik inci y asa s ın ın  b ir  gaz ın  fa rk lı 
yerle rdek i s ıcak lık ların ı, ıs ıl dengeye gelm e iş lem in in  b ir  p a rç a s ı o la rak  
eşitlem eye n a s ıl h izm et e ttiğ in i an ım say ın ; bkz. §27.2.) Yine de Şekil 
28 .5 'in  incelenm esi bize, h e r  ik is i de uzayzam andak i m evcut p k o n u m u 
m u zd an  gözlem lenm iş o lan  fa rk lı q ve r  n o k ta la rın d a k i s ıc ak lıla rm  e ş itl i
ğ in in , (artık  kozm ik k a ra  cisim  ış ın ım ın ın  o lu ştu ğ u  zam andak i " a y rış tır 
m a" an ın d a  o ld u k la rı k ab u l edilen) q ve r  n o k ta la r ın ın  s ta n d a r t  m odelde 
b irb ir le r in d e n  nedense l ile tiş im e a s la  sa h ip  o lam ayacak  k a d a r  uzak  o lm a
la rı nedeniy le , geleneksel kozm olojik m odellerdek i te rm alizasy o n u n  so n u 
cu o lam ayacağ ın ı söyler.

S ta n d a rt m odeldeki te rm alizasy o n  iç in  gerekli o lan  b u  n ed en se l i le ti
şim  o lanaksız lığ ı u fu k  so ru n u  b iç im inde a d lan d ır ılır . Şişm e sü rec ine  i l iş 
k in  bu  an lam d ak i etki Şekil 28 .5 'in  konform al d iy ag ram ın d a  gösteriliyo r. 
Büyük P atlam ay ı tem sil eden u za y sa l 3 -u zay  artık , q ve r 'n in  g eçm iş leri



n in  Büyük P atlam ay ı aç ık lay an  3 -yüzeye u la şm a d a n  önce kesişeceğ i ve 
te rm aliz asy o n u n  etki göste rm e f ır s a tın a  sah ip  o lacağ ı şek ilde  çok "daha 
erken" b ir  konum a y e rle ş tir ilm iş tir . Böylece a r tık  bu  vesiley le q ve r 'd e k i 
s ıcak lık la rın  e ş itliğ in in  o rtay a  çıkab ileceğ in i düşü n eb iliriz .

Ö nerilm iş bu  ş işen  sü rec in  h issed ile n  b ir  d iğer fay d ası, m adde d ağ ılı
m ı ve uzayzam an  geom etrisine  ilişk in  kayda değer düzen liliğ in , bu  p ü r ü z 
s ü z lü k  so ru n u  o la rak  a d lan d ır ılm ak  üzere, b ir  aç ık lam asın ı sa ğ lay a b ilir  
o lm asıyd ı. F ik ir, ş işm eyle b ir lik te  ev ren in  b aş lan g ıç  d u ru m u n u n  a y r ın tıd a  
son  derece düzensiz  o lm uş o lab ileceğ iyd i fak a t ev ren in  şişm e a şam a s ı sü 
resin ce  m uazzam  g en işlem esi b u  düzensiz lik le ri "giderm e"ye h izm et etti. 
Böylece bu  d u ru m d a  FLRVV'ninkine o ldukça yak ın  b ir  ev ren  bek len ir. Ş iş
m e b ak ış  açısı, "kendine özgü" b ir  b aş lan g ıç  d u ru m u n u n  b ile  küçük  ölçek
te, p ü rü zsü z  b ir  m an ifo ld a  benzeyeceğin i ta h m in  eder ve b u  küçük  p ü rü z 
süz p a rç a n ın  ş işen  faz s ıra s ın d a , uzam sa l o la rak  düz b iç im de görünecek  
şekilde, kozm olojik b o y u tla ra  gen işled iğ in i görürüz; bkz. Şekil 28.6 (ve krş. 
Şekil 12.6). Bu o la ğ an ü stü  fik irle  ilg ili kendi değerlend irm em e b ira z d a n  
geleceğim . Şim dilik  b u  ta b lo d a , ev ren in  yaln ızca  düzen li o lm ayıp  ayn ı za 
m a n d a  s ıf ır  uzam sa l eğriliğe (K =  0) sah ip  o ldu ğ u n a  iş a re t etm eye değer. 
Göreceğim iz üzere bu  k o n u n u n  ta r ih i gelişim iy le ilg ili önem li b ir  e tm en 
d ir. B unun la  b irlik te  gözlem leneb ilir evren, o rta lam a d a , gerçek ten  u za m 
sa l o la rak  düz o lsa da o lm asa  da, öyle o lm aya kesin lik le  d ik k a t çekici b i 
çim de yak ınd ır. Bu d u ru m  pek çok kozm oloğa d ü z lü k  so ru n u  o la rak  a n ı
lan  b ir  b ilm ece hed iye e tm iştir.

G enişlem eyle ilg ili ş işen  fazın , Şekil 28 .5 'tek i g ibi konfo rm al d iy ag 
ra m la rd ak i Büyük P a tla m a  3 -u za y ın ın  geri h areketiy le  ilişk is i hem en  gö
rü le b ilir  c in s ten  değ ild ir. Öyleyse, b u  "şişen  faz"m  day an d ığ ı b e lir li koz
m olojik m odeli incelem ek öğretic i o lacak tır. Bu, d e  S itte r  u zay ın ın  "kara rlı 
du rum " versiy o n u d u r. M atem atik se l o la rak  de S itte r  u zay ın ı aç ık lam an ın
en çabuk  yo lu  onun, (H------------- im zalı) Minkovvski 5 -u zay m d ak i (-1-----------
im zalı) b ir  L orentzci 4 -k ü re  o ld u ğ u n u  söylem ektir. Bu aç ık lam a §18.4 'ün  
geom etrik  "im za çevirm e" fik irle riy le  uyum  iç in d ed ir  fak a t de S itte r  u zay ı
n ı Şekil 28 .7 'deki h iperbolo id  b iç im inde  resm ed ersek  geom etrik  o la rak  d a 
h a  açık  o lur. Bu n o k tad a , +  + --------im zalı b ir  sözde M inkow ski 5 -uzaym -
dak i b ir  L orentzci 4 -k ü re  olup k a rş ı-d e  S itte r  u zay ı o la rak  a d la n d ır ıla n  
d iğer b ir  m odeli be lirtm eye  değer (Şekil 28.8).12841 F iziki o la rak  k a rş ı-d e

•S! [28.4] Ardalan 5-uzaym daki de S itter ve k arşı-de  S itter 4 -uzaylarıy la ilgili denklemleri, şe- 
killer 28.8 ve 28.9'da belirtilen  t ,w ,x ,y ,z  koordinatlarını kullanarak  açık biçim de yazın, de 
S itter uzayının "yarı"sı içinde, ona içkin m etriğin bu bölüm de daha sonra verilecek olan "ka
ra rlı durum" biçim ini alacağı şekilde koordinatlar bulun.



Ş e k il  28 .6  Ş işm e n in  tem e lin d e  ya ta n  y ö n 
len d ir ic ile rd en  b iri, b e lk i d e  10so7ifc b ir  
üste l g e n iş le m e n in  (d iye lim  ki 10~3Ss ve  
10 32s a n la n  arasında) k e n d in e  ö zg ü  b ir  
b a şla n g ıç  d u ru m u n u n  so ru n la rın ı, esa
se n  d ü zen li, u za m sa l o larak  d ü z, ş işm e  
so n ra sı b ir  ev re n  sa ğ layacak şek ild e  "gi
d e r m e y e  h izm e t edeb ilecek  o lm asıd ır .

t

Ş e k i l  28 .7  (tki u za m sa l b o y u tu n  b a sk ıla n d ığ ı  
b ir  h ip erb o lo id  b iç im in d e  resm ed ilm iş) de  
S i t te r  u za y za m a n ı (m etr iğ i  ds2 = d t2 — dvv2 — 
d r2 — dy2 — dz2 olan) Ms M in k o w sk i 5 -  
u za y ın d a k i (içsel H----------m e tr ik  im za s ın ı v e 
ren  sa n a l ya n ça p lı)  b ir  L o ren tzc i 4 -kü red ir . 
K ararlı d u ru m  m o d elin i e ld e  e tm e k  üzere  h i
p erb o lo id i t  =  iv  b o y u n c a  ik iye  "kes "eriz. S a 
b i t  za m a n  t  - w  p o z i t i f  sa b itiy le  verilir .

S itte r uzay ın ın , (nedenselliğ i ih la l eden) ka p a lı za m a n sa l eğrilere (örneğin 
t  ve w eksen le rin i k ap say a n  düzlem dek i çem ber) sa h ip  o lm ası nedeniy le 
çok da h a s sa s  b ir  uzayzam an  o lm ad ığ ına  d ikkat edin; bkz. §17.9 ve Şekil 
17.18. Bazen "k a rş ı-d e  S itte r  uzayı" te rim i, iç inde s a b it  (x, y, z) d üz lem in 
deki h e r  çem berin  b ir  çizgi b iç im ine açıld ığ ı ve tü m  uzay ın  b as itç e  b a ğ 
la n tılı  h a le  geld iğ i (§12.1) "açılm ış" v ersiyona  a tfed ilir . Şekil 2 8 .9a 'da  de 
S itte r  uzayı, Şekil 28 .9b 'de onun, (noktalı s ın ır  çizg isi kesiğ i b e lirtm ek  
üzere) k a ra rlı du ru m  m odelin i tem sil eden  p a rç a s ı Şekil 28 .9c'de (d iyagra
m ın ü s t  ve a ltı aç ık lanm ak  zo ru n d a  olm ak üzere) ned en se llik  çiğneyen 
k a rş ı-d e  S itte r  uzay ı ve Ş ek il 28 .9d 'de aç ılm ış (nedensel) k a rş ı-d e  S itte r 
uzay ıy la  ilg ili k a tı konform al d iy a g ra m la rı çizdim .

K ararlı d u ru m  ev ren in i açık  b iç im de elde etm ek üzere  de S itte r  u zay ı
nı, Şekil 28 .8 'de gö ste rilen  M inkovvski 5 -u zay ın ın  t = w 4 -d ü zlem i boyun-



Ş e k il  2 8 .8  (U za m sa l ik i  b o y u tu  
b a s k ıla n m ış  h a ld e k i b ir  h ip er- 
b o lo id  o la ra k  re s m e d ilm iş )  
k a r ş ı- d e  S i t te r  u z a y za m a n ı,
(As2 = d t2 -  dvv2 — d * 2 -  dy 2 — 
dz 2 m e tr ik li)  s ö z d e  M in k o w sk ic i  
5 -u z a y ın d a k i  ( iç se l H--------- m e t
r ik  im z a s ın ı v e r e n  p o z i t i f  
y a r ıç a p tı)L o r e n tzc i  b ir  "4- 
küre"dir. T a n ım la n d ığ ı ü zere , 
z a m a n s a l e ğ r ile r i  k a p a tt ık  f a k a t  
b u n la r, ( t ,w ') -d ü z le m in d e k i  
s o n s u z  b iç im li  b i r  “a ç m a " y o lu y 
la  o r ta d a n  k a ld ır ı la b il ir le r .

(a) (c)

Ş ek il 28.9 K atı kon fo rm al d iy a g ra m la r  (Şekil 2 7 .16a 'dak i u z la ş ıla r la  b irlik te): (a) iç n o k 
ta lı  ç izg in in  ü zerin d ek i b ö lg en in  k a ra r lı  d u ru m  m o d elin i v erd iğ i de S itte r  uzayı; (b) 
k a r ş ı-d e  S itte r  uzay ı (n edense llik  ih la lle r i  o lm ak sız ın  tam  açılm ış versiyon); (c) n e d e n se l
lik  çiğneyen  o rijin a l "h iperbo lo id" b iç im in d ek i, ü s t  ve a lt  k e n a r la r ın ın  aç ık lan m as ı ge re 
k en  k a rş ı-d e  S itte r uzayı, (d) (c)'nin b e lir le m e  g erçek leşm iş h a liy le  ay n ıs ı, böylece d iy ag 
ram  b ir  s i l in d ir  b iç im in d e  g ö rü n ü r.

ca, y a ln ızca  "üst" y a rıy ı m u h a fa za  ederek  "kes"eriz .14 T u h a f b iç im de, bu  
m odelde kesik  (Şekil 28 .10b 'dek i kesik li çizgi) neden iy le  b ir  "noksanlık" 
söz k o nusu  o lsa  d a  b u  n o k san lık  genellik le b ir  bozukluk  o la rak  d eğ erlen 
d irilm ez çünkü uzay zam an a  a l tta k i "silinm iş" k ıs ım d an  gerçek h iç b ir  p a r 
çacık  girm ez. Ü st k ıs ım la  ilg ili m e trik  (A s a b it olm ak üzere), §27.1 l 'd e  ve
rilm iş  o lan  FLRW m etriğ in in , K =  0 düz uzay  k es itle ri ve ü s te l g en iş le 
m eyle (eAr katsay ısı) b ir lik te  b e lir li  b ir  d u ru m u  o lan

d s 2 =  d r 2 — e A r( d x 2 + d y 2 + d z 2)



b iç im inde yen iden  ifade ed ileb ilir .128-51 (Bu m etrik , 1950'ler ve 1960 'larda 
H erm ann  Bondi, T hom as Gold ve F red  H oyle onun  gerçek evrene ilişk in  
b ir  m odel, önem li b ir  e s te tik  çekiciliğe sa h ip  "kara rlı durum " m odeli, o l
d u ğ u n u  ş id d e tle  id d ia  e ttik le rin d e , özel önem e sah ip ti. M odel, 1960 'larda 
gözlem lerle, özellikle m ikrodalga a rd a la n  ö lçüm leri ve uzak  g a lak sile rin  
say ım ıy la , çe lişk i iç inde o lduğu  açık  h a le  geld iğ inde gözden düştü .)

(Karşı-)de S itte r  uzay ıy la ilg ili Rab R icci te n sö rü  g ab m etriğ iy le  oran tı-  
Zıdır.12861 (Bu te n sö rü n  tan ım ı ve ay rıca  E in s te in  a lan  denklem i vb iç in  bkz. 
§19.6.) M adde enerji m om entum  te n sö rü n ü n , izi çevrilm iş Ricci ten sö rü - 
n ü n  —(87rG) _1 k a tı o lduğunu  ile ri sü ren  o rijina l Rab — 1 /2 Rgab = —8nGTab 
E in s te in  a lan  denklem in i an ım say ın . Böylece de S itte r  ve k a rş ı-d e  S itte r 
m odelleriy le  ilg ili o la rak , Tab "m adde ten sö rü "n ü n  k end is i m etrik  ten sö rle  
o ran tılı o lm ak zo ru n d ad ır. A slında s ıra d a n  h iç b ir  m adde bu  özelliğe sah ip  
o lam az (çünkü ö rneğ in  ona a it enerji m om entum , h iç b ir  d u rağ a n  çerçeve 
tan ım lam az). N orm al bak ış aç ısı k a rş ı-d e  S itte r  u zay la rın ı, E in s te in  d enk 
lem in in  b ir  A ko zm o lo jik  sa b itin in  d ah il ed ild iğ i b iç im de kabu l edilm ek 
zo ru n d a  o lduğu  k ü tles iz  vak u m ları tem sil eder b iç im de değerlend irm ek
tir , böylece a r tık  a lan  denklem leri bize

Rab ~  Agab

ifad esin i verir. B urada , A ü s tte k i k a ra rlı du ru m  m etriğ indek i ü s te l b ü y ü 
me ça rp a n ın ı ölçekleyen sa b it  o lm ak üzere  A = >42'd ir. Ş işm e kozm olo jisin 
deki ş işen  "m alzem e" kend isiy le  ilg ili b ira z d a n  b ir  şey ler söyleyeceğim  b ir  
"yanlış vakum " o la rak  kabu l ed ilir.

B ir ş işen  evren  m odeli o lu ş tu rm a k  üzere  k a ra rlı du ru m  ev ren in in , r  s a 
b itin e  ilişk in  iki 3 -yüzeyi a ra s ın d a  b ir  p a rç a  a lırız  ve onu s ta n d a r t  b ir  
K =  0 FLRW m odelin in  iki p a rç a s ın a  y ap ış tır ır ız . Bu işlem  Şekil 28 .10 'da 
göste riliyo r. Şekil 28 .10b 'de k a ra rlı d u rum  m odelin in  büyük  o ran d a  şişen  
b ir  k ısm ı seçilir. Şekil 28.10c'de K =  0 FLRW m odelinden  b ir  p a rç a  k es ilir  
ve böylece o Şekil 28 .10d 'de m odeli tam am lam ak  üzere  ş işen  k ısm ı a la b i
lir. E klenm iş k a ra rlı du rum  p a rç a s ı a s lın d a  Büyük P atlam ay ı (konform al- 
den, d iğe r b ir  dey işle  nedense l b ak ış  aç ısından), p a rçac ık  u fk u n u n  fa z la 
s ıy la  gen işleyeceği b iç im de "geri iter"; bkz. Şekil 28.5b.

Bu ş işen  sü rec i gerçek leştirm ek  üzere, b ilinen  (ve v arsay ılan ) fiziki 
p a rç a c ık /a la n  h ay v a n a t bah çes in e  yeni b ir  <p sk a le r a lan ın ı sunm ak  gere-

®  [28.5) ds2 = d t2 — (R(t))2d £ 2 FLRW biçim inin de S itter ve karşı-de  S itter uzaylarıyla ilgili 
m etrik  form unu bulun. Buradaki d£2, alştırm a [27.18)'deki ikinci ifade uyarınca hiperbolik 
3-m etriği verir. Bu tam  (karşı-)de S itter uzayının hangi kısm ını kapsar?



Ş ek il 28.10 Ş işen  b ir  evren  m odeli o lu ş tu rm a  tak ım ı, (a) de S itte r  uzay ı k a ra r lı  d u ru m  
m od elin i verm ek  üzere  k esilir , (b) K ararlı d u ru m  m od elin in  ik i s a b it  zam an  ç izg isi 
a ra s ın d a  b ü y ü k  o ra n d a  ş işe n  p a rç a s ı  seç ilir , (c) K = O FLRW m o d elin d en  küçük  sa b it  
zam an  a ra lığ ı ç ık arılır , (d) Ş işen  evren  m o d elin i e lde  e tm ek  üzere  b 'd e n  gelen  p a rç a  c 'ye 
y e r le ş tir ilir . Bu, B üyük P a tlam ay ı Şekil 28 .5b’deki g ib i geri h a re k e t e ttir ir .

kir. H ab e rd a r  o lduğum  k ad a rıy la  b u  cp a lan ı, fiz iğ in  b ilinen  h e rh a n g i d iğer 
b ir  a lan ıy la  do laysız b iç im de ilişk ili o la rak  k ab u l edilm ez fak a t yaln ızca  
erken  evrendek i şişen  b ir  faz ı elde etm ek üzere su n u lu r. B azen "Higgs" 
a lan ı o la rak  a n ılır  fak a t e lek tro zay ıf k u ram la  (§25.5) ilişk ili "s ıradan" b ir  
a lan  g ib i görünm ez. Bazı m odelle r, h e r  faz iç in  fa rk lı b ir  sk a le r a lan ın  b u 
lunm ak  zo ru n d a  olduğu, ay rı b ir  ş işen  fazd an  fa z la s ın a  gerek  duyar. Ş iş 
m e işlem i, Şekil 28.1'dek i "M eksika şapkası"n ınk iy le , b aş lan g ıç  s im etris i 
o lm aksız ın  ilişk is i o lan  b ir  resim  b iç im inde  aç ık lan ır. D üşey eksen in  "et
k in  enerji"yi tem sil e ttiğ i, Şekil 28 .11 'dek ine ben zer b ir  d iyag ram  sık lık la  
k u llan ılır . B akış, ş işm e sü rec i öncesinde  d u ru m u n  -Ş ekil 28.1 'dek i "m is- 
k e t"im iz- k am b u ru n  te p es in d e  o lup  d a h a  so n ra  az a r  az a r  aşağ ı y u v a r la n 
m a sı şe k lin d ed ir. Bu y u v a rla n m a  sü res in ce  ş işm e  ve "m isket" d ibe u la ş t ı 
ğ ın d a  d u ru r. Şişm e aşam a s ı sü resin ce , bug ü n  a lış ık  o ldu ğ u m u zd an  fark lı 
b ir  vakum a yönelik  k u an tu m  m ekan iksel faz geçişin i tem sil eden b ir  "yan
lış vakum " bö lgesine  sa h ip  o luruz.

§27.1 l 'd e  b e lir tild iğ i üzere, a r tık  bu  çağda p o z itif  b ir  /l'y la  ilg ili sağ lam  
k a n ıtla r  m e v cu ttu r  fa k a t bu , o lağan  te rim le rd e  suy u n  y a ln ızca  yak laşık

Ş ek il 28.11 Çok erk en  ev ren in  e tk in  enerji yoğu n lu ğ u n a , şişm e m odeli u y a r ın c a  sk a le r 
"in fla ton" </> k u an tu m  a lan ıy la  ilg ili e tk in  V(<f>) p o tan s iy e lin ce  h âk im  o lu n u r. G rafik , ş i ş 
m e, d u ru m  ("yanlış b ir  vak u m "u n  m ey d an a  geld iğ i v a rsa y ılm a k  üzere) so ld a n  aşağ ıy a  
d o ğ ru  "yuv arlan ır"k en  o r ta y a  çıkm ak üzere , y(</>)'nin genellik le  v a rsa y ıla n  b ir  b iç im in i 
g ö ste riy o r. D ibe u la ş ıld ığ ın d a  ş işm e d u ru r.
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Ş e k il  28 .12  Ş işe n  b ir  f a z  içerip  loga- 
r itm ik  b ir  g ra fik  o la rak  orta k  b iç im 
de  ta n ım la n a n  "evren tarihi". 
log fi(t) b u ra d a  log t 'y e  karşı çizilir .

10~3o'd a  b ir i k ad a rlık  b ir  yoğun luğa k arş ılık  gelecek şe k ilde son  derece 
küçü k tü r. D iğer ta ra f ta n  ş işen  faz ın  yan lış  vakum u su y u n k in i yak laşık  
İO80 k a t a şan  b ir  yoğun luğa k arş ılık  gelen  etk in  b ir  /l'y a  sa h ip ti. Bu, s ır a 
d an  h e rh a n g i b ir  m ad d en in  enerji m om entum  te n sö rü n e  tüm üy le  hâk im  
o lu r ve iş te  b u n d a n  do lay ı de S itte r m odeli bu  faz iç in  k u llan ılab ilir .

Şekil 28.12’de çok erken evren ta rih in in , b ize s ık lık la  su n u lu p  a r tık  n e 
redeyse " s tan d a rt"  h a le  gelm iş o lan  tü rd ek i resm in i gösterd im . Zam an ve 
u zak lık  ö lçü lerin in  10 'un fa rk lı ü sle riy le  işa re tle n m iş , b ir  san iye  (düşey) 
ya da b ir  sa n tim e tre  (yatay) b irim lerin d ek i (Şekil 5 .6 'dak i k ay d ırm a ku ra lı 
gibi) "logaritm ik" ö lçü ler o ldu ğ u n a  d ikkat edin. "Y arıçap" §27.11'deki 
(§19.6 'daki “R" sk a le r eğriliğ iy le  k a r ış tır ılm a m a s ı gereken) "R (t)"nin ta r i 
h in i g ö ste rir. B ana göre tab lo , s ık lık la  fiili o la rak  k u ru lu  b ir  gerçek  o larak  
su n u lsa  da, b ir  san iyen in  yak laşık  onda b irin e  k a d a r  son  derece k u rg u sa l 
o la rak  d eğerlend irilm ek  zo rundad ır!

28.5 Şişmeyle ilgili yönlendiriciler geçerli midir?

E vrenle ilg ili böy lesi ş işen  b ir  ta b lo n u n  gerçeğe yak ın  olm a o lasılığ ına  
in an m ak  üzere  o rtad ak i n eden  ned ir?  B elirg in  p o p ü le rliğ in e  k a rş ın  tü m  f i
k irle  ilg ili şü p h e  duy u lm ası iç in  kend i sebep le rim i o rtay a  koym ak isterim ! 
Yine o ku ra  m e şru  u yarım ı yapm ak  zorunday ım . Ş işm e kozm olojisi m o d em  
kozm olojik d ü şü n ü ş  b ü tü n ü n ü n  tem el b ir  p a rç a s ı h a lin e  geldi. Şişm e ge
rek liliğ ine  h en ü z  ikna o lm ay an la r a ra s ın d a , aşağ ıd ak i e leş tirid e  ben im  k a 
d a r  o lum suz yak laşım a sa h ip  b a z ıla rın ın  b u lu n d u ğ u n u  göreceksin iz. Be
n im  aç ık lam am la şişm e fik rin e  d ah a  faz la  beğen i d u y an  b ir  d iğe rin i "den-



gelem e" gereğ i h issed e rse n iz  A lan G u th 'un  ko lay  e riş ile b ilir  The In fla ti-  
o n a ry  Urıiverse (Şişen Evren) k ita b ın a  b ak ın .15 Kendi ad ım a şey leri, on la rı 
gö rdüğüm  gib i su n m ak  zo runday ım  ve şişm e kozm olojisi tem elinden  şü p 
he duym ak  iç in  güçlü  n ed en le r o ldu ğ u n a  in a n d ığ ım d a n  b u n la r ı  okuyucu
ya su n m a k ta n  k aç ınm am am  gerekir.

K ritik  değerlend irm em i su n m a d an  önce u y a rıla r ım ın  ş işen  evren in  
y an lış  o ld u ğ u n u  söy lem ediğ in i aç ık  hale  getirm eliy im . O nlar y a ln ızca  ş i ş 
me f ik rin in  a rd ın d a k i b aş lan g ıç  y ö n len d iric ile rin in  çoğundan  k u şk u la n 
m ak üzere  güçlü  se b ep le r sunuyor. S onuçta geçm işin  çoğu önem li b ilim se l 
f ik rin in , ken d is in d en  so n ra  gelen a n la y ış la r  k a rş ıs ın d a  tu tu n a m a y a n  y ö n 
len d iric ile re  (kısmen) day an m ış o lduğunu  an ım say ab iliriz . B un ların  en 
ö nem lile rinden  b ir i E in s te in 'm , genel görelilik le  ilg ili n ih a i keşfine b ir  k ı
lavuz o la rak  M ach ilkesine  b e lirg in  bağ lılığ ıyd ı. M ach ilkesi fiz iğ in  tü 
m üyle b ir  c ism in  d iğerine  o lan  ilişk is i iç inde ta n ım la n m a s ı ve a rd a lan  
uzay ı k av ram ın d an  vazgeçilm esi gerek tiğ in i ile ri sü re r .16 B unun la  b irlik te  
E in s te in  k u ram ın a  ilişk in  so n rak i an a liz le r M ach ilkesin in , M ach 'ın  f ik ri
n in  yö n len d iric i b e lir ley ic iliğ in d en  bağ ım sız  o la ra k ,17 genel görelilik  ta r a 
f ın d an  d estek lenm ed iğ in i g ö s te rd i.18 D iğer b ir  ö rnek  D irac 'm , tem el o larak  
b ir in c i derece b ir  denklem le ilg ili o lm ası gerek tiğ in i a lg ılad ığ ı şeye d a 
y an d ırd ığ ı [bkz. §§24.5, 6), e lek tron  dalga  denklem i keşfid ir. ÛFT'ye ilişk in  
so n rak i a n la y ış la r  bu  gerek liliğ in  gerekli o lm ad ığ ın ı g ö s te rd i (§26.6).

B enzer b iç im de şişm e kozm olojisiy le ilg ili gözlem e daya lı ö ngö rü ler ik 
n a  edici b iç im de o n a y la n ırsa  b aş lan g ıç  yö n len d iric ile rin d ek i h e rh a n g i b ir  
u y g u n su z lu k  d ah a  önem siz o lu r ve kuram , G uth  ve d iğ e rle rin i b u  b e lirli 
düzene yönelten  o rijina l "m erdiven" o lm aksız ın  kendi a y a k la n  üzerinde  
d u rab ilir . A slında şişm e y a n lıla r ı son  y ılla rd a  b ir  m ik ta r  e tk iley ici yeni 
gözlem le d ikkat çekici b iç im de u y u şa n  b e lir li baz ı ö n g örü lerde  b u lu n d u 
lar.

D iğer pek  çok b ilim  in sa n ın ın  aksine, özellikle ev ren in  b aş lan g ıc ıy la  
ilişk ili o lan  kozm oloji k o n u la rın d a  b e lir li b ir  d ik k a tin  öğü tlenm esi gerek
tiğ ine  inan ıyo rum . İn sa n la r  ev ren in  b aş lan g ıc ıy la  ilg ili so ru la r  k a rş ıs ın d a  
s ık lık la  güçlü  d uygusa l te p k ile r  g ö s te riy o r ve b u n la r  bazen  d in i te rc ih le rle

15 Bkz. Guth, 1997. Dodelson, 2003 ya da Liddle ve Lyth, 2000 teknik kaynaklardır. T itiz ve 
önemli b ir inceleme için Böm er, 2003, büyük ölçüde önerilebilir geliyor.

16 Bkz. Barbour, 2001a, 2001b; Sciama, 1959; Smolin, 2002. Tümüyle "Machcı" b ir fiziki yakla
şım a ilişkin b ir örnek §32.6'da kısaca açıklanacak olan spin  ağlarına  olan yaklaşım dır.

17 Bkz. Ozsvath ve Schücking, 1962, 1969.
18 Bununla birlikte bu konularla ilgili E instein 'm  kuram ının sonuçta belki de "Machcı" oldu

ğuna destek olarak yorum lanabilecek daha yeni bakış aç ılan  söz konusudur. Bkz. Barbour, 
2004; B arbour vd., 2000; Raine, 1975.



açık ya da k ap a lı b iç im de ilin tili o luyor. Bu du ru m  yapm acık  d eğ ild ir  çü n 
kü  a s lın d a  konu iç inde yaşad ığ ım ız  d ü n y an ın  tü m ü n ü n  y a ra tılış ıd ır . 
§27.13 'te v u rg u lan d ığ ı üzere ik inci y asa  nedeniy le , ev ren in  Büyük P a tla 
m ad a  b aş lad ığ ı b iç im de o la ğ an ü stü  b ir  kesin lik  derecesi söz k o n u su d u r 
ve b u  şü p h esiz  o la rak  d erin  b ir  b u lm aca  su n a r. Şunu so rarız : günüm üz b i
lim sel kav ray ış ım ız ın  ö tesin d e  b ile  o lsa  Büyük P a tlam an ın  kesin liğ ine  
ilişk in  b u  b u lm acan ın  çözüm ü, b ir  b ilim se l gelecek k u ram ın ca  y a n ıtla n a 
bilecek n ite lik te  b ir  şey m idir? (Esasen bu  ben im  iy im ser konum udur; bkz. 
§§30.10-13.) Ya d a  ondan , b ir  tü r  " tan rı eylem i" o lm ası neden iy le  vaz mı 
geçm em iz gerekir? Ş işm e y an lıla rın ın  bak ış ı, bu  b ilm ecen in  kend i k u ram 
la rın ca  esasen  "çözülm üş" o lm ası an lam ın d a  fa rk lıd ır  ve b u  inanç  şişm e 
konum una güçlü  b ir  itilim  kuvveti sağ lıyor. B unun la  b irlik te  ik inci y asa  
ta ra f ın d a n  o rtay a  konm uş o lan  d erin  b u lm acan ın  şişm e y an lıla rın c a  ciddi 
b iç im de gündem e ge tirild iğ in e  a s la  şa h it  olm adım !

Şişm e y an lıla rın c a  b u n u n  yerine  kozm olojin in  s ta n d a r t  m odelinde b e 
lir li üç so run , b u n la rın  tü m ü  a s lın d a  erken  evrendeki b aş lan g ıç  k es in li
ğiyle ilg ili k o n u la r  olm ak üzere, seçilip  be lirlen ir . B un lara  özel o la rak  
§28.4 'te, u fuk  so ru n u , p ü rü zsü z lü k  so ru n u  ve düzlük  so ru n u  b iç im inde 
değ in ild i. S ta n d a rt m odelde bu  k o n u la r  b aş lan g ıç  Büyük P a tlam a  d u ru 
m u n a yönelik  b ir  "ince ayar"la  id a re  ed ilir  ve bu, şişm e y an lıla rın c a  "çir
kin" o la rak  değ erlen d irilir, td d ia , b aş lan g ıç  d u ru m u n a  ilişk in  böy lesi b ir  
ince ay a r  gereğ in in  şişm e ta b lo su n d a  o rta d a n  k a lk tığ ıd ır  ve bu , es te tik  
o la rak  çok d ah a  m em nun iyet verici fiziki b ir  tab lo  b iç im inde d eğ e rlen d ir i
lir. E ste tik  b ak ış  aç ısıy la , şişm e yoluy la o rtay a  çıkan top lam  u zam sa l d ü z
lük le ilg ili sonuç da ay rıca  p o z itif  b ir  özellik  o la rak  d eğ e rlen d ir ilir .19

B ana öyle geliyor ki, bu  tü r  e s te tik  tem elli a rg ü m a n la rla  ilg ili o la rak  
büyük  d ikkate  sah ip  o lunm ası gerekir. Ş işm e ta b lo su n a  tem el o lu ş tu ru p  
e s te tik  k onum ları b ir  b iç im de so rg u la n a b ilir  o lan , ö rneğ in  fizik te  b ilinen  
d iğer a la n la r la  ilişk isiz  ve yaln ızca  ş işm ey i iş le r  k ılm ak iç in  ta sa r la n m ış  
çok b e lir li öze llik lere sah ip  sk a le r b ir  a lan  (ya da belk i de, b ird en  faz la  
şişm e sü rec i h ay a l ed ilirse  bağ ım sız  b irçok  sk a le r alan) su n u m u  g ib i baz ı 
e lem an la r kesin lik le  söz k o n u su d u r. A yrıca K =  0 'a  ilişk in  es te tik  öncelik  
o ldukça ta r tışm a lıd ır . H iperbolik  d u ru m u  (K < 0) b e lirg in  b iç im de d ah a  
güzel b u la n  (kendim  de dahil) pek çok m a tem atik ç i tan ıyorum ! Yine de d i
ğerleri u zam sa l b ir  son lu  (K > 0) ev ren in  "raha tlığ ı"n ı te rc ih  ediyor. G üzel
liğin, tem el k u ram sa l fizik te b ir  k ılavuz o la rak  ro lü  genel k o nusu  bu  k i
ta p ta , özellikle şişm ey le  (§34.4) ve b ilim se l m odan ın  ro lüy le  (§ 34.3) ilg ili

” Bu estetik  boşluk özellikle Mario Livio’nun gözde açıklam asında savunulur. Bkz. Livio, 
2000.



d iğer k o n u la r  g ib i d ah a  so n ra  ta r t ış ıla c a k  [bkz. §34.9). Ş işm e günüm üz 
kozm ologları a ra s ın d a  kesin lik le  son  derece m odad ır. M odaya uygun  bu  
konum un  ne k a d a r  hak lı o lduğunu  görm ek ve s ın am ak  önem lid ir.

Ü stte  b e lir tild iğ i üzere kozm ik şişm e fik rine  ilişk in  tem el itira z la rım  
esasen  onun  a rd ın d a  y a ta n  y ö n len d iric ile rle  ilg ilid ir. îlk  o la rak  ufuk  so ru 
n u n u  ve b u n u n la , örneğin , fa rk lı yön lerdek i neredeyse e ş it a rd a la n  s ıcak 
lık la r ın ın  te rm a liza sy o n  so n u cu  o la rak  a lg ıland ığ ı şişm e kozm olojisinde 
n a s ıl b a ş a  ç ık ıld ığ ın ı ele a lalım . Şişm e, aksi d u ru m d a  bu  te rm alizasy o n u  
önleyecek o lan  p arçac ık  u fu k la rın ı o r ta d a n  ka ld ırm ak  üzere devreye soku 
lur.

B unun la  b irlik te , erken  ev ren in  b ir  te rm aliz asy o n  iş lem in in  sonucu  
o la rak  o rtay a  çıkan  düzen liliğ i (§28.4) aç ık lam aya ça lışm ak la  ilgili, b u n u n  
genel o la rak  a rd a la n  sıcak lığ ı, m adde  yoğun luğu  ya da u zay zam an  ge
om e tris in d ek i b ir  düzen lilik  olup o lm am asın a  ilişk in , tem el o la rak  yan lış  
an la ş ılm ış  o lan  b ir  şey  söz k o n u su d u r. A slında ev ren in  n iç in , b ir  te rm a li
zasyon  işlem ine b a şv u ra n  h erh a n g i b e lir li b ir  an lam d a  özel o lduğunu  
aç ık lam aya ça lışm ak  tem el b ir  y an lış  an lam ad ır. Çünkü te rm alizasy o n  
gerçek ten  b ir  şey  y ap ıy o rsa  (örneğin fa rk lı bö lge lerdek i s ıcak lık la rı d ah a  
önce o ld u k la rın d an  d ah a  e ş it yapm ak  gibi), bu  d u ru m d a  bu  en tro p id ek i 
b e lir li b ir  a r tış ı  g ö s te rir  (§27.2). Bu ned en le  h a t ta  evren, te rm a liz a sy o n d an  
önce, so n ra s ın d a n  d ah a  özel o lm uş o lm alıd ır. Bu yaln ızca , ev ren in  b a ş la n 
g ıç tak i o la ğ an ü stü  özel d o ğ asın ı (§27.13) kabullenm eye ça lış ırk en  d ah a  
önce sa h ip  o lm uş o lab ileceğ im iz güçlük leri a r tt ırm a y a  y ara r. E rken ev re
n in  a lış ılm ış  d ış ın d ak i s ın ırlı doğas ıy la  ilg ili d erin  b ilm ecele r kesin lik le  
söz k o n u su d u r. Yine de b u  s ın ır lı lık la r  27. bö lüm de b e lir tild iğ i üzere, te r 
m od inam iğ in  ikinci y a sa s ın ın  varlığ ı iç in  tem eld ir. Bu s ın ırlı lık la rı b a s it  
o la rak  ik inci y asan ın  belirtm elerine  ( term alizasyon  b ir  ö rnek  olm ak üzere) 
b a şv u ra ra k  açık layab ilm ey i bekleyem eyiz!

Bu nok tay ı a y rm tılan d ırm ak  üzere, evrendeki b e lir li av a n ta jlı k o n u m u 
m uzdan , fa rk lı yön lerde o ld u k la rı gö rü len  s ıcak lık la rın  e ş itliğ i ko n u su n u  
ele alın . E rken  b ir  kozm ik t x an ın d a  b irb ir in e  uzak  iki bölgedeki sıcak lığ ın  
a s lın d a  e ş it o ldu ğ u n u n  g ö rü ld ü ğ ü n ü  ve bu  "özgüllüğü" kafa  k a rış tır ıc ı 
b u ld u ğ u m u zu  d üşünün . İki o lasılığ ı ele alalım , (a) S ıcak lık ların  d ah a  da 
önceki b ir  ta r ih te  a s lın d a  e ş it o lm ayıp  t0 ve t t  an la rı a ra s ın d a  gerçek leşen  
b ir  te rm alizasy o n  iş lem in d en  hem en so n ra  e ş it hale  ge ld iğ in i d ü şü n e b ili
riz. (b) A lte rn a tif  o la rak  d a h a  önceki t 0 an ın d a  iki sıcak lığ ın  a s lın d a  b irb i
rin e  e ş it o lduğunu  ve h iç b ir  te rm alizasy o n u n  gerçek leşm ediğ in i d ü şü n e b i
liriz . (a) d u ru m u n d a  t0 ve t x a ra s ın d a  b ir  en tro p i a r tış ı  o ld u ğ u n u  ve böy le
ce t0 an ın d a  tj 'd e k in d e n  b ile  d ah a  büy ü k  b ir  özgüllük  derecesi b u lu n d u ğ u 
n u  gö rü rüz . Bu d u ru m d a , ev ren in  tQ an ın d ak i özel doğası ta ra fın d a n ,



t /d e k i  özgü llük tek inden  b ile  d a h a  faz la  kafa  k arış ık lığ ın a  u ğ ra tılm ış  ol
m am ız gerekir. Sorun d ah a  da kö tü leşti! ö te  ta ra f ta n  (b) d u ru m u n d a  t0'da- 
ki özgüllük  so ru n u  en az ın d an  ti 'd e k in d e n  d ah a  kö tü  değ ild ir. H er iki d u 
ru m d a  da, şu  veya bu  an lam d a , ev re n in  n iç in  özel o ld u ğ u n a  ilişk in  b ilm e
ceyi aç ık lam ad ık  fak a t b u  konuya yönelm ek üzere te rm aliz asy o n d an  a rg ü 
m a n la r  d evş irm en in  fay d asız  o lm ak tan  da kö tü  o ld u ğ u n u  görüyoruz!

E vren in  d ü zen liliğ inden  (ve düzlüğü) ne h ab e r öyleyse? B u rad a  tem el 
şişm e arg ü m an ı fark lıd ır . îd d ia , ev ren i böy lesine düzen li (uzam sal o la rak  
düz) y apm aya y a ra y an  şey in  şişm e faz ın ın  ü s te l gen işlem esi o lduğudur. 
F ikrin , "kendine özgü" b ir  b aş lan g ıç  d u ru m u y la  b aş lad ığ ım ızd a  ş işen  f a 
zın  ü s te l gen işlem esine ilişk in  "germ e e tk isi"n in  o b aş lan g ıç  d u ru m u n a  
ilişk in  düzensiz lik le ri g iderm eye h izm et edeceğid ir. E lb e tte  böy lesi iş lem 
le rin  şa n s ı olup o lm adığ ın ı b ilm ek üzere "kendine özgü" b ir  b aş lan g ıç  ge
o m e tris in in  neye benzeyebileceğ i üzerine  b ir  fikre sa h ip  o lm aya gerek d u 
yarız . Ö nem li b ir  varsay ım , bu  tü r  b ir  du ru m u n , küçük b ir  ölçekte, p ü rü z 
süz olm ak zo ru n d a  o lu şu n a  ilişk in  o lan  v a rsay ım d ır. B unun la b irlik te  ö r 
neğ in  fra k ta l küm eler, ne k a d a r  g erilirse  gerilsin , a s la  kendi so ru n la rın ı 
g iderm ez. P a rça la rı Şekil 1.2'de g ö ste rilm iş  o lan  M an d elb ro t küm esin i 
an ım say ın . M a n d e lb ro t'u n  d ah a  az p ü rü zsü z  hale  ge lir g ö ründüğü  h e r 
h an g i b ir  şey  o lu rsa , o, d ah a  faz la  b ü y ü tü lü r.

O kuyucunun m ırıld an d ığ ın ı duyuyorum : bu  kesin lik le  kaçam ak  b ir  y a 
n ıttır . Pekâlâ, belk i germ enin  şey leri p ü rü zsü z leş tirm ed iğ i b az ı pato lo jik  
d u ru m la r  m evcu t o la b ilir  fak a t genel gerçekçi d u ru m d a  böy lesi şey leri ke
sin lik le  bekleyem eyiz. Ne yazık  ki b u  h iç b ir  b iç im de böy lesine  açık değ il
d ir; kend ine özgü b ir  b aş lan g ıç  d u ru m u n d a  fra k ta l -y a  da ondan  da k ö tü -  
o lan  b ir  şey, n eredeyse  kesin lik le  h az ırlık lı olm am ız gereken b ir  şeydir. 
K uşkusuz bu  kend ine  özgü tek il d u ru m  h e r  neyse onu, ş işen  sü reç lere  izin  
veren  b ir  fizik  nedeniy le  ko layca g iderilecek  b ir  şey  o la rak  bekleyem eyiz. 
Peki n için? N eden ler ay rın tılı tekn ik  özellik lerle ilg ili d eğ ild ir ve b a s it  o la 
rak , gerçek evren im izin , ikinci y a sa  neden iy le  y ap am am ış o lacağ ı, bkz. 
§27.7, kend ine özgü b ir  d u ru m d a  b aş lam ış  o lab ileceğ in i v a rsay m ay a  ça 
lışm ak la  ilg ili y an lış  a n lam a n ın  d o ğ asın a  içk in d ir .20 Böylesi b ir  "kendine 
özgü" d u ru m u n  neye benzediğ iy le ilg ili b ir  f ik ir  ed inm ek is te rsek  çöken 
k ap a lı b ir  ev ren in , şem atik  o la rak  Şekil 27.20a, b 'd e  ve so n ra  zam an  ak ış ı

20 Bu bakışın, 1960'larda Charles W. M isner ve Yakov B.
Zeldovich ta rafından  b irb irlerinden bağım sız olarak ortaya koyulup, ikinci yasayla görü
nüşteki tem el çelişkiye karşın  evreni pürüzsüzleştirm e girişim inde ısıl işlem ler göreve çağ
rılm ış olmak üzere, kendisi yoluyla rasgele b ir başlangıç durum unun hayal edildiği "Kaotik 
kozmoloji" olarak anılm ış şeyde var olan b ir öncülü söz konusuydu. Orijinal tez için bkz. 
M isner, 1969.



n ın  te rs in e  ilişk in  Şekil 27.20c'deki (ya d a  Şekil 27.20d) g ib i, son  a ş a m a la 
rın ı ele a lırız . K atılaşan  k a ra  delik  te k illik le rin in  m uazzam  karışık lığ ı, z a 
m a n d a  te rs in m iş  b iç im dek i, k end ine  özgü b ir  Büyük P a tla m a d a n  bek le
m em iz gereken  tü rd e  b ir  şeydir.

E lb e tte  okuyucudan , k a rm a k arış ık  b ir  kend ine özgü Büyük Ç öküşte 
içerilen  a y rın tılı k a rış ık  f ra k ta l b en zeri geom etriy i hem en  an lam a sın ı bek 
lem iyorum ! B unun la ilg ili ben  de çok küçük b ir  gerçek alg ıya sah ib im  ve 
h erh an g i b aşk a  b ir in in  de b u  konuy la  ilg ili pek faz la  şey b ild iğ in i sa n m ı
yo rum .21 B unun la  b irlik te  bu  geom etriy le  ilg ili a y r ın tılı h e rh a n g i b ir  şey 
b ilm em iz gerekm iyor. E sas  konuyu an lam ak  iç in  son  derece düzensiz , 
b a ş la n g ıç ta  gen iş b ir  d u ru m d a n  b a ş la y a ra k  (krş . Şekil 27.20b) o lu ş tu ra b i
leceğim iz h e rh a n g i b ir  çöken evren  m odelin i ele alın . B ir şeye  çökm ek zo
ru n d ad ır ; a s lın d a  çöküşü, k es in  m atem atik se l teo rem lerden  m aku l b iç im 
de çıkarsayab ileceğ im iz  üzere  b ir  tü r  kend ine özgü u z a y z a m a n  tekilliğ iy le  
so n u ç lan a ca k tır .22 Şim di m odelim izdeki zam an ı te rs  çev irirsek , genel gö 
rü n ü m lü  b ir  tek illik ten  b aş lay ıp  seçm eyi d iled iğ im iz düzensiz  tip te  h e r 
h an g i b ir  ev ren  haline  gelen  b ir  evrim  elde ederiz. Z am anda te rs in m iş  ilg i
li fizik i y asa la rım ız  b u  o la sılığ a  iz in  v erse  de d u ru m  bu  ev rim de h erhang i 
b ir  ş işm en in  söz konusu  o lm am ası da o lab ilir . Şişm eye sa h ip  o lsak  d a  o l
m a sak  da konu, kendi özgü b ir  tek illik  ev rim in in  düzen li (ya da u zam sa l 
o la rak  düz) b ir  evrene yol açm asın ı sağ lam ak  üzere g erçek le ştir ilen  g ir i
şim lerd e  ne b u lu n u rsa  b u lu n su n , şi şen  b ir  sü reç le  ilg ili fizik i o lasılığ ın  
h iç b ir  y a ra rı  o lm am asıd ır.

Gerçek so ru n u n  ne o ld u ğ u n u  an lam ay a  ça lışa lım . Bu, 27. bö lüm de 
uzunca  ta r t ış ıld ı .  E vren Büyük P a tla m a d a  oldukça özel di. O rada, b a ş la n 
gıca dek geri gen işleyen  b ir  te rm o d in am iğ in  ik inci y a sa s ın ın  o lab ilm esi 
iç in  böyle o lm ak  zo rundayd ı. Tüm  te rm alizasy o n  iş lem leri ik inci y asay a  
bağlıdır; b u  neden le  ne n iç in  b ir  ik inci y asay a  ne de b a ş la n g ıç ta  n iç in  çok 
özel b ir  evrene sah ip  o lduğum uzu  aç ık la rla r. D ahası, k en d iliğ inden  s im e t
r i k ın lım ı iş lem lerin in  ve faz g eç iş le rin in  (bun lar şişm e iç in  gerek li olm ak 
üzere) tü m ü  ik inci y a san ın  şe re fine  gerçek leşir. Bu iş lem ler ik inci yasay ı 
aç ık lam azla r; onu  ku llan ırlar. D ahası, ş işm e kozm olo jisindeki c idd i tüm  
h e sap la m a la r , kend ine özgü d u ru m d a  ne o lduğuna ilişk in  h iç b ir  kav ray ış 
su n m ay an  FLRW ya da ona yak ın  b ir  uzayzam an  geom etrisi v a rsa y a r. Ev
ren in  b aş lan g ıç ta , o la ğ an ü s tü  düzen liliğ i iç inde, n iç in  b u  derece özel ol
duğu n u  b ilm ek  is te rsek  ş işm e  kozm olog larım  d ay a n d ık la rın d an  b ü tü n ü y 
le fa rk lı a rg ü m a n la ra  b a şv u rm a k  zo ru n d a  o luruz.

21 Bu kendine özgü tekillikteki olasılıkla kaotik yapıyla ilgili en iyi önerme 1970 yılındaki Be- 
linskii vd., 1970, çalışm asından gelir.

22 Bkz. ilgili kaynak lan  sunan not 27.21.



28.6 Antropik ilke

Bu a rg ü m a n la ra  gelm eden  önce şişm e b ak ış  aç ıs ın ın  b ir  p a rç a s ı o la rak  
s ık lık la  an ılan  b ir  d iğer konuya yönelm em  gerekiyor. Bu, a n tro p ik  ilkedir. 
Bu ilke, ev ren in  n iç in  onu b u ld u ğ u m u z  g ib i o lduğunu  aç ık layan  pek çok 
b aşk ac a  a rg ü m a n d a  da k u llan ılır. K abaca söy lersek , an tro p ik  arg ü m an  
kend i b aş lan g ıç  n o k ta s ı o la rak , e tra fım ız d a  a lg ılad ığ ım ız  evren in , k en d i
sin i an layab ilecek  v a rlık la r  ü re tip  b a rın d ıra c a k  tü rd e  b ir  doğaya sa h ip  o l
m ak zo ru n d a  o lduğu  gerçeğin i k ab u l eder. Bu arg ü m an ı, üze rin d e  y a ş a d ı
ğım ız gezegenin  n iç in  uygun  a ra lık ta k i sıcak lığa, a tm osfere , su  bo lluğuna , 
vb sa h ip  o lduğunu  aç ık lam ak  üzere  k u llan ab ilir iz . Bu gezegendeki k o şu l
la r  böy lesine  uygun  o lm asayd ı b u ra d a  değil fak a t b aşk a  b ir  yerde  o lu r
duk!23

A ntrop ik  a rg ü m an ın  en e tk iley ici k u lla n ım la rın d an  b iri, R obert Dicke 
(1957) ve B randon  C arte r (1973)24 ta ra fın d a n , P lanck  b irim leriy le  ifade 
ed ild iğ i haliy le  ev ren in  y aş ıy la  e lek trom anyetizm a ve kü tleçek im  kuvvet
le ri a ra s ın d ak i o ran  a ra s ın d a  g ö rü n ü ş te  r a s t la n tıs a l  b ir  b ağ ın tıy la  ilgili, 
D irac (1937) ta ra fın d a n  b e lir tile n  b ir  bilm eceyi çözdük lerinde ile ri s ü rü l
m üş o la n d ır.25 Bu ra s tla n tı  D oğanın p a ra m e tre le ri a ra s ın d ak i tem el b ir  
ilişk iy i y a n s ıta cak  o lsayd ı bu  d u ru m d a  onun, evren  ta r ih i boyunca sa b it 
o la rak  ka lm ası gerek ird i. B unun la  b irlik te  ev ren in  y aş ı zam an la  a r ta n  b ir  
şey o ld u ğ u n d an  (kesinlikle!), böylece b u ra d a n  h arek e tle  kü tleçek im  kuv
v e tle rin in  ş id d e ti, e lek trik  kuvvetle rin ink ine  o ran la  az a lm alıd ır . A slında 
bu  önerm eyi D irac gerçek ten  y ap tı fa k a t şim dik i kan ıt, kü tleçek im  s a b i
tin d ek i böy lesi b ir  değ işik liğ in  gerçeklerle  uyuşm ad ığ ı y ö n ü n d ed ir.26 D ic
ke ve C a rte r 'ın  göste rd iğ i şey  D irac ra s tla n tıs ıy la  ilg ili b aşk a  b ir  aç ık la 
m an ın  m evcu t o lduğuydu. Doğa sa b itle rin in , s ıra d a n  b ir  y ıld ız ın  -b ild iğ i
m iz k ad a rıy la  yaşam a uygun  b ir  y ıld ız -  öm rünü  be lirlem ek te  oynad ık ları 
b ü tü n lü k lü  ro lü  incelerken  b u  zam an  ölçeğ in in  D irac ra s tla n tıs ın ın , böy 
lesi b ir  y ıld ız  e tra fın d a  d o lan an  b ir  gezegende ev rilm iş (ve yaşayan) v a r 
lık la r la  ilg ili o la rak  epey zo run lu  b iç im de geçerli o lduğu  b ir  düzende b u 
lu n d u ğ u n u  göste reb ild ile r. Böylece D irac r a s t la n tıs ı  an tro p ik  b ir  a ç ık la 

23 Sanırım  bu "zayıf' antropik ilke fikrini ilk olarak 1950'lerde Fred Hoyle'un BBC radyosun
dan verilen radyo sohbetlerinde duydum. Temel fiziki sab itle rin  "antropik” rolü konusuna 
yönelen antropik  ilkenin daha  güçlü  biçimiyle, Hoyle'un, b irazdan  açıklanacak olan, k ar
bonda özel b ir  nükleer enerji seviyesine gerek duyan, yıldızlardaki ağır elem entler yapısına 
değinen "Religion as a Science" (Bir Bilim olarak  Din) adlı Cambridge derslerinde tanıştım .

24 Bkz. Dicke, 1961ve Carter, 1974.
25 Bkz. Dirac, 1937.
26 Bkz. Dirac, 1938; Buckley ve Peat, 1996; G uenther vd., 1998. Yeni b ir  "değişen sabit" fikri 

M agueijo’da, 2003, eğlenceli b ir açıklam ayla veriliyor.



m aya sa h ip tir . Bu durum , b ilin ç li y aşam  ü re tim in d e  içerilen  p a ra m e tre le 
r in , bu  tü r  b ilinç li b ir  y aşam ın  d ış  d ü n y ad a  gerçek ten  göreceği tü rd ek i o 
p a ra m e tre le r le  ilişk ili o lm ası neden iy le  o rtay a  çıkar!

A ntrop ik  ilkeden  gelen  a rg ü m a n la rın , gerçek a n lam la rd an  yoksun  o lsa 
da, b e lirs iz lik le rle  do lu  o lm ası okuyucu iç in  açık  o lm alı. Ö rneğin, b ilin ç li 
b ir  y aşam  ü re tim i iç in  gerçek ten  gerek li k o şu lla rın  ne o lduğuy la  ilg ili pek 
faz la  fikre sah ip  değiliz. Yine de du rum , fizik  y a sa la rın ın  ve ev ren in  to p 
lam  u zayzam an  y ap ıs ın ın  verili o lduğunu  k ab u l ettiğ im iz, y u k a rıd a  v e ril
m iş o lan  g ib i ö rneklerle  k u lla n ıld ığ ın d a  o k a d a r  da kö tü  değ ild ir. Y alnızca 
evrendeki k o şu lla rın  b ilin ç li y aşam a neden  o lacak  şek ilde , n e  zam an  ya da 
n erede  şu  ve şu  şek ilde o lacağ ı tü rü n d e  so ru la r  so rarız . A ntrop ik  ilken in  
bu  tü r  versiyonu  C arte r ta ra f ın d a n  z a y ı f  an tro p ik  ilke o la rak  a d la n d ır ılır  
(Şekil 28.13a).

K endisi u y arın c a  a n tro p ik  a rg ü m an ı evren in  (örneğin e lek tron  k ü tle s i
n in  p ro to n u n k in e  o ran ı ya da ince yap ı sa b itin in  değeri g ib i, §26.9, §31.1) 
gerçek sa b itle rin i belirlem ek  üzere gen işle tm eye ça lış tığ ım ız  g ü ç lü  a n tro 
p ik  ilke çok d ah a  so ru n lu  b ir  v e rsiyondur. Bazı in sa n la r  güçlü  an tro p ik  il
keyi, b iz i "İlahi A m aç"taki, kend isi yo luyla ev ren in  Y ara tıc ı's ım n , tem el f i
ziki sa b itle re  b ilinçli y aşam ın  o lanak lı o lm asın ı sağ lay an  b e lirli değerlere  
sah ip  o lacak la rı şekilde önden  p ap az lık  rü tb e s i v e rild iğ in d en  em in olduğu 
b ir  in a n ışa  y ö n e ltir  b iç im de değerlend ireb ilm ek ted ir. Öte ta ra f ta n  güçlü  
ilkeyi, "nerede" ve "ne zam an" so ru la rım ız ı yaln ızca  tek il b ir  uzayzam ana 
değil fak a t aynı zam an d a  o lası u za y za m a n la r to p lu lu ğ u n u n  tü m ü n e  uygu 
la n ac ak la rı şekilde gen işle tm ek  üzere  (Şekil 28.13b), zay ıf o lan ın  b ir  g en iş
le tilm esi o la rak  d ü şü n e b ilir iz .27 T op lu luğun  fark lı ü y e lerin in , tem el fiziki 
s a b itle re  ilişk in  fa rk lı değerlere sa h ip  o lm ala rı bek leneb ilir. N erede/ne za 
m an  so ru su  a rtık  ay rıca  to p lu lu k  iç inde  b ir  ev ren  seçim in i de içerir, böy 
lece kend im iz i yine b ilin c in  o rtay a  ç ıkm asına  iz in  veren  b ir  evrende b u l
m ak zo ru n d a  oluruz.

H ab e rd a r o lduğum  k ad a rıy la  bu  tü r  b ir  şey in  ilk  örneği F red  Hoyle t a 
ra f ın d an , k a rb o n u n , y ıld ız la rla  ilg ili çekirdek sen tez i iş lem inde  y ıld ız la rın  
k a rb o n d a n  d ah a  ağ ır e lem en tle rden  o lu şm asın ın  o lanak lı o lab ileceği şe 
k ilde, bugüne  dek gözlem lenm em iş b ir  n ük leer enerji sev iyesin in  v a r  o l
m ak zo ru n d a  o luşu  so n u cu n u  ç ık a rd ığ ın d a  b e lir tilm iş ti. Bu, k end isi a ra c ı
lığ ıy la  d a h a  ağ ır  e lem en tle rin  (y ıld ızlarda; ve so n u ç ta  sü p e m o v a  p a tla m a 
la rın d a  gezegen o lu şu m larıy la  ilg ili m addele ri sağ lam ak  üzere d ışa rı p ü s 
k ü rtü ld ü ; b k z  §27.8) ü re tild iğ i ve kendi v ü cu tla rım ız ın  bağ lı o lduğu  işlem -

27 Buradaki "güçlü antropik ilke" terim i kullanım ım  Carter'ı, 1974, izler. Barrovv ve Tipler, 
1988, bunu birçok farklı kategoriye ayırır.



Ş ek il 28.13 A ntrop ik  ilke, (a) Z ayıf biçim : b ilin ç li v a r lık la r  k en d ile rin i evrende, b ilin ç li 
y aşam a  uygun  k o şu lla rın  b u lu n d u ğ u , uzam  z am an sa l b ir  k o n u m d a b u lm ak  zo ru n d ad ır, 
(b) G üçlü biçim : y a ln ızca  b ir  evren  y erin e  k afam ızd a , a ra la r ın d a  D oğanın  tem el sa b itle r i
n in  d eğ işeb ileceğ i, b i r  o la s ı ev ren le r to p lu lu ğ u  can lan d ır ırız . B ilinçli v a r lık la r  k en d ile r i
n i (uzam  z am an sa l konum a ek o larak) D oğanın  sa b itle r in in  u y gun  o ld u ğ u  b ir  evrende 
y erle şm iş  o la rak  b u lm ak  zo ru n d ad ır.

di. O o lm aksız ın  (b ildiğim iz tü rde) can lı v a rlık la r  o la rak  yaşayam ayız! 
H oy le 'dan  a ld ık la rı ilh am la  1953'te VVilliam Fovvler ve iş  a rk a d a ş la rı28 
so n ra d a n  Hoyle ta ra fın d a n  y ap ılm ış  e tk iley ici b ir  ta h m in i do ğ ru lay a rak  
H oyle enerji sev iyesin i b u ld u la r . Doğa sa b itle rin in , bu  tü r  b ir  enerji sev i
y es in in  tam  da, b ild iğ im iz an lam d ak i h ay a tın  o rtay a  çıkab ileceği doğru  
yerde o lacağ ı b iç im de ay a rlan m ış  o lm ası d ik k a t çekicid ir. B elirg in  kozm ik 
iyi şa n sa  ilişk in  b aşk a  b ir  ö rnek  n ö tro n u n  k ü tle s in in  p ro to n u n k in d e n  (sı
ra s ıy la  1838 ve 1836 elek tron  kü tlesi) çok h a f if  b iç im de faz la  o lm ası g e r
çeğidir. N eredeyse tü m  k im yan ın  ken d is in e  day an d ığ ı uygun  b ir  k a ra rlı 
çek irdek  a ile s in in  varlığ ı g ö rü n ü ştek i bu  te sad ü fi gerçeğe dayan ır.

K endi konum um  an tro p ik  ilkeyi, özellikle güçlü  o lan ı ku llan m a ko n u 
su n d a  son  derece d ikkatli o lm ak tır, iz len im im  o d u r ki, güçlü  an tro p ik  ilke 
genellik le, gerçek k u ram sa l değ e rlen d irm e ler kendi s ın ır la r ın a  u laşm ış 
gö ründüğünde , b ir  tü r  kaçam ak  o la rak  ku llan ılır. K uram cıların  şu n a  b e n 
ze r b ir  şey i söylem e yo luna  g ittik le rin i seyrek b iç im de işitm ed im : "k u ra
m ım dak i b ilinm eyen  sa b it p a ra m e tre  değerleri so n u ç ta  an tro p ik  ilke ta r a 
f ın d an  belirlen ir."  S onuçta "doğru kuram "dak i b e lirli p a ra m e tre le r i s a p ta 
m an ın  h iç b ir  m a tem atik se l yolu  o lm ad ığ ı e lbe tte  o rtay a  ç ıkab ilir. A slında 
b u  p a ra m e tre le r in  seçim i, iç inde kendim izi bu ld u ğ u m u z ev ren in  b ilinçli 
y a şam a iz in  verm ek üzere  böyle olm ak zo ru n d a  o lacağ ı şek ilded ir. Yine de 
i t i r a f  e tm eliy im  ki bu  fik ird en  pek hoşlanm ıyorum !



B ana öyle geliyor ki, u za m sa l o la ra k  sonsuz  ve esasen  düzen li b ir  ev
rende  (örneğin K <  0 o lan  s ta n d a r t  m odellerde) güçlü  a n tro p ik  ilke, fiziki 
y a sa la rın  (bilinçlilik le ilg ili ön ş a r t la r ı  b ilm ed iğ im izden  kend isi de epey 
k u lla n ışs ız  olan) b ilinç liliğ i o lan ak lı k ılacağ ı şek ilde o lm asın ı ta lep  e tm e
n in  ö tesinde , fiziki p a ra m e tre le r i ay a rlam ak la  ilg ili o la rak  neredeyse fay 
d as ızd ır. Çünkü b ilin ç li yaşam  sonuç o larak  o lanak lıy sa , o rtay a  ç ıkm ası
nı, u zam sa l o la rak  so n su z  b ir  evrende, bekleriz. Bu, evrende verili h e rh a n 
gi b ir  son lu  bö lgede b ilin ç lilik le  ilg ili k o şu lla rın  o rtay a  çıkm ası son  d ere 
ce o lanak  d ış ı b ile  o lsa  m eydana  gelecektir. U zam sal o la rak  sonsuz b ir  ev
ren d e  beklen tim iz , gerek li b ile şe n le rin  tü m ü n ü n  b ir  a ray a  gelm esine il iş 
kin yaln ızca  tek  b ir  ş a n s  b ile  o lsa , onun  sonsuz  erim lerinde  bir yerlerde  
b ilin ç liliğ in  m eydana  gelm esi gerek tiğ id ir. A slında bu, o la ğ an ü stü  b iç im 
de sey rek  de o lsa, y a ln ızca  şa n s  yo luy la  o rtay a  çıkar.

Şu h a ld e  tem el fiziki sa b itle rin , belki de m a tem atik se l k ıs ta s la ra  göre 
sa p ta n m ış , şu ve şu  o ld u ğ u n u  b ilirse k  bu  d u ru m d a  d ah a  iyi b ir  so ru  s o ra 
b iliriz : "Bu fiziki sa b it değerle ri v e rild iğ inde  zeki y aşam ın  o rtay a  çıkm ası 
iç in  en  olası koşu lla r  nelerd ir?" B ildiğim iz evrende, sah ip  o lduğum uz te 
m el s a b it  p a ra m e tre  değerleriy le  b irlik te  y a n ıt en az ın d an  şöyle g ö r ü n ü r : 
"G üneşe o ldukça b en zer b ir  y ıld ız  y ak ın ında , dünyaya o ldukça benzeyen 
ve uygun  Darvvinci ev rim in  gerçek leşm esine o lanak  tan ıy acak  yeterli sü re  
o lan  yak laşık  109 ya da İO10 y ıllık  b ir  gezegende." B unun la  b irlik te  fark lı 
s a b it  p a ra m e tre  değerlerine  sa h ip  b ir  evren le ilg ili o la rak  y an ıt o rtay a  o l
dukça fa rk lı b iç im de çıkabilir.

Bu bö lüm ü  n o k ta lam ak  üzere, o rijina l o la rak  1973'te Jo h n  A. VVheeler 
ta ra f ın d a n  ile ri sü rü lm ü ş o lan , tem el fiziki sa b itle r  b ak ım ın d an  ilişk ili b ir  
b ak ış  aç ıs ın a  değinm eliy im . A ntrop ik  ilkeyle b ir  b ağ lan tıy a  sa h ip  o lan  bu 
b ak ış  aç ıs ı u y arın ca  evren, h e r  b ir i ken d in d en  önceki b ir  çöküş faz ın d an  
doğan  yeni "büyük p a tla m a la r" ın  sü rek li b iç im de m eydana geld iği dön g ü 
le rd en  geçm ektedir.

K > 0, A = 0 d u ru m u n d ak i F ried m an n  m odelin i an ım say ın . Evren, b a ş 
lang ıç  Büyük P a tlam a  tek illiğ iy le  g en iş le r ve d ah a  so n ra  b aşk a  b ir  tek illik  
o lan  son  Büyük Çöküşe b ü zü lü r, b u n u n la  b irlik te  kozm olojin in  ilk  g ü n le
r in d e  b u  "salın ım  yapan" b ir  m odel o la rak  an ılıyo rdu  çünkü  R (t) 'n in  t  k a r 
ş ıs ın d a  çizild iğ i eğri s ın ırs ız  say ıd ak i gen işlem e ve büzü lm e döngüsüne 
b o yun  eğen b ir  sik lo idd i (bkz. Şekil 27.15a, a lış tırm a  [27.17]). B unun la b ir 
lik te  du ru m  artık , h e r  "çöküş"ü so n rak i "patlam a"yla b ir le ş tire n  tek illiğ i 
geleneksel k lasik  genel gö relilik  s ın ır la r ı iç inde  "pü rüzsüzleştirm e"n in  
h iç b ir  y o lu n u n  b u lu n m ad ığ ı ilk  gün le rd ek in d en  d ah a  iy i d eğ e rlen d irili



y o r.29 Bu gerçek göz a rd ı ed ilir  ya da "kuan tum  kütleçekim "in  b ir  b iç im i
n in  bu  tü r  b ir  "s ıçram a"n ın  m eydana gelm esine iz in  vereceği v a rsa y ım ın 
da b u lu n u lu rsa  b u  d u ru m d a  F ried m an n  sik lo id in in  gerçek ten  o rta y a  ç ıka
b ilecek  o lan  şe ye yönelik  iyi b ir  yak laşık lık  ta h m in i o lduğu  yo ru m u n d a 
b u lu n u la b ilir . VVheeler'ın fik ri, tek il d ö n ü şte  gerçekleşen  a ş ırı k u an tu m  f i
ziğ in in  D oğanın tem el sa b itle rin d e  b ir  değ işik lik  gerek tireb ileceğ iyd i. Bu
ra d a n  hareketle , güçlü  an tro p ik  ilkeyle b ağ lan tılı o la rak  ta sa r la n m ış  ev 
re n le r  "toplam ı" W heeler önerm esinde fiziki o la rak  gerçekleşir.

Lee Sm olin 1997 ta r ih li The L ife  o f  th e  Cosm os30 (Evrenin Yaşam ı) ad lı 
k ita b ın d a  bu  fik re ilişk in  şa ş ır tıc ı b ir  değ işik lik  önerir. K endisine a i t  h e r 
şeyi sa rm a la y an  Büyük Ç öküşün k en d isin i so n rak i evren  faz ın ın  Büyük 
P a tla m a s ın a  çev ird iğ i kapa lı b ir  evrene gerek duym ak yerine  Sm olin, kara  
delik le r iç indeki tek illik leri, h e r  k a ra  delik  faz ın ın  b ireyse l o la rak  fark lı 
b ir  evren  fazı ü re ttiğ i31 ve h e r  d u ru m d a  tem el fiziki sa b itle re  ilişk in  h a fif  
b ir  yen iden  ay a rlam an ın  yap ıld ığ ı yeni evren  faz ın ın  k ay n ak la rı o la rak  
k ab u l eder. Sm olin böylece, ev ren lere  ilişk in , tem el sa b itle rin  yav aş yavaş 
"daha zinde" evren faz la rı elde etm ek üzere ev rim leştiğ i b ir  "doğal seç i
lim " b iç im in in  o lab ileceğine ilişk in  y a ra tıc ı fik rin i o r tay a  koyar ve ev ren 
le rin  "zindeliği"ne ilişk in  o la rak  k a ra  delik le rin  ü rem esin i h e rh an g i a n tro 
pik  değerlend irm eden  d ah a  iyi b ir  b e lir ti  o la rak  kabu l eder (çünkü bu  d u 
rum  pek çok "çocuk" ü re tir . B unun la b irlik te  b an a  öyle geliyor ki, o n la r
d an  ne k a d a r  çok say ıda  o lu rsa  o lsun  kendim izi "b ilinç lilik -o lm ayan" b ir  
evren  faz ın d a  bu lam ayacağ ım ız  iç in  bu  ta r t ışm a d a  an tro p ik  a rg ü m an  da 
önem li b ir  ro le sah ip tir!

O kuyucu tek b ir  k a ra  deliğ in  kü tle  enerjisin in , k en d isin d en  1022 k a t 
d a h a  faz la  k ü tle li o labilecek tü m  b ir  ev ren ink ine n a s ıl çevrileb ild iğ iy le  i l
gili o la rak  e lbe tte  k ay g ılan ab ilir. A slında fak a t tek illiğ in  ü s te s in d e n  gel
m ek ve tem el sa b itle ri değ iştirm ek  üzere  b ilinm eyen  b ir  fizik  g e rek tiğ in 
den geleneksel fiziğ in  s ta n d a r t  k o runum  y asa la rıy la  ilg ili "tüm  b a h is le r  
kap an m ış tır" . Ne o lu rsa  o lsun  m adde enerji ko runum  y asas ın ın , genel gö
re lilik  b ağ lam ın d a  a s im p to tik  düzlük  v arsay ım ı o lm aksız ın  so ru n lu  o ld u 
ğu ile r sü rü leb ilir ; bkz. §19.8.

Hem W heeler hem  de Sm olin önerm esinde , o ldukça faz la  so ru n a  sa h i
bim . îlk  o larak , h a lih a z ırd a  b ilinm eyen  b ir  fiziğ in  yaln ızca , çöküşe ilişk in  
uzayzam an  tek illiğ in i b ir  "sıçram a"ya çevirem ekle kalm ayıp  b u  o ld uğunda

29 Bkz. Havvking ve Penrose, 1970.
30 Bkz. Smolin, 1997.
31 1966’daki Adams Ödülü makalemde, bkz Penrose, 1966, böylesi b ir  fikri, fiziki sab it yeniden 

ayarlam aları olm aksızın ciddi olm ayan b ir biçim de ortaya koymuştum! Belki diğerleri daha 
önce böyle yapm ışlardır.



ayn ı za m a n d a  tem el fiziki sa b itle r i de h a f if  b iç im de yen iden  a y a rlam a s ın a  
ilişk in  k ilit f ik rin  son  derece k u rg u sa l doğası söz k o n u su d u r. B öylesi b ir  
k es tir im  önerm ek üzere, b ilin en  fiz ik te  b u lu n a n  h iç b ir  gerekçelend irm e 
b ilm iyorum . Yine de b a n a  göre çöküşten  k ay n ak lan an  son  derece düzensiz 
tek illik le rin  k end ile rin i s ih irli b ir  b iç im de, b ild iğ im iz  tü rd e  sayg ın  b ir  
ik inci y a sa  ed inm esi gerekecekse h e r  ev ren in  gerek duyacağ ı son  derece 
p ü rü zsü z  ve düzen li Büyük P a tlam ay a  çev irm eleri (bkz. §27.13) geom etrik  
o la rak  d ah a  da m an tık sızd ır .

28.7 Büyük Patlamanın özel doğası: antropik bir anahtar?
B üyük P a tla m a n ın  o ldukça özel doğasın ı aç ık lam ak üzere  a n tro p ik  ilke 

ça ğ r ıla b ilir  mi? Bu ilke, b aş lan g ıç  o la rak  k arm a k arış ık  o lan  (m aksim um  
entropili) b ir  d u ru m u n  y ine de, te rm o d in am iğ in  ik inci y a sa s ın ın  sa rs ılm a z  
b iç im de hüküm  sü rd ü ğ ü , iç inde y aşad ığ ım ıza  ben zer b ir  evrene yol a ç ab i
leceği şek ilde  ş işen  ta b lo n u n  b ir  p a rç a s ı o la rak  b ir le ş tir ile b ilir  m i? Tem el 
o la rak  genel a rgüm an , ik inci y a sa n ın  b ild iğ im iz  haliy le  y aşam  iç in  zo ru n 
lu o ld u ğ u n u  söylem ektir; d a h a s ı to p lam  yoğun luk lar, s ıcak lık lar, m adde 
dağ ılım la rı ve b ileşim leri, vb y aşam a  u y gun  o lacak  b iç im de o lm ak zo ru n 
dad ır. Ek o la rak  evren  ev rim in  işleyeceği k a d a r  u zun  v a r  o lm uş o lm a lıd ır  
vb. Bazen b u  arg ü m an  b ir  şişm e arg ü m an ıy la  k a rş ıtlık  iç inde k u llan ılır. 
Buna göre yaln ızca , tüm üy le  kend ine özgü b ir  b aş lan g ıç  d u ru m u  bize, 
gözlem lediğ im ize b enzer p ü rü z sü z le ş tir ilm iş  b ir  evren  verm ek üzere  ş iş 
m ese de, Büyük P a tla m a d an  hem en so n ra , b aş lan g ıç  u zay zam an  "m anifol- 
du ''n a  a i t  küçük  b ir  bö lgenin , o bö lgede ş işm en in  devreye g irm esi iç in  ye
te rin ce  p ü rü zsü z  o lm asın ı a ram am ız  gerekir; b u g ü n  gözlem leneb ilir o lan  
ev ren in  tü m ü  o m in ik  p ü rü zsü z  bö lgedeki ş işm en in  b ir  sonucu  o la rak  o r
ta y a  ç ık a r (bkz. Şekil 28.14a). Bu arg ü m an  k ab aca  şöy le  işler: "b ilinçli y a 
şam ın  v a r  o lm ası için , ev rim in  uygun  k o şu lla rd a  gerçek leşeb ileceğ i k ad a r  
u zu n  zam an  ö lçek lerine sa h ip  gen iş b ir  evrene gerek duyarız , vb; bu, p ü 
rüzsüz , m in ik  b aş lan g ıç  bö lgem izden  b a ş la y a ra k  b ir  ş işm e g e re k tir ir  ve 
bu  b ir  kez b aş lay ın ca  ş işm e bize, b ild iğ im iz  m ükem m el b iç im de geniş, 
gözlem leneb ilir evren i sağ lam ay a  g irişir."

Bu tab lo , b ilim sel sa ld ır ıy a  tüm üy le  b ağ ış ık  o lan  böy lesi h a r ik a  b iç im 
li ro m an tik  b ir  doğaya sa h ip  g ib i gö rünm esine  rağm en  böyle o lduğuna  
inanm ıyo rum . G özlem ler g ö ründüğüm üz doğaya sah ip  b ir  Büyük P a tlam a  
iç in  gerek li gö rünen  o la ğ an ü s tü  kesin lik  derecesine  (ya da "ince ayar"a) 
geri dönelim . §27.13 'te id d ia  ed ild iğ i üzere, gerekli kes in lik  faz uzayı h a 
cim  te rim leriy le  en az ın d an  10lol23'te  b ird ir . " io 123" ü ssü , gözlem leneb ilir 
ev rendek in ink ine e ş it kü tle li b ir  k a ra  deliğ in  en tro p is in d en  gelir.



Ş ekil 28.14 (a) E vren le  ilg ili tü m ü y le  genel b ir  b aş lan g ıç  d u ru m u  şişm ez fa k a t ya ln ızca , 
gözlem led iğ im iz evrene şişm eye yetecek  p ü rü z sü z lü k te  o lan  küçük  b ir  b a ş la n g ıç  bö lgesi 
is tey e b ilir iz  (eder: İO 10 ). (b) F ak a t d ev asa  ev ren im izin  gerçek ten  ne  k a d a r ı b ilin ç li 
varlığ ım ız  iç in  gerek lid ir?  Y ara tıc ı 'n ın , b ilin ç li y aşam  y a ra tm a k  üzere, ç izg isel b o y u tu n  
on d a  b ir i k a d a rlık  b ir  evren  ü re tm e si kom ik b iç im de “d ah a  u cu z"d u r (eder: İO 10' 17). (c) 
(a)'daki k a d a r  çok b ilin ç li v a rlık  y a ra tm a k  üzere  Y ara tıc ı b a s i t  o la rak  (b)'deki "daha  k ü 
çük" ev ren le rd en  bağ ım sız  İO3 ad ed in i çok d a h a  ucuz b iç im de ü re te b ilir  ("pazarlık" ederi: 
(İO 10*17) 1000 =  İO 10' 20). Bu n ed en le  an tro p ik  ilke şişm eye ilişk in  aç ık  sa v u rg an lığ ı 
açık lam az.

Peki am a b ilinçli y aşam ın  o rtay a  ç ıkab ilm esi iç in  tü m  gözlem leneb ilir 
evrene gerçek ten  gerek d u y a r m ıyız? Bu o lası görünm em ekted ir. G alaksi
m iz d ış ın d ak i h erh an g i b ir  şey in  b ile  gerekli o lduğunu  dü şü n m ek  zor. Yi
ne de zeki yaşam  çok seyrek  ve b u n d an  b ir  m ik ta r  d ah a  faz la  a la n a  sah ip  
o lduğunda b iraz  d ah a  ra h a t  o lab ilir. Gelin b iraz  cöm ert o lalım  ve gözlem 
len eb ilir  ev ren in  k ıy ıs ına  k a d a r  o lan  uzak lığ ın  onda b iri k ad a rlık  b ir  yarı- 
çap lı bö lgen in  b ild iğ im iz ev ren i an d ırm ak  zo ru n d a  o lm asın ı ta lep  edelim  
fak a t bu  y arıçap  d ış ın d a  o la n la rı önem sem eyelim . Faz uzayı hacm i önceki 
g ib i h esap la n ab ilir . O bölgedeki kü tley i d ah a  önce sah ip  o lduğum uzun  
b inde  b ir i o la rak  h esap la rız  ve bu  d ah a  önce sa h ip  o lduğum uzun  m ilyon 
da b ir i o lan  b ir  k a ra  delik  en tro p is i v e rir .128 71 Bu d u ru m d a  "Y aratıcı"m ız 
ta ra f ın d a n  bu  küçük bölgeyi o lu ş tu rm a k  üzere gerek  duyu lacak  kesin lik  
a r tık  yaln ızca:

101<)117'd e  b ird ir.

Şekil 28.14b 'ye b ir  göz a tın . Y aratıcım ız a r tık  yaln ızca , b aş lan g ıç  "m ani- 
fo ld"unun  d ah a  öncekinden  d a h a  k ü ç ü k  b ir  "m inik p ü rü zsü z  bölge"sine 
gerek  duyar. Y ara tıc ı'n ın  b u  d ah a  küçük  b o y u tlu  bölgeyle k a rş ıla şm as ı 
d ah a  önce ele ald ığ ım ız b ir  b iç im de d ah a  b ü yük  o lan d an  d a h a  o lasıd ır. 
Ş işm enin  küçük  bölge ü ze rin e  b ira z  d ah a  büyük  o lan la  ayn ı b iç im de fak a t 
o ran tılı o la rak  d ah a  küçük b ir  ş işm iş  ev ren  ü re te rek  e tk id iğ in i v a rsa y a ra k  
Y ara tıc ı'n ın  büyük  bö lge lerden  ziyade küçük  o la n la ra  ne s ık lık ta  ra s t la d ı



ğını ta h m in  edebiliriz . R akam  (en yüksek  ü s le r  ta ra f ın d a n  ifade  ed ilen  ke
sin lik te )128 81

İO -10” 7 +  İO"10123 = 1010l23'te n

d ah a  iy i değ ild ir. Y aratıc ı iç in  ev ren in , varlığ ım ız  iç in  gerçek te  gerek  d u y 
m adığ ım ız  ve böylece a n tro p ik  ilken in  de gerek duym adığ ı, b u  ek s tra  uzak 
p a rç a s ın ı ü re tm eye zah m et e tm en in  n a s ıl in an ılm az  b ir  sa v u rg a n lık  o ld u 
ğunu  görüyorsunuz!

Bazı okuyucu lar Y ara tıc ı'n ın  b u  "tu tum lu" d a v ra n ış ı neden iy le  n isp e 
ten  d ah a  az say ıd a  b ilin ç li v a rlık  y a ra tıld ığ ı en d işesi ta ş ıy a b ilir le r . Konu
n u n  bu  o lm asın d an  b ağ ım sız  o la rak , gerçek leşen  "savurgan lığ ın" neden i 
bu  değ ild ir. Y alnızca 1 a d e t büy ü k  evren  bö lgesine  sa h ip  o lm ak yerine  (bi
zi tek  b ir  d a h a  büyük  o landak iy le  aynı b ilinç li v arlık  sa y ıs ın a  götüren) d a 
h a  az ş işm iş  evren bö lg e lerin d en  İO3 aded ine sa h ip  olm ak - l 'd e n  yak laşık  
10lol23'e k a d a r  o lan  b ir  ç a rp a n la -  o lasılık  te rim leriy le  (diğer b ir  deyişle 
faz uzay ın d ak i k u tu  e b a tla r ın ın  tersiy le; bkz. Şekil 27.2) çok çok daha  
"ucuz" o lu r (Şekil 28.14c).128 91

A ntropik  arg ü m an ın  b u  b ağ lam d a  ne k a d a r  aciz o lduğunu  görm ek ü ze
re  şu  gerçek leri değ erlen d irin . D ünyadaki yaşam  kesin lik le  m ik ro d a lg a  ar- 
d a lan  ış ın ım ın a  do laysız  b iç im de gerek duym az. A slında Darvvin evrim ine 
b ile  gerek  duym ayız! Gaz ve ış ın ım ın  rasge le  b iç im de b ir  a ra y a  gelişinden  
b ilin ç li y aşam  ü re tm ek  "olasılık" te rim leriy le  çok "daha ucuz" o lu rdu . G ü
neş s is tem in in  b a r ın d ırd ığ ı c a n lıla r la  b irlik te  p a rç ac ık la r  ve ış ın ım ın  r a s 
gele ça rp ışm a s ın d a n  y a ra tıla b ilm e  o lasılığ ın ın  10lt)6O'ta  b ir  o lduğu  (ya da 
10lo6° 'ta n  çok d ah a  az olduğu) h e sa p la n ab ilir . G özlem lenebilir evrene iliş 
k in  Büyük P a tla m a d a  gereken  101<)123'le k ıy a s la n d ığ ın d a  10lo6° rakam ı tam  
o la rak  "tavuk yem i"dir.32 B ir B üyük P atlam an ın , gözlem lenm iş düzen li b i
ç im inde o lm asına  gerek duym ayız. îk in c i y asay a  e tra f ta  can lılığ ın  b u lu n 
m adığ ı erken  z a m a n la rd a  gerek duym ayız. Y aratıc ı iç in  b u n u n la  ilg ili za h 
m et etm em ek çok "daha ucuz" o lu r ve ş işm en in  de pek y ard ım ı olm az. Ya- 
ra tıc ı 'n m , yaln ızca  b ilin ç li y aşam  ü re tm ek  üzere  ben im seyeceği "cimri" 
tu tu m lu lu k  eğrisi, Şekil 27.8 'de, gözlem lenen (c) şişm e ya da şişm e değ il
den ziyade (b) eğ risine  benzer!

Tüm  b u n la r  b a s it  o la rak , uygun  evren  k o şu lla rın ın  b ir  tü r  rasge le  b a ş 
lang ıç  seçim inden  o rtay a  çıkm ası gerek tiğ i ü s ttek i doğada n ed en le r a ra 
m ak üzere, a s lın d a  y an lış  an la ş ılm ış  a rg ü m an ı sa ğ lam laş tırm ak tır . A slın
da ev ren in  n a s ıl b aş lad ığ ıy la  ilg ili çok özel b ir  şey söz k o n u su d u r. B ana

[© [28.8] Bu rakam ları açıklayın.
(© [28.9] Bu rakam ları dikkatli biçimde açıklayın.
3! Bkz. Penrose,1989.



b u  so ru n a  yönelm en in  o lası iki yolu  v a rm ış  g ib i gö rünüyor. îk is i a ra s ın 
dak i fa rk lılık  b ilim se l d av ra n ışa  ilişk in  b ir  konudur. B aşlangıç seçim in in  
(Şekil 27.21 'de göste rilm iş  h ay a li resm e o ldukça benzer) b ir  " tan rı eylemi" 
o ldu ğ u n a  ilişk in  konum u k ab u l edeb iliriz  ya da Büyük P a tla m a n ın  o lağ a
n ü s tü  özel doğasın ı aç ık lam ak  üzere b ilim se l/m a tem atik se l b ir  k u ram  
aray ab iliriz . Benim  eğilim im  kesin lik le , ik inci o lasılık la  ne k a d a r  ileriye 
g ideb ileceğ im izi görm eye ça lışm ak tır. F iziki d ü n y an ın  d a v ra n ış la r ın ı 
k on tro l eden  m a tem atik se l y a s a la ra  -o la ğ a n ü s tü  kes in lik tek i y a s a la ra -  
a lış tık . ö y le  g ö rü n ü y o r ki, y ine fevkalade kesin liğe sa h ip  b ir  şeye, Büyük 
P a tla m a  d o ğ asın ı belirleyen  b ir  y asay a  gerek duyuyoruz. B unun la b irlik te  
Büyük P a tlam a  b ir  uzayzam an  tek illiğ id ir  ve günüm üz k u ram la rı bu  tü r  
b ir  şeyi ele a lm aya elverişli değ ild ir. B eklentim iz, y ine de, gerekli o lan  şe
y in  k u a n tu m  kü tleç ek im e  ilişk in ,33 genel görelilik  ilkeleri, k u an tu m  m eka
n iğ i ilkeleri ve belk i b az ı b ilinm eyen  d iğer fiziki b ile şen lere  ilişk in  ilke le
r in  uygun  şek ilde b ir  a ray a  gelm ek zo ru n d a  olduğu, uygun  b ir  b içim  o l
m asıd ır.

28.8 Weyl eğrilik hipotezi

K uantum  kütleçek im  a lan ın d a k i günüm üz etk in lik le ri ü ze rin e  tem el 
değerlend irm elerim i 30-33. bö lüm lere  erteleyeceğim . Ş im dilik  yaln ızca. 
Büyük P a tla m a  üzerindek i geom etrik  k ıs ıtla m a la rın  ne o lduğunu  a n lam a
ya ça lışm ak  üzerine  yoğun laşalım . D aha so n ra  bu  tü rd ek i geom etriy i cidd i 
k u an tu m  kütleçek im  k u ram ı tem elinde açık lam aya g irişen , Ja m es H artle  
ve S tephen  H avvking'in b ild iğ im  b ir  ö nerm esin i inceleyeceğiz.

§19.7 'den, k ü tleç ek im le  ilg ili se rb e s tlik  d ereces in in  Cabcd W eyl konfor- 
m al ten sö rü y le  aç ık land ığ ın ı an ım say ın . Böylece (yerel fizik le ilg ili o la rak  
h e r  d u ru m d a  küçük  o lan  o lası b ir  A kozm olojik sa b itin in  ş im d ilik  göz a rd ı 
edildiği) boş u za y d a  u zayzam an  eğriliğ in in  tüm üyle  W eyl eğ riliğ i o ld u ğ u 
n u  gö rü rü z  (Ricci eğriliğ i gözden kaybolur). W eyl eğriliğ i, e tk isi, m alzem e 
k ay n a k la rın ın  hac im  aza ltıc ı doğası y erin e  b iç im  bozucu  ya da gelg itle  i l 
g ili b ir  doğaya sah ip  o lan  tü rd ek i eğ rilik tir. W eyl eğ riliğ in in  e tk is i Şekil 
17 .8a 'da g ö s te rild i (ayrıca b u  resm in  o rijina l o la rak  Nevvtoncı b ir  u zay za
m an  resm i o lm ası h iç b ir  b iç im de on u n  geçerliliğ ine gölge düşürm ez). Bu 
resim , k en d is in d e  m ad d en in  hac im  aza ltıc ı e tk is in i gö rdüğüm üz Şekil

33 Büyük Patlam anın olağanüstü  biçim deki özel doğasını sap tayan  "kuantum  kütleçekim"den 
farklı b ir  şeyin söz konusu olabileceğine ilişkin bakış açısı bana Abhay A stekhar tarafından  
kuvvetle belirtildi. Belki de öyledir fakat Büyük Patlam ada özel olanın kütleçekim ve açık 
biçim de yalnızca kütleçekim olduğu gerçeğince çarpılm aktan  kaçamıyorum.



17.8b'yle, d iğe r b ir  dey işle  Ricci te n sö rü y le  k a rş ıla ş tır ılm a lıd ır . B ununla 
b ir lik te  W eyl ve Ricci eğ rilik le rin in  za m a n sa l  jeo d ez ile r (serbestçe  h a re 
k e t eden k ü tle li parçacık lar) ü ze rin d ek i e tk ile rin i ele a ld ığ ım ızda , hacim  
az a ltıc ı e tk is in in  yan ı s ıra  R icci te n sö rü  bazen  b iç im  bozucu  b ir  etk iye de 
sa h ip  o lab ild iğ inden , k a fa  k a r ış tır ıc ı baz ı k o n u la r  söz k o n u su  olur.

Bu kafa k a rış tır ıc ı k o n u la r  böy lesi eğ rilik lerin  boş jeo d ez ile r (ışık ış ın 
lan ) üzerindek i eylem ini d ü şü n ü rse k  g iderilm iş o lur. D ahası böylece, koz
m olojik  b ir  A sab itin i, Agab b iç im indek i b ir  te rim  ışık  ış ın la n n ı  o d ak lam a
d ığ ı iç in 128101 göreve geri çağ ırab ilir iz . Şekil 17.9 'daki jeo d ez ile ri b ir  ışık  
kon isine  a i t  ışık  ış ın la r ı o la rak  (Şekil 17.16 'daki gibi) d ü şü n eb ilir iz . A slın 
d a  o n la rı b ir  gözlem cin in  geçm iş ış ık  kon isine  a i t  b iç im de d ü şü n ü rse k  b i 
çim  bozucu  e tk ile r o ldukça şe k ilse l o la rak , b ir  ışık  kaynağ ıy la  gözlem ci 
a ra s ın a  y e rle ş tir ilm iş  m ercek ler b iç im inde an la ş ılab ilir . B ir m ad d e  d ağ ılı
m ın d a n  k ay n ak lan an  Ricci te n sö rü  e tk isi,34 p o z itif  b iç im li o dak layan  b ir  
m erceğ ink i g ibiyken se rb e s t kü tleçek im  a lan ın d a n  k ay n a k la n an  W eyl ten- 
sö rü n ü n k i, b ir  düzlem de dikey b ir  düzlem deki n eg a tif  o d ak lam a k a d a r  p o 
z itif  o dak lam aya sah ip  o lan , s a f  a s tig m a t b ir  m erceğ in  e tk is i g ib id ir  (Şekil 
28.15). V akum un k ırıc ı in d is in e  sa h ip  büyük  b ir  şeffaf, k a tı, kü tle li, k ü re 
sel b ir  c ism in  iç inden  b as itç e  bakm ay ı h ay a l edersek  b u  iki fa rk lı tü rd ek i 
eğ riliğ in  (en düşü k  dereceli) e tk ile rin e  ilişk in  o ldukça iyi b ir  iz len im  elde 
edeb iliriz . (Belki de g ü n eş in  iç inden , onun  yaln ızca  kü tleçekim  a la n ın a  ilg i 
g ö ste re rek  doğruca iç in d en  geçen, k ü tle s iz  p a rç a c ık la r  o la ra k  k ab u l ed ilen

Ş e k i l  28 .15  (İz serb est)  R icc i tensö-  
rü n ü n  (bir m a d d e  d a ğ ılım ın d a n  k a y 
naklanan) o d a k la m a  e tk is i  p o z i t i f  b ir  
m erceğ inki g ib iyken , (serbest k ü tle 
çek im  a la n ın d a n  kaynaklanan) W eyl 
ten sö rü n ü n k i, b ir  d ü z le m d e  d ik e y  
b ir  d ü z le m d e k i n e g a ti f  oda k la m a  
kad a r p o z i t i f  od a k la m a ya  sa h ip  
olan, s a f  a s tig m a t b ir  m erceğ in  e tk i
s i  g ib id ir.

JS  [28.10] Niçin?
54 Aslında burada  Ricci tensörünün yalnızca iz se rbest kısmı, Rab — ^ Rg„b• önem lidir ve koz

molojik sab itin  herhangi b ir  ro lü  yoktur.



Ş ek il 28.16 Yıdız a la n ın a  (kü tlesiz  n ö tr in o la rd a k i gibi) k ırıc ı o lm ay an  şe ffa f  b ir  g ü n eş ten  
"bakarak", b u  iki fa rk lı tü rd e k i eğ riliğ in  (en d ü şü k  dereceli) e tk ile r in e  ilişk in  iyi b ir  iz le 
n im  elde  ederiz . M akul b ir  tah m in le , G üneş iç in d en  geçen ış ın la r  y a ln ızca  b i r  b ü y ü tm ey le  
so n u ç lan acak  ş ek ilde  R icci eğ riliğ in ce  o d ak lan ırk en  G üneş k en a rın ın  d ış ın d a k i yıld ız  
a la n ın d a  küçük  b ir  çem berse l ö rü n tü n ü n  e lip tik  o la rak  görüneceğ i s a f  a s tig m a t W eyl 
ça rp ık lık la rı e lde ederiz.

n ö tr in o la rla  "bakm ayı" düşünm eliy iz!) M akul b ir  tahm in le , güneş iç inden  
geçen ış ın la r ı tem el o la rak  R icci eğ riliğ inden  e tk ilen ir  b iç im de göz önüne 
a lab iliriz , böylece g üneşin  a rd ın d a k i y ıld ız  a lan ın a  ilişk in  b e lirg in  b ir  b ü 
yü tm e (pozitif mercek) elde ederiz. Öte ta ra f ta n  as lın d a , güneş ken a rın ın  
ö te sin d e  W eyl eğ riliğ ine ilişk in , a rd a la n  gökyüzündeki küçük b ir  çem ber
sel ö rü n tü n ü n  gözlem ciye e lip tik  o la rak  görüneceği şekilde s a f  a s tig m a t 
b iç im  bozucu  şe k ille r  elde ederiz. Bkz. Şekil 28.16.128111 Bu e sase n  güneşin  
kü tleçek im  a lan ın ın  a rd a lan  y ıld ız  ö rü n tü sü n ü n  b iç im in i bozduğu , ilk  o la 
rak  E d d in g to n 'u n  1919 yo lcu lu ğ u n d a  gördüğü  yö n tem d ir (bkz §19.8).

B aşlan g ıç ta  düzen li o lan  (bir m ik ta r  yoğunluk  d a lg a la n m a sın a  sahip) 
b ir  m adde  dağ ılım ın ın  kü tleçek im sel o la rak  az a r  az a r  küm eleneceği ve 
böylece sonuç o la rak  b az ı p a rç a la rın ın  k a ra  delik  şek linde çökeceği b iç im 
de ev rim leşen  b ir  evren  düşünelim . B aşlangıç düzen liliğ i tem el o la rak  b ir  
R icci eğriliğ i (madde) dağ ılım ın a  k a rş ılık  ge lir fak a t kü tleçek im sel o la rak  
g it g ide d ah a  faz la  m alzem e b ir  a ra y a  to p lan d ık ça  tem el o la rak  küm elen 
m iş m addey i çevreleyen ça rp ık  uzayzam an  bö lge lerinde b u lu n a n  a r ta n  
m ik ta rd a  W eyl eğriliğ i elde ederiz. K ara delik  tek illik le rine  u la ş ıld ığ ın d a  
W eyl eğriliğ i sonuç o la rak  so n su za  ırak sa r. M alzem enin  b a ş la n g ıç ta  B ü
yük P a tla m a d an  neredeyse b ü tü n ü y le  düzen li b iç im de p ü sk ü rtü ld ü ğ ü n ü  
d ü şü n ü rsek  bu  d u ru m d a  tü m  n iy e t ve am aç la r iç in  s ıfır  o lan  b ir  W eyl eğ 
riliğ iy le  b aş la rız . A slında FLRW m odelle rin in  k a ra k te r is tik  b ir  özelliği

M  [28.11] Alanların, uzaklık arttıkça ters biçim de değişen d ışa doğru sonsuz küçük b ir yer de
ğiştirm esiyle ilgili olarak korunduğunu gösterin.



W eyl eğ riliğ in in  (b u rad an  h arek e tle  m odelle r konform al o la ra k  düz olm ak 
üzere; bkz. §19.7) tüm üy le  gözden kaybo lm asıd ır. FLRVV'ye y a k ın d a n  b en 
ze r  b iç im d e  b a ş lay a n  b ir  evren le ilg ili o la rak , R icci eğriliğ iy le  k ıy a s la n d ı
ğ ın d a  W eyl eğ riliğ in in , gerçekte ilk i Büyük P a tla m a d a  ırak sa m a k  üzere, 
son  derece küçük  o lm asın ı bekleriz.

Bu tab lo , son derece d ü şü k  en tro p ili b aş lan g ıç  Büyük P a tla m a  tek illiğ i 
ve çok yüksek  en tro p ili kend ine özgü k a ra  delik  tek illik le ri a ra s ın d ak i ge
om etrik  fa rk ın  ne o ld u ğ u n u  güçlü  b iç im de b e lir tir . W eyl eğrili b aş lan g ıç  
tek illiğ in d e  gözden k ay b o lu r (ya d a  en az ın d an  n e  o lm uş o lab ileceğ iy le k ı
y a s la n ırs a  çok çok küçük, ö rneğ in  s ır f  sonlu) ve sonuç te k illik le rin d e  se r 
b e s t b ırak ılır ; şü p h esiz  ş id d e tli  b iç im de so n su za  ırak sa r . Şekil 27 .20a'y la 
Şekil 27 .20d 'y i ay ırt eder g ö rünen  şey, ö rneğ in  ayrım ı kon fo rm al d iy ag 
ra m la r  b iç im inde fa rk  etm ek zor o lab ilse  de, b u  geom etrik  n ite lem ed ir.

Bu gözlem , uzayzam an  tek illik le rine  ilişk in , k o z m ik  sa n sü r  o la rak  a n ı
lan  d iğer b ir  v a rsa y ım sa l özellikle bağ ı iç inde kabu l ed ilm elid ir. K abaca 
söy lersek  bu , kü tleçk im le ilg ili d u rd u ru la m a y an  çöküşte  sonucun , çıp lak  
tek illik  o la rak  b ilin en  d a h a  kö tü  b ir  şey  yerine  b ir  k a ra  delik  o lacağ ına 
ilişk in  (henüz k an ıtlanm am ış) b ir  savd ır. Ç ıplak tekillik , d ış  gözlem ciler 
iç in  g ö rü leb ilir  o lan  kü tleçek im le ilg ili b ir  çöküşten  k ay n ak lan an  b ir  
uzayzam an  tek illiğ id ir , b u  d u ru m d a  o, b ir  o lay  ufku  ta ra f ın d a n  "giydi- 
rü "m em iştir. "Çıplak tekillik" te rim iy le  k as ted ilen i b e lir tm en in  h a f if  şek il
de fa rk lı pek çok tekn ik  b iç im i m e v cu ttu r  fak a t b u n la rın  ay rım la rın a  b u 
ra d a  g irm eye n iye tim  yok.35 Ç ıplak tek illiğ in , Şekil 28 .17a 'da  göste rild iğ i 
ü ze re  s in y a lle rin  tek illiğe hem  g irip  hem  de ç ıkab ilm esi an lam ın d a  "za- 
m an sa l"  o lduğunu  söylem ek am aç larım ız  iç in  y e te rlid ir . Kozmik sa n sü r  
(o lasılık la , gerçek b ir  kü tleçek im  çöküşünde o rtay a  çıkm ayacak  b e lirli son 
derece u y d u rm a y a  da "özel" d u ru m la r  d ışında) böy lesi şey leri y asak la r.

Kozmik sa n sü r  tem el o la rak  E in s te in  denk lem in in  genel çözüm leriy le 
ilg ili, şim diye dek ne k an ıtla n m ış  ne de red d ed ilm iş  o lan , m a tem atik se l 
b ir  v a rsay ım d ır. Bu v arsay ım ı k ab u l edersek  b u  d u ru m d a  fizik i u zay za
m an  tek illik le ri a s la  "zam ansal" değil fa k a t "uzaysal" (ya d a  belk i "sıfır") 
o lm ak zo ru n d ad ır. Z am ansa l eğ rile rin  tek illik ten  geleceğe doğru  k aç ab il
m esi ya da ona geçm iş ten  g ireb ilm esine  bağ lı o la rak , bkz. Şekil 28.17b, c, 
"başlangıç" ve "son" o lm ak üzere  iki tü rd e  u zay sa l tek illik  (ya da sıfır) 
m ev cu ttu r. W eyl eğrilik h ip o te z i o la rak  ad lan d ırd ığ ım  fizik i varsay ım , 
W eyl eğ riliğ in in  gerçek fizik i ev rendek i başlang ıç  te k illik le rin d e  s ıf ır  (ya 
da en az ın d a n  çok küçük) o lm aya zo rland ığ ın ı (uygun b ir  an lam da) ileri
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Ş ek il 28.17 (a) N edensel s in y a lle r  b i r  "çıp lak  tek illiğe '' y a  g ire r  y a  d a  o n d an  ç ık a rla r. B un
la r, Kozmik S a n sü r  ta ra f ın d a n , d ış la n ırs a  tem el o la rak  n ed en se l s in y a lle r in  g ireb ild iğ i 
fa k a t ç ıkam ad ığ ı (b) "gelecek tek illik le ri"  ve n ed en se l s in y a lle rin  ç ık ab ild iğ i fa k a t g ire 
m ediğ i (c) "geçm iş tek illik leri"y le  b a ş  b a ş a  kalırız . W eyl eğ rilik  h ip o tez i W eyl eğ riliğ in in  
gerçek  fiz ik i ev rendek i (c) b a ş la n g ıç  tek illik le rin d e  s ıf ır  (ya d a  çok küçük) o lm aya z o r
lan d ığ ın ı (uygun b ir  an lam da) ile r i sü re r.

sü re r. W eyl eğ rilik  h ip o tez in i sağ lay acak  b iç im de b ir  evren y a ra tılış ı, Şe
kil 27.20 'de g ö ste rilen  işlem de Y ara tıc ı'n ın  seçim iyle ilg ili m u tlak  b iç im de 
dev asa  b ir  k ıs ıtlılığ ı g ö ste rir. Sonuç o la rak  b ir  te rm o d in am iğ in  ikinci y a 
sa s ı söz k o n u su  o lu r ve o a s lın d a  gözlem lediğim iz b iç im i alır. A rtık "Weyl 
eğ rilik  h ipo tezi"n in  Büyük P a tlam ay ı a s lın d a , son u ç tak i evren  m odelin in  
erken  d önem lerinde b u lu n a n  b ir  FLRW m odeline y ak ın d an  benzeyeceği 
b ir  b iç im de, uygun  şek ilde k ıs ıtla d ığ ın a  ilişk in  sağ lam  m atem atik se l k a 
n ıt la r  söz k o n u su d u r.36

28.9 Hartle-Havvking "sınır yok" önermesi

B asit b ir  sav  o la rak  W eyl eğ rilik  h ip o tez i belk i de fiziki b ir  k u ram d an  
çok " tan rı eylem i"yle ilg ili b ir  ta leb e  benzer. G erekli o lan  şey, bu  h ipo tez  
doğ as ın d a  o lan  b ir  şeye ilişk in  k u ram sa l b ir  gerekçelend irm ed ir. Ne tü r  
b ir  k u ram a b aşv u rm ak  zo ru n d a  kalacağ ız? U zayzam an tek illik leriy le  ilgili 
a lış ıld ık  b ak ış  açısı, b u n u n  k u a n tu m  k ü tleç ek im in  u zm an lık  a lan ın d a  o l
duğu  yönünded ir.

B u radak i güçlük, genel gö relilik  ve k u an tu m  m ekan iğ in i b ir  a ray a  ge
tirm eye ilişk in  elli y ılı a şa n  k a ra rlı ç a b a la ra  k a rş ın , h â lâ  konuya yönelik  
doğru  y ak laşım la  ilg ili b ir  f ik ir  b irliğ in e  b ile  y ak laşan  h iç b ir  şey in  o lm a

36 Bkz. Newman, 1993; Claudel ve Nevvman, 1998; Tod ve Anguine, 1999a, 1999b; Anguine, 
1999. Weyl eğriliği hipotezinin özel olarak ilgi çekici b ir  versiyonu, K. P. Tod tarafından  ile
ri sürülm üş olup basit olarak herhangi b ir başlangıç tekilliğinde sın ıra  sahip düzenli b ir 
konform al geom etri bulunduğunu ileri süren versiyondur.



y ış ıd ır. V ar o lan  b az ı gözde ta s la k la ra  31 ve 32. bö lü m lerd e  yöneleceğim  
fa k a t b u n la r  a ra s ın d a  b ile  Büyük P a tla m a n ın  b e lirli doğasın ı k ab u l ede
cek cidd i çok az g iriş im  m ev cu ttu r. B unun la  b irlik te  1983 'te Ja m es H artle  
ve S tephen  Havvking ta ra f ın d a n  k ay d a  değer b ir  is t is n a  o rtay a  kondu . Öy
leyse o n la rın  tem el fik irle riy le  b a ğ lan tılı b az ı y o ru m la rd a  b u lu n m am  u y 
gun  olur.

H artle-H avvking ön erm esin in  b ile şen le rin d en  b iri, genellik le  "Öklitçi- 
leştirm e" o la rak  a n ılan  şeydir. Tem eldeki fik ir, k en d is i yo luy la  t zam an  
k o o rd in a tın ın  t  =  it'y e  "döndürü l"düğü  Minkovvski u za y ın a  u y g u lan an  b ir  
W ick d ö n d ü rm e s in in k iy le  y ak ın d an  ilişk ilid ir. Böylece d /2 (uzam sal) u zay 
zam an  m e triğ i d i2 =  d r2 +  d*2 +  d y 2 +  dz2 b iç im in i a lır  (bkz. §18.1). B aş
lan g ıç tak i (Gian Carlo Wick) f ik ir37 (özel) görelilikçi b ir  k u an tu m  a lan  k u 
ram ın ın , ilk  o larak  onu, k u ram ın  a r tık  E4 Öklitçi s im etri g ru b u  a ltın d a  de
ğ işm ez o la rak  kabu l ed ild iğ i, Minkovvski u zay zam an ın m  y eri Ö klitçi E4 4 -  
uzay ıy la  d eğ iş tir ilm iş  b iç im de fo rm üle etm ek yoluy la o lu ş tu ru la b ile ce ğ iy 
di. K uram ın  ö k litç i v e rs iy o n u n d a  elde ed ilen  n ite lik le rin  an a lit ik  koordi- 
n a tlı  o lduğunu  v a rsa y a rak , böylece a r tık  Minkovvski 4—u zay ın ın  P o incare  - 
g ru b u  a l tın d a  değişm ez o lan  ilg ili b ir  k u ram ı elde edeceğim iz şekilde, 
r 'n u n  sü rek li b iç im de t ’ye geri d ö n d ü rü ld ü ğ ü  W ick d ö n d ü rm esi u y g u la n a 
b ilir. Bu işlem  önem li iki av a n ta ja  sa h ip tir . İ lk  o la rak  M inkovvski u za y ın 
da ıra k sa k  olm a eğilim indeki n ice lik le rin  k u ram ın  Ö klitçi v ersiy o n u n d a 
y a k ın sa k  o lduk la rı o rta y a  ç ıkab ilir. (Neden, Ö klitçi dön d ü rm e g ru b u  0(4) 
tık ız  ve böylelik le son lu  hac im liyken  görelilikçi 0(3,1) L oren tz g ru b u n u n  
tık ız  o lm ayıp  sonsuz  h ac im li o lm asın a  dek gider.) Özellikle, yol in teg ra lle - 
r i (bkz. §26.6) M inkovvskici v ersiy o n d an  ziyade Ö klitçi v e rs iy o n d a  m a te 
m a tik se l o la rak  an lam lı b ir  ta n ım a  sah ip  o lm ak üzere  d a h a  faz la  şa n sa  
sa h ip tir . D iğer av a n ta jsa , p o z itif  frek an s  gerek lilik le rin in  (bkz. §§9.3, 5, 
§24.3), W ick d ö n d ü rm esin in  d ikkatlice  doğru  b iç im de u y g u lan m as ı yo luy
la  sağ lanab ileceğ id ir.

H artle-H avvking düzen inde , H avvking'in W ick fik riy le  ilg ili, b ir  yol in- 
te g ra lin d e  "döndürm e"nin , genel f ik ir  o la rak , yo lun  a rd a la n ı  o lan  b ir  u za 
ya değil de kend ileri yol in te g ra lin in  h e r  b ir  y o lunu  o lu ş tu ra n  b ireyse l 
u zay za m a n la ra  uygu lan d ığ ı y a ra tıc ı değ işik liğ in i ku llanm ak  gerek ir.38 Bu
ra d a n  h arek etle  b u  "uzayzam an la r''ın , no rm al b ir  u zay zam an a  u y g u lan an  
L orentzci m e trik le r yerine  p o z itif  b e lirli R iem anncı m e trik lere  sah ip  ol
m a s ın a  iz in  verilir. (Bu R iem anncı m e trik le r kafa  k a r ış t ır ıc ı b iç im de s ık 

37 Önemli ve sık görülen b ir  etkiye sahip olarak Z inn-Justin 'de, 1996, işe koşulm uş olan bu 
tekniğin ilk kullanım ı için bkz. Wick, 1956.

38 Bkz. H artle ve Havvking, 1983.



lık la , o ism in  düz b ir  E" Ö klitçi u zay la  ilg ili s ta n d a r t  k u llan ım ın a  k arş ın , 
"Öklitçi" b iç im inde anılır!) B unun la  b irlik te  "Ö klitçileştirm e"ye ilişk in  
Havvking v ers iy o n u n d a  W ick 'in  o rijina l f ik rin d en  çok d ah a  ile ri g iden  b ir  
"hayal gücü  s ıç ram ası"n ın  b u lu n d u ğ u  v u rg u lan m alıd ır. B unun genel gö re
lilik  ve k u an tu m  m ekan iğ in in  doğru  b irliğ in e  g iden  verim li b ir  ro ta  sun u p  
sunm ayacağ ı d ah a  so n ra  görü lm ek  üzere  ş im dilik  k a lır .39

H artle  ve H avvking'in ça rp ıc ı önerm esi, H avvking'in b u  yol in te g ra li 
y ak laş ım ın ın  Büyük P a tla m a n ın  ken d isin e  ilişk in  ilg ili k u an tu m  k u ram ın ı 
aç ık layab ileceğ i ve gerçek b ir  tek il uzayzam an  yerine , L orentzci yerine  Ri- 
em anncı m etriğe  sa h ip  b ir  "uzayzam anlar" k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esin in  
(diğer b ir  dey işle  "yol in teg rali''n in ) m evcut o lduğuydu. F ik irle rine  "s ın ır 
yok" önerm esi ad ın ı v e rd ile r çünkü  Büyük P a tla m a n ın  tem sil e ttiğ i k lasik  
u zay zam an d ak i tekil s ın ıra  sa h ip  olm ak yerine , a l t  ucu  Şekil 28 .18 'de g ö s
te rild iğ i g ib i b as itç e  "kapat"an  R iem anncı u za y la rın  b ask ın  o lduğu  b ir  te 
kil o lm a y a n  ü s t  ü s te  b in m iş  u za y la r  a iles i söz k o n u su d u r, böylece tek il s ı
n ır  tüm üyle  yok olur. Büyük P a tla m a d an  b ir  an  "sonra" R iem anncı ge
o m etrin in  b ask ın lığ ın ın  L orentzci geom etriye geçtiğ i b ir  geçiş söz konusu  
olm ak zo ru n d ad ır. (Bunun, uygun  ka rm a ş ık  m e trik  k a tılım ıy la  gerçek leş
tiğ in i düşüneb iliriz .) L orentzci bö lgede b ile  h â lâ  (bazıları R iem anncı olan) 
b ir  "uzayzam anlar" ü s t  ü s te  b in m esi söz k o n u su d u r. B unun la  b ir lik te  Bü-

(a) (b)

Ş ek il 28.18 H artle-H avvking  "s ın ır  yok" önerm esi (a) B üyük P a tla m a n ın , k en d is i yo luy la  
k las ik  tek illik  y a k ın la r ın d a k i yol in te g ra lin e  (Lorentzci yerine) R iem annc ı g eo m etrile rin  
b a sk ın  o ld u ğ u  b ir  k u a n tu m  k ü tleçek im  işlem i u y a rın ca  ele a lın ab ileceğ in i ile ri sü re r  ve 
tek il o lm ay an  u zay za m a n ı k a p a tm a  y o lla n  su n a r, (b) Ç öküşe ilişk in  tek illik le rle  ilg ili o la 
rak , “k ap a tm a"  y a ln ızca  u z ay za m a n ın  "uzak u cu "nda gerek li g ö rü n ü r. Bu yo lla , k a ra  d e 
lik lere  kü tleçek im se l çökm ede o r ta y a  ç ık m ası bek len en  y üksek  en tro p ili  ken d in e  özgü te 
k illik le re  iz in  verir.

39 Renate Loll'ün yeni çalışm ası, Hawking önerm esinde olduğu gibi, yol integralinde Rie- 
m anncı m etriğin kullanım ıyla çok daha dolaysız biçim de uygun olan Lorentzci m etrik  a ra 
sında derin fark lar olabileceğini ileri sürer. Bkz. Ambjom vd., 1999.



yük P a tla m a  bö lg esin in  k en d isin d e  R iem anncı "s ın ır yok" m etrik lerin in  
bask ın  o lduğu  k ab u l ed ilirk en  Büyük P a tla m a d an  u zak la ş tık ça  k lasik  Lo
ren tzc i u za y za m a n la rm  b ask ın  h a le  geldiği k ab u l ed ilir. Bu düzen  y a ln ız 
ca, g ö rü n ü ştek i in a tç ı b ir  so ru n u  b e lirs iz  b ir  şek ilde  id a re  ed ileb ilir  gö rü 
nen  b ir  so ru n a  çev iren , gerçek b ir  za ra fe te  değil ayn ı zam an d a  W eyl eğ ri
lik  h ipo teziy le  uyum lu  o lab ilecek  "pü rüzsüz  b ir  erken  evren"e, do laysız  b ir  
des tek  veren  b ir  gö rünüm e de sa h ip tir .

B uraya k ad a r h e r  şey  yo lunda . Yine de bu  önerm eyle ilg ili önem li bazı 
so ru n la rım  var. İlk  o larak , "Ö klitçileştirm e" f ik ri b u ra d a  an lam  k azan an  
tü rd ek i b ağ lam la ra  ilişk in  pek çok b ak ım d an  so ru n lu d u r. N orm alde b ir  
düz uzay  b ağ lam ın d a  b ile  b ir  yol in te g ra lin i tam  o la rak  h e sap la m as ı o la 
nak sızd ır; pek çok yak laşık lık  ta h m in i y ap ılm ası gerekir, tn te g ra le  hükm e
d er b iç im de değerlend irileb ilecek  b e lir li özel te rim le rin  seçilip  ç ık arılm ası 
ve geri k a lan ın  o lduğu  g ib i b ırak ılm as ı o lağan  olur. B unun "Öklitçi" yol 
in te g ra lin e  m aku l b ir  yak laşık lık  ta h m in i verm esi b ek leneb ilir fak a t böy 
lece uygun  fiziki y an ıtın  elde ed ilm esi iç in  b ir  a n a litik  sü rd ü rm e işlem in in  
u y g u lan m as ı gerekeceğini an ım say ın . Bu son  derece güvenilm ez b ir  iş lem 
d ir  çünkü  b ir  bölgede ho lom orfik  b ir  fonksiyona y ak laşan  b ir  şey d iğer b ir  
bö lgede çılg ınca u zak la şır . G üçlüğün özünü  an lam ak  üzere  gerçel x  d eğer
le ri iç in  fa k a t yaln ızca  yak laşık  o larak , b ild iğ im iz  gerçel b ir  a n a litik  f ( x ) 
fon k siy o n u n a  sa h ip  o lduğum uzu  ve yaln ızca  sa n a l x 'le r le  ilg ili sonuç de
ğ erle rin i bu lm ak  is ted iğ im iz i d ü şü n ü n . f ( x ) 'e ,  e ve A gerçel olup e çok k ü 
çük ve A büyük  olm ak üzere, £Cos(i4x) b iç im inde b ir  fonksiyon  eklersek  bu 
d u ru m d a  f ( x ) ,  x  gerçel eksen i b o yunca  pek  de değişm ez; y ine de sa n a l ek
sen  üzerindek i d av ra n ış , k en d isi yo luy la  an a litik  sü rd ü rm e  iş lem in in  a ş ırı 
k a ra rs ız lığ ın ı g ö ste re rek 128121 tüm üy le  değ işecek tir. G örebildiğim  k ad a rıy la  
"Ö klitçileştirm e h ilesi" isa b e tli QFT m odeli ü re tm ek te  o ldukça k u llan ış lı 
o la b ilir  fa k a t b u rad a k i g ib i yak laşık lık  tah m in le riy le  b a ğ lan tılı o la rak  
k u llan ıld ığ ın d a  o n u n la  ilg ili a ğ ır  so ru n la ra  sah ip  oluyorum . (B ununla b ir 
lik te  H artle -H aw k in g  ö n erm esin in  bu  an a litik  sü rd ü rm e  b asam a ğ ın a  ne 
k a d a r  güçlü  b iç im de b ağ lı o lduğu  ben im  iç in  pek de açık  değil.)

Ö k litç ile ştirm en in  genelliğ iy le  ilg ili de b az ı tekn ik  so ru n la ra  sah ib im . 
G örebild iğim  k ad a rıy la  bu , tu ta r l ı  Û FT 'ler ü re tm ek  (ve p o z itif  frek an slı 
b ir  koşu l sağlam ak) üzere  zekice b ir  h ile d ir  fak a t ilg ili h e rh an g i b e lir li b ir  
Û FT 'nin b u  yo lla  elde ed ileb ileceğ in i beklem ek a ş ın  iy im serlik  olur. Ö klit
ç ile ş tirm e  yo luy la  elde ed ilen  k u ra m la r  a s lın d a  kend ileriy le  b irle ş ik  "yan
lış im zalı" s im etri g ru b u n d a n  k ay n ak lan an  gizli y ap ıla ra  sah ip tir ; bkz. 
§§9.3, 5, §13.8 ve §18.2. "Doğru" b ir  k u ram ın  n iç in  b u  özel n ite liğe  sah ip  
o lm ası g erek tiğ in i an lam ıyorum .



28.10 Kozmolojik parametreler: gözleme dayalı konum?

A yrıca gözlem le uyum  so ru n u  da söz kon u su d u r. H artle-H avvking s ın ır  
yok önerm esi en az ın d an  o rijina l b iç im inde , k ap a lı b ir  ev rene (aslında 
K > 0) iş a re t ed e r ve Havvking y ılla rca  b u  tü r  m odelle re  des tek  sundu . B u
n u n la  b irlik te , h ipe rbo lik  (K <  0) d u ru m u  k ay ırır  g ö rünen  a r tm a k ta  o lan  
kozm olojik k an ıt k a rş ıs ın d a  Havvking d ah a  son ra , T u ro k 'la  işb irliğ i iç inde, 
a rg ü m a n la rın ı, o n la rın  ay rıca  h ip erb o lik  d u ru m la  da b ağ d a şm a s ın a  o la 
nak  sağ lay acak  b iç im de g e liş tird i.40 Y ılla rdan  beri, gözlem lenm iş evren in  
u zam sa l o la rak  düz (K =  0) o ldu ğ u n u n  o rtay a  çıkm ak zo ru n d a  o lu şu n a  
ilişk in  k a ra rlı b ir  im aya sa h ip  o lduğu  ileri sü rü len  şişm e kozm olojisin in  
bek len tile riy le  ilg inç b ir  p a ra le llik  söz k onusudur. B ir m ik ta r  şişm e y a n lı
sı da ay rıca  so n rad a n , K < 0 o la s ılığ ın a41 iz in  veren  ve etk iley iciliğ i g ide
rek  bu  kozm olojik veri k a rş ıs ın d a  a rg ü m a n la rın ı d eğ iş tird ile r.

Şu anki gözlem e daya lı konum  ned ir?  İşler, v a r  o lduğu  gö rü len  be lirg in  
b ir  A p o z i t i f  ko zm o lo jik  sa b itin e  ilişk in  (ve b ird en  faz la  k ay n ak tan  gelen) 
şa ş ır tıc ı k an ıtla  b irlik te , y ine o ldukça önem li b ir  şek ilde değ işti. Bu, so 
n u ç  o la rak  K =  0 'a  sa h ip  o lab ileceğ im iz im ası ta ş ır . Gözleme d ay a lı k an ıt 
K =  0 o lm asın a  iz in  v erirse  bu  d u ru m d a  o, küçük  b ir  p o z itif  u zam sa l eğ ri
liği (Havvking'in te rc ih  e ttiğ i K > 0) ya da küçük b ir  n e g a tif  u zam sa l eğ rili
ği (benim  te rc ih  e ttiğ im  K < 0) d ışlayam az; yine tü m  b a h is le r  kap an m ış tır!

Bu A > 0 b u lu şu n u n  K değeriy le  ilişk is i ned ir? tik  o larak , kozm olojik 
k an ıtın  K'ye ilişk in  n eg a tif  b ir  değeri kay ırd ığ ıy la  ilg ili d ah a  önceki in a n ı
ş ın  a rd ın d a k i neden lere  değinm eliyim . Tem el konu ev ren in  to p lam  kü tle  
enerji içeriğ id ir  ve bu  çok küçükse böylece o, evren i p o z itif  eğ rilik le  k a p a 
tam ay acak  ya da (F riedm ann m odellerinde) b aş lan g ıç  gen işlem esi so n ras ı 
b ir  çökm e fazı ü re tm ek  üzere (bkz. Şekil 27.15a, b, c) yen iden  geri çekem e- 
yecektir. G alaksilerdek i g ö rü leb ilir  s ıra d a n  "baryonik" m alzem enin  yoğ u n 
lu ğ u n u n  b u n u n  iç in  y e ters iz  o lu şu  uzun  za m a n d ır  b ilinm ek teyd i. Bu yo
ğun luk  p o z itif  ve n eg a tif  K d eğerleri a ra s ın d ak i bö lüm ü tem sil eden kr itik  
değerin , k r itik  yoğunluk  bize K =  O'ı veren  yoğunluk  olm ak üzere, yak laşık  
y a ln ızca  o tu zd a  b irid ir . Db genellik le  k ritik  kü tle  enerji y o ğ u n luğunun  
n o rm al bary o n ik  m adde ta ra f ın d a n  gerçek leştir ilen  o k es irin i gösterm ek  
üzere k u llan ılır. Bu neden le  ü b = 1 o lu rsa  bary o n ik  m adde e sase n  k ritik  
yoğun luğu  sa ğ la r  ve b e lirg in  h e rh an g i b ir  ek (pozitif) kü tle  enerji b ir  K > 0 
evrene yol açar. B unun la b irlik te  ü s t te  değ in ild iğ i üzere, d ah a  çok, güçlü  
b ir  K <  0 b e lir tis i sağ lam ış o lan  û b = 0,03 g ib i b ir  şeye sa h ip  gö rü n m ek te
yiz.

40 Bkz. Havvking ve Turok, 1998.
41 Bkz. Bucher vd., 1995 ve Linde, 1995.



S ta n d a rt ku ram  u y a rın c a 42 g a lak s ile r  iç indek i y ıld ız la rın  d inam iğ in in , 
b ir  g a lak s in in  y ak ın la r ın d a  y ıld ız la rd a n  do laysız  b iç im de gö rü ld ü ğ ü n d en  
çok d ah a  faz la  m alzem e b u lu n m ad ık ça  b ir  an lam ın ın  o lm am ası y ılla r  ö n 
ce açığa çıkm ıştı. B enzer b ir  yo rum  g alak si küm eleri iç indek i b ireyse l g a 
lak s ile r  iç in  de geçerlid ir. T op lam da, s ıra d a n  bary o n ik  fo rm d a  a lg ıla n a n 
d an  yak laşık  10 k a t d ah a  faz la  m adde  o lduğu  gö rü lü r. Bu, a s tro n o m larca  
gerçek d oğası üze rin d e  h â lâ  b ir  an laşm ay a  v arılm am ış  ve h a t ta ,  b u n u n la  
ilg ili h a lih a z ırd a  çok faz la  kurgu  söz konusu  o lsa  da, p a rç ac ık  fiz ikç ile ri
n in  kesin  o la rak  ta n ıd ığ ı h e rh a n g i b ir  m ad d ed en  fark lı b ir  m adde o lab ile 
cek o lan  ka ra  m added ir .*3 K ara m adde, s ıra d a n  b a ry o n ik  m addede  b u lu 
n a n d a n  yak laşık  10 k a t d a h a  faz la  k ü tle  enerji k a tk ıs ın d a  b u lu n u r  gö rü n 
düğünden , k ritik  yoğun luğa ilişk in  b ir  ü d kes iri o la rak  k a ra  m adde ta r a 
f ın d an  sa ğ la n a n  yoğun luk  k ab aca  f ld =  0,3'le v e rilir  (ve b e lirs iz lik le r, bu  
rak am a d ile rsek  b a ry o n ik  ü b =  0,03'ü dah il edebileceğim iz şekildedir). 
K ritik  değerden  y ine de h â lâ  önem li ö lçüde uzağız. D ahası (kü tlen in  v a r lı
ğ ın ın  do laysız  b ir  ö lçü sü n ü  su n a n , § 19.8 'den an ım sayacağ ım ız , kütleçe- 
kim le ilg ili k ırm a e tk is in i de içeren) çeşitli tü rd ek i gözlem ler evrende b a ş 
kaca önem li kü tle  y o ğ u n lu k la rı o lam ayacağ ın ı, epeyce ikna edici b iç im de 
gösterm eye b aş lad ı. Böylece K < 0 sonucu  a rtık  o ldukça k es in  g ö rü n ü y o r
du  ve b u  nedenle şişm e y a n lıla rı ve H artle -H aw k in g 'in  devam cıla rı, bağ lı 
o ld u k la rı kend i dünya  g ö rü şle rin e  K < O'ı ek lem lem enin  y o lla rın ı a ram ay a  
b aş la d ıla r .

D aha so n ra  bom ba e tk is i y ap a n  kozm olojik sa b it geldi. E in s te in 'm , 
/l 'n m  o rta y a  çık ışın ı, (belki de ev ren in  gen işlem esin i ta h m in  etm ektek i b a 
şa rıs ız lığ ın d a  pay  sa h ib i o lduğu  için) k en d isin in  y ap tığ ı "en büyük  hata" 
o la rak  değ erlen d ird iğ in i §19 .7 'den  an ım sarız . O zam an d an  so n ra  kozm o- 
lo g la r ta ra f ın d a n  h e r  zam an  b ir  o lasılık  o la rak  k ab u l ed ilm iş o lsa  da, on 
la r ın  görece pek azı, /l 'y ı gerçek evren im izde s ıf ır  d ış ın d a  b ir  şey  o la rak  
bu lm ay ı bek lem iş gö rü n ü r. Ek b ir  konu, k u an tu m  a lan  k u ram c ıla rı t a r a 
f ın d a n  g erçek le ştir ilen  "vakum  enerjisi" h esa p la m a la rın ın  (tem elde 
§26 .9 'unkilere ben zer b ir  yen iden  n o rm alleş tirm e  etkisi), a s lın d a  g ö rü len 

42 M ordehai Milgrom, 1994, kara m eddenin olmadığı, bunun yerine Nevvtoncı kütleçekim  d ina
m iğinin, kütleçekim etkisini çok düşük ivm eler için belirli özel b ir  biçimde arttırılm ak  üze
re, E instein 'ınkinden farklı b ir  biçimde değiştirilm eye gerek duyduğuna ilişkin ilgi çekici 
fikrini ileri sürdü. Bu fikir gerçeklerle dikkat çekici biçimde uyuşur görünse de, buna ilişkin 
kuram sal olarak toplam da b ir anlam  ifade eden tu tarlı b ir  kuram  henüz m evcut değildir. 
Bana göre böylesi alışılm adık fik irler böyle hemen terk  edilm em elidir. Bu taslağ ın  daha ge
niş b ir  uyum lu bakış açısının b ir  parçası olup olam ayacağını görmek üzere harcanacak ça
baya değebilir. Kendim de bunu nasıl yapm ak gerektiğini bilemedim!

43 Kara m adde ve ayrıca "kara eneıji"ye, d iğer b ir  deyişle olasılıkla değişen A, ilişkin kolay e ri
şileb ilir b ir  ta rtışm a için bkz. Krauss, 2001.



den y ak laşık  İO120 k a t (ya d a  fa rk lı v a rsa y ım la rd a  b u lu n u ld u y sa  en az ın 
d an  İO60) k a d a r  büyük  b ir  e tk in  kozm olojik sa b it  b u lu n m a sı gerek tiğ ine 
ilişk in , saçm a b ir  y an ıt o rtay a  koym ası gerçeğiydi. Bu "kozm olojik sa b it 
so runu" o la rak  b ilin ir  h a le  geldi. B ilinm eyen b az ı sa d e le ş tirm e le r  ya da 
genel ilke lerin  bu  vakum  en e ıjis iy le  ilg ili 0 değerin i vereb ilm esi ak la y a t
k ın  o lm uş o la b ilird i fak a t b u  çağda kozm olojiyle ilg isi o lab ilecek  m inicik 
b ir  k a lın tı bu lm ak  h iç b ir  b iç im de beklenm iyordu . (Bu "vakum  e n e r j is in in  
g ab m etriğ iy le , yerel L orentz değ işm ezliğ i yo luy la o ra n tılı  o lm ası gerektiğ i 
b e lir tilm e lid ir, böylece sa b it b ir  /l 'y la  ilg ili o la rak , Agab fo rm unun , E inste- 
in 'ın  1917'de kesin  b iç im de öngördüğü  üzere E in s te in  denklem ine k a tıl
m ası bek len ir. Tek so ru n  A değerin in  o rtay a  b ü sb ü tü n  y an lış  o la rak  çık
m asıdır!)

Yine de 1998'de, çok uzak  sü p e m o v a la rı gözlem leyen, b ir i K alifo rn iya '
da Saul P e rlm u tte r  ta ra fın d a n , d iğeri A v u stra ly a 'd a  B rian  S chm id t ve Do
ğu ABD'de R obert K irschner ta ra f ın d a n  yönetilen  iki ekip (bkz. §27.8), p o 
z itif  b ir  kozm olojik sa b itin  a y ır t ed ici özelliği o lan  Şekil 27 .15d 'deki y u k a
rı dönüşle  uyum lu  o larak , ev ren in  g en iş lem esin in  ivm elenm eye b a ş la d ığ ı
n a  ilişk in  d ik k a t çekici sonuca  u la ş tı. G özlem lenm iş görünen  b u  A ne k a 
d a r  büy ü k tü r?  B ununla ilg ili h â lâ  baz ı b e lirs iz lik le r  m e v cu ttu r  (ve baz ı 
k u ram c ıla r p o z itif  b ir  /l'y a  ilişk in  d u ru m u n  h â lâ  ikna  edici b iç im de o rtay a  
konm am ış o lduğunu  id d ia  e ttile r)44 fak a t d ikka t çekici sonuç  o d u r ki, 
/l 'n ın  sağ lad ığ ı etk in  ÛA k ü tle  enerji yoğunluğu , b ir  k ritik  yoğun luk  kesiri 
b iç im inde, flA = 0,7'yle yak laşık  o la rak  verilir; böylece top lam  etk in  yo
ğun luk la  ilg ili o la rak  k ritik

n ~ nd + nA *  0,3 +  0,7 =  1

kesirine  sa h ip  görünm ektey iz . D iğer b ir  dey işle  a r tık  gözlem ler K = O'la 
uyum lu  gö rünür.

Ş işm e y an lıla rı (en az ın d an  zem in lerin i değ iştirm eyecek  k a d a r  özgüve
ne sa h ip  o lanlar) e lb e tte  çok se v in ç lid ir  ve bu  kesin lik le  k u ra m la r ın a  i l iş 
kin, g ö rü n ü şte  k arş ı ta ra fın  leh indek i güçlü  k a n ıtla r  k a rş ıs ın d a  K = 0 ta h 
m in in in  kazanm ış g ö ründüğü  b ir  öngö rü lü lük  b a ş a r ıs ı  o la rak  say ılab ilir . 
B unun la b irlik te  be lirs iz lik le r, b u  son u cu n  in a n ç la  ta ş ın m a s ı iç in  h â lâ  çok 
b ü y ü k tü r  ve b aşk a  tip  güncel gözlem in de bu  so ru n la  güçlü  b ir  ilişk iye s a 
h ip  o lduğu  aç ık tır. §28.5 'te değ in ild iğ i üzere, m ik roda lga a rd a lan m d a k i 
sıcak lık  değ işim lerine  ilişk in , 1989'da f ır la tı la n  COBE u y d u su n d a n  b a ş la 
y ara k  ve (yazım anındaki) en güncel incelem e WMAP uzay  k âş ifi ta ra f ın 

44 Bkz. B lanchard vd., 2003. Daha "ana akım" yorum lam a için bkz. Perlm utter vd., 1998; Bah- 
cali vd., 1999.



dan  yap ılm ış  o lan  olm ak üzere, b irçok  a y rın tılı ö lçüm  söz k onusu  o lm uş
tu r.

N orm alde bu  sıcak lık  değ işim leri, §22.11 'de ta r t ış ılm ış  o lan  y ö n tem ler 
u y arın ca  gökyüzü d iz ilim in i k ü rese l harm o n ik lere  ay r ış tırm a k  yo luyla çö
züm lenir. F ark lı k ü rese l h a rm o n ik lerin , —/'d en  /'ye k a d a r  o lan  a ra lık ta  p o 
z itif  b ir  / ta m sa y ıs ı ve b ir  m ta m sa y ıs ıy la  işa re tle n d iğ in i an ım sarız . (Ku
an tu m  m ekaniksel d u ru m d a , l no rm ald e  j  o la rak  a n ılır  ve hem  j  hem  de m  
y a r ı- te k  tam sa y ı o lab ilir.) m  n iceliğ i d ah a  az önem lid ir çünkü  o gökyüzün
de rasg e le  b iç im de seçilm iş b ir  yöne b ağ lıd ır , öyleyse / 'n in  h e r  değeri iç in  
genel ş id d e t en çok ilg ilen ilen  n icelik  o la rak  değ erlen d irilir. Şekil 28.19 'da 
bu  an a liz in  so n u ç la rın ı gösterd im . E ğri l = 200 d o la y la rın d a  kendi m ak si
m u m una u la ş tık ta n  so n ra  sa lm ım a  b aş la d ığ ın a  ilişk in  işa re te  d ik k a t edin. 
Bu yere l m aksim um lar, ev ren in  erken  b ir  a şa m a s ın d a  m a d d en in  yerel de- 
r iş im in in  içeriye doğ ru  dü şerek  b aş lay ıp  so n ra  y a  geri sek tiğ i ya da (kara 
delik le r iç in  bek lenebilecek  şey  olan) kend ine döndüğüne, b u  du ru m  sesle  
ilg ili b ir  tü r  sa lın ım  o lm ak üzere, ilişk in  açık  b ir  k u ram sa l ta h m in i y a n s ıt
tık la r ın d a n  "akustik  tepeler"  o la ra k  a n ılır la r . Bu sa lm ım ın  m eydana  geld i
ği tip ik  ölçek a y rış tırm ad a k i u fuk  b o y u tu n ca  y ö n e tilir  (Şekil 28 .5a 'ya b a 
k ın  ve u ile v  n o k ta la r ın ın  ay rış tırm a  yüzeyi üzerin d e  geçm işleri b irb ir in e  
an cak  te m as edene k a d a r  h a re k e t e t tir ild iğ in i dü şü n ü n ; bu , u fuk  b o y u tu 
dur).45 Ana tep en in  o lu ş tu ğ u  ölçek iş te  b u d u r.

B unun la  b irlik te  gökyüzündeki h an g i aç ısa l a ra lığ ın , yen iden  b irle şm e 
an ın d ak i evrende h an g i yere l uzak lık  a ra lığ ın a  k a rş ılık  geld iğ i so ru su  o rta  
y e rd ed ir. E vren in  u za m sa l eğ riliğ in in , ak u s tik  te p e le r  l'de, K 'n in  değerine 
bağ lı o la rak  şu  ya d a  bu  şek ilde (pozitif K iç in  d ah a  küçüğe, n e g a tif  K iç in  
d a h a  büyüğe) d eğ iş tir ilm iş  o lm ak üzere, önem li b ir  ro l oynadığ ı yer b u ra 
s ıd ır. Yine de konu  b u  k a d a r  açık d eğ ild ir  çünkü  evren in  gen işlem e hız ı 
b u ra d a  h e r  zam an  b ir  ro l oynar, öyleyse a y rın tılı h esap la m a  gerekecektir. 
Sonuç, kozm ik m ik roda lga  a rd a la n a  ilişk in  b u  tü r  çözüm lem enin , genel 
o la rak , K =  O'la uyum lu  o ld u ğ u d u r fak a t gözlem le ilg ili o la rak  önem li o lan  
p o z itif  ya d a  n eg a tif  b ir  K değerine h â lâ  y e r v a rd ır .

/ 'n in  yüksek  d eğerleriy le  ilg ili so n u ç la r  böylece ş işm en in  b ek len tile riy 
le uyum lu  g ö rü n ü r (ve ay rıca  b az ı ş işm e  m o d e lle rin in  b u lu n d u k la r ı öngö
rü le r  o la rak  gözlem lenm iş, s ıcak lık  d a lg a la n m a la rın d ak i b ir  ölçek d eğ iş
m ezliğ i de söz konusudur). Peki ya / 'n in  küçük  değerleri? Y alnızca top lam  
ş id d e ti a ç ık la d ığ ın d a n  l =  0 pek  a y d ın la tıc ı değ ild ir. Ö yleyse i =  l 'e  ne 
dem eli ("çift k u tu p  m om enti")? Bu b ize u za k  ev ren le  ilg ili h iç b ir  şey  söy 
lem ez çünkü  d ü n y an ın  m ik ro d a lg a  a rd a la n ı yo luy la  h a re k e ti, h a re k e t yö-

45 Dodelson, 2003, bunun ve ilgili CMN verisinin çözüm lem esinin nasıl yapıldığını açıklar.
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10 1 0.1

e
Ş ek il 28.19 Kozmik m ik ro d a lg a  a rd a la n a  (koyu çizgi) ilişk in  h a rm o n ik  çözüm lem ede b ek 
len en  "ak u stik  tepeler"  ve gözlem lenm iş veri n o k ta la n  (ha ta  ç u b u k la n y la  b ir lik te  
ça rp ıla r). D ört k u tu p lu d a k i U = 2), d ü şe y  eksen  ta ra f ın d a n  n ered ey se  g iz lenm iş (kazara?) 
o ldukça  b e lirg in  u y uşm azlığ ı fa rk  e ttiğ in izd en  em in  olun.

n ü n d e  a lg ıla n an  hafifçe  yüksek ve te rs  yönde a lg ıla n an  hafifçe  d ü şü k  b ir  
sıcak lığ ın  b u lu n d u ğ u , l =  1 sıcak lık  dağ ılım ı o rtay a  ç ık a ra rak  as im e trik  
b ir  D oppler e tk is in e  (bkz. a lış tırm a  [27.10]) yol açar. Kozmolojik o larak  
önem li ilk l değeri / = 2 'd ir  ("dört k u tu p lu  m om enti"). A slında b u ra d a  ş iş 
m en in  ölçek değişm ez öngörü leriy le , so n rak i b irk aç  h arm o n ik  ta ra fın d a n  
o n ay lan an  b ir  uyuşm azlık  söz k o n u su d u r. U yuşm azlık  k ü çü k tü r fa k a t m a 
kul b iç im de açık gö rünür. îm a  ed ilen  ölçek değişm ezliğ i k ın lım ı en büyük 
ö lçek lerde düz K = 0 geo m etris in d en  fa rk lılık  göste ren , "eğrilik  yarıçap ı" 
bu  tü r  b ir  ölçek sağ lad ığ ın d an  o lasılık la  K >  0 ya da K <  O'ı b e lir ten  b ir  
şey o la rak  y o ru m lan ab ilir.

Bu y o ru m la r b iz i ilgi çekici fak a t b ir  b iç im de o tu rm am ış b ir  d u ru m la  
b aş  b a şa  b ırak ır. Yine de Şekil 28 .19 'un  gerçek ten , WMAP sıcak lık  çizelge
s in d e  içerilm iş o lan  b ilg in in  yaln ızca  küçük  b ir  m ik ta rın ı ku llan d ığ ı ak ıl
da tu tu lm a lıd ır . H er / değeri iç in  21 + 1 ad e t fa rk lı m  değeri b u lu n u r  ve 
b u n la rın  h e r  b iri iç in  gerçel b ir  p a ra m e tre  söz k o n u su d u r. O b ilg in in  çoğu 
bu  çözüm lem ede göz a rd ı ed ilir. Bize erken  evrenle ilg ili o lasılık la  büyük  
önem de b ir  şey ler söyleyen m uazzam  m ik ta rd a  sak lı b ilg i m evcu t o lm alı
dır.

B urada , bu  veriy i çözüm lem enin  y a ln ızca  tek b ir  a l te rn a t if  yo luna , te 
m el o la rak  Vahe G urzadyan 'a  (1992, 1994, 1997, 2002, 2003, 2004) a tfed ilip



ü rk ü tü cü  im a la ra  sa h ip  g ö rünen  yo la değineceğim . Bu y ak laş ım d a  harm o- 
nik b ir  çözüm lem e ku llan ılm az , b u n u n  yerin e  b e lirli h e r  s ıcak lığ ın  uzak 
bö lge lerindek i, m ü d ah a lec i u zam sa l eğ rilik ten  k ay n a k la n an  ça rp ık lık la r 
incelen ir. Böylesi b ir  bö lgen in  bozu lm am ış şek lin in  a s lın d a  çem berse l o l
d uğu n u  d ü şü n ü rsek  bu  d u ru m d a  eğ rilik  e tk ile ri b u n u n  e lip tik  h a le  gelm e
sine neden  o lab ilir  (Şekil 28.15 'i an ım sayın). E lb e tte  p ra tik te , bak tığ ım ız  
bö lgen in  şek lin i b ilm em ektey iz fa k a t b e lir li sıcak lığa  sa h ip  bö lge lerin  d a 
h a  (ya d a  d a h a  az) gerg in  ya da d iğer tü r lü  o lacak ları d u ru m d an  d ah a  cılız 
h a le  gelm esine ned en  o lan  is ta tis tik se l e tk ile r  söz k onusu  o lab ilir . A çıktır 
ki b u  is ta tis tik se l çözüm lem enin  h a s sa s  b ir  p a rç a s ıd ır  fa k a t G urzadyan  ve 
m e sle k ta ş la r ın ın  u la ş tık la r ı sonuç as lın d a  m ik ro d a lg a  h a r ita la r ın d a  (ilk 
o la rak  COBE, so n ra  BOOMERANG ve d ah a  so n ra  WMAP) önem li m ik ta rd a  
e lip tik lik  b u lu n d u ğ u d u r. Bu ne an lam a  gelir? Bu d u ru m u n  k u ram sa l çö
züm lem esi bize, "jeodezik k a n ş tırm a " n ın  sonucu  o la rak  yaln ızca  K <  O'la 
bu  derecede b ir  e lip tik lik  bekleyebileceğim izi söyler. Bu so n u ç la r  yen id ir, 
öyleyse bu  d ik k a t çekici so n u ç la ra  önem li iti ra z la r ın  y öneltilip  y ö n e ltil
m eyeceğim  görm ek iç in  bek lenm ek zo rundad ır.

Bu çözüm lem e ayrıca , yak laşık  o larak  sü p e rn o v a  veriş in ce  im a ed ilen  
b o y u tta k i p o z itif  kozm olojik sa b itle  ilgili bağ ım sız  b ir  k a n ıt da su n a r. Bu 
neden le  n e g a tif  eğ riliğ in , ü d + .f t/n in , belk i y ak laşık  0,9 değerine sah ip  
o la rak  b ird en  pek faz la  fa rk lılık  gösterem eyeceği an lam ın d a , küçük o ld u 
ğu sonucu  ç ıkarılır. Bu, pek  çok kozm oloğu en d işe len d iren  b ir  b ilm eceyi 
vu rg u lar. ü b, ü a ve ÜA n ice lik leri zam an d a  sa b it  değ ild ir. E vren in  erken 
a şa m a la r ın d a  û b ve û d çk d ah a  b ü yük  ve ÜA çok d ah a  küçüktü . Çok geç 
a şa m a la r ın d a y sa  ÜA e tk in  k ü tle  enerji y o ğun luğuna  hükm ederken  f ib ve ü d 
göz a rd ı ed ileb ilir  h a le  geldi. Slb ve /2d'n in  aynı genel düzende o lm a la rın a  
ilişk in  g ö rü n ü ştek i r a s t la n tı  kafa  k a r ış tır ıc ı b ir  r a s tla n tıy a  benzer.

"Kozmolojik sab it"  te rim i, E in s te in  onu  1917'de k u ram sa l o la rak  su n 
d u ğ u n d an  b e r id ir  s ta n d a r t  te rm ino lo ji o lm asın a  k a rş ın , A gözlem e dayalı 
b iç im de k eşfed ilir  keşfed ilm ez ilg inç b iç im de gündem den  d üşm üş g ö rü n 
m ekted ir. B unun yerine  A a rtık , belk i de soğuk  "kozm olojik sab it"  te rim i 
kend inde ye terince  g izem li h av a  b a rın d ırm a d ığ ın d a n  y a  d a  belki de b iraz  
d a h a  gerçekçi b iç im de "sab it" sözcüğünün  varlığ ı d ah a  çok vl'm n zam an la  
değ işem eyeceğin i im a e ttiğ in d en , "kara enerji" ya da "vakum  enerjisi" ya 
d a  bazen  "öz" o la rak  a d la n d ır ılır . Çoğu kozm olog değişen  b ir  /l'y la , belki 
de yen i “A"yı ev ren in  v a rsa y ılm ış  o lan  en  erken  ş işen  faz ıy la  benzerliğ ine  
iş a re t e ttik le ri "yeni b ir  ş işen  faz"m  b aş lan g ıc ı b iç im inde  değerlend irerek , 
d a h a  m u tlu  gö rünü r. §28 .4 'ten  b u n u n , iç inde (şim diden  m uazzam  b iç im de 
yoğun) s ıra d a n  m a d d en in  tü m ü n e  hükm edecek  k a d a r  büy ü k  o lan  etk in  b ir  
kozm olojik sa b itin  b u lu n d u ğ u  b ir  "yan lış vakum " ta ra f ın d a n  hâk im  o lu n 



m uş b iç im de k ab u l ed ild iğ in i an ım sa rız . O za m a n la r  ev ren in , b u gün  b u l
duğum uz değerden  o la ğ an ü stü  b iç im de fark lı o lan  etk in  b ir  "/l"ya sah ip  
o lm asın a  iz in  verilseyd i bu  d u ru m d a  kesin lik le  b ir  "değişen  /T ya iz in  v e r
m em iz gerek ird i ve "kozm olojik sab it"  te rim i böylece uygunsuz o lurdu .

B unun la  b ir lik te  b az ıla rın a  etk iley ici b ile  g ö rü n se  b u  fik ir, "kozmolojik 
sab it"  te rim i sağ lam  gerekçeyle su n u ld u ğ u n d a n , kend ine özgü m a tem a tik 
sel so ru n la ra  sa h ip tir . /l 'n ın  sa b itliğ i §§19.5, 7 'dek i VaTab = 0 enerji k o ru 
num  denk lem in in  do laysız b ir  so n u c u d u r çünkü  Tab’ye gab'n in  h erhang i 
b ir  k a tın ı eklem ek k o runum  denk lem in i o k a t ancak  b ir  s a b its e 128131 r a h a t
sız  ed ilm em iş h a lde  b ırak a b ilir . Bu neden le  "/T'daki h e rh an g i b ir  sa b it  o l
m ay ışa , m ad d en in  k ü tle  enerjisine  ilişk in  dengeleyici b ir  k o ru n u r  o lm ayış 
eşlik  etm ek zo ru n d a  olur. A slında gözlem le de uyum lu  biç im de, s a b it  A 'ya 
sa h ip  olm ak k u ram sa l o la rak  çok d ah a  ra h a ttır .

Bu b iz i ne d u ru m d a  b ırak ır?  K esinlikle ilg inç o lan  b ir  du rum da! Şişm e 
kozm olo jisin in  bu  gözlem lerle "doğru land ığ ın ı" sanm ıyorum , öyle bile o l
sa  b a n a  göre bu , d iğ e rle rin in  tü m ü n ü  gölgede b ırak a n  kozm olojik so ru n u , 
d iğe r b ir  dey işle  ik inci y asay ı tem elleyen , en az ın d a n  1010l” 'te  b ir  d erece
sindek i, o la ğ an ü s tü  b iç im de "özel" Büyük P atlam ay ı çözmez. Bazı kozm o- 
lo g la r b u n d a  içerilm iş o lan  "ince ayarlam a"y ı (bkz. Şekil 27.20) k ab u l ed i
lem ez o la rak  d eğ e rlen d irirle r ve onu , gördüğüm üz üzere  bu  tü r  yön tem le
r in  b iz i son  derece y an lış  b ir  yere gö tü rm elerin e  rağm en , şişm e ya da a n t
rop ik  ilke (§§28.5, 7) b iç im inde  "açık lam a"ya ça lış ırla r.

A slında, b e lirg in  b iç im de s im e tr ik  za m a n lı  b ir  fizik  iç indek i u za y za 
m an  tek illik le ri so ru n u n a  yönelm eye g irişen  h e rh a n g i b ir  önerm eyle (ör
neğ in  şişm e ya d a  H artle-H avvking önerm esi) ilg ili sa h ip  o lduğum  tem el 
b ir  so ru n  söz k o nusudu r. Ş işm e fiziğ inde ve an lay ab ild iğ im  k ad a rıy la  
H arte l-H aw k in g  önerm esinde de zam an  a s im e tris i yok tu r, öyleyse bu  
önerm e Büyük P a tlam an ın  y an ı s ıra  çökm eye ilişk in  (kara delik lerdeki ya 
d a  v a rsa  Büyük Çöküşteki) son  tek illik lere  de uy g u lan m alıd ır . Havvking 
böyle olahiZeceğini id d ia  e tti (1982) fa k a t kesin lik le  tu h a f  b ir  b iç im de b ir  
son  tek illiğ in  k o m şu luğundak i uzay, "s ın ır  o lm aksız ın  kapanm ış" olm ak 
ve evren  Büyük P atlam ay a  k a d a r  o lan  tü m  yol b o yunca  geri g ö tü rü le rek  
"Ö klitçileştirm e" yaln ızca  o rad a  u y gu lanm ak  üzere (Şekil 28.18)! O nun a r 
güm anı, s ım r-y o k  ön erm esin in  yaln ızca , şey  le ri s ın ır  o lm aksız ın  k a p a t
m an ın  b ir  yo lu  o lduğunu  ile ri sü rm es i ve (evrenin zam an  a lg ıs ın ı b e lir le 
yen) "başlang ıcı" k ap a n m a n ın  m ey d an a  geld iğ i b itiş  o la rak  ta n ım la d ığ ı-  
m ızdı. Bu a rg ü m an  ve a s lın d a  fizik i y a sa la rın  ken d ile rin d e  açık  zam an  
a s im e tris in in  b u lu n m ad ığ ı h erh a n g i b ir  a rg ü m an la  ilg ili büy ü k  so ru n la-



n m  o ld u ğ u n u  b e lirtm ek  zo runday ım . (H aw king 'in  " tu h a f ' a rg ü m a n ın d a  
örneğ in , çökm eyle ilg ili son  tek illik te , u zayzam an ın  y a ln ızca  "diğer t a r a 
fında" s ın ır  se rb e s t p ü rü zsü z  b ir  k ap an m a o lm uş o lsa  b ile  h â lâ  b ir  s ın ır  
b u lu n d u ğ u  görü lü r. B ana, s ın ır  g iderm e so ru n u n u n  y a ln ızca  b ir  y a rıs ıy la  
ilg ilen ilm iş gibi geliyor.)

Bu du ru m d a, ıs r a r  e ttiğ im  g ibi gerçek ten  a s im e tr ik  z a m a n lı  b ir  tem el 
fizik  o lasılığ ın a  m ı yönelm ek zorundayız? 30. bö lüm de d o ğ ru d an  b u  ko
n u y la  yüz yüze geleceğim ! B unun, k u an tu m  m ekaniğ iy le ilg ili bö lüm lerde 
h av a d a  b ırak tığ ım ız  k a fa  k a r ış tır ıc ı b ir  şey le ilg ili o ld u ğ u n u  göreceğiz. 
Sonraki bö lüm de öyleyse, bu  önem li k u an tu m  m ekan iksel m uam m aya geri 
dönm em  gerekecek. D aha so n ra  30. bö lüm de b u n u n  çözüm üne ve b u n u n  
so n u cu n d a  ay rıca  a s im e trik  zam an  te k illiğ in in  n ih a i çözüm üne ilişk in  
doğru  yo lla  ilg ili kend i fik irle rim i sunacağ ım . Yine de ok u ra  resm i u y a r ı
m ı yapm ak  zorundayım : çoğu fizikçi ben im seyeceğim  ko n u m d an  h o şn u t
suz o lab ilir .
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ÖLÇÜM PARADOKSU

29.1 Kuantum kuramının geleneksel ontolojileri

K uantum  m ekan iğ in in  20. yüzy ılın  en büyük  b a ş a r ıla r ın d a n  b ir i o lduğuna 
kuşku  yoktur. 19. yüzy ılda son  derece k afa  k a r ış tır ıc ı o lm uş o lan , örneğin  
sp e k tra l çizg ilerin  varlığ ı, a to m la rın  k ara rlılığ ı, k im yasa l b a ğ la r ın  doğası, 
m alzem elerin  kuvvet ve renk leri, ferrom anyetizm a, k a tı/s ıv ı/g az  faz geç iş
leri ve sıcak  çevre o rtam la rıy la  dengedeki sıcak  c is im lerin  ren k le ri (kara 
cisim  ışın ım ı) g ib i pek çok olguyu aç ık la r. H a tta  b iyo lo jin in  bile , örneğin  
k a lıtım ın  o la ğ an ü s tü  güven ilirliğ i g ib i b az ı kafa k a r ış tır ıc ı k o n u la rın ın  a r 
tık  k u an tu m  m ekan iksel ilke lerden  k ay n ak lan d ığ ı gö rü lm ek ted ir. Bu o lgu
la r  - s ıv ı k r is ta lle r, sü p e r ile tken lik  ve sü p e r ak ışkan lık , laze r d av ran ış ı, 
B ose-E inste in  yoğuşum u, EPR e tk ile rin in  ve k u an tu m  ış ın lam as ın ın  tu h a f  
yerel o lm ay ışı g ib i 20. yüzy ılda  iyi b ilin ir  hale  gelm iş o lan  pek çoğunun  
yan ı s ı r a -  k u an tu m  m ekan iğ in in  m atem atik se l fo rm alizm i tem elinde a r tık  
iyi a n la ş ılm ak tad ır . Bu fo rm alizm  a s lın d a  bize E in s te in  genel gö reliliğ in in  
eğri uzay zam an ın ın k in d en  b ile  çok d ah a  büyük  o lan  gerçek fizik i dünya 
tab lo m u zd a  b ir  devrim  sundu .

S undu m u? K uantum  m ekan iğ in in  b ize "gerçekliğe" ilişk in  h içb ir  tab lo  
su n m ad ığ ı fik ri günüm üz fiz ikçile ri a ra s ın d a  yaygın  b ir  b ak ış tır . Bu b a 
k ış tak i k u an tu m  m ekaniğ i fo rm alizm i yaln ızca  ş öyle kabu l ed ilm elid ir: 
m a tem atik se l b ir  fo rm alizm . Pek çok k u an tu m  fiz ik ç is in in  id d ia  e ttiğ i üze
re  b u  fo rm alizm  b ize d ü n y an ın  as ıl k u a n tu m  gerçekliğ ine  ilişk in  esasen  
h iç b ir  şey  söylem ez fak a t y a ln ızca  o rtay a  çıkab ilecek  a l te rn a t if  gerçeklik  
o la s ılık la r ın ı h esap la m am ıza  iz in  verir. K uantum  fiz ikçile rin in  b u  tü r  o n 
to lo jisi, "ontoloji" k o n u la rıy la  k ay g ılan d ık la rı b ir  dereceye k ad ar, şu  bak ış 
o lur, (a): k u an tu m  fo rm alizm inde  ifade  ed ilen  h iç b ir  gerçeklik  söz konusu  
değ ild ir. D iğer u ç ta  (görünüşte) tüm üy le  te rs  olup p ra tik  o la rak  tü m  k u a n 
tum  a lte rn a tif le r in in  h e r zam an  (üst ü s te  b inm e halinde) b ir  a ra d a  b u lu n 
m aya devam  etm ek zo ru n d a  o ld u k la rın a  ilişk in  te la ş la n d ır ıc ı im ay ı içeren  
şu  b ak ış ı k ab u l eden  pek çok k u an tu m  fizikçisi yer a lır, (b): ü n ite r  o la rak



ev rim leşen  k u an tu m  d u ru m u  a s ıl gerçekliğ i tüm üyle  açık lar. §21.8 'de de
ğ in ild iğ i üzere, k u an tu m  fiz ik ç ile rin in  k a rş ı k a rş ıy a  ge ld ik leri ve o n la rı bu  
tü r  g ö rü şlere  yönelten  tem el zorluk , U (§ 22.1) ü n ite r  evrim e ilişk in  (Schrö- 
d in g e r denklem ince aç ık land ığ ı üzere) be lirlen im ci işlem  ve R b ir  "ölçüm" 
gerçek leştiğ inde o rtay a  ç ıkan  k u an tu m  du ru m  in d irg en m esi olm ak üzere, 
iki k u an tu m  işlem i U ve R a ra s ın d a k i çelişk id ir. U işlem i, b u lu n d u ğ u n d a , 
fizikçilere ta n ıd ık  gelen  tü rd e  b ir  şeydi: b ir  (kısmi) d ife ran s iy e l denklem  
ta ra f ın d a n  be lirlen im ci b iç im de k o n tro l ed ilen  b e lir li m a tem atik se l b ir  n i 
celiğin, d iğe r b ir  deyişle \ıp) d u ru m  v ek tö rü n ü n , S chröd inger denk lem in in  
za m a n sa l evrim i k lasik  M axw ell denk lem lerin ink inden  (bkz. §21.3 ve a l ış 
tırm a  [19.2]) fa rk lı o lm am ak  üzere, b e lirg in  zam an sa l evrim i. Öte ta ra f ta n  
R işlem i o n la r  iç in  o ldukça yeni b ir  şeydi: bu  aynı |)/>}'nin, y a ln ızca  fark lı 
so n u ç la ra  ilişk in  o la s ılık la r ın  belirlend iğ i, sü rek siz  b ir  rasg e le  s ıç ram ası. 
G özlem lenen dü n y ay la  ilg ili fizik  b a s i t  b iç im de, U u y arın ca  y a ln ızca  kendi 
üzerine  e tk iyen  b ir  |ı/>) n iceliğ ince aç ık lan say d ı bu  d u ru m d a  fizikçiler 
U 'yu, "fiziki o la rak  gerçek" b ir  \ıp) iç in  "fiziki o la rak  gerçek" b ir  evrim  iş le 
m i sa ğ la r  b iç im de k ab u l etm ekle ilg ili h erh an g i c idd i b ir  s ık ın tıy a  sah ip  
o lm azlard ı. Ne yazık  ki gözlem lenen  d ü n y an ın  d av ra n ış  b iç im i bu  d eğ il
d ir. B unun  yerine  zam an  zam an  b ir  R a lg ıla r görünm ekteyiz! (Şekil 22.1 'i 
an ım sayın .) Bu du rum  fiz ikçile rin , |ı/j)'nin so n u ç ta  gerçek ten  fizik i gerçek
liğe ilişk in  b ir  aç ık lam a o lab ileceğ ine in a n m ala rın ı çok d a h a  zo rla ş tırd ı. 
D urum un  U evrim i u y a rın c a  ev rim leşm esi gerek irken  R ne şek ilde o rtaya 
ç ıkab ild iğ iy le  ilg ili kafa k a r ış tır ıc ı konu (§ 23 .6 'da k ısaca  ta r t ış ılm ış  olup 
§ 21.8 ve 22.1 'de  ü s tü  k ap a lı b iç im de değ in ilm iş olan) k u an tu m  m ek an iğ i
n in  ölçüm  so ru n u d u r; ya d a  kendi te rc ih im le  ö lçüm  p a ra d o k su .

(a) b ak ış  aç ıs ı tem el o larak , |ı/»)'yi b ir  k u an tu m  sev iyesi gerçekliğ in i 
te m sil eden  değil fak a t y a ln ızca  deneycin in  b ir  k u an tu m  sis tem in e  ilişk in  
"bilg i"sin i aç ık lad ığ ı k ab u l ed ilen  b ir  şey o la rak  d eğ erlend iren  N iels B ohr 
ta ra f ın d a n  özel o la rak  ifad e  ed ild iğ i üzere K o penhag  y o r u m u  o n to lo jis i
d ir. R u y arın c a  "sıçram a" böylece b a s it  o la rak  deneycin in  s is tem le  ilg ili 
d ah a  faz la  b ilg i ed inm esi b iç im inde  an la ş ılır , öyleyse s ıç ra y an  s is tem in  
fiziğ i değil bilgidir, (a) u y a rın c a  k u an tu m  sev iyesi o lg u su n a  a tan m ış  h e r 
h an g i b ir  "gerçeklik", tek  gerçeklik , deneycin in  düzeneğine ev sah ip liğ i y a 
p a n  k lasik  dün y an ın k i olm ak üzere, a ran m am alıd ır, (a)'nm  fa rk lı b ir  b iç i
m i o la rak  b u  "klasik dünya"n ın , gözlem cin in  ölçüm  düzeneğ in i o lu ş tu ra n  
"m akroskopik  m ekan izm a"n ın  b ir  p a rç a s ı sev iyesinde değil fak a t gözlem 
cin in  kend i bilinci sev iyesinde devreye g ird iğ iy le ilg ili b ak ış  ben im seneb i- 
lir. Bu a lte rn a tif le r i k ısa  sü re  iç inde d ah a  a y rın tılı o la rak  ta rtışacağ ım .

Öte ta ra f ta n  (b) a l te rn a tif in in  des tekç ile ri gerçekliğ i |ı/j)'nin tem sil e t ti
ğ in i  k ab u l ed e r fa k a t R 'n in  m eydana  geld iğ in i red d ed erle r. B ir ölçüm  g e r



çek leştiğ inde  a s lın d a  a l te rn a t if  tü m  so n u ç la rın  gerçek lik te , a l te rn a t if  ev
ren le rin  tem el b ir  k u an tu m  d o ğ ru sa l ü s t  ü s te  b in m esin d e  bir a ra d a  b u 
lu n d u ğ u n u  id d ia  ederler. Bu tem el ü s t  ü s te  b inm e tü m  evren le ilg ili b ir  
|t(ı) d a lga  fonksiyonunca aç ık lan ır. Bu bazen  "çoklu ev ren ler"1 o la rak  a d 
la n d ır ıl ır  fak a t d ah a  uygun  o ldu ğ u n a  inand ığ ım  b ir  te rim  o m n iy u m 'd u r.2 
Bu b ak ış  aç ısı, genellik le gün lük  k o nuşm a d ilinde  fa rk lı a l te rn a tif  d ü n y a
la rın  p a ra le l b ir  a ra d a  v a ro lu ş la r ın a  yönelik  b ir  inanç  o la rak  ifad e  ed ilse 
de, y an ıltıc ıd ır . A lte rn a tif  d ü n y a la r  bu  b a k ış ta  gerçek ten , ay rı o la rak  "var 
olmaz"; y a ln ızca  |ı/<)'yle ifade ed ilen  geniş özel ü s t ü s te  b in m e  gerçek o la 
rak  k ab u l ed ilir.

N için  (b) u y arın c a  om niyum , b ir  gözlem ci ta ra fın d a n  asıl "gerçeklik" 
o la rak  a lg ıla n m a z? F ikir, deneycin in  zih in  d u ru m la rın ın  da, bu  fa rk lı b i
reyse l z ih in  d u ru m la rı g erçek le ştir ilen  ö lçüm ün o lası fa rk lı so n u ç larıy la  
do lanm ış olm ak üzere, k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esinde  b irlik te  v a r  o ld u ğ u 
dur. B u rad an  h arek etle  görüş, ölçüm e ilişk in  o lası fa rk lı h e r  sonuç la  ilg ili 
e tk in  o la rak  "fark lı b ir  dünya", k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esin d e  b ir  a ra d a  
b u lu n a n  tü m  b u  fark lı d ü n y a la rın  h e r  b ir in d e  deneycin in  ay rı b ir  "kop- 
ya"sı v a r  olm ak üzere, b u lu n d u ğ u d u r. D eneyciye a it h e r  kopya deneyle il
g ili fa rk lı b ir  sonuç elde ed e r fa k a t bu  "kopyalar" fa rk lı d ü n y a la rd a  b u lu n 
d u ğ u n d an  a ra la r ın d a  h erh an g i b ir  ile tiş im  y o k tu r ve h e r  b iri yaln ızca  b ir  
sonuç o rtay a  ç ık tığ ın ı d ü şü n ü r, (b) sav u n u cu la rı genellik le, R 'n in  m ey d a
n a  g e lir  g ö rü n d ü ğ ü  y aln ızca  "tek b ir  dünya" o lduğu  iz len im in i zo rlayan  
şeyin , b ir  gözlem cin in  tu ta r lı  b ir  "fa rk ında lık  du rum u"na  sah ip  olm a ge
rek liliğ i o lduğunu  id d ia  ederler. Böylesi b ir  bak ış aç ısı (diğer pek ço k la rı
n ın  bu  ta rz  b ir  gö rüşle  d ah a  önceden, açık olm aya c ü re t e tm eksizin  ve h e r 
zam an  in a n a ra k  o lm asa  da, b irey se l o la rak  -1 9 5 0 'le r in  o r ta s ın d a  ben im  
de yapm ış o lduğum  g ib i-  o y a lan d ığ ın d an  ku şk u lan m am a rağm en!) açık 
b iç im de ilk  kez 1957'de III. H ugh E v ere tt ta ra f ın d a n  o rtay a  kondu .3

B ü sb ü tü n  te rs  d o ğ aların a  k a rş ın  (a) ve (b) bak ış aç ıla rı, |ı/>)'nin, kend isi 
yo luy la  m akroskop ik  ölçekte hep im iz in  deneyim led iğ i g ö rü n ü ştek i gerçek 
dünyay ı k as te ttiğ im  gözlem lediğim iz "gerçeklik"le n a s ıl ilişk ile n ir  kabu l 
edileceğiyle ilg ili o la rak  önem li baz ı o rtak  n o k ta la ra  sa h ip tir . Bu gözlem 
lenen  d ü n y ad a  b ir  deneye ilişk in  y a ln ızca  b ir  sonucun  o rtay a  çık tığ ı kabu l 
ed ilir  ve a s lın d a  no rm al o la rak  "gerçeklik" b iç im inde değ ind iğ im iz şeyi 
aç ık lam ak  ya da m odellem enin  hak lı o la rak  fiziğ in  görevi o lduğunu  d ü şü 
nü rüz . \ıp) du ru m  vek tö rü  ne (a) ne de (b) u y arın c a  gerçekliğ i aç ık la r  b i

1 Bkz. Deutsch, 2000.
2 Bu terim i klasik biçim  yanlısı m eslektaşım  Peter Derovv’a borçluyum. Bkz. Penrose, 1987a.
3 Bkz. Everett, 1957; De W itt ve Graham, 1973.



çim de k ab u l ed ilir. F o rm alizm in  bu  gözlem lenen gerçek dünyay la  n a s ıl 
ilişk ilend iğ ine  an lam  k azan d ırm ak  üzere  h e r  se fe rinde  deneyci b ir  in sa n ın  
k av ray ış ın ı devreye sokm ak zorunday ız , (a) d u ru m u n d a  \tp) d u ru m  v ek tö 
rü n ü n  kend is i bu  deneyci in sa n ın  k a v ra y ış la rın ın  b ir  a ra c ı o la rak  kabu l 
ed ilirken  (b) d u ru m u n d a , |ı/;) d u ru m  vek tö rü  a r tık  d o ğ ru d an  a lg ılan m ay an  
d a h a  d erin  b ir  tü r  b a ş a t  gerçekliğ i (omniyum) gösterm ek  üzere , b ir  şekilde 
deneycin in  kav ray ış ı o la rak  b e tim len en  şey "s ıra d an  gerçeklik"tir. H er iki 
d u ru m d a  da R 'n in  "sıçram a"sı, "tüm üyle zih inde" olm ak an lam ın d a , fiziki 
b iç im de gerçek o larak  k ab u l edilm ez!

(a) ve (b) ko n u m la rın ın  h e r  ik isiy le  ilg ili kend i so ru n la rım ı zam anı g e 
lince  aç ık layacağ ım  fak a t b u n d an  önce geleneksel k u an tu m  m ekan iğ in i 
yo rum lam aya ilişk in  b aşk a  b ir  o la sılığ a  değinm eliy im . A nlayab ild iğ im  k a 
d arıy la  bu , belk i de ontolo jik  b ir  d u ru ş ta n  d ah a  çok p rag m a tik  b ir  d u ru ş  
o lm asın a  rağm en, k u an tu m  m ekan iksel bak ış aç ıla rın ın  en  yaygın  o la n ı
d ır; (c) çevresel evre u y u m su z lu k ,  (c)'ye ilişk in  fik ir, ele a lın an  k u an tu m  
s is tem in in  h e rh an g i b ir  ölçüm  işlem inde  çev resindek ile rden  y a lıtılm ış  b i
ç im de k ab u l ed ilem eyeceğid ir. Bu nedenle , b ir  ö lçüm  g erçek le ştir ild iğ in d e  
fa rk lı h e r  sonuç, kendi b a ş ın a  b ir  k u an tu m  d u ru m u  o lu ş tu rm a z  fa k a t ken 
d is in in  çevreye ilişk in  fa rk lı b ir  d u ru m la  k a rış tır ıld ığ ı k a rış ık  b ir  d u ru 
m u n  (§23.3) p a rç a s ı o la rak  ele a lınm ak  zo ru n d ad ır. Şu h a ld e  çevre, etk in  
b iç im de rasge le  h arek e t h a lin d ek i çok büyük  m ik ta rd ak i p a rç a c ık ta n  o lu 
şa c a k tır  ve bu  p a rç ac ık la ra  ilişk in  konum  ve h a re k e tle r in  tü m  ay rın tıla r ı 
u y g u lam ad a  tüm üyle gözlem lenem ez kabu l edilm ek z o ru n d a d ır.4 B ilg inin  
e sasen  eksik  o lduğu  bu  tü r  d u ru m u  ele a lm ak  üzere  iy i ta n ım lı m a tem a
tik se l b ir  işlem  söz konu su d u r: ele a lın an  fizik i s is tem i aç ık lam ak  üzere 
y o ğ u n lu k  m a tr is i  o la rak  b ilin en  m atem atik se l nesney i elde etm ek iç in  b i
linm eyen  çevresel d u ru m la r  "ü s t ü s te  eklenir". Y oğunluk m a tr is le r i k u a n 
tu m  m ekan iğ indek i ölçüm  so ru n u y la  ilg ili genel ta r t ışm a  iç in  önem lid ir 
(ve ay rıca  pek çok d iğer b ağ lam d a  da önem lidir) fak a t on to lo jik  konum ları 
hem en  hem en  hiç açık  değ ild ir. Bir yoğunluk  m a tr is in in  ne o lduğunu  çok 
k ısa  sü re  iç inde  (§29.3'te) aç ık layacağım . B unun la  b irlik te , yoğun luk  m a t
r is i on to lo jisin in  tüm üyle  açık  h a le  g e tir ilm e m e s in in  (c) konum u iç in  n e 
den önem li o lduğunu  d a h a  so n ra  göreceğiz! (c) b ak ış  aç ıs ın ın  sa v u n u c u la 
rı k en d ile rin i h e r  d u ru m d a , on to lo jin in  "değersiz" k o n u la rıy la  ilişk ile ri o l

4 Bazı fizikçiler, §§29.7-9'da geleceğimiz Schrödinger’in ü s t üste  binm iş ölü ve canlı kedileri 
gibi, makroskopik olarak farklı durum lara ilişkin kuantum  ü st üste  binm esiyle ilgili "hiçbir 
sorun" olm adığını iddia eder çünkü ölü ve canlı durum lar arasında  girişim  algılam ak üzere 
b ir deney tasarlam ak  b as it olarak "son derece m asraflı" olur ya da p ra tik  olarak olanaksız
dır. Bu, yine, esasen burada  ilgilendiğimiz ontolojik konulara yönelmeyen "pragmatik" b ir 
duruşu  benim sem ektir. Böylesi fizikçileri genel o lara (c) kategorisine dahil edeceğim.



m ayan  ve "gerçek" ile "gerçek o lm ayan ''ın  ne o lduğuy la  h iç b ir  ilg ile ri o l
m ad ığ ın a  inanm ak  is tey en  "pozitiv istle r"  o la rak  değerlend irm e eğ ilim in 
deler. S tephen  Havvking'in ded iğ i g ib i:5

B ir k u r a m ın  g e rçek lik te  k a r ş ı l ığ ı  o lm a s ın ı  ta le p  e tm e m  ç ü n k ü  b u n u n  n e  o l

d u ğ u n u  b ilm iy o ru m . G e rç e k lik  tu r n u s o l  k a ğ ıd ıy la  t e s t  e d e b ile c e ğ in iz  b i r  n i 

te l ik  d e ğ ild ir .  B unda i lg i le n d iğ im  te k  şe y  k u ra m ın , ö lç ü m ü n  s o n u ç la r ım  ö n 

g ö rm e s i  g e re k tiğ id ir .

Öte ta ra f ta n  benim  konum um  ontoloji konusu n u n , günüm üzde çözülm ek
ten  o ldukça uzak  bazı k o n u la ra  ned en  o lsa  da, k u an tu m  m ekaniğ i iç in  y a 
şa m sa l o lduğudur.

29.2 Kuantum kuramıyla ilgili alışılmadık ontolojiler

Tüm  b u n la ra  ay rın tılı o la rak  g irm eden  önce k u an tu m  m ekaniğ iy le ilg i
li genel üç b ak ış  açısın ı d ah a  değerlend irey im . Ne lis tem in  h e r  b iç im de 
çok geniş k ap sam lı o lduğuna hükm edilm eli ne de b u  yeni o la n la rın  önceki 
bö lüm de su n m u ş o lduk la rım dan  tüm üy le  b ağ ım sız  o lduğu  kabu l ed ilm eli
dir. B u rad a  ele alacağım  (a), (b), (c), (d), (e), (f) lis te s i m evcu t y az ın d a  en sık 
b iç im de b u lu n a ca k  tü rd ek i bak ış aç ıla rı dağ ılım ın ı tem sil eder fak a t l is te 
m in tam lığ ı, bağ ım sızlığ ı ya da özgün lüğüne ilişk in  h e rh an g i b ir  id d ia d a  
b u lunm uyorum . B urada ele a lacağ ım  üç ek ontolo ji o lağan  k u an tu m  fo r
m alizm indek i gerçek değ işik lik leri g ö s te rir  fa k a t ik is inde, (d) ve (e), ö n e ri
len fo rm alizm le s ta n d a r t k u an tu m  m ekan iğ i a ra s ın d a  deneysel b ir  ayrım  
o lu şm ası beklenm ez, (d) b ak ış  aç ıs ı G riffith s, Om nes ve G ell-M ann /H art- 
le 'a  a tfed ilen  " tu ta rlı geçm işler" y ak laşım ı ve (e) de Broglie ve Bohm /H i- 
ley 'in  "p ilo t-d a lg a"  o n to lo jis id ir.6 Son o lasılık  (f), günüm üz k u an tu m  fiz i
ğ in in  y a ln ızca  d ah a  iyi b ir  şeye yönelik  yak laşık lık  ta h m in id ir  ve - b u  ge

5 Bkz. Havvking ve Penrose, 1996, s. 121.
6 Liste yalnızca sem boliktir ve listelediklerim  arasında  pek çok ince bakış açısı farkı söz ko

nusudur. Örneğin, Sorkin, 1994, gibi bazıları "kuantum  gerçekliği"nin en iyi şekilde, §§26.6- 
l l ’de karşılaştığ ım ız yol in tegralleri ve/ya da Feynm an grafikleri biçim inde anlaşılacağını 
ifade etti. Anlayabildiğim kadarıy la bu belirli ontoloji ailesi, (d)'yle o rtak  bazı önemli ele
m anlara  sahip  olsa da, kendisi uyarınca "kuantum  durum u"nu ya da "kuantum  geçmişi"ni 
tanım layan belirli b ir  üst üste  binm enin "gerçeklik" konum una atanacağı (b) ta ra fın d an  kap 
sanan  sınıfa a ittir. Kendileri uyarınca, son ölçüm den geleceğe yayılan b ir  Schrödinger dalga 
fonksiyonunun sonraki ölçüm den geçmişe yayılan b ir  Schrödinger dalga fonksiyonuyla b ir 
likte gerçekliğin açıklanm asında kaydedildikleri (bkz. §30.3) Aharonov ve Vaidman, 2001; 
Cramer, 1988; Costa de Beauregard, 1995; VVerbos ve Dolmatova, 2000, "eylemsel" ontolojile
rini de ayrıca belirtm eliyim . Bununla b irlik te daha fazla bileşen olm aksızın ölçüm paradok
sunun  bu a lte rn a tif  bakışların  herhangi b irinden daha iyi çözümleneceğini sanm ıyorum .



lişm iş  k u ra m d a -  U ve R 'n in  nesnel o la rak  gerçek iş lem ler b iç im inde  g e r
çek leşm esid ir; d a h a s ı gelecek deney le rin in  böy lesi b ir  k u ram ı geleneksel 
k u an tu m  m ekan iğ inden  ay ırt edebilm e gerek liliğ i (f)'ye ilişk in  p e rsp e k tifin  
p a rç a s ıd ır .

G erekli a ra ç la ra  sah ip  o lduğum uz sü rece çeşitli a lte rn a tif le r le  ilgili, 
(a), ..., (f), d eğ erlend irm elerim i su n m ay a ça lışacağ ım . B unun la  b irlik te  
oku run  bu  değerlend irm elerle  ilg ili uygun  nesnel tu tu m u  a lab ilm esi için  
b u  a şam a d a  açık  o la rak  kend i konum a ilişk in  "gerçeği söylem em " en iy isi 
o lacak. A slında ben, k u an tu m  fiz iğ in in  b ü tü n c ü l b iç im de tu ta r l ı  b ir  an lam  
ifade  edeb ilm esi iç in  (f) p a ra le lin d e  b az ı gelişm elerin  gerek tiğ ine  güçlü  b i 
çim de inan ıyo rum . Sonraki bö lüm de esasen  b a n a  en doğal g ö rünen  be lirli 
(f) v e rs iy o n u n u  o rtay a  koyacağım . Bu u y arıy la  b irlik te  ilk  o larak , okuyu
cu n u n  z ih n in d e  açık b iç im de tu tm a s ın ı am açlad ığ ım  tü m  a lte rn a tif le r i 
lis te ley erek  devam  edelim .

(a) "Kopenhag"
(b) çoklu d ü n y a la r

(c) çevresel evre uyum suzluk

(d) tu ta r l ı  geçm işler

(e) p ilo t dalga
(f) nesne l R'li yeni ku ram

(d) ve (e) hakk ında, henüz o n la rı gerçek ten  aç ık lam ad ığ ım  iç in  b irkaç 
u y a r ıd a  b u lu n m am  gerekecek, (d) " tu ta r lı geçm işler" ta s la ğ ı k u an tu m  k u 
ram ın ın  s ta n d a r t  çerçevesine ilişk in  b ir  genellem e su n a r. Bazı y an lıla rı, 
b ir  b ak ım d an  d ah a  b ile  sa v u rg a n  o lm asına  rağm en  (d)’yi, (b) çoklu  dünya- 
la rın k in e  b iraz  b enzer b iç im de su n d u la r  fa k a t göreb ild iğ im  k ad a rıy la  
böy lesi sa v u rg a n  b ir  on tolo ji gerek li o lm ay ab ilir  de. (b) ve (d)'nin h e r  ik i
s in d e  de tem el b ile şen le r o la rak  b ir  H H ilb e rt uzayı, H 'ye a i t  b ir  |t/>0) b a ş 
langıç d u ru m u  ve b ir  X  H am ilto n ın a  sa h ip  o lduğum uz b ir  konum u b en im 
se y eb iliriz .7 (b) çoklu d ü n y a la r  d u ru m u n d a  onto lo jik  konum  (om niyum a 
ait) gerçek liğ i t  =  O'da |t/<0) 'la  b aş lay ıp  t  > 0 iç in  tüm üy le  K  ta ra f ın d a n  b e 
lir len en  S ch röd inger denkelm ince yönetilen  1 -p a ram e tre li sü rek li b ir  d u 
rum  a iles i (t zam an  p a ra m e tre li H 'ye a it elem anlar) b iç im inde açık lanm a- 
lıd ır. B u rad a  R değil, y a ln ızca  U b u lu n u r. Öte ta ra f ta n  (d) tu ta r l ı  geçm işler 
d u ru m u  bun u , b u n la r  gerçek ö lçüm lerle  h e rh an g i b ir  b iç im de zo ru n lu  o la 
rak  b irle şek  şek ilde  değerlend irilm ese  de, "evrim "ine "R tip li işlem ler"i de 
d ah il e tm ek üzere  gen işle tir.

7 (d) form alizm i ayrıca, "başlangıç durum u"nun b ir yoğunluk m atris i olabilm esine de izin ve-
rir, Bkz. §29.3.



Bu iş lem lerin  m a tem atik se l doğasın ı an lam ak  üzere ilk  o la rak  k u a n 
tu m  m ekan iksel b ir  ö lçüm ün, ((d)'ye ilişk in  o la rak  b u  iş lem leri ö lçüm ler 
b iç im inde d ü şünm esek  bile) m a tem atik se l o la rak  H erm itse l (ya da norm al) 
b ir  Q iş lem cisin in  eylem i b iç im inde  n a s ıl ta n ım la n d ığ ın ı §§22.5, 6 'd an  
an ım sam ak  zorunday ız. S istem in  d u ru m u  hem en ö lçüm den  önce |ı/ı)'yse 
b u  d u ru m d a  onun, ö lçüm ün hem en  a rd ın d a n  ö lçüm ün  sağ lad ığ ı Q öz de
ğerine  k a rş ılık  gelen Q öz d u ru m u n a  "sıçra"d ığ ı k ab u l ed ilir. B unun la  b ir 
lik te  onun  |ıp) üze rindek i e tk isiy le  ilg ilen ild iğ i sü rece  Ç 'yu (H H ilb e rt u z a 
yım ızı uygun luk  b ak ım ın d an  son lu  b o y u tlu  kabu l etm ek üzere  Ç 'n u n  y a l
n ızca  r  ad e t ay rık  öz değeri o ld u ğ u n u n  varsayarak ) "tüm  b ir  o rtogonal 
p ro jek tö rle r küm esi"yle de, E1,E2lE3, . . . ,E r , d eğ iş tireb ilir iz . Böylece ölçüm  
qj öz değeri so n u cu n u  v erirse  |ı/»)'nin Ej |ı/>)'yle o ra n tılı  b ir  d u ru m a s ıç ra d ı
ğ ın ı g ö rü rü rü z  (izdüşüm  önerm esi).

Buna b iraz  d ah a  ay rın tılı bakalım . Bir p ro jek tö rü n , §22.6 'd an , kendi 
k a resi ve H erm itse line  e ş it o lan  b ir  E işlem cisi, d iğer b ir  deyişle

E2 =  E = E'

o lduğunu  an ım sarız . E1, . . . ,E r p ro jek tö rle rin in  b irb ir le r in e  ortogona l o l
du k la rı sav ı

i it j  o lduğu  h e r  zam an  EtEj = O 'dır 

ve tam  o lu ş la rı to p la m la rın ın  H üzerindek i b irim  / 'y a  e ş it o lm asıd ır:

Ê  E2 E% Er — /.

Bu şa r t la r ın  tü m ü n ü  yerine  ge tiren  E 'le r  küm esine b a s it  o la rak  pro jek tö r  
k ü m e s i  diyelim . Q ve ilg ili p ro jek tö r küm esi a ra s ın d a k i b ağ lan tı, Q 'ya a it 
h e r  b ir  qj öz değeri iç in  ilg ili öz vek tö r uzay ın ın  Ej\ı/j) b iç im indek i v ek tö r
le rd en  o lu şm asıd ır. Ej p ro jek tö rü n ü n  ro lü , qj öz değeri iç in  bu  öz vek tö r 
uzay ın a  iz d ü şü rm es id ir .12911

Ç 'y la tem sil ed ilen  ö lçüm deki R işlem iy le ilg ili iz d ü ş ü m  ö n erm esi b i
ze, ö lçüm ün  sonucu  q f yse bu  d u ru m d a  |ı/;)'nin £y|ı/ı}'ye (oran tılı b ir  şeye) 
s ıç ray acağ ın ı söyler. Bu, |ı/>)'nin n o rm a lleştir ild iğ in i, d iğer b ir  deyişle 
(ı/>|ı/ı) =  1 o lduğunu  v arsa y arsak ,

[29.1] fy|ı/ı>’nin niçin |t/>)’ye uygulanan Q = q1E1 + q2E2 + q3E3 H----- 1- qr£ r 'yle verilen b ir ölçü-
mün, norm alleştirm enin göz ard ı edildiği, sonucu olduğunu, qj öz değer ve ql t q2,q 3, . . . ,q r n i
celikleri aynk  gerçel sayılar olmak üzere, açıklayın. Genel sonlu boyutlu H erm itsel işlem ci
sinin bu biçime sahip olduğunu kan ıtlayab ilir m isiniz? Sonlu boyutlu  herhangi b ir Q H er
m itsel m atris in in  ün iter dönüşüm  yoluyla b ir köşegen m atrisine dönüştürüldüğünü v a rsa 
yabilirsiniz. f 'l e r  Q'ya a it tem el denkgüçlüler  olarak adlandırılır. Q norm al işlem cisi için 
hangi değişiklikler gerekir?
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o lasılığ ıy la  verilir. Bu neden le  k u an tu m  d u ru m u  ü ze rin d e  Q 'y a  k a rş ılık  ge
len  etk iy i aç ık lam ak üzere  y a ln ızca  Ç 'y la ta n ım la n a n  p ro jek tö r küm esin i 
ele a lm am ız gerekir.

A rtık  (d) tu ta r l ı  geçm iş ler y ak laş ım ın a  ilişk in  ontolo jiye dönelim . Ku
ram , h e r  b ir i M  H am iltom  k u lla n a ra k  (b) çoklu  d ü n y a la r  y ak laşım ın d ak i 
ev rim leşen  b ir  S chröd inger "om niyum "una büyük  o ran d a  benzeyen , kalırı 
ta n e li geçm işlera o la ra k  a d la n d ır ıla n  v a r lık la r la  işler. D iğer ta ra f ta n
(d)'yle b irlik te , evrim  sü res in ce  p ro jek tö r k üm elerin in  çeş itli t değerlerine  
y e rle ş tir ilm esin e  de iz in  veririz .

B öylesi b ir  p ro jek tö r k ü m esin in  y e rle ş tir ilm esin e  ilişk in  ontolo jik  ko 
num  ben im  iç in  h â lâ  y e terin ce  açık  d eğ ild ir fa k a t bu  tü r  b ir  p ro jek tö r k ü 
m esin in  ro lü n ü n , d ü n y ad a  ne o lm ak ta  o ld u ğ u n a  ilişk in  tem el b ir  değ işim i 
gö ste rm ek  yerine  geçm işin  b ir  tü r  "a rıtılm a"s ın ı sağ lam ak  o ld u ğ u n a  i l iş 
k in  yak laşım ın  b en im sen m esi te şv ik  ed ilir. P ro jek tö rle r kesin lik le  baz ı 
n esn e l ö lçüm lerce verilen  on to lo jik  konum a a tan m a m a lıd ır . D aha uygun  
b ir  benzetm e p ro jek tö r kü m elerin in  k a lın  ta n e li "k u tu lar"la  ilg ili o larak , 
k lasik  faz uzay ındak i g ib i (bkz. §27.3), a rıtım  ya d a  değ işik lik le r sağ lam ası 
o lab ilir; b u ra d a  k u lla n ıla n  "kalın  ta n e li geçm iş" te rim in in  sebeb i bud u r. 
B ir p ro jek tö r küm esiyle (ve b en z er b iç im de k u an tu m  ö lçüm ünde b en im 
senm iş o lan  s ta n d a r t  işlem le) k a rş ıla ş ı la n  nok tad ak i böy lesi k a lın  ta n e li 
b ir  geçm işte  m evcut |ip) d u ru m u n u n  yeri, Ej p ro jek tö r küm esin in  b ir  üyesi 
o lm ak üzere, Ej\ıp) (buna o ra n tılı  b ir  şey) ta ra fın d a n  d eğ iş tir ilir . Bu b ir  
b ilg i kayb ı o la rak  d ü şü n ü le b ilir  fak a t küm edeki Ey'lerin tü m ü  iç in  
E j\ıp)'nm  tü m  aile  s in i ta k ip  edersek , \ıp) b a s itç e  b u n la rın  tü m ü n ü n  to p la 
m ı o ld u ğ u n d an  h e rh a n g i b ir  kay ıp  söz k o n u su  değ ild ir.

G erçekten a lg ılad ığ ım ız  tü rd e k i k lasik  d ü nyaya  benzeyen  b ir  şey in  o r
ta y a  çıkm asıy la  ilg ili is tek  u y arın ca , s ta n d a r t  k u an tu m  k u ra lla r ın a  göre 
h e sa p la n a n  o la s ılık la rın  o lağan  k lasik  o lasılık  k u ra lla r ın ı sağ lad ığ ı koşu l 
o lu şu rsa , b e lir li baz ı k a im  ta n e li geçm iş a ile le ri seçilip  ay r ılır  ve tu ta r lı 
(ya d a  bazen  "evre uyum suz") o la rak  a d la n d ır ılır .9 K alın ta n e li geçm işlerin

8 Bu bazen bas it biçim de "geçmiş" olarak ad land ırılır fakat bu, o terim in  §26.6'daki Feynman 
"geçm işler toplam ı"ndaki kullanım ıyla b ir  karışıklığa neden olabilir.

9 Bu, şu tip te  b ir koşuldur. Verili, ard ışık  projektör küm elerine sahip  olduğum uzu düşünün ve 
şim dilik H  = 0 olarak varsayın; bu durum da, |ıp0) başlangıç durum u olm ak ve "son durum" 
b ir D„ yoğunluk m atris i biçim inde kabul edilebilm ek üzere, bkz. §29.3, 
X = (4)0\EnFa. ..KoLoD^LK. ,.FE\xp0) ifadesini o luştururuz. (E,E'),(F,F'),...,(K,K'),(L,L")  a r 
dışık  projektör çiftleri sırasıy la  verili projektör küm eleri dizisine a ittir. Tutarlılık  koşulu, 
Jf'in gerçel kısm ının, (£, E'), (F, F'),.... (K, K"), ( i ,  L') çiftlerinden herhangi b irin in  eşit olm adı
ğı her zam an yok olm asını ta lep  eder. Bu tam  olarak  evrim in yalnızca Schrödinger kısm ı göz



tu ta r l ı  b ir  küm esi, tu ta r lılığ ı yok e tm eksiz in  (dahil ed ilm iş o la n la r ın  h iç 
b ir is iy le  denk  olm ayan) d iğer b ir  p ro jek tö r küm esi y e rle ş tir ilem iy o rsa  
a za m i ö lçüde  a r ıtılm ış  o la rak  ad la n d ır ılır .  Azami ö lçüde a rıtılm ış  b ir  k ü 
m edeki b ir  geçm iş b an a , (d) b ak ış  aç ısı u y arın c a  on to lo jik  b iç im de "ger
çek" o la rak  değ erlen d irilen  şey in  güçlü  b ir  ad ay ın ı sağ lıyo rm uş g ib i gö
rü n m ek ted ir.

Yine de henüz bu  bak ış aç ıs ın ın  açık b iç im de o rtay a  kond u ğ u n u  g ö r
m edim  ve azam i ölçüde arıtılm ış  b ir  küm edeki g eçm işler b ü tü n lü ğ ü  ne d a 
h a  çok benzeyen  b ir  şey, ifade ed ild iğ in i duyduğum  " tu ta r lı geçm işler"le 
ilg ili on to lo jik  b ak ış  aç ıs ın a  d ah a  yak ın  g ib i g ö rü n ü y o r.10 Belki de bu , (b) 
çoklu d ü n y a la r  b ak ış  aç ıs ın d a  gö rdüğüm üz şeyle b ir lik te  d a h a  d ü zen lid ir  
fa k a t p ro jek tö r küm elerine  ilişk in  o lası a l te rn a t if  pek çok tu ta r l ı  to p lam ın  
varlığ ı bize a l te rn a t if  "dünyalar"a  ilişk in  d ah a  d a  gen iş to p lu lu k  sa ğ la r  
gö rünm ek ted ir. B unun la b irlik te  ay rıca  (b) çoklu d ü n y a la r  ta b lo su n d a  da 
ontolo jik  k arış ık lık  b iç im inde b ir  şey in  o rtay a  ç ıkab ild iğ in i an ım sarız . 
O ntolojik b iç im deki (|ı/ı}'yle açık lanan) "gerçek" om niyum  çok say ıd a  fa rk lı 
dü n y an ın  b ir  ü s t ü s te  b in m e s id ir  ve (yaln ızca kend ile rine  a it b e lir li \xp) 
ü s t  ü s te  b in m esi yerine) b u  b irey se l d ü n y a la rın  tü m ü n ü n  derlem esi "ger
çek" o la rak  k ab u l ed ilm em elid ir. Bu tü r  k arış ık lığ a  k a rş ı o lan  küm e, (d) tu 
ta r l ı  geçm iş ler b ak ış  aç ıs ın d a , doğru  k u an tu m  o la s ılık la rın ın  k u ram  ta r a 
f ın d an  sa ğ lan m ası an lam ın d a  av an ta jd ır; (b)'yle ilg ili o la rak  d u ru m  böyle 
görünm ez.

(e) "Bohmcu" (pilot dalga) d u ru m u n d a  ontolo jik  konum , b u ra d a  önem li 
baz ı ince lik le r b u lu n sa  b ile  çünkü b ir  an lam d a  gerçekliğe ilişk in  o la rak  
b ir i d iğ e rin d en  d ah a  k a tı o lan  ik i seviye söz k o n u su d u r, fe ra h la tıc ı b iç im 
de d ü nyaya  d ah a  çok yönelik tir. D urum u ilk  o la rak  yaln ızca  tek il b ir  sp in - 
siz p a rç a c ık ta n  o lu şan  b ir  s is tem e  ilişk in  o la rak  o rtay a  koym ak en b a s i t i 
d ir. Böylece gerçekliğe ilişk in  bu  k a tı düzey p arçac ığ ın  gerçek konum u t a 
ra f ın d a n  verilir. P arçacığ ın  konum u iki y a rık  deney inde (§21.4, Şekil 21.4) 
on to lo jik  o la rak  gerçek o ld u ğ u n d an  a s lın d a  o, ya b ir  y a r ık ta n  ya da d iğe
r in d en  g ider fa k a t h a rek e ti e sasen  ip ta ra f ın d a n  "yönlendirilir"; böylece

ardı edildiğindeki durum dur fakat önemsiz olm ayan Schrödinger evrimi, bu evrimi projek
tö rlerin  uygulam aları arasına  uygun biçim de sunm ak yoluyla yeniden göreve getirilebilir. 
Kalın taneli geçm işlerle ilgili bu "tu tarlılık  koşulu" kıyaslanan geçm işler arasındaki "giri- 
şimsizlik" koşulu olarak  yorum lanabilir.

10 Aslında, tu ta rlı geçm işler yazınına gerçekten tasarlanm ış herhangi bir "(d) o n to lo jisiy le  il
gili açık b ir  ifade yerleştirm edim . Burada sunduğum  şey yalnızca, bu konuya hâkim  olmakla 
ilgili, Jim  H artle 'la  yapılm ış genişletilm iş b ir  ta rtışm a  ve daha özel olarak Fay Dowker'la 
gerçekleşmiş bazı faydalı yazışm alara dayanan kendi girişim im dir. Ç abalanm a karşın  "(d)" 
cem iyetinin tem elde yatan  niyet edilm iş b ir ontolojisini hâlâ uygun biçim de sunam am ış ol
mam olasıdır.



bu , ı/ı'ye ik incil fak a t y ine de on to lo jik  o la rak  h â lâ  "gerçek" b ir  konum  sa ğ 
la r. Bu k u ram d a  ı/ı'nin m o d ü l  ve a r g ü m a n ıy la ilg ili (§5.1), "kuan tum  p o 
tan siy e li"  o la rak  an ılan  b ir  n icelik  ilk in d en  o lu ş tu ru lm ak  ve so n rak i "pilo t 
dalga" den ilen  şeyi tan ım la m a k ta  ku llan ılm ak  üzere, b ir  b iç im de fa rk lı tu 
tu m  tak ın m ak  o ldukça geneld ir. B unun la  b ir lik te  böy lesi b ir  ay rım  gerekli 
değ ild ir  ve önem i d ah a  k a rış ık  s is tem lerd e  d ah a  az b e lirg in  b ir  ha l a lır  
gö rünü r.

<//yi genellik le C düzenlem e uzay ı üzerinde tan ım lan m ış  k a rm a şık  b ir  
fonksiyon  o la ra k  d ü şü n eb ilir iz . 0 , C ü ze rindek i b ir  P n o k ta s ın ın  d a v ra n ı
şın ı "yönlendirm e" işlev iy le h izm et eder. S istem in  gerçekliğ ine ilişk in  katı 
p a rç a  esa se n  P ta ra f ın d a n  ta n ım la n a n  k lasik  düzenlem e o la rak  k ab u l ed i
lir  fa k a t ıp k arm aşık  fon k siy o n u n a  ayrıca , P 'n in  d a v ra n ış ın ı yön lend irm e 
ro lü n ü n  ü s tü n lü ğ ü  ta ra f ın d a n  b ir  tü r  (daha zayıf) gerçeklik  de a tan ır . So
nu ç  o la rak  tü m  ö lçüm lerin , b u ra d a  s is tem in  düzen len iş in e  ilişk in  ö lçüm 
le r an lam ın a  gelen  "konum " ö lçüm lerine  ind irgeneb ileceğ i d ü şü n ü lü r . C 
üze rindek i b ir  Q n o k ta s ın d a k i \t/i\2 m odül k aresi s is tem i Ç 'y la ta n ım la n a n  
düzen  iç inde  bu lm ay a  ilişk in  o lasılık  yoğun luğunu  ta n ım la r  fa k a t C ü ze
rin d ek i P 'n in  konum u s is tem in  gerçek  düzen lem esi o la rak  d ü şü n ü le n  şeyi 
be lirle r.

Şim di, tü m  b u n la r  "epey kolay" g ib i g ö rü n ü r fak a t ince lik le r söz ko n u 
su d u r. En b e lirg in  o larak , tab lo , ıp'nin  (§21.7'de v u rg u lan m ış  o lan  dalga 
fo n k siy o n la rın ın  h o lis tik  doğasıy la  uyum  sağ lam ak  üzere  o lm ası gerek tiğ i 
gibi) son  derece "holistik" o lduğu , epeyce yerel o lm ayan  b ir  ta b lo d u r. Öte 
ta ra f ta n  bu , k u an tu m  m ekan iğ inde kaç ın ılm az görünüyor. D aha da cidd i 
o lan  b ir  şey, |i/j0> b aş lan g ıç  d u ru m u y la  ilg ili o lasılık  dağ ılım ına , \ıp \2 k u 
a n tu m  o lasılık  k u ra lın ın  doğru  kalacağ ı ve a rd ış ık  ö lçüm ler so n ras ın d a  
doğru  kalm ay ı sü rd ü receğ i b iç im de yük lenm esi gereken önem li k o şu lla r 
m ev cu ttu r. T üm  ö lçüm lerin  sonuç o la rak  h e r  zam an  konum  ö lçüm lerine  
ind irgeneb ileceğ i v a rsa y ım ın ın  do ğ ru lu ğ u n u n  ve sp in  b en zeri k lasik  ol
m ayan  p a ra m e tre le r  ele a lın d ığ ın d a  düzenlem e uzayı ta b lo su n u n  uygun  
b iç im de b e lirg in  olup o lm ad ığ ın ın  so rgu lanab ileceğ i b ir  ek n o k ta  d ah a  söz 
ko n u su d u r. Yine de (e) ontolo jik  konu m u n u n  açık lığ ı (b u rad a  yüzleşm em iz 
gereken  b aşk ac a  k o n u la r b u lu n d u ğ u n u  §29.9 'da görecek o lsak  da) büyük  
o ran d a  kendi say g ın lığ ın a  k a z a n d ır ır .11

Son o la rak  (f)'ye uygun  b iç im de fa rk lı pek çok önerm e m ev cu ttu r. B un
la r ı b u ra d a  tü m  ay rın tıla r ıy la  an la tm am  uygun olm az fa k a t o n la rla  ilg ili 
baz ı genel y o ru m la rd a  b u lu n a b ilir im . Bu önerm elerin  o ldukça büyük  b ir

" Bkz. Bohm ve Hiley, 1995; Valentini, 2002. Antony Valentini ayrıca, atölyede, de Broglie- 
Bohm kuram ıyla ilgili, yakında basılacağını umduğum uz b ir kitaba da sahip tir.



kısm ı ev rim leşen  b ir  \ıp) d u ru m  vek tö rüy le  ilg ili on to lo jik  o la rak  gerçek 
b ir  konum u (en az ın d a n  geçici b ir  tu tu m  olarak) k ab u l edecektir. Böylesi 
b ir  k u ram d ak i \ıp) zam an  evrim i U 'nun  R 'yle değ işim li o lu şu n a  y ak ın d an  
benzeyen, s ta n d a r t  k u an tu m  m ek an iğ in in  b ize p ra tik te  benim sem em izi 
söy lediği b ir  şeydir; bkz. Şekil 22.1. (f) b ak ış  aç ısıy la  p a ra le l k u ra m la r  k u 
an tu m  m ekan iksel d ü şü n ü şe  ilişk in  o la rak  "ana akım  dışı" b iç im inde  ele 
a lın m a sın a  k a rş ın , (f)'nin gerçekte, U ve R k u an tu m  m ekan iksel evrim  i ş 
lem lerin in  ik is in in  de, ontolojik  o la rak  c idd i b iç im de gerçekliğe ilişk in  ev
rim i aç ık lad ığ ı k ab u l ed ild iğ inden , b u g ü n  u y g u lam ad a  k u llan ıld ığ ı haliy le  
k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  fo rm alizm in  gerçekliğ in i en  çok ka b u l ed en  
bak ış aç ıs ı o lduğu  çok m aku l b iç im de söylenebilir! B unun la  b ir lik te  so 
run , (f)'nin s ıra d a n  ü n ite r  evrim de değ işik lik le r o lm ası gerek tiğ ine  ilişk in  
ta leb i neden iy le  ve (f)'yi an a  ak ım d an  ay ıra n  şey b u d u r, U ve R 'n in  b irb ir-  
leriy le  m a tem atik se l o la rak  tu ta r s ız  o lm ala rıd ır.

R n iç in  m atem atik se l o la rak  U 'yla tu ta rs ız d ır?  Belki de en b e lirg in  n e 
den R, d u ru m  v ek tö rü n d e  (ölçüm den önceki d u ru m u n  gerçek te ölçüm  iş 
lem cisine a i t  b ir  öz d u rum  olduğu  is t isn a i h a l d ışında) sü rek siz  b ir  değ iş i
m i te m sil ederken  U 'nun h e r  zam an lı sü rek li b iç im de d av ra n m asıd ır . Bu
n u n la  b irlik te  R ta ra f ın d a n  h arek e te  geç irilen  "sıçram a"n ın  m u tlak  b iç im 
de k en d iliğ inden  o lm ad ığ ın ı b ile  d ü şü n sek , R 'deki b e lirlen im cilik  y o k su n 
luğu  neden iy le  ü n ite r lik te  so ru n  söz k o n u su  olur. U 'da a s la  m eydana gel
m eyecek b ir  şey  olm ak üzere, ayn ı g ird id e n  fa rk lı a l te rn a t if  so n u ç la r  o r ta 
ya ç ıkab ilir. D ahası, R 'yi gerçek b ir  iş lem  h a lin e  ge tiren  b ir  ku ram , (önem 
siz olm ayan) b ir  k u an tu m  s ıç ram ası, R 'yle uyum lu  o larak , gerçek ten  o r ta 
ya ç ık tığ ın d a  a s la  ü n ite r  olam az. B una k arş ın , U 'nun b ize o lasılıkçı R'yi 
sağ lam asın ı sekteye u ğ ra ta n  "m odül k a re s i kuralı", b ize R 'yle ilg ili o la s ılı
ğa ilişk in  b ir  k o runum  y a sa s ı (tem el o la rak  k u an tu m  o la s ılık la r ın ın  k en d i
le ri yo luy la  h esap la n d ığ ı (<pUl>) sk a le r  ça rp ım la rın ın  ü n ite r  zam an  evrim i 
a l tın d a  k o ru n m ası gerçeği, §§22.4, 5) verm ek üzere U 'nun ü n ite r liğ in i işe 
k o ş tu ğ u n d a n  U ve R iş lem leri a ra s ın d a  k ay d a  değer b ir  tü r  uyum  m ev cu t
tu r. Bu, k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  m uc ize le rin  tam am lay ıc ı b ir  p a rç a s ı
d ır  ve in sa n la rın  o k u ram ın  ilkeleriy le  ne şekilde o lu rsa  o lsun  oynam aya 
gönü lsüz o lm a la rın a  ilişk in , (f)'nin günüm üz k u an tu m  fiz ikçile ri a ra s ın d a  
n iç in  özel o la rak  gözde o lm adığ ın ı k ısm en  aç ık layan  iyi b ir  neden  su n a r.

Yine de b ir  değ işik lik  beklem ek iç in  güçlü  n ed en le r b u lu n d u ğ u n a  in a 
n ıyorum . Böylesi b ir  değ işik lik  b a n a  göre tem el b ir  devrim i tem sil ed e r ve 
bu  y a ln ızca  k u an tu m  m ekaniğ i ü ze rin d e  "tam ira t" y ap m ak la  b aşa rılam az . 
B una rağm en , gerekli değ işik lik lerin  ken d ile ri günüm üz fiz iğ in in  ka lb inde  
b u lu n a n  m erkezi ilkelere tüm üy le  sayg ılı o lm ak zo ru n d ad ır. Önceki p a ra g 
ra f ta  b e lir tild iğ i üzere  k u an tu m  fo rm a lizm in in  m u tlak  k a tılığ ı b u  gerek li



lik le rin  ik is in in  de sebeb id ir. B ir k ıy aslam a o larak  Nevvton fiz iğ in in  k a tılı
ğ ın ı an ım sayalım . G örelilik ve k u an tu m  m ekan iğ i onun  ü ze rin d e  ta m ir  y a 
p a ra k  değil fa k a t Nevvton k u ram ın ın  son  derece düzen li L agrange denkle- 
m i/H am ilto n /s im p lek tik  geom etrik  y ap ıs ın a  gerek li saygıy ı y ine de g ö s te r
m iş o lan  devrim ci b ak ış  aç ıs ı değ işik liğ i yo luyla elde ed ild i. Şu an a  k ad a r  
çeşitli in sa n la r  ta ra f ın d a n  k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in  o la rak  ile ri sü rü l
m üş d eğ iş ik lik le r12 böy lesi sayg ın  b ir  devrim ci k a ra k te rd e  m id ir  yoksa 
y aln ızca  ta m ira tla  m ı u ğ raşm a k ta d ır?  Bu f ik irle rin  çoğunlukla ta m ira t  b i 
ç im inde değerlend irilm ek  zo ru n d a  o lduğu  söylenm elid ir; y ine de b u  f ik ir 
le rd en  b a z ıla rı gelişm iş b ir  k u an tu m  k u ram ın a  g iden  doğru  yola ilişk in  
işa re tç ile ri sağ lay ab ilir .

29.3 Yoğunluk matrisi

Peki am a n iç in  ne o lu rsa  o lsu n  k u an tu m  k u ram ın ı "geliştirm e"ye y öne
lik  b ir  gerek lilik  söz k o n u su d u r?  Çoğu k u an tu m  fiz ikçisi b u  tü r  h erhang i 
b ir  k u ram ın  gerek li o lm ad ığ ına , s ta n d a r t  ta b lo la rın  b ir i ya d a  diğeriy le 
(ya d a  b u  tü r  b ir  ta b lo n u n  yokluğuyla) ilg ili g ö rü n ü ştek i çe lişk ile r ya da 
b e lirs iz  ontolo jiy le kend i b a r ış la r ın ı g erçek leştirerek , in a n ır  g ö rünm ek te
d ir. (a), (b) ve (c) " s tan d a rt"  ta b lo la rın ın  h e rh a n g i b ir in d e  v a r  o labilecek 
h e rh a n g i b ir  güçlüğe yönelm eye g irişm eden  önce, yaln ızca  (c) b ak ış  açısı 
iç in  tem el o lm ayıp  aynı zam an d a  pek  çok d iğer k u an tu m  m ekan iksel d e
ğerlend irm ede  önem li b ir  ro le  sa h ip  o lan  yoğun luk  m a tr is i k av ram ın a  ge l
m em iz gerekiyor. D ahası b u  k av ram  gerçek liğ in  k u an tu m  m ekan iğ inde n a 
sıl te m sil ed ilm esi gerek tiğ iy le ilg ili ilg i çekici ve d erin  k o n u la ra  neden  
olur.

D urum u b iz im  iç in  tüm üy le  b ilin ir  o lm ayan  b ir  k u an tu m  sis tem in e  s a 
h ip  o lduğum uzu  d ü şü n ü n . D urum  ]\p) o la b ilir  ya da \<p) o la b ilir  y a  d a “"... 
o la b ilir  y a  da I*) o lab ilir . L iste so n su z  o la b ilir  fak£ t am aç larım ız la  ilgili 
o la rak  y a ln ızca  s ın ırlı b ir  o la n ak la r  l is te s in i ele alm ak y e te rli o lacak tır. 
Bu o la n ak la rın  h e r  b ir in e  b ir  o lasılık , diyelim  ki s ıra s ıy la  p ,q , . . . , s  a ta n 
m ak zo ru n d ad ır. O lanak lar gen iş k ap sam lı o lm alıd ır, öyleyse o lasılık la rın , 
0 ve 1 a ra s ın d a k i (bun lar da dahil) gerçel say ıla r, top lam ı b ire  e ş it olm ak 
zo ru n d ad ır:

p + q + — I- s  =  1.

12 Bkz. Kârolyhâzy, 1974; Frenkel, 2000; G hirardi vd., 1986; G hirardi vd., 1990; Komar, 1964; 
Pearle, 1985; Pearle ve Squires, 1995; Kibble, 1981; VVeinberg, 1989; Diosi, 1984, 1989; Perci- 
val, 1994, 1995; Gisin, 1989, 1990; Penrose, 1986a, 1989, 1996a, 2000a, Leggett, 2002. Bunlar 
belirli b ir  düzende sıralanm am ıştır.



\ıp), \<p),..., Ix)'n in  h e r  b ir in in  norm a lleştir ild iğ in i v arsay arız :

11011 = 1.11011 = 1.....11x11 = 1.

(§22.3 'ten ||ı/)|| =  (ıp\ıp), vb o lduğunu  an ım sayın .) Bu d u ru m d a  y o ğ u n lu k  
m a tr is in i

D  =  p\xl>){x/j\ +  <7İ0><0| +  -  +  s|*)<*|

niceliğ i o la rak  tan ım la rız . §22 .3 'ten  (xp\ b ra  v ek tö rü n ü n  \xp) k e t vek tö rü n ü n  
H erm itse l eş len iğ i o lduğunu  an ım say ın . Böylece |ı/>}(ı/<| n iceliğ i |ı/ı)'nin 
(ı/>|'yle, vb te n sö r  ça rp ım ı (ya da d ış  çarpım ) o lur. xpa'm n  |ı/>) yerine  k u lla 
n ıld ığ ı §23.8 'in  in d is  n o ta sy o n u n d a  (ı/ı|'yi ıpa o la rak  y azab ilir iz . Böylece 
|ı/>)<ı/ı|, ıpaipp, vb o la rak  y az ılab ilir . B u rad an  h arek etle  D 'n in  k end isi Dp in 

dis y ap ıs ın a  sa h ip  olur. Y oğunluk m a tr is i, H erm itsel, n e g a tif  o lm ayan  b e 
lir li (bkz. §§13.8, 9) ve b irim  izde olm a ceb irse l özellik lerine , (D) =  iz 
D = D% o lm ak üzere  (bkz. §13.4),12921 sa h ip tir :

D' = D, tü m  IO’ler iç in  |D |{) â  0, (D) =  1.

Y oğunluk m a tr is i, b ir  s is tem in  kesin  (klasik) d u ru m u y la  özel o la rak  il
g ilenm eyip  fak a t k lasik  a lte rn a tif le re  ilişk in  b ir  o lasılık  dağ ılım ı elde e t
m ekten  h o şn u t o lduğum uz k lasik  is ta tis tik se l m ekan ik te  s ık lık la  k u lla n ı
la n a  b en zer b ir  ro l oynar. Bu en ko lay  şekilde o lası k lasik  a lte rn a tif le re  
ilişk in  T  faz uzay ı b iç im inde d ü şü n ü lü r . S istem  y 'd e k i b ir  P n o k ta s ı o la 
rak  gösterilm ek  yerine  üzerindek i b ir  o lasılık  dağ ılım ı b iç im inde d ü şü 
nü lü r. S istem le ilg ili o la rak  y a ln ızca  son lu  say ıd a  a lte rn a tife  sa h ip se k 13 
bu  d u ru m d a  bunu , h e r  b ir i kend isiy le  ilg ili p ,q , . . . , s  o lasılık  değerine a ta 
n an  y 'd e k i  P ,Q ,...,S  n o k ta la rın ın  son lu  b ir  küm esi o la rak  göste ririz ; bkz. 
Şekil 29.1. A slında ta m  o la rak  ayn ı şeyi k u an tu m  fiziğ inde, T  faz uzay ın ın  
ro lü n ü  oynayan , k u an tu m  sis tem in e  ilişk in  H H ilb e rt uzay ıy la  yapm ayı 
h ay a l edebiliriz ; böylece H 'de b ir  o lasılık  dağ ılım ına  sa h ip  o luruz. H enüz 
ele a lm ak ta  o lduğum uz D yoğun luk  m a tr is iy le  ilg ili o la rak  bu  dağ ılım  y a l
n ızca, h e r  b ir i kend isiy le  ilgili p ,q , . . . , s  o lasılık  değerine a ta n a n  H 'deki 
son lu  say ıd ak i P ,Q ,...,S  n o k ta la r ın d a n  o lu şu r.

ı©  [29.2] Bu özellikleri türetin .
13 Bir sürekli olasılık dağılımı için P  üzerinde, "integrali 1 olan", negatif olm ayan gerçel değer

li b ir  f  fonksiyonuna gerek duyarız. T  uzayı, f l ’m n  in tegralinin P  üzerinde yasal b ir  biçim 
de alınabileceği şekilde, gerekli koşulum uz esasen f  f  E = 1 olmak üzere, doğal b ir  hacim  b i
çimine -Liouville kuram ında başrolde olan, §20.4’teki E 2N -biçim lisi- sahip olur.



Ş e k i l  29.1 P  f a z  u za y ın d a  g ö ste r ile n  k la s ik  
o la sılık  dağ ılım ları, (al tP 'deki so n lu  b ir  
P ,Q ,.. . ,S  n o k ta la r k ü m e s i iç in  h e r  noktaya , 
p  + q +  -  + s  = l  o lm a k  üzere, b ir  p ,q , . . . , s  (0 
ve 1 a ra sın d a k i gerçel sayılar) o la s ılık  değeri 
atan ır, (b) İn teg ra li 1 o la n  b ir  o la s ılık  ö lçü 
sü y le  b ir lik te  T 'n in  b ir  b ö lg es in e  a ta n m ış s ü 
rekli b ir  dağılım .

Öte ta ra f ta n  bu, k u an tu m  m ekan iğ inde  n o rm ald e  y ap ılan  b ir  şey  değ il
dir; b u n u n  yerine  yoğun luk  m a tr is i  k u lla n ılır .14 Peki neden? N eden, k u a n 
tu m  m ekan iğ inde b ir  k u an tu m  sis tem in e  so ru lan  so ru  b iç im ine sah ip  - il-  
giyi b ir  EVET/HAYIR so ru su y la  s ın ır la y a lım - b ir  ö lç ü m ü n  (n o rm a lle ş tir il
miş) 10 d u ru m  vek tö rüne u y g u lan an  b ir  E p ro jek tö rü n ü n  eylem i b iç im inde 
ifad e  ed ilir. Böylece EVET y an ıtı o lasılığ ı

EVET o lasılığ ı =  (£ |E |0

ifad esiy le  v e rilir .129-31 B u rad an , D yoğun luk  m a tris iy le  b ir lik te  ü s tte  aç ık la
n a n  o lası a l te rn a tif  |ip), 10), •••, İAf) d u ru m la rın ın  o lasılık  k arış ım ıy la  ilg ili

EVET o lasılığ ı =  <ED>

y a n ıtın ı elde ederiz.
B unun önem i, k u an tu m  m ekan iğ indek i s ta n d a r t  b ir  EVET/HAYIR so ru 

su y la  (ya d a  a s lın d a  h e rh a n g i b ir  d iğer k u an tu m  m ekan iksel gözlem lene
b ilire  ilişk in  b ek len ti değeriyle) ilg ili o la s ılık la rı h esap lay ab ilm ek  üze
re ,12941 a l te rn a t if  ..., \x) d u ru m la rıy la  ilg ili o las ılık  dağ ılım ına  ilişk in  
tü m  b ilg iy i b ilm em izin  gerekm em esid ir. Gerekli tü m  b ilg i yoğun luk  m a tr i
s in d e  depo lan ır; k ısa  sü re  iç inde göreceğim iz üzere  verili b ir  yoğun luk  
m a tr is i, d u ru m la rla  ilg ili pek çok fa r k lı  o lasılık  d ağ ılım ın d an  o lu şab ilir. 
Bu d ik k a t çekici m atem atik se l k av ram  (seçkin M acar/A m erikalı m a tem a
tikç i Jo h n  von N eum ann ta ra f ın d a n  1932'de ile ri sü rü lm ü ştü r), h a t ır ı  s a 
y ılır  b ir  tu tu m lu lu k  ve z a ra fe t b u lu n u r. Bu, o lasılık la  ilg ili o ldukça ay rık  
g ö rünen  iki kav ram ı tek  b ir  ifadede  b ir le ş tir ir . Bir ta ra f ta n  a l te rn a tif  
\ıjj), |0 ), ..., \x) d u ru m la rıy la  ilg ili s ıra d a n  k lasik  o la s ılık la r  o lan  p ,q , . . . ,s  
s a y ıla rın a  d iğer ta ra f ta n  §21 .9 'un  m odü l k a re s i k u ra lın d a n  elde ed ilen  ku-

14 Bkz. Brody ve Hughston, 1998b. Nielsen ve Chuang, 2000, eylem halindeki yoğunluk m atrisi- 
ne ilişkin iyi b ir  kavram sal kapsam  sunar.
[29.31 Nedenini açıklayın ve ayrıca a lttak i (ED) ifadesini türetin .

®  [29.4) Bunun niçin böyle olm ası gerektiğini görebiliyor musunuz?



an tu m  o la s ılık la rın a  sah ib iz . Y oğunluk m a tr is i ik is in i b ir le ş tir ir  ve b ir  çe
ş id i d iğerinden  do laysız b iç im de ay ırm az.

29.4 i  spini için yoğunluk matrisleri: Bloch küresi

Bu nok tay ı b a s it  b ir  ö rnekle gösterey im . Spin d u ru m u n u n  |î)  ya da |i)  
o lduğunu  b ild iğ im iz  —sp in li b ir  p a rçac ığ a , h e r  a l te rn a t if  iç in  ^ o la sılığ ıy 

la  b ir lik te  sah ip  o lduğum uzu  düşüne lim . Bu sp in i b ir  y u k a rı/a şa ğ ı y ö n ü n 
de ölçm ek is te rsek , du rum  |î) ise  b a s it  o la rak  "yukarı" ve |l)  ise  "aşağı" e l
de ederiz. H er d u ru m d a  o lasılık  - 'd ir .  B un lar yaln ızca  kes tirm e k lasik  o la 

s ılık la rd ır  ve b u ra d a  b ir  k u an tu m  gizem i söz konusu  d eğ ild ir  fa k a t sp in i 
b u n u n  yerine  so l/sağ  yönünde ö lç tüğüm üzü  d ü şü n ü n . Böylece d u ru m  |î> 
ise  R k u an tu m  k u ra lla r ı bize sp in in  "sol" o lm asına  ilişk in  b ir  -  ve "sağ" o l

m ası için  de y ine ^ o lasılığ ı elde edeceğim izi söyler. Böylece |î)  ve |i} 'ya 

ilişk in  e ş it o lasılık  k arış ım ıy la  ilg ili o la rak  "sol" ve "sağ" iç in  h â lâ  ^ o la s ı

lık la rın ı elde ederiz. B ununla b ir lik te  a r tık  o la s ılık la r tüm üyle  k uan tum  
m ekaniksel "m odül karesi" k u ra lın d a n  elde ed ilir. Spini h e rh an g i başk a  
yönde ölçm eyi de seçebiliriz . O las ılık la rın  h e r  y a n ıtla  ilg ili o la rak  y ine ^ 

o lduğu  o rtay a  ç ık a r fak a t genellik le bu  o lasılık  k lasik  ve k u an tu m  o la s ılık 
la rın ın  b ir  k a rış ım ın d a n  o lu şu r.129-51

A lte rn a tif  b iç im de ölçüm  düzeneği yerine  du rum  k arış ım ın ı d ö n d ü rm e
yi dü şü n eb ilir iz . Böylece |«-> ve |-»)'a ilişk in  b ir  e ş it o lasılık  k a rış ım ı ü s t 
tek i |T> ve |l} 'ya ilişk in  e ş it o lasılık  k arış ım ıy la  ve ay rıca  | \ )  ve | \ )  e ş it 
o lasılık  k a rış ım ıy la  da (her d u ru m d a  b u  d u rum  ç iftle rin i o rtogonal ve n o r
m a lle ş tir ilm iş  k ab u l ederiz: (T | i> =  («- | -») =  ( \  | \ )  =  0 ve ( î | T> =
U | 1} = . . .=  ( \  | \ )  =  1) aynı y an ıtı verir. D yoğunluk  m a tr is iy le  ilg ili o la 
rak  h e r  du ru m d a, tü m  bu  D 'lerin  ayn ı o lm ası yoğun luk  m a tris iy le  ilgili 
d ikka t çekici b ir  özellik olm ak üzere ,129-61

ö  = |̂T><T| +||i><4.|,

D = i | \ > < \ | + i | \ > N ,

ifad e le rin i elde ederiz. D eğinilen sp in  ö lçüm leriy le  ilg ili tü m  o la s ılık la r 
ü s tte k i (ED) denk lem in in  ku llan ım ı yo luy la  elde ed ileb ilir; böylece D 'ler

[29.5] Bunu, ölçüm yönüne İlişkin genel b ir  0 açısı için, olasılıkla ilgili §22.9'daki İ(l+cos0) 
ifadesini kullanarak  çözün.
[29.6] Bunu, §§22.8, 9 ve alıştırm a (22.25]’in sonuçların ı kullanarak açık biçimde gösterin.



ayn ı o ld u ğ u n d an  ilg ili o la s ılık la r  da, gördüğüm üz üzere, ayn ı o la rak  o r ta 
ya çıkm ak zo ru n d ad ır.

Peki d u ru m la ra  ilişk in  bu  o lasılık  k a rış ım la rın ın  onto lo jis in i  n a s ıl de
ğerlend irm eliy iz? K uantum  d u ru m u n u n  b ir  tü r  fiziki gerçekliğe sa h ip  ol
d u ğunu  k ab u l edersek  böylece b u  üç du ru m  ontolojik  o la rak  kesin lik le  ay 
rı o lur. D urum un  (fiziki o la rak  gerçek) |î) , |i)  a l te rn a tif le r in d e n  b ir i ya da 
d iğeri o lm asın a  ilişk in  e ş it b ir  o lasılık  b u lu n d u ğ u n u  söylem ek onun  ( \ |  ya 
da | \ )  o lm asın a  ilişk in  e ş it  o lasılık  b u lu n d u ğ u n u  söylem ekten  o ldukça 
fa rk lıd ır . B unun la  b ir lik te  b u  on to lo jik  konu  çoğu k u an tu m  m ekan iksel 
y az ın d a  epeyce k a r ış t ır ıla n  b ir  k o nudur. Çoğu kez, k u an tu m  fiz ikçile ri de, 
yoğun luk  m a tr is in in  k e n d is in in  b ireyse l d u ru m la rd a n  d ah a  iy i b ir  gerçek
lik aç ık lam ası su n d u ğ u n u  d eğerlend ire rek  ü s tte  aç ık la n an d a n  oldukça 
fa rk lı b ir  ontolojik  konum u k ab u l ed e r gö rü n ü rle r. D 'yle ilg ili ü s tte k i gö
rü n ü şe  göre üç ayrı on to lo jin in  (diğer b ir  dey işle  a l te rn a t if  k u an tu m  d u 
ru m la rın a  ilişk in  o lasılık  ağ ırlık lı üç fa rk lı toplam ) fizik i o la rak  ay ırt ed i
lem ez o ld u ğ u n a  ilişk in  b ak ış ı k ab u l edeb ilirle r. B u rad an  h are k e tle  böy lesi 
fizikçiler, çoğu kez (c) çevresel evre uyum suz luk  b ak ış  aç ıs ı y an lıla rı, bu  
a l te rn a tif le r  a ra s ın d a  ayrım  y ap m an ın  b ir  an lam ı o lm ad ığ ına  ilişk in  pozi- 
t iv is t  ya da p rag m atik  konum u ben im seyeb ilir. Bu in sa n la r  k u an tu m  g er
çek liğ in i en iy i aç ık layan ın  yoğun luk  m a tr is i o lduğuy la  ilg ili g ö rü şü  b e 
n im seyeb ilir.

A slında "durum " sözcüğü  pek çok bağ lam da , bu  n o k tay a  k a d a r  "kuan
tu m  durum u", d iğer b ir  dey işle  ö rneğ in  |ıp) g ib i b ir  ketle  a ç ık la n ab ilir  b ir  
n icelik , o la rak  ad lan d ırd ığ ım  d ah a  ilkel k av ram  yerine  s ık lık la  yoğunluk  
m a tr is in e  a tfe d ilir  b iç im de kabu l ed ilir. "Durum " sözcüğü b ir  yoğunluk  
m a tr is i an lam ın d a  k u lla n ılırsa  böylece "saf durum " te rim i \ıp){ıp\ özel b iç i
m ine ilişk in  yoğun luk  m a tr is i  ve "karışık  durum " b u  b iç im de g ö ste rilem e
yecek çok d a h a  genel b ir  yoğun luk  m a tr is iy le  ilg ili o la rak  k u llan ılır. Bu 
an lam d a  "saf du ru m lar"  b a s it  o la rak  b ir  "durum " b iç im in d e  a d la n d ırd ı
ğım  şeye k arşılık  gelir. K işisel o la rak  (saf y a  da d iğer tü rlü ) b ir  yoğunluk  
m a tr is in e  b ir  "durum " şek line  a t ıf ta  bu lu n m ay ı o ldukça kafa  k a r ış tır ıc ı 
bu luyorum . B urada bu  te rm ino lo jiy i k u lla n m a k tan  kaçınacağ ım . B ir "ku
an tu m  durum u" b a n a  göre b ir  yoğun luk  m a tr is i değil e tk in  b iç im de b ir  |ı/z) 
du ru m  v ek tö rü d ü r. Yine de b az ıla rı "kuan tum  durum u" ve "kuan tum  d u 
rum  vektörü" te rim le rin i, so n u n c u su  \ıp) k e t ve önceki |ı/>)'nin s ıf ır  o lm a
y an  k arm a şık  k a tla r ın ın  eşdeğerlik  s ın ıfı, d iğer b ir  dey işle H 'ye a it |ıp) e le
m a n ın a  k a rş ılık  gelen PH i z d ü ş ü m s e l  H ilb e rt u zay ın ın  e lem an ı {bkz. §15.6) 
o la rak  gösterilm ek  üzere, a y ır t e tm eyi seçeb ilir. Iı/^'yi (ıp\ıp) =  1 yo luy la  
n o rm alleş tirm ey i seçersek  b u  d u ru m d a  (PH'de verili b ir  n o k ta  için) |t/')'de 
k a lan  tek  se rb e s tlik  (gerçel 0 'lı) \ıp) ■—> el6|\p) faz se rb e s tliğ i olur; bkz.  Şekil



Ş ek il 29.2 S af b ir  k u an tu m  d u ru m u n u  n a s ıl  g ö ste ririz?  (a) {ıp\rp) = 1 ta ra f ın d a n  n o rm a l
le ş tir ilm iş  \ıp) k e tle r  uzay ı, (b) \rp){ıp\ yoğun luk  m a tr is i  |ı/ı) ı—* el0|ı/ı) faz  u zay ın a  k a d a r  
IV»)'ye ve |ı/<)'yle o ra n tılı  o lan  s ıf ır  o lm ay an  k e tle r  a ile s in e  (karm aşık  o ran tılı l ık  ç a rp a n 
ları) "denk"tir. Y ine de e sas  k u a n tu m  d o ğ ru sa llığ ı, yoğun luk  m a tr is i  a ç ık lam as ın d a  g iz le 
n ir.

29.2. "Saf durum " yoğun luk  m a tr is i kavram ı, \ıp)(ıp\ bu  faz se rb e s tliğ i a l
tın d a  değişm ez o ld u ğ u n d an  b u  "izdüşüm sel" k u an tu m  d u ru m u  k av ram ın a  
etk in  b iç im de denk tir. Böylece m aku l şekilde, b ir  s a f  d u ru m  yoğunluk  
m a tr is in in  fizik i k u an tu m  d u ru m u n u  uygun  b iç im de aç ık lad ığ ın a  ilişk in  
konum u k ab u l edebiliriz .

Yine de kendim i, bu  tü r  b ir  "saf du ru m  yoğun luk  m a tris i"n i b ir  "fiziki 
durum "a ilişk in  uygun  m atem atik se l g ö ste rim  o la rak  değerlend irm ek le  il
g ili ra h a ts ız  h issed iyo rum , e10 faz ça rp an ı yaln ızca , ele a lm an  d u rum  ilg ili 
n esn en in  tü m ü n ü  tem sil ed iy o rsa  "gözlem lenem ez"dir. B ir d u ru m u  d ah a  
büyük  b ir  s is tem in  p a rç a s ı o la rak  ele a lırken  bu  fa z la r ın  iz in i sü rm ek  
önem lid ir. D ahası, k e t vek tö rleriy le  ilg ili H ilb e rt uzay ın ın  esas  y ap ıs ın a  
ilişk in  tem el k a rm a şık  doğ rusallık , m a tem atik se l o la rak  d ah a  b a s it  |ı/>}'ler 
yerine  h e r  zam an  |ı/>)(î/<|'lerle ça lışm ak  zo ru n d a  o lu n u rsa  m a tem atik se l 
o la rak  gereksiz b iç im de ç e tre fille ş ir .129 71 K ısm en böy lesi n ed en le rd en  d o la 
yı kend i konum um  yoğunluk  m a tr is in i "gerçeklik" o la rak  değil fak a t y a l
n ızca k u lla n ış lı b ir  a raç  o la rak  k ab u l e tm ek tir. B unun la  b ir lik te  b u ra d a  ve 
§29.5 'te göreceğim iz üzere yoğun luk  m a tr is in in  kafa  k a r ış tır ıc ı ontolojik  
ko num una yönelik  o la rak  b az ı ilg i çekici gö rü n ü m le r söz kon u su d u r.

Buna gelm eden  önce, 2 -d u ru m lu  b ir  s is tem e ilişk in  yoğun luk  m a tr is le 
ri uzay ın ı te m sil eden Bloch küres iy le  tan ışm am ız  fay d a lı o lacak tır. Bu, 
Ö klitçi 3 -u za y d a  b u lu n a n  k ap a lı B3 k a tı k ü re s id ir  (ya da m a tem atik ç i te r 

®  [29.7] Rasgele b ir  |ıp) ve \<p) sab it durum  çiftinyle ilgili o larak w\ıp) + z\<p) çizgisel b irleşim le
rine karşılık  gelen "saf durum " yoğunluk m atris leri ailesini betimleyebilecek m isiniz bakın.



m inolo jisiy le  3- top  ya d a  3-disk).  Bu, ^ sp in iy le  (herhang i b aşk a  b ir  2 -du - 

ru m lu  sistem le) ilg ili yoğun luk  m a tr is in i tem sil eder; bkz.  §22.9. İz b ir im i
ne ilişk in  genel 2x2 H erm itse l m a tr is in i, a, b ve c gerçel sa y ıla r  olm ak 
üzere,

1 /1  + a b + ic'ı 
2 ^b — ic 1 — a '

b iç im inde  yazab iliriz . B ir yoğun luk  m a tr is i o lab ilm ek iç in  bu,

a2 + b2 + c 2 < 1

k o şu lu n u  sağ lam ak  üzere, n e g a tif  o lm ayan  b e lirli o lm ak  zo ru n d a d ır.129-81 
Bu, B3 Bloch k ü res in d e  S2 sın ır ı a2 +  b2 + c2 =  1 2 -k ü re s i o lan  genel b ir  
no k tad ır . B u rad a  S2 2 -d u ru m lu  (örneğin —spinli) s is tem d ek i sa f  d u ru m la 

r ı g ö s te rir  ve bu  uzay  §22 .9 'da aç ık lanm ış o lan  S2 R ie m a n n  kü resiy le  t a 
n ım la n ır .15

H enüz ele a lm ak ta  o lduğum uz b e lir li D = (q /)  yoğun luk  m a tr is i, Bloch 

k ü res in in  o rijin iy le  g ö s te rilir  ve b ü tü n ü y le  b e lirs iz  on to lo jik  y o rum u  şek
lin  s im e tr is in d en  son  derece a ç ık tır  (Şekil 29.3). B unun la  b irlik te  B3 iç in 
deki h erhang i  bir L n o k ta s ı (saf o lm ayan  yoğun luk  m atris i) e ş it derecede 
b e lirs iz  b ir  ontolojik  y o ru m a sa h ip  o lan  b ir  yoğun luk  m a tr is in i tem sil 
eder. B unu görm ek üzere, P x ve P 2 n o k ta la rın d a k i S2 s ın ırıy la  b u lu şm ak  
iç in  b a s it  o la rak  L ü ze rin d en  geçen rasg e le  b ir  düz çizgi (kiriş) çizeriz. Bu

Şekil 29.3 2 -durum lu  b ir sistem e ilişkin, m erkezi 
i  I'da  bulunan  B3 Bloch küresi. Herhangi b ir (saf 
olmayan) L yoğunluk m atrisi belirsiz bir ontolojik  
yorum a sahiptir. L'den geçen rasgele b ir kiriş S2 
sın ırıyla  Pj  ve P 2 'de buluşur; bu  durum da L s a f P i  
ve P 2 durum larına ilişk in  olasılık karışım ı biçim in
de b ir yorum a sahip olur.

-S  [29.8] Bunu gösterin. îpucu: Öz değerlerin  a, b ve c biçim inde çarpım ı nedir? Bu çarpım ın 
negatif olm ayışı ne anlam a gelir?

15 n > 2 olan n -durum lu b ir sistem le ilgili o larak tablo daha da karışık tır. Yoğunluk m atris le
rine ilişkin (n2 -  l)-b o y u tlu  uzaya ait sın ırın  yalnızca b ir kısmı, bu kısım  (n — l)-u zay lı 
karm aşık  b ir  izdüşüm sel CPn_1 olmak üzere, sa f durum  uzayıdır. Bkz. §21.9 ve §22.9.



n o k ta la r  ik i s a f  d u ru m u  g ö s te rir  ve L yoğun luk  m a tr is i böylece b u  ik isine 
ilişk in  b ir  o lasılık  k arış ım ı b iç im inde y o ru m la n ab ilir.129 91 Bloch k ü res in in  
D o rijin ine  özel o lan  tek  şey, D b iç im inde  g ö ste rileb ilen  tü m  b u  sa f  du rum  
ç iftle r in in  ortogonal  ç iftle r  o lm asıd ır. B unun la  b ir lik te  o lasılığ ın  k a rş ılık 
lı o la rak  o rtogonal o lan  d u ru m la r  a ra s ın d a  o lm asına  gerek d u y an  yoğ u n 
luk  m a tr is in in  ta n ım ın a  ilişk in  h iç b ir  şey  söz k o nusu  değ ild ir. §29.5 'te o r 
togona l o lm ayan  k a rış ım la rın  ta m  o la rak  n a s ıl o r tay a  ç ık tığ ın ı göreceğiz.

29.5 EPR durumlarındaki yoğunluk matrisleri

O lası d u ru m  v ek tö rle rin e  ilişk in  o lasılık  ağ ırlık lı b ir  to p lam ın  doğal 
b ir  b iç im de o rtay a  çık tığ ı, özellikle b e lirg in  b ir  d u ru m u  ele alalım . Bu 
EPR -B ohm  e tk is in d e  o rtay a  ç ık ar (§23.4). D ünya ve S a tü rn 'ü n  u y d u su  T i
ta n  a ra s ın d a  fa k a t d iyelim  ki d ü n y ad a n  T ita n 'd a n  o ldu ğ u n u n  iki katı 
u zak lık tak i b ir  yerd en  —sp in li b ir  ç ift EPR p arçac ığ ın ın  O -spinli b irle şik  

b ir  d u ru m d a  yay ıld ığ ın ı d ü şü n ü n . T ita n 'd a k i m eslek taşım ın  (§§23.4, 5 'ten  
eski b ir  tan ıd ık ) o raya  u la şa n  p arçac ığ ın  sp in in i b ir  y u k a rı/a şa ğ ı yönünde 
ö lç tü ğ ü n ü  ve ben  dünyaya u la şa n  p arçac ığ ım ı a lg ılam ad an  k ab aca  yarım  
s a a t  k a d a r  önce b ir  y an ıt elde e ttiğ in i v a rsay ıyo rum . P arçacığ ım  u la ş t ı
ğ ında , bu  erken  ölçüm e ilişk in  sonuç h ak k ın d a  m eslek taş ım d an  gelecek 
h e rh a n g i b ir  s inya l elde etm eye zam an  o lm ad ığ ın ı dü şü n ü n . (T itan d ü n y a 
d an  y ak laşık  üç ışık  sa a ti  uzak lık tad ır.)  B ildiğim  k ad a rıy la  p arçac ığ ım  ya 
|î)  ya da |4) sp ine  sah ip  olur. M eslek taşım  |4.) d u ru m u n u  b u ld u y sa  b u  |î)  
ve gerçek te |î)  d u ru m u n u  b u ld u y sa  |l)  o lacak tır. M eslek taşım ın  |l)  ya da 
| î )  b u lm a şa n s ı e ş it o ld u ğ u n d an  a lg ılad ığ ım  parçac ığ ın  d u ru m u n u n , |î>  o l
m ak üzere ^ ve |J.) olm ak üzere  y ine ^ 'lik  b ir  o lasılığa  sa h ip  o lduğu  b a k ış ı

n ı k ab u l etm ek zorunday ım . O h a ld e  bu  (iki du rum  |î)  ve |i> o rtogonal ve 
n o rm a lle ş tir i lm iş  k ab u l edilm ek üzere: ( î  | I) =  0 ve ( î | T) =  1 =  <4- | I)),

ö  = ||T>|T> +  ||i>|4.)

yoğun luk  m a tr is in i k u llan ır.
B unun la  b ir lik te  durum , b ir  son  dak ika değişik liğ iy le, m eslek taşım ın  

T ita n 'a  u la şa n  p arçac ığ ın  sp in in i b ir  y u k a rı/a şa ğ ı değil fak a t so l/sağ  b iç i
m inde ölçm eye k a ra r  verm iş o lm ası o lab ilir . M eslek taşım  |<~) y a n ıtın ı elde 
ederse  bu  d u ru m d a  dünyaya u la şa n  p arçac ığ ım la  ilg ili ben  |->) sonucunu  
b u lm ak  zorundayım ; m eslek taşım  |->) elde ederse  b en  |«-> b u lm ak  zo runda

[29.9] Karışım daki iki olasılığın, i 'n in  k irişi böldüğü iki uzunluk gibi aynı orana sahip o ldu
ğunu göstererek bunun nedenini açıklayın.



olu rum . M eslek taşım ın  iki a lte rn a tif iy le  ilg ili o lasılık  h e r  d u ru m d a  y ine ^ 

o lm ak tad ır; böylece m esle k taş ım ın  b u  so n u ç la rd an  h an g is in i elde e ttiğ in i 
b ilm em em e rağm en  p arçac ığ ım ın  h e r  d u ru m d a  -  o la sılığ ın a  sah ip  |->) ya 

da |«~) o lab ileceğ in i ç ık a rsam ak  zorundayım . Bu neden le  p arçac ığ ım a 
«<- | —>) =  0 ve (—> | -») =  1 =  (<— | <—) olm ak üzere)

yoğun luk  m a tr is in i a ta rım . E lb e tte  b u  d ah a  önce gö rdüğüm üz aynı D 'd ir. 
Bu, o lm ası gerek tiğ i g ib id ir  çünkü  m eslek taşım ın  T ita n 'd a k i p a rçac ığ ı ö lç 
m ek üzere  h an g i yolu  seçtiğ ine  ilişk in  k a ra r  b u ra d a , D ünya üzerindek i 
o la s ılık la rı e tk ilem em elid ir (aksi h a ld e  T ita n 'd a n  d ü nyaya  s in y a l g ö n d er
m en in  ış ık ta n  h ız lı b ir  yön tem i söz k onusu  olur).129101 Böylece ele a lm an  
tü rd e  d u ru m la  ilg ili o la rak , yoğun luk  m a tris i, fiziki d u ru m a  ilişk in  m ü 
kem m el b ir  m atem atik se l aç ık lam a sa ğ la r  gö rünü r. B urada , d ü n y ad a  a lg ı
lad ığ ım  p a rç ac ığ ın  sp in  d u ru m u , T ita n 'd a k i iş lem lerle , ne sp in i ölçm ek 
üzere  m eslek taşım ın  seçtiğ i yön  ne de b u  ö lçüm ün sonucuy la  ilg ili h iç b ir  
şey b ilm em em  koşu luy la , ü s tte k i D yoğun luk  m a tr is i ta ra f ın d a n  o ldukça 
iy i b iç im de açık lan ır.

E lb e tte  bu , yaln ızca  T ita n 'd a n  h e rh a n g i b ir  b ilg i a lm azsam  iyi işler. 
M eşlek taşım m  g erçek leştird iğ i ö lçüm  tip in i b ilirsem  alg ılad ığ ım  sp in  d u 
ru m u n u n  onto lo jisiy le  ilg ili b ak ış ım ı etk ileyecek fa k a t b u rad a , d ünya  üze
r in d e  g erçek leştird iğ im  ölçüm lere ilişk in  o lasılık  b ek len tile rin e  etki e tm e
y ecek tir.16 M eslek taşım ın  ö lçü m ü n ü n  sa ğ /so l o lduğunu  b ilirse m  p a rç a c ı
ğ ım ın  sp in  d u ru m u n a  ilişk in  on to lo jin in  sağ  ya d a  sol o lduğu  fa k a t b u n 
la rd a n  h an g is i o lduğunu  b ilm ed iğ im  b ak ış ı k ab u l edebilirim ; m e s le k ta ş ı
m ın  ö lçüm üne ilişk in  yönü  b ilm esem  kabu l edem eyeceğim  b ir  bak ış açısı. 
Yine de b u  on to lo jik  b ilg i, d ü n y a  üzerin d e  gerçek leştird iğ im  sp in  ö lçüm le
r in in  so n u ç la rın a  ilişk in  o lasılık  h e sa p la m a la rım ı e tk ilem eyecektir, böy le
ce "ontolo ji"nin  h iç b ir  önem e sa h ip  olm ayıp  h a t ta  belk i de b ilim se l o la rak  
an lam sız  o ldu ğ u n a  ilişk in  a l te rn a t if  konum u ben im seyeb ilirim ; b u  d u 
ru m d a  b ilim se l o la rak  tü m  gerek li şey  yoğun luk  m a tr is idir. Öte ta ra f ta n  
T ita n 'd a n  gerçekten, m eslek taş ım ın  ölçüm  so n u ç la rın ı ile te n  b ir  m esaj 
a lırsam  b u  d u ru m d a  o lasılık  h esap la m a la rım  etk ileneb ilir. D aha da fa z la 

®  [29.10] N asıl olduğunu açıklayın.
16 Okuyucu, §23.10'da sunulm uş olan kudo la m klık  kavram ının bu ontolojik k onu lan  nasıl e t

kileyebileceğini m erak ediyor olabilir. Bu ilgi çekici b ir  so rudur ve b ir  kuantum  bağlam ın
da, tüm  "ontoloji” konusuna sonuç olarak yeni b ir ışık altında bakılm ası gerekecek b ir  şey 
olabilir. Şimdilik fakat basitçe, gerçekliğe yönelik, görelilikten kaynaklanan konulara g iril
meyecek olan daha "sağduyulu" tu tum u benimseyelim.



sı, b ir le ş ik  ö lçüm lerim izin  so n u ç la rın ı k ıs ıtla y an  tu ta r lı l ık  gerek lilik leri 
gerçek ten  söz k o nusu  o lacak tır  (örneğin m eslek taşım  (<-| elde ederse  ben 
( H  sonucu  elde edemem). Ş u  halde,  yoğun luk  m a tr is i aç ık lam asın ın  epey 
u ygu n su z  o lduğu  açık tır. Tüm  k arış ık  ç ifti aç ık layan  gerçek b ir  k u an tu m  
d u ru m u  (vektörü) b iç im inde b ir  aç ık lam aya dönm ek zorundayız: 

\a)  =  |Î>|İ> -  |i>|î> (= I*->!-»} -  |->)|«->, vb).
Ü sttek i ö rnek te  (§29.4'te değ erlen d irilm iş  olan) o rtay a  çıkan  b e lirli yo

ğun luk  m a tr is i  o ldukça özeldir. H erhang i b ir  o rto n o rm al ta b a n  b iç im inde

fo rm u n a  sa h ip tir . B ununla ilg ili özel o lan  şey, ken d isin e  a it tüm  öz değer
le rin  (köşegen boyunca o lan  iki j  sayısı) e ş it o lm asıd ır. Ö zdeşlik m a tr is i

n in  y a ln ızca  b ir  k a tı o lduğu  iç in  bu, onun , hang i (ortonorm al) ta b a n  k u lla 
n ılırs a  k u lla n ıls ın  aynı fo rm a sah ip  o lacağı an lam ın ı içerir. Bu nedenle 
y u k a r ı/a şa ğ ı ta b a n ın ı so l/sağ  ta b a n ın d a n , vb, ay ırt edecek h iç b ir  şey söz 
k o n u su  değ ild ir.

B unun, yaln ızca  bu örnekte ele ald ığ ım ız özel o la rak  b a s it  d u ru m u n  
b ir  sonucu  o lduğunu  belirtm ek  önem lid ir. §29.4 'te za ten  gördüğüm üz üze
re  b e lir li (eşit öz değerli) D yoğunluk  m a tr is i hakk ında, ken d is in e  ilişk in  
ontoloji k arış ık lığ ıy la  ilg ili o la rak , özel h iç b ir  şey söz k onusu  değ ild ir. Ö r
neğe ilişk in  çok h a fif  b ir  değ işik lik le  d iled iğ im iz 2x2 yoğunluk  m a tris in i 
elde ederiz. H enüz ele a lınm ış o lan  d u ru m d ak i g ibi, b ir  0 sp in  d u ru m u n d a  
ü re tilm iş  —sp in li parçac ık  ç ifti yerine , b u n la rı b aş lan g ıç ta  1 sp in  d u ru 

m u n d a  b u lu n u r  b iç im de kabu l ederiz. B elirli b ir  d u ru m d a  b u n u n  n a s ıl iş 
led iğ in i görm ek üzere §23.5 'te ça lış ılm ış  o lan  Lucien H ardy  ö rneğ in i ele 
alalım . B urada b aş lan g ıç  du ru m u  (§22.10'daki M ajo rana tan ım la m a sın d a , 
-» ve /  a ra s ın d a k i aç ın ın  ta n ja n tı -  o lm ak üzere) |«-/> =  |< -) |/)  + |/} |< -) 'd u r 

ve m eslek taşım ın  T ita n 'a  u la şa n  p arçac ık  üzerinde  b ir  sa ğ /so l ölçüm ü 
yapm ay ı seç tiğ in i varsayacağ ım . §23.5 'in  so n u ç la rın d a n , m eslek taşım  |->) 
elde e ttiğ in d e  ben im  b u rad a , d ü n y ad a  a lg ılad ığ ım  du ru m  |<-> olurken  
m eslek taş ım  |<-> elde ederse  ben im  a lg ılad ığ ım  d u ru m u n  |î)  o lacağ ın ı gö
rü rü z .129111 Böylece, m eslek taşım ın  b ir  sa ğ /so l ö lçüm ü gerçek leştird iğ in i 
(ve b aş lan g ıç  d u ru m u n u n  |«-/> o lduğunu) b ilirsem  bu  d u ru m d a  d ü nyada  
alg ılad ığ ım  parçac ığ ın  sp in  d u ru m u n u n  |<-> ve |î) 'y a  ilişk in  b ir  o lasılık  
k a rış ım ı o lduğu  sonucunu  ç ıkarırım . |<-) ve |î ) 'ü n  ortogonal o lm ad ık la r ı



n a  d ik k a t edin. O rtogonallik , b ir  yoğun luk  m a tr is i o lu ş tu ra n  d u ru m la rın  
o lasılık  k arış ım ıy la  ilg ili b ir  gerek lilik  değ ild ir ve b u n u  b u  örnek te  açık 
o la rak  görm ekteyiz.

P arçacığ ım  için k u lland ığ ım  yoğunluk  m a tr is i ned ir? M eslek taşım ın  e l
de edebileceği a l te rn a tif  ik i sonuçla , |->) ve |<~), ilg ili o las ılık  değerin i bi-

1 2lirse k  b u n u  çözebiliriz. A slında b u  o la s ılık la r ın  s ıra s ıy la  -  ve -  o lduğu  o r

ta y a  çıkar, böylece |«-) d u ru m u n u  a lg ılam ak  üzere  j  ve |î) 'y ı alg ılam ak  

üzere  -  o la sılığ ın a  sah ip  o lu rum . Bu neden le  yoğunluk  m a tr is im  a r tık

i  = ^l<-XH+§|î><îl

olur. Y u k arı/a şağ ı ta b a n  çerçevesi b iç im inde b u  m a tr is  (|<-> =  ( |î)  -  
\ i ) ) /4 2  o lduğunu  k ab u l ederek)

g ibi gö rü n ü r. K endisine a i t  öz değerle r gerçek te \  ve olm ak

üzere bu , kesin lik le  eş it öz değerlere  sah ip  değ ild ir.129121 Bu yoğun luk  m a t
ris iy le  ilg ili b e lirli o la sılığ ın a  sa h ip  |<-> ve ^ o la sılığ ın a  sa h ip  |T>" on to 

lo jisi y ine de b en zersiz lik ten  u zak tır . Ö rneğin <- ve /  a ra s ın d a k i s im e tr i
den, |<-/> b aş lan g ıç  d u ru m u n d a , m eslek taşım  («-'un yönü) so l/sağ  yerine  /  
y önünde ölçm eyi seçerse , D yoğun luk  m a tris iy le  ilg ili kend i on to lo jim in , 
|/>  ve b u n a  d ik  o lan  b a şk a  b ir  d u ru m u  da içererek  çok büy ü k  o ra n d a  değ i
şeceği aç ık tır. A slında T ita n 'd a k i m eslek taş ım ın  seçeb ileceğ i o lası h e r  öl
çüm  yönüyle ilg ili fa rk lı b ir  on toloji elde ed ilir .129131

B elirli h e rh a n g i b ir  yoğun luk  m a tr is i  v erild iğ inde  o lasılık  k a rış ım ın ın  
üç ya d a  d a h a  faz la  d u ru m  içerm esine iz in  v e rirsek  çok sa y ıd a  d ah a  k a r
m aşık  on tolo ji elde ed ileb ilir. Böylesi b ir  du rum , m esle k taş ım ın  sp in  ö lçü 
m ü h e r  b ir i kend i o la s ılığ ın a  sah ip  n  fa rk lı sonuca  (§22.10), b aş lan g ıç  d u 
ru m u , n > 2 için , dünyaya yönelen  —sp in li b ir  p a rç ac ık la  T ita n 'a  yönelen
1 1  1- n  — —sp in li b ir  p a rçac ığ a  b o zu n an  - n  sp ine  sah ip  o lm ası h a lin d e , iz in

âS  [29.12] V ye ilişkin bu m atris form unu tü re tin , bun ların  onun öz değerleri olduğunu doğrula
yın ve öz vektörleri bulun. Şekil 29.3'ün Bloch küresindeki L noktası bununla  uyum lu olmak 
üzere seçilir. Bu nokta merkezden ne kadar uzaktadır?
129.13] Önden atanm ış herhangi b ir 2x2 m atrisin , başlangıç durum unun EPR çiftiyle ilgili 
o larak 1 spinine sahip olduğu üsttek i işlem le elde edilebileceğini gösterin. Yoğunluk m atri
s in in  öz vektör spin yönleri başlangıç durum una ilişkin M ajorana tan ım lam asıy la nasıl iliş- 
kilenir?



Titan
>

Ş ek il 29.4 B ir yoğun luk  m a tr is i , uzay  b o y u tu n d a n  d a h a  faz la  d u ru m a  ilişk in  o lasılık  
k a rış ım ın ı tem sil edeb ilir. Bu ö rnek te , d ü n y a  ve T ita n  a ra s ın d a  T ita n 'a  d a h a  y ak ın  b ir  
n o k ta d a , - - s p in li ,  b ilin en  b ir  b a ş la n g ıç  d u ru m u  (n >  2), d ü n y ay a  yönelen  —sp in li b ir  

p a rç a c ık la  T ita n 'a  yönelen  i  (n  -  l ) - s p in l i  b ir  p a rçac ığ a  b ö lü n ü r. T ita n 'd a k i b ir  m eslek 
ta ş  İk in c isin in  m  sp in  değ erin i ölçer. O lası n  ö lçüm  so n u c u n d a n  h e r  b ir in e  ilişk in  
o las ılık , b a ş la n g ıç  d u ru m u  b ilin e re k  (dünyada) h esap lan ab ilecek  b e lirli b i r  sa y ıd ır . Böy
lece n  d u ru m u n  b ir  o la s ılık  k a rış ım ı b iç im in d e  b ir le şm iş  b e lir li b i r  2 x 2  yoğun luk  m a tr is i  
d ü n y ay a  u la ş ır . Bu ay rıca  aç ık  b iç im d e  2 -b o y u tta n  d a h a  b ü yük  H ilb e rt u z ay ın a  d a  gen e l
len ir.

verecek  o lm ası nedeniy le o rtay a  çıkar; bkz.  Şekil 29.4. Bu ay rıca  açık şek il
de, dünyaya u la ş tığ ın d a  p arçac ığ ım  iç in  k u lland ığ ım  d u ru m la ra  a it H il
b e r t  u zay ın ın  2 -b o y u tlu d a n  d ah a  büyük  olduğu d u ru m la ra  da genellenir. 
Tüm  b u n la r, ne tü r  yoğun luk  m a tr is i  k u lla n ılırsa  k u lla n ıls ın  "olasılık  
ağ ırlık lı a l te rn a t if  d u ru m la r"a  ilişk in  benzersiz  h iç b ir  on tolo ji o lm ad ığ ın ı 
vu rg u lam ay a  h izm et ed e r .17 K ısa sü re  içeris in d e  bu  gerçeğ in  (c) b ak ış  a ç ı
s ın a  ilişk in  çevresel evre uyum su z lu k  felsefesiy le  ilg ili b ir  te rs liğ e  neden  
o ld u ğ u n u  göreceğiz.

B urada , ü s t te  o lduğu g ib i k a rış ık  b ir  d u ru m d ak i b ilg in in  b ir  k ısm ı gizli 
olm ak üzere  (örneğin T itan 'd a ), b ir  yoğunluk  m a tr is in in  gerçek  h e s a p la n ı
şıy la  ilg ili b ir  u y a rı y ap ılm a lıd ır . "B ilinm eyen d u ru m la rı top lam a" o larak  
an ılan  o ldukça verim li b ir  yön tem  m evcu ttu r. Bu en ko lay  o la rak  in d is  no- 
ta sy o n u y la  ifad e  ed ilir. B aşlangıç d u ru m um uzu , a b u ra d a  (diyelim  ki 
dünya) ve p o ra d a  (T itan diyelim ) an lam ın a  gelm ek üzere, k a rış ık  b ir  d u 
rum  o la rak  d ü şü n ü lm esi gereken  ı p a p  b iç im inde yazalım ; bkz.  §§23.4, 5. 
Bu d u ru m u n  k arm aşık  eşlen iğ i ( ( ıp \  b ra  vektörü) xpa p ' d \ i T .  D urum un n o r
m a lle ş tir ilm esi

î>aPİ>ap =  1

k o şu lu d u r. Böylece T ita n 'd a n  k ay n ak lan an  b ilg i y o k su n lu ğ u n d a  b u ra d a  
dünya  ü ze rin d e  k u llanacağ ım  yoğun luk  m a tr is i (p in d is i ü ze rindek i b ir  
büzülm eyle)

ö f  = $ap ¥P

Spini
SpinCj-1

Spinf



Ş ek il 29.5 "B ilinm eyen d u ru m la rı to p lay a rak "  y o lu y la  o lu ş tu ru la n  yoğu n lu k  m a tr is le r in e  
ilişk in  d iy ag ram  b iç im li n o ta sy o n . N o rm a lle ş tir ilm iş  \ı/>) k e t vek tö rü , "a" "bu rad a" (Dün
ya) ve “a" o ra d a  (Titan) a n la m ın a  gelm ek üzere, ı/ı“p b iç im in d e  ifad e  ed ilir. H erm itse l e ş
len ik  (<$| b ra  vektörü) \j)ap ve  n o rm a lle ş tirm e  ıpapll,ap =  l 'd i r .  "B urada" k u lla n ıla n  y o ğ u n 
lu k  m a tr is i  D f  =  i(ıapıpf l ’ iken  "orada" k u lla n ıla n  Bp =  t ^ p i ^ 'd ı r .

niceliğ i o lur. B una b ağ lı o la rak  m eslek taş ım ın  yoğun luk  m a tr is i V>apı/>aff 
o lu r.129141 B unun d iyag ram  b iç im li v e rsiyonuy la  ilg ili o la rak  Şekil 29.5'e 
bak ın .

29.6 FAPP çevresel evre uyumsuzluk felsefesi

Ü sttek i değerlend irm eler, R du ru m  in d irg en m esin in , ele a lm an  k u an 
tu m  sis tem in in  çevresiy le  çözülem ez b iç im de k arışm ış  h a le  gelm esi nede
niy le o rtay a  ç ık ar b iç im de a n la ş ılab ilm es in i k o ruyan  (c) çevresel evre 
uy u m suz luk  bak ış aç ısı a ra ş tırm a m ız a  b ir  "giriş" o la rak  d eğ e rlen d irileb i
lir. Bu fik irle ri uygu lam ak  üzere  s is tem in  k en d isin i b u ra d a  ve çevresin i 
ora d a  k ısm ı o la rak  d ü şü n ü rü z . Çevreyi son  derece k arış ık  ve esasen  " ra s
gele" b iç im li o la rak  k ab u l ederiz, böylece u y g u lam ad a  çevren in  top lam  
ku an tu m  d u ru m u y la  ilg ili b ilg in in  orada  k ısm ın ı ç ık arm an ın  h ay a l ed ile
b ilir  h e rh a n g i b ir  yolu m evcu t değ ild ir. B u rad an  hareketle , d u ru m u n  b u 
ra d a  k ısm ıy la  ilg ili o la rak  b ir  yoğun luk  m a tr is i ta n ım la m a s ı elde etm ek 
üzere  çevredeki "b ilinm eyen  d u ru m la rı top larız" . Bu konuy la  ilg ili pek  çok 
ça lışm a, çevre "m akul" b ir  b iç im de m ode llen irse  bu  d u ru m d a  yoğunluk  
m a tr is i  çok k ısa b ir  zam an  za rfın d a  (hafif b iç im de "yaygaracı" b ir  çevre 
iç in  bile), özel önem e sa h ip  b e lir li b ir  |1), |2} ,..., |n) ta b a n ı b iç im inde ifade 
ed ild iğ inde  yüksek  b ir  yak laşık lık  sev iyesiy le köşegen h a lin e  gelir:129151

P l 0 ... o

0 V ı ... o

.0 o • ■ Vn.

®  [29.14] Bunun niçin işlediğini gösterin. İpucu: burada  ve orada  için ayrı b ir  ortononnal ta- 
ban  seçin ve iki yerdeki ölçüm lerin olası çeşitli sonuçlarıyla ilgili b irleşik  olasılıklar b içi
minde çalışın. Üstte ele alınm ış j\p) = \<-/) durum uyla ilgili olarak -  ve -  olasılıklarını doğ

rulayın.
(29.151 Aslında her yoğunluk m atris i bir  tabanda köşegen halindedir! H içbir öz değerin eşit 
olm adığı bu  belirli durum da bunun nedenini görebiliyor musunuz?



Böylece b u  köşegen te rim le rin e  k a rş ılık  gelen o b e lir li ta b a n  d u ru m la rın a  
ilişk in

D = p1|l><l| + p212)(2| + pn \n)(n\

o lasılık  k a rış ım ı b iç im inde y o rum lan ır. Bu o lasılık  k a rış ım ın ın  R du rum  
in d irg en m esi iş lem inde  m eydana  gelen a lte rn a tif le r i, h e r  b ir  so n u ç la  ilg ili 
o lasılık  s ıra s ıy la  p ı,p 2, . . . ,p n s a y ıla n  olm ak üzere, y an s ıttığ ı k ab u l edilir.

Yine de ü s tte  gördüğüm üz üzere, herh an g i b ir  yoğunluk  m a tr is i  çok s a 
y ıda  ontolo jik  yo rum a sa h ip tir . Bu y o ru m la rın  h e rh an g i b ir in in  b ize "ger
çek" ilişk ile r  d u ru m u n u  su n u p  sunm ad ığ ın ı, tek  b a ş ın a  b u  tü r  b ir  a rg ü 
m a n d an  a s la  öğrenem eyiz. Ayrıca, d u ru m u n  ilg ili p ı,p 2, . . . ,p „  o la s ılık la r ı
n a  sah ip  |1), |2 ) ,... ya d a  |n}'den h e rh a n g i b ir i o lduğu  so n u cu n u  b ile  çıkar- 
sayam ayız.

D ahası n o rm al ş a r t la r  a l tın d a  yoğunluk  m a tr is i tü m  k u an tu m  gerçeği
ne yönelik  b ir  tü r  yaklaşık l ık  ta h m in i  o la rak  d eğerlend irilm ek  zo ru n d ad ır. 
Ç ünkü çevreden  ay rın tılı b ilg i ç ıkarm ak  üzere m u tlak  b ir  kalıp  su n a n  h e r 
h an g i b ir  genel k u ra l m evcu t değ ild ir. Belki gelecek teknolo jisi, günüm üz 
tekno lo jis in in  b a s it  şek ilde "vazgeçtiği" k o şu lla r  a ltın d a , k u an tu m  faz i l iş 
k ile rin in  kend ile ri yo luy la gözlenebileceği a ra ç la r  su n a b ilir . Öyle g ö rü n ü 
y o r ki b ir  yoğun luk  m a tr is i ta n ım la m a s ın a  b aşv u rm a k  teknolo ji bağ ım ılı 
b ir  reçeted ir! D aha iyi teknolojiy le d u ru m -v e k tö r  ta n ım la m a s ı d ah a  uzun  
sü re  k o ru n a b ilir  ve yoğunluk  m a tr is in e  b aşv u ru , iş le r  gerçek ten  u m u t s u z  
b iç im d e  keşm ekeş h a le  gelene k a d a r  erte len ir! B unu "gerçekten" b ir  yo
ğ un luk  m a tr is in c e  ta n ım la n ır  b iç im de değerlend irm ek  fizik i gerçekliğe 
ilişk in  tu h a f  b ir  bak ış g ib i gö rünü r. B undan  do lay ı böy lesi ta n ım la m a la r  
bazen , (ünlü Bell e ş its iz lik le ri kâşifi; bkz. §23.3) Jo h n  Bell ta ra f ın d a n  "p ra 
tik  tü m  am aç la r  için"* yerine  k u lla n ıla n  b ir  k ısa ltm a  o la rak  ile ri sü rü lm ü ş 
o lan  FAPP b iç im inde a d lan d ır ılır . Böylece yoğunluk  m a tr is i ta n ım la m a sı 
p rag m a tik  b ir  şey o la rak  değerlend irileb ilir: tem el fizik i gerçekliğe ilişk in  
"doğru" b ir  ta b lo  sunm ak  yerine  FAPP b ir  şey.

B unun la  b irlik te  b az ı ağ ır b a sa n  k u ra lla r  nedeniy le , a y rın tılı faz ilişk i
le rin in  a s lın d a  gerçekten  kaybo lduğu  b ir  düzey söz k o nusu  o lab ilir . Bu 
yöne doğru  yönelen  f ik ir le r  sık lık la , b iz i o lasılık la  böy lesi b ir  k u ra la  yö 
n e lten  kü t leçek im e  b aşv u ru r. Bazen, kend isi u y arın c a  uzayzam an  y a p ıs ı
n ın  10-3Sm 'lik  b ir  "Planck ölçeği"ndeki p ü rü zsü z  b ir  m an ifo ld a  (Şekil 29.6) 
benzem ek yerine  "köpük benzeri" b ir  hale  geld iği "kütleçekim  a lan ın d ak i 
k u an tu m  d alg a lan m aları"  fik rine  b a ş v u ru la b ilir .18 (Böylesi fik irle re  §31.1

for ali practical purposes, -çn.
18 Fikir orijinal olarak, pek çok şey gibi, W heeler'a a ittir, m odern b ir  perspek tif için bkz. Ng, 

2004.



Ş e k il  29 .6  U za yza m a n ın  1 0 -33cm  y a  da  
10~43s7ifc P lanck  ö lçeğ in d ek i doğası n e 
dir? K ü tleçe k im  a la n ın d a k i k u a n tu m  da l
g a la n m a la rın ın  ço k lu  topoloji d e ğ iş ik lik 
ler in e  sah ip  fo k u rd a y a n  b ir  "köpük" b e 
la s ıy la  sonuç la n a b ileceğ i ve  a y r ın tılı k u 
a n tu m  f a z  il iş k ile r in in  a s lın d a  b u  se v i
y e d e  o la s ılık la  kaybo lacağ ı id d ia  e d ilm iş 
tir.

ve §33.1 'de değineceğim .) Faz ilişk ile rin in  böy lesi b ir  ö lçekte as lın d a  iç in 
den  ç ık ılam ayacak  b ir  b iç im de "köpük iç inde kayıp" h a le  gelebileceği d ü 
şü n ü le b ilir. S tephen Havvking'e a it b ir  d iğer öneri, b ir  k a ra  deliğ in  v a r lı
ğ ın d a  k u an tu m  d u ru m u y la  ilg ili b ilg in in  delik  ta ra f ın d a n  "yutulabileceği" 
ve ku r a ld a  onarılam az b iç im de kayıp  h a le  geleb ileceğid ir. Böylesi k o şu l
la rd a , delik  içine d ü şm ü ş b ir  p a rç ay la  k a rışm ış  d ışsa l b ir  fiziğe ilişk in , 
b ir  k u an tu m  sis tem in in  gerçek te "saf b ir  durum " yerine  b ir  yoğunluk  m a t
r is i ta ra fın d a n  ta n ım la n m a s ı d ü şü n ü le b ilir .19 Bu fik irle re  d ah a  son ra  
§30 .4 'te  döneceğim .

29.7 "Kopenhag" ontolojisiyle Schrödinger'in kedisi

R 'nin , k u an tu m  d u ru m u n u n  "gerçekte" be lirlen im ci U işlem i uyarınca 
ev rim leştiğ i v a rsa y ıld ığ ın d a  n a s ıl o rtay a  çıkab ild iğ iy le , ya da ç ık ar görü- 
neb ild iğ iy le , ilg ili k u an tu m  m ekan iksel ö lçüm  s o r u n u n a  geri dönelim  
(§21.8, §§22.1, 2, §23.10). Bu so ru n  çoğu kez, çok şek ilse l o la rak , S ch rö d in 
g er 'in  ked is i  p a r a d o k s u  b iç im inde  göste rilir. B u rada sund u ğ u m  versiyon  
S ch röd inger'in  o rijina l v ersiy o n u n d an , yaln ızca  önem siz b ir  b içim de, 
fa rk lılık  göste rir. F o ton  d u ru m u n u n  iki p a rç ay a  ay rılacağ ı b ir  huzm e ay ı
rıc ı ("yarı güm üşlenm iş" ayna) yönünde  tek il fo to n  yay an  b ir  S fo ton  k ay 
n ağ ın ın  m evcu t o ld u ğ u n u  düşünelim . O rtaya ç ıkan  ik i huzm eden  b irinde , 
fo ton , zavallı kediyi ö ldürecek  ö lüm cül b ir  a le te  b ağ lan m ış  b ir  a lg ılay ıc ıy 
la  k a rş ıla ş ırk e n  d iğerinde, fo to n  k aç a r  ve ked i sağ  kalır. Bkz.  Şekil 29.7. 
(Bu e lb e tte  yaln ızca  b ir  "düşünce deneyi"dir. Ö rneğin §30.13 'te gelecek o l
duğum uz tü rd e  gerçek b ir  deneyde can lı b ir  v arlığ ı d ah il e tm ek gerekm ez. 
Kedi yaln ızca  d ram a tik  b ir  etki iç in  ku llan ılm ak tad ır!) F o ton la  ilg ili b u  iki 
a l te rn a t if  k u an tu m  do ğ ru sa l ü s t  ü s te  b inm ede b ir  a ra d a  b u lu n m ak  zo ru n 
da o ld u ğ u n d an  ve S ch röd inger denk lem in in  (diğer b ir  dey işle  U 'nun) doğ
ru sa llığ ı sonrak i iki zam an  evrim in in  sa b it karm aşık  sayı ağ ırlık lı ü s t  ü ste
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Ş ekil 29.7 S ch rö d in g er'in  ked isi (o rijina lin in  değ işik  hali). B ir S  fo to n  kaynağ ı, fo to n  d u 
ru m u n u n  k en d is in d e n  so n ra  2 p a rç a lı  b i r  çak ışm ay a  a y n la c a ğ ı b ir  huzm e ay ırıc ıy a  y ö n e 
len  tek il fo to n la r  yayar. B u n la rın  b ir in d e  fo ton , kediy i ö ld ü ren  ö lüm cül b ir  s ila h ı a te ş le 
yen  b ir  a lg ılay ıc ıy la  k a rş ıla ş ır; d iğ erin d ey se  k a ç a r  ve kedi y aşa r. U evrim i b ir  ö lü ve b ir  
de can lı kedi ü s t  ü s te  b inm e so n u c u n u  verir.

te  b inm ede ıs r a r  etm ek zo ru n d a  o lduğundan , zam an  ilerled ikçe k u an tu m  
d u ru m u  sonuç o larak  b ir  ölü ve b ir  can lı kediye ilişk in  böy lesi b ir  k a rm a 
şık  say ı ü s t  ü s te  b in m esin i içerm ek zo ru n d a  olur; böylece kedi ayn ı an d a  
hem  ölü hem  de canlıd ır!

E lbe tte  böyle b ir  du rum , deneyim led iğ im iz gerçek h a y a tta k i ked i bo y u 
tu n d a k i b ir  nesn en in  d av ra n ış ıy la  ilg ili o la rak  b ir  saçm a lık tır. Bu p a r a 
doksla , k u an tu m  m ekan iğ in in  çeş itli "s tan d a rt"  y o ru m la rı u y arın c a  n as ıl 
ilg ilen ilir?  K openhag bak ış aç ıs ı (a)'yı ele alın . A nlayab ild iğ im  k ad a rıy la  
bu  yorum  fo ton  alg ılay ıc ısın ı b a s i t  b iç im de, ken d isin e  k u an tu m  ü s t  ü ste  
b inm e k u ra lla r ın ın  uygu lanm ad ığ ı "k lasik  b ir  ölçüm  aleti" o la rak  değ e r
le n d irir. Y ayınım ı ve a le t ta ra fın d a n  a lg ılan ış ı a ra s ın d a  fo ton  d u rum u , b ir  
dalga  fonksiyonunca (durum  vektörü) aç ık lan ır  fak a t ken d isin e  herh an g i 
b ir  "fiziki gerçeklik" atfed ilm ez. D alga fonksiyonu  tek  b aş ın a , o la sılık la rı 
h esap la m ak ta  k u llan ılan  b ir  m atem atik se l ifade  o la rak  k u llan ılır . H uzm e 
ay ırıc ı fo ton  gen liğ in in  e ş it b iç im de ikiye bö lüneceği b iç im deyse bu  d u 
ru m d a  h esap la m a bize, a lg ılay ıc ın ın  fo ton  a lım m ı hem  kaydetm ek  hem  de 
kaydetm em ek üzere % 50'lik  o la s ılık la ra  sah ip  o lduğunu  söyler. Bu d u 
ru m d a  kedi %50 o lasılık la  ölecek ve % 50'lik  o lasılık la  d a  can lı k a lacak tır.

Doğru y an ıt fiziki o la rak , "fiziki o larak" ifad e s i gerçekte deney im led i
ğim iz dünya  d av ra n ış ın a  a it olm ak üzere, b u d u r. Yine de bu  aç ık lam a b i
ze, fiziki o lay ları çok d a h a  a y rın tılı b iç im de izlem ek is ted iğ im izd e  h iç de 
ta tm in  edici b ir  tab lo  sunm az. Bir a lg ılay ıc ı içe ris in d e  gerçek leşen  as lın d a  
ned ir?  Onu n için , sonuç o la rak  o da, büyük  ya da küçük, fizik i h erh an g i 
b aşk a  b ir  m alzem e p a rç a s ı g ib i ayn ı k u an tu m  b ile şe n le rin d e n  (proton, 
elek tron , n ö tro n , sa n a l fo ton , vb) o lu ş tu ru ld u y sa , "k lasik  b ir  alet" g ib i ele 
a lm a izn im iz o lsun? D iyebilirim  ki, k u an tu m  m ekan iğ in in  ilk  za m a n la r ın 
da N iels B ohr'un  konuyla ilg ili b ak ış  aç ıs ın ın  d o ğ as ın a  ilişk in  b ir  şey  a s 
lın d a  k u ram ın  k u llan ılab ilm esi ve k u an tu m  fiz iğ inde ilerlem e kaydedile- 
b ilm esi iç in  neredeyse b ir  gerek lilik ti. Yine de göreb ild iğ im  k a d a rıy la  böy 
lesi b ir  bak ış aç ıs ı yaln ızca  geçici o la b ilir  ve "a lg ılay ıc ılar" g ib i büyük  ve



k a rış ık  y a p ıla r la  ilg ili "k lasik  d av ram ş"ın  n iç in  ve h an g i a şam a d a  o rtay a  
çıkabileceğ i so ru su n u  çözüm lem ez, (a) b ak ış  açısı, kend i k u an tu m  m ekan i
ği yo rum uy la  ilg ili böyle "klasik  yap ıla r"a  gerek  d u y d u ğ u n d an  yaln ızca , 
b ir  ö lçüm ü gerçek ten  o lu ş tu ra n  şey lerle  ilg ili d ah a  d erin  k o n u la ra  pek de 
g irişilm eyen  "geçici" b ir  konum  o lab ilir .

(a)'nm  başk a  b ir  şekli, a s lın d a , "k lasik  ölçüm  d ü z e n e ğ in in  sonuç o la
rak  gözlem cinin  b ilin c i o lm asın ı ta lep  eder. B una göre k lasik lik , kediyi 
(kedinin kendi b ilin c in i d ikka te  alm azsak) y a ln ızca  b ilin ç li b ir  deneyci in 
ce led iğ inde gerçek leşm ekted ir. B ana öyle g ö rü nüyor ki b ir  kez b u  konum a 
u la ş tığ ım ızd a  (b) ya d a  (f)'ye d a h a  p a ra le l o lan  b ir  konum u k ab u l etm eye 
zo rlan ırız . K uantum  d o ğ ru sa l ü s t  ü s te  b inm eyle ilg ili U k u ra lla r ın ın  b i
linç li b ir  v arlık  sev iyesine dek geçerli olm ayı sü rd ü rd ü ğ ü n e  ilişk in  b ak ış ı 
k ab u l edersek  bu  d u ru m d a  (b) çoklu  d ü n y a la r  b ak ış  aç ıs ı d iy a rın d a  o luruz 
fa k a t U 'nun b ilinç li v a r lık la r la  ilg ili o la rak  b a şa r ıs ız  o lduğu  d u ru şu  kabu l 
edersek  böylece (fl'nin, kend isi u y arın ca , k u an tu m  m ekan iğ in in  o lağan  ö n 
gö rü leri d ış ın d a  yeni tü rd e  b ir  d av ra n ış ın  b ilinç  sa h ib i v a r lık la r la  b irlik te  
o yuna  d ah il o lduğu  b ir  v ers iy o n u n a  sü rü k len iriz . Bu h a t  ü ze rindek i b ir  
öneri esasen , 1961'de seçk in  k u an tu m  fiz ikçisi Eugene W igner ta ra f ın d a n  
o rtay a  kondu .20

B unun la  b irlik te  b a n a  öyle geliyor ki, R 'n in  etk ileneceği b iç im de b i
linç li b ir  gözlem ci v a rlığ ın ı ta lep  eden  h e rh a n g i b ir  k u ram  o ldukça o ra n tı
sız  (ve id d ia  ederim  ki son  derece m antıksız) b ir  evren  ta b lo su n a  yol açar. 
B ilinçli y aşam ın  olm adığ ı ve k en d isin d en  h e r  yönde, pek çok ışık  yılı 
u zak lık ta  da b ilin c in  m evcu t o lm ad ığ ı uzak  b ir  dünya b en zeri gezegen d ü 
şü n ü n . Bu gezegendeki h av a  d u ru m u  n as ıld ır?  H ava d u ru m u  m odelleri, 
gelişen  b e lir li  h e rh an g i b ir  m odelin  k ritik  b iç im de d ah a  önce o lan  şeyin 
en küçük a y r ın tıla r ın a  b ağ lı o lm ak an lam ın d a  "kaotik  s is tem ler"  olm a 
özelliğ ine s a h ip tir  (bkz. §27.2). A slında, m in ik  k u an tu m  etk ile rin in , d iye
lim  ki b ir  ay içerisinde , gezegendeki h av a  d u ru m u  m ode lin in  tüm üy le  ken 
d ile rin e  bağ lı o lacağı k a d a r  büy ü m ü ş h a le  gelm eleri o la s ıd ır . B ilinç yok lu 
ğu, (f)'nin ele a lın an  b e lir li vers iy o n u  u y arın ca , böy lesi b ir  gezegende 
R 'n in  asla or taya  ç ıkm a ya c a ğ ım  im a ed e r böylece h av a  d u ru m u  a s lın d a  
yaln ızca , onu  tan ıd ığ ım ız  an lam d ak i gerçek b ir  h a v a  d u ru m u n a  benzem e
diği ü s t  ü s te  b inm eli b ir  k u an tu m  karış ık lığ ı olur. Yine de b ilin ç li y o lcu la
r ın  b u lu n d u ğ u  b ir  uzay  gem isi ya da b ilinç li b ir  v a rlığ a  m esaj ak ta rm a  k a 

20 Sonuç olarak, yaşam ı boyunca evrim leşm iş olabilecek bu bakış açısının VVigner’in kuantum  
m ekaniğiyle ilgili gerçek konum unu tem sil edip etm ediğinden emin değilim. Konumumun, 
b u rada  anılan, durum u indirgeyen şeyin bilinç olduğunu ileri süren  konum a benzer o lanlar
dan temel olarak farklı olduğunu da belirtm eliyim . Bu bakım dan görüşüm  diğer yorum cular 
ta rafından  zam an zam an yanlış sunuldu. Bkz. §§30.9-12.



p as ite s in e  sa h ip  b ir  sonda  a lg ılay ıc ıla rın ı b u  gezegen ü ze rin e  d o ğ ru ltab i- 
lirse  bu  d u ru m d a  gezegendeki h av a  du ru m u  an iden , sank i h e r  zam an  tam  
o la rak  öyleym iş g ib i s ıra d a n  b ir  h av a  d u ru m u  h a lin e  gelir! B urada, d en e
yim le h e rh an g i gerçek b ir  çelişki bu lu n m az fa k a t bu  "W igner gerçekliği" 
gerçek b ir  fizik i ev ren in  d a v ra n ış ın a  ilişk in  g ü v en ilir  b ir  tab lo  m udur?  Be
n im  iç in  değil fak a t ona d ah a  faz la  güven d u y an  d iğerle rin i (neredeyse) 
an layab iliyo rum .

29.8 Diğer geleneksel ontolojiler "kedi"yi çözümleyebilir mi?

öy leyse, (b) d ü n y a la r  bak ış aç ıs ın d an  ne haber?  B urada , ö lü  ve can lı 
b ire r  ked iy le ilg ili k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esi "gerçeği" (önceki p a ra g ra f ta 
ki k u an tu m  ü s t  ü ste  b inm eli h av a  d u rum u  m odelle rinde o lduğu  gibi) b a 
sitçe  kabu l  edilir  fak a t bu  b ize kediye (ya da h av a  durum una) b ak an  b ir  
gözlem cin in  gerçekte ne "alg ılad ığ ın ı" söylem ez. G özlem cinin algı du ru m u  
ked in in  d u ru m u y la  k arışm ış  o la rak  kabu l ed ilir. "Canlı b ir  kedi a lg ılıyo 
rum " alg ı d u ru m u  "canlı kedi" d u ru m u n a  ve "ölü b ir  kedi alg ılıyorum " algı 
d u ru m u  "ölü kedi" d u ru m u n a  eşlik  eder. Bkz. Şekil 29.8. Böylece a lg ılayan  
b ir  v arlığ ın , kendi alg ı d u ru m u n u  h e r  zam an  bu  ik is in d en  b ir in d e  o larak  
b u ld u ğ u  d ü şü n ü lü r; b u ra d a n  h arek e tle  kedi, a lg ıla n an  dünyada , ya can lı 
ya da ö lüdür. Bu iki o lasılık  "gerçeklikte", do lan ık  ü s t  ü s te  b inm e iç inde 
b ir  a ra d a  bu lu n u r:

\ıp) =  w |a lg ıla n an  canlı k e d i) |c an lı ked i) +  z |a lg ıla n a n  ölü k e d i) |ö lü  kedi).

Şu haliy le  b u n u n  kedi p a ra d o k su n a  ilişk in  b ir  çözüm  o lm ak tan  uzak  
o lduğunu  b e lirg in leş tirm ek  is te rim . Çünkü k u an tu m  m ekan iğ i fo rm a liz 
m inde, b ir  b ilin ç  d u ru m u n u n  can lı ve ölü b ire r  ked in in  eşzam an lı b iç im de

t + zx ' ■ , : £*£*©
o - z  w 0 ^

Ş ek il 29.8 Şekil 29 .7 'n in  so n u cu  kedi d u ru m la rıy la  k a rışm ış  fa rk lı çev re le rin  v a rlığ ı ya  da  
b ir  gözlem cin in  fa rk lı tep k ile rin d e n  e tk ilenm em iş b iç im de k a lır . Böylece d u ru m

|ı/ı) =  ıvx |can lı k ed i) |c a n lı k ed in in  ç e v re s i) |a lg ıla n a n  can lı ked i) +

z x |ö lü  ked i)[ö lü  k ed in in  ç e v re s i) |a lg ıla n a n  ö lü  ked i)

b iç im in i a lır . U evrim i gerçek liğ i ((b) çoklu  d ü n y a la r  b a k ış  açısı) göste recek se  b u  d u ru m 
da b ir  g ö zlem cin in  fa rk ın d a lığ ın ın  y a ln ızca  b u  ya da  ö teki a l te rn a tif i  deney im leyeb ilece- 
ği ve b u  a şa m a d a  ayrık  d ü n y a  deney im lerin e  "bölüneceği"ne ilişk in  b a k ış ı k ab u l etm ek 
z o ru n d a  o luruz.



vı ı » .  (|%s?)<- L J )  ( | * » ) + | ® * ) )

Ş ek il 29.9 Şekil 29 .8 'in  (z =  »v =  ^  d u ru m u n d a  ve çevre d u ru m u n u  k ed in ink iy le  b ir le ş t i
rerek) y en id en  ifade ed iliş i şu  b iç im d ed ir:

2|ı/>) =  { |a lg ılanan canlı ked i) +  |a lg ılan an  ölü kedi)} {|canlı k ed i) +  |ölü k e d i»

+ { |a lg ılanan  canlı ked i) — |a lg ılan an  ölü kedi)} { |canlı k ed i) -  ölii kedi)}.

a lg ıla n ış ın ı içerem eyeceğini ta lep  eden h içb ir  şey söz k onusu  değild ir. Şe
kil 29 .9 'da , huzm e ay ırıc ıd ak i y an s ım a  ve ak ta rm ay la  ilg ili iki genliğ in , z 
ve w, e ş it o lduğu  b a s it  d u ru m u  ele ald ığ ım  b u  konuyu gösterd im . 0 -sp in li 
b ir  b aş lan g ıç  d u ru m u y la  y ay ılan  ^ -sp in li iki pa rçac ık lı b a s it  EPR -B ohm  

ö rneğ inde  o lduğu  g ib i so n u ç tak i k a rış ık  d u ru m u  çeşitli pek  çok b iç im de 
y azab ilir iz . Şekil 29 .9 'da  g ö ste rilen  ö rnek te  |canlı kedi) -I- |ölü kedi) d u ru m u 
n a  |algılanan canlı kedi) +  |algılanan ölü kedi)'yle ve |canlı kedi) -  |ölü kedi) d u 
ru m u n a  |algılanan canlı kedi) -  lalgılanan ölü kedi)’yle eşlik  ed ilir. Bu, 
§23 .4 'tek i gibi, |/2) =  | î ) | i )  -  |4-)[T) d u ru m u n u  |->)|«-) -  |« -)H ) o larak  yen i
den yazm akla ta m  o larak  benzerd ir. Bu ü s t  ü s te  b inm iş algı d u ru m la rın a  
n iç in  iz in  verm em ekteyiz? Bir k u an tu m  du ru m u n u n  "algı" o la rak  ele a lın 
m asın a  iz in  veren  şeyin  ne o lduğunu  ta m  o larak  b ilene ve b u n u n  so nucun 
da böylesi ü s t  ü s te  b inm elere "izin verilm ediğini" görene k a d a r  gerçek d ü n 
yaya ilişk in  deneyim lerim izin  n iç in  can lı ve ölü ked ilerle  ilg ili ü s t  ü s te  b in 
m eleri içerem eyeceğini aç ık lam ak ta  gerçekten  h içb ir  b ir  yere varm adık .

İn sa n la r  bazen  b u  örneğe, iki a lte rn a tif le  ilg ili gen lik le rin  eş itliğ in in  
çok özel b ir  d u rum  o lm ası ve k a rış ık  d u ru m la rı genel o la rak  bu  b iç im de 
ifade etm e özgü rlü ğ ü n ü n  b u lu n m a m a sı tem elinde itira z  ederler. B ununla 
b irlik te  b u  d u ru m a b iraz  d ah a  d erin  b iç im de göz a ttığ ım ızd a  bu  b e lirli ö r
neğe ilişk in  "eşit genlik" g ö rü n ü m ü n ü n  gerçek ten  o k a d a r  da önem li o lm a
d ığ ın ı gö rü rüz . Ü stte , §29.5 'te ele a lınm ış o lan  —sp in li b ir  EPR parçac ık  

ç iftine  ilişk in  ö rneği ak ıld a  tu tm a k  fay d a lı olur. "G enliklerin  eşitliğ i" (esa
sen  "genlik  m o d ü lle rin in  eşitliğ i", |z| = |w|), e ş it öz değerlere  sah ip  b ir  yo
ğ un luk  m a tris in e  ned en  o lan  şeyd ir. §§29.4, 5 'te , e ş it o lm ayan  öz değerle 
re  sa h ip  2 x 2 'lik  b ir  yoğun luk  m a tr is in in , b ir  du ru m  çiftine  ilişk in  o lasılık  
k a rış ım ı k a d a r  çok göste rim e sa h ip  o lduğunu  fak a t ç iftin  genel o la rak  or- 
togonal o lm ayacağ ın ı açık  b iç im de gördük. A slında o rto g o n allik  yaln ızca , 
ik i d u ru m  yoğunluk  m a tr is in in  öz vek tö rleri o ld u ğ u n d a  o rtay a  ç ık ar.129161 
"E şit genlikler" (açıkçası |z| =  |w|) du ru m u n d a, Icanlıkedi) ve [ölü kedi) du-



ru m la n n ı ve a s lın d a  eşlik  eden  |algılanan canlı kedi) ve lalgılanan ölü kedi) 
d u ru m la rın ı da o rtogonal ("öz vektörler") o la rak  kabu l edeb iliriz . B ununla 
b ir lik te  \z\ =£ |ıv| d u ru m u n d a , ü s t  ü s te  b in m iş  kedi d u ru m la rın ın  b e lir li b ir  
o rtogonal ç iftine  eşlik  eden alg ı d u ru m la rı ç ifti ve o rtogonal alg ı d u ru m la 
r ın ın  b e lir li b ir  ç iftine  eşlik  eden  ked i d u ru m la rı ç ifti genellik le o rtogonal 
olm az. Algı d u ru m la rın ın , çoklu d ü n y a la r  b ak ış ın d ak i gerçeklik  g ö rü n ü 
m ünü  yön lend irm esi gereken  şey ler b u  d u ru m la rsa , o rtogonal o lm ası ge
rek tiğ iy le  ilg ili b ak ış  k ab u l ed ileb ilm esine rağm en  to p lam  |ıjj) d u ru m u n a  
ilişk in  bu  g ö ste rim le rin  ik is in in  k u llan ım ın d a  da h iç b ir  so ru n  yok tu r. Bu
n u n la  b irlik te  (b) konum u u y arın c a  R esasen  pek de gerçek leşm ediğ inden  
o rtogonal a lte rn a tif le r le  ilg ili h e rh a n g i özel b ir  konum  (ne o lu rsa  o lsun  
o n la ra  h iç b ir  şey "ind irgenm ediğ i" için) söz k o n u su  değ ild ir.

G erçekte, genel d u ru m d a , o rto g o n al kedi d u ru m la rın ın  b ir  ç iftine  eşlik  
eden, o rtogonal alg ı d u ru m la rın a  ilişk in  tek  b ir  ç ift o lacağ ı aç ığa çıkar. 
Bu, k a rış ık  b ir  d u ru m a ilişk in  S c h m id t  ayr ış t ırm as ı  o la rak  b ilin en  şey 
d ir .21 B unun la  b irlik te  bu , (kuantum  b ilg i k u ram ıy la  b a ğ lan tılı S chm idt 
a y r ış tırm a s ın ın  p o p ü le rliğ in e  k a rşın )22 ölçüm  p a ra d o k su n u  çözm ekte pek 
k u lla n ış lı d eğ ild ir çünkü b u  "m atem atik se l o la rak  te rc ih  edilen" kedi d u 
ru m la rı ç ifti (kedinin yoğun luk  m a tr is in e  ilişk in  öz du rum lar) pek de is te 
nen  | canlı kedi) ve | ölü kedi) değil fa k a t b u n la rla  ilg ili istenm eyen  baz ı ü s t  
ü s te  b in m e le r olur! B ir S chm id t a y r ış tırm a s ın d a  o rtay a  ç ıkan  bu  yoğunluk  
m a tr is i öz d u ru m la rın ın , y ine §29.5 'te ele a lınm ış o lan  Lucien H ardy  ö rn e
ğ ine b ak a rak , "ontolojik o la rak  gerçek" o lm ası gereken şeye ilişk in  bek le
nen lerle  h iç b ir  ilg is in in  o lm ası gerekm ediğ in i gö rü rüz . Y oğunluk m a tr is i
ne ilişk in  (burada, d ü n y ad a  alg ılad ığ ım  p arçac ık la  ilgili) öz vek tö rlerin , 
T ita n 'd a k i m eslek taşım ın  ö lçüm leri u y arın c a  "m akroskopik  o la rak  a y ır t 
ed ileb ilir  a lte rn a tif le r"  o lan  |<-) ve |î )  a lte rn a tif le r in d e n  epeyce fa rk lı o l
d u ğunu  gö rü rü z  (bkz. a lış tırm a  [29.13]).

M atem atik , "| canlı kedi)" ve "|ölü kedi)" d u ru m la rın ı h e rh a n g i b ir  b iç im 
de "terc ih  edilen" o la rak  tek  b a ş ın a  seçip  ay ıram ay acağ ı iç in  (b)'yi an lam lı 
k ılab ilm ek  üzere  h â lâ  b ir  k u ram a gerek  duyarız  ve böy lesi b ir  k u ram  ek
s ik tir .23 D ahası, böy lesi b ir  k u ram  üzerindek i so ru m lu lu k  yaln ızca  ölü ve 
can lı ked ile rin  ü s t  ü s te  b in m e le rin in  n iç in  a lg ıla n an  d ü n y ad a  o rtay a  çık
m ad ığ ın ı değil fak a t ayn ı za m a n d a  m ükem m el ve o la ğ an ü s tü  kesin  m odül

21 H2xH 2'ye a it genel b ir i/j karışık  durum una ilişkin Schm idt -y a  da ku tu p sa l-  ay rıştırm ası 
bunu, ilk H2'ye a it |a) ve İp) ortogonal -yoğunluk m atrisin in  norm alleştirilm iş öz durum la
r ı -  ve |/3) ve |ff) benzer biçimde ikinci H2’ye tekabül etmek üzere, esas olarak eşsiz biçimde, 
|\jı) =  ^|a)|/?) + ji \p ) \o )  olarak ifade eder. XX ve fin yoğunluk m atris i öz değerleridir. Benzer 
b ir  ifade |ı/ı)'deki toplam  n terim e sahip  olmak üzere HnxH "'de de geçerlidir. Bkz. Nielsen ve 
Chuang, 2000.

22 Sonuç olarak kuantum  bilgi kuram ıyla ilgili olan Nielsen ve Chuang’a, 2000, bakın.
23 Bu konularla ilgili ta rtışm a için bkz. Page, 1995.



k a re s i k u ra lın ın  a s lın d a  n iç in  k u an tu m  m ekan iğ indek i o la s ılık la r la  ilgili 
doğru  y a n ıtla r ı v erd iğ in i de aç ık lam aktır! B unu y ap a b ile n  b ir  alg ı k u ra m ı
n ın  k en d isi k u an tu m  k u ram ı k a d a r  kesin  o lm aya gerek duyar, (b) y an lıla rı 
b u  tü r  b ir  ta s lak  önerm en in  y ak ın ın a  b ile  y a k la şm ad ıla r .24

Şim di kedi p a ra d o k su n u n  (c) çevresel evre uyum su z lu k  yo luy la  çözü
m ündek i g iriş im lere  dönelim . F o to n u n  b aş lan g ıç  y ay ın ım ın ı ontolojik  o la 
rak  gerçek  kabu l edelim . (Kaynak bu  o layı m akroskop ik  b ir  b iç im de kay 
detm ek  üzere ay a rlan ab ilir .)  Böylece huzm e ay ırıc ıy la  k a rş ıla ş ıld ık ta n  
so n ra , iki huzm e iç inde, fo to n a  a i t  ontolo jik  o la rak  gerçek  b ir  ü s t  ü s te  b in 
m eye sa h ip  o luruz. F o ton  d u ru m u n u n  a k ta r ıla n  p a rç a s ı kendi çevresiy le 
b ir lik te  ö lü  b ir  kediye ve y an s ıy an  p a rç a s ı fa rk lı b ir  çevreyle b irlik te  can lı 
b ir  ked iye evrilir. Ş im dilik  on to lo ji h â lâ  b u  ik is in in  ü s t  ü s te  b inm esid ir. 
D aha so n ra  çevresel a l te rn a tif le r  "gözlem lenem ezler" o larak , b iz i 2 x 2 'lik  
b ir  yoğun luk  m a tris iy le  b aş  b a şa  b ıra k a ra k  to p la n ır . O ntolojik konum  a r 
tık  s in s i b iç im de k ay a r ve "gerçeklik" yoğun luk  m a tr is in in  kend isiy le  aç ık 
la n ır  h a le  gelir. Ç evresel evre uyum su z lu k  a rg ü m an ı a r tık  b u  m a tr is in  t a 
b a n d a  (|canlı kedi), |ölü kedi» son  derece yak ın  b iç im de çap raz  o lduğu  so 
n u cu n u  ile ri sü re r, böylece on to lo jide b aşk a  b ir  kaçam ak  kaym a d ah a  söz 
k o n u su  o lu r ve d u ru m  |canlı kedi) ve |ölü kedi)'n in  b ir  o lasılık  k a rış ım ı h a li
ne gelir. Bu,

ıv |can lı k e d i) |c an lı k ed in in  çev re si) 4- z |ö lü  k e d i) |ö lü  k ed in in  çev resi)

ü s t  ü s te  b in m esin d en  |canlı kedi) ya da |ölükedi) a lte rn a tif le r in e  yönelik  bu 
on to lo ji k ay m asın d an  k u rtu lm a m ız a  "izin  veriliş" b iç im id ir! Bir yoğunluk  
m a tr is in in  d u ru m la ra  ilişk in  b ir  o lasılık  k a rış ım ı b iç im inde ontolojik  o la
rak  y o ru m la n m asın d a  (öz değerle r e ş it o lsun  olm asın) b en zersiz  h iç b ir  şe
y in  b u lu n m ad ığ ın ı an ım sayalım . A slında Icanlıkedi) ve lölükedi) k a rış ım ı
n a  geçm ek o rijina l ü s t  ü s te  b in m ed en  b ir  (çift) on tolo ji k ay m asın ı göste rir, 
(c) konum u esasen  FA PP'dir ve b ize fizik i gerçekliğe ilişk in  tu ta r l ı  h iç b ir  
on tolo ji verm ez.

29.9 Geleneksel olmayan hangi ontolojiler yardım edebilir?
(d) ve (e)'yle ilg ili k ısaca  yo ru m d a bu lunm alıy ım . G erçekliğin azam i b i

çim de a rıtılm ış  tu ta r l ı  geçm iş k ü m elerin in  b ir  b ü tü n lü ğ ü  b iç im inde  g ö ste
rild iğ i (d) tu ta r l ı  geçm iş ler yak laşım ıy la  ilg ili "savurgan" on tolo ji b en im 
se n irse  b u  d u ru m d a  (b) çoklu d ü n y a la r  d u ru m u n d ak in e  b ir  b iç im de b en 
ze r b ir  e le ş tir i ile ri sü rü leb ilir , (d), b ild iğ im iz  fizik i d ü n y ay la  ilg ili tu ta r l ı  
b ir  ta b lo  an ım sa tab ilm ek  üzere , (b)'de o lduğu  gibi, b ilin ç li a lg ılay ıc ıla rın



ay rın tılı ve kesin  b ir  k u ram ın a  gerek d u y a r gö rünür. Bu yönde (IGUS” kav
ram ıy la  sunu lan ; "bilgi to p lam a ve ku llanm a sistem i") g iriş im ler o lm u ş tu r 
fak a t b u n la r  şim diye kadar, ye terli o lm ak tan  uzak  gö rünm ek ted ir.25 A lter
n a t if  o la rak  §29.2 'de ü s tü  kapa lı b iç im de değinilm iş olan, azam i b içim de 
a rıtılm ış  tek b ir  tu ta r lı  geçm iş küm esin in  "gerçek dünya" on tolo jisiy le ilgili 
m aku l b ir  aday  o larak  değerlend irileb ileceğ i d ah a  tu tu m lu  ontolo ji b iç i
m inde b ir  şey te rc ih  ed ileb ilir. B ununla b irlik te  (üsttek i d ah a  sav u rg an  on 
to lo jin in  yan ı sıra) bu, " tu ta rlı geçm iş" k rite rin in  ta sa rla n d ığ ı am acı, d iğer 
b ir  deyişle esasen  içinde yaşad ığ ım ız  tü rd ek i dünyaya benzeyen geçm işleri 
seçip  ayırm ayı, gerçek ten  b aşa rm a s ın a  bağ lıd ır. Öte ta ra f ta n  1961'de 
Dovvker ve Kent ta ra fın d a n  göste rild iğ i üzere tek  b aş ın a  bu  "tu tarlılık" ko
şu lu  ye terli o lm ak tan  uzak tır. Bazı ek k rite rle rin  gerekli o lduğu  görü lüyor.

Bana göre (d)'ye ilişk in  tem el b ir  sak ınca , R benzeri iş lem lerin  su n u l
m uş o lm asın a  k a rş ın  onun  biz i fiziki b ir  ö lçüm ün gerçek ten  ne o lduğuna 
ilişk in  b ir  an lay ışa , d ah a  geleneksel (a) ya da (b) on to lo jile rinden  d ah a  y a 
k ına  g e tir ir  gö rünm em esid ir. G erçekte R benzeri iş lem lerin , (d)'de, gerçek 
fiziki ö lçüm lerle  do ğ ru d an  h iç b ir  ilg is in in  o lm adığ ı açık b iç im de b e lir tilir . 
B unun la ilg ili so runum , bu  R tip i y er değ işik lik leri ve fiziki ö lçüm ler a ra 
s ın d ak i ilişk iy i o rta d a n  k a ld ıra ra k  fizik i b ir  ö lçüm ü gerçek te ney in  o lu ş 
tu rd u ğ u y la  ilg ili h iç b ir  kav ray ış  edinm eyecek olm am ızdır, (d) u y arın c a  n i
çin şey lere as lın d a , S chröd inger ked ileri g ib i y aşam la  ölüm  a ra s ın d a k i ü s t 
ü s te  b in m iş b e lirs iz lik te  tan ık lık  etm em ekteyiz? K uram , n ö tro n  ya da fo
to n la r  öyle dav ranm azken  h an g i s is tem le rin  (fiziki düzenek  p a rç a la rı  ya 
da k ed ile r gibi) k lasik  b iç im de d av ra n m ala rı gerek tiğ in i aç ık lam ak ta  s ta n 
d a r t (a) K openhag konum una yönelik  h e rh an g i b ir  gelişm e su n a r  g ö rü n 
m ez. Kalın ta n e li geçm işlerle  (azam i b iç im de arıtılm ış) ilg ili " tu tarlılık"  
gereksin im i, gözlem lenm iş fizik i gerçeklik le ilg ili b ir  m odel26 su n m ak  üze
re  gerekli o lan  şeyden  b ir  hay li uzak  gö rünür.

inform ation gathering  and using system , -çn .
25 Bkz. Dovvker ve Kent, 1996.
26 Adrian Kent'e a it çarpıcı b ir  örnek, "gerçekliğin" fiziki olarak akla yatkın b ir tab losunu  su n 

makla ilgili "tutarlılık" koşulunun yeterli olm aktan ne kadar uzak olduğunu açıkça gösterir. 
Bu örnekte b ir p parçacığı, norm alleştirilm iş ilgili ortogonal \A), |5) ve |C) durum larınca 
açıklandığı üzere, üç A, B, C ku tusundan  b irinde bulunabilir. Sabit b ir  ün iter evrim  veren 
H am iltonı sıfır olarak kabul edin. Başlangıç durum u \A) + |fî) + |C) olm alıdır ve son du ru 
m un |/1) 4- |fl> — \C) olarak ölçüldüğünü düşünün. Bu, \A) + |fî) + |C) ve \A) + |B) — |C) ortogo
nal olm adığından olasıdır, ik isi arasındaki [\A)(A\,! — M)(i4|} projektör küm esinin yerleşti
rilm esinin "tutarlı" olduğu ortaya çıkar ve bu ara  aşam ada, temel olarak |B) + |C) ve 
IB) — |C) ortogonal o/duğundan, p 'n in  A ku tusunda bulunm ak zorunda olduğu sonucunu ç ı
karm ış görünürüz. A yerine fî'n in  kullanıldığı aynı argüm an, ara aşam ada p 'n in  B k u tusun
da bulunm ak zorunda olduğu eşit sonucunu verir! Bu örnek Yakir A haranov'un "Kral soru- 
nu"ndan evrim leşm iş görünüyor. Bkz. Albert vd,., 1985, s .5.



R benzeri iş lem leri tem el b ir  düzeyde b irle ş tirm ey e  yönelik  cidd i b ir  
g iriş im d e b u lu n m a sı (d)'ye ilişk in  p o z itif  b ir  özellik o lsa  d a  ş im d iy e  dek 
o rtay a  konm uş ö lçü tle r m odelin  d av ran ış ın ı, b ild iğ im iz d ü nyaya  benzeyen 
b ir  şeye ilişk in  açık b ir  ta b lo n u n  o rtay a  çıkabileceği şek ilde ye terince  d a 
ra ltm az . B unun  hem  (daha önce değ ind iğ im  gibi " tu ta r lı geçm iş" ö lçü tüne  
ilişk in  D ow ker-K ent çözüm lem esiy le b a ğ lan tılı olarak) m akroskop ik  "k la
sik  benzeri" seviyede ve hem  de ay rıca  ra h a ts ız  ed ilm em iş ü n ite r  evrim i 
görm enin  um ulab ileceğ i "kuan tum  sev iyesi"nde doğru  o lduğu  gö rü lü r. Öl
çüm  p a ra d o k su  bu  iki seviyedeki fiziki d a v ra n ış la r  a ra s ın d a k i g ö rü n ü ş te 
ki çelişk iy le ilg ilend iğ inden  (d) tu ta r l ı  geçm iş b ak ış  aç ıs ın ın  y ine de bu  
p a ra d o k sa  n a s ıl d ah a  faz la  ış ık  tu ta c a k  b ir  konum da b u lu n d u ğ u n u  gö r
m ek güçtü r.

(e)'den ne haber? §29.2 'de b e lir tild iğ i üzere (e) de B roglie-B ohm  "pilo t 
dalga" b ak ış  açısı, a s lın d a  k u an tu m  k u ram ın a  a i t  öngö rü leri d eğ iş tirm e
yen tü m  o d iğerleri a ra s ın d a  en açık  ontolojiye sah ip  gö rü n ü r. Yine de b a 
n a  göre as lın d a , ölçüm  p a ra d o k su n a  d iğ e rle rin in  y a p tığ ın d a n  açık  şekilde 
d ah a  ta tm in  edici b ir  b iç im de yönelm ez. G ördüğüm  k ad a rıy la  a s lın d a  (e) 
ken d is in e  a i t  iki gerçeklik  düzey inden , s is tem in  düzen len iş in e  ilişk in  g er
çekliğ in  d ah a  sık ı b ir  "parçacık" düzeyine sa h ip  o lm an ın  y an ı s ıra  ro lü  s ı
kı düzeyin  d a v ra n ış ın a  yön  verm ek o lan  ip d a lga  fonksiy o n u n ca  ta n ım la 
nan , gerçekliğe ilişk in  ik inci b ir  "dalga" düzeyinden , k av ra m sa l ç ık ar sağ 
lay ab ilir. Yine de gerçek  deneyle ilg ili h e rh an g i b ir  d u ru m d a  b a şv u rm a 
m ız gereken in  hang i düzey o lacağ ın d an  n a s ıl em in o lab ild iğ im iz  ben im  
iç in  açık değild ir. Benim  so ru n u m , uygun  b ir  an lam d a  h an g i s is tem lerin , 
d ah a  k la sik  "parçacık  benzeri" ya da "düzenlenm e benzeri" ta b lo la r la  
uyum lu  o lacak ları şek ilde "büyük" ve hang i s is tem le rin  "dalga fonksiyon  
benzeri" d av ra n ış ın  önem li h a le  geleceği şek ilde "küçük" o ld u k la rın ı t a 
n ım lam ak  üzere h iç b ir  p a ra m e tre n in  b u lu n m a m a sıd ır  (ve bu  e le ş tir i ay r ı
ca (d) iç in  de geçerlid ir). §23.4 v b 'd en , k u an tu m  d av ra n ış ın ın  en az ın d an  
o n la rca  k ilom etre  u za k lık la ra  g en iş le tileb ild iğ in i, böylece b ir  s is tem in  k u 
an tu m  m ekan iksel gö rünm ek ten  ne zam an  vazgeçip  k lasik  b ir  nesn e  g ib i 
d av ran m ay a  b aş lay a ca ğ ın ı söyleyen tek  şey in  yaln ızca  fizik i uzaklık  o l
m ad ığ ın ı b ilm ekteyiz. Y ine de (bir ked i gibi) büyük  b ir  n esn en in  küçük  ö l
çekli ü n ite r  k u an tu m  y a sa la rıy la  uyum lu  görünm ediğ i b ir  an lam  m ev cu t
tu r . (§30.11'de, gerekli o lacak  o lan  "ölçüm  oran ı" tü rü y le  ilg ili b e lir li gö
rü ş le rim i aç ık lam aya başlayacağ ım .) B ununla b irlik te  böy lesi b e lirli h e r 
h an g i b ir  ö lçünün  uygun  o ldu ğ u n a  in a n ılsa  da in a n ılm a sa  d a  b a n a  öyle 
geliyor ki k lasik  b en zeri d a v ra n ış ın  görevi küçük  ölçekli k u an tu m  e tk in li
ğ inden  ne zam an  d ev ra lacağ ın ı tan ım lam ak  üzere  a s lın d a  bir  ö lçüm  oran ı 
gerek lid ir. S ta n d a rt k u an tu m  m ekan iğ inden , ö lçü leb ilir  h e rh a n g i b ir  s a p 



m an ın  bek lenm ediğ i d iğer k u an tu m  onto lo jileriy le  o rtak  b iç im de (e) bak ış 
a ç ıs ı b u  tü r  b ir  ölçüm  o ran ın a  sah ip  değ ild ir, bu  neden le  onun  Schrödin- 
g e r 'in  ked isi p a ra d o k su n a  uygun  b iç im de yöneleb ileceğin i sanm ıyorum .

Bu konuy la  b ağ lan tılı o la rak , R 'n in  (diyelim  ki) U d in am iğ inden  açık 
o rta y a  ç ık ışın ı "türe tm e" g iriş im leriy le  ilg ili genel b ir  yo rum  uygun  o la b i
lir. S ıradan  (belirlenim ci) d in am iğ in  b u n u  tek  b a ş ın a  a s la  b a şa ra m a y a c a 
ğını, yaln ızca , b u  tü r  d inam ik  b ir  denklem de S chröd inger denklem indeki 
g ib i h iç b ir  o lasılık  b u lu n m a m a sı n ed en in d en  de açık o lduğu  üzere, g ö reb i
liriz . (Okura §27.1'deki ta r tışm a y ı öneririm .) A yrıca o lasılıkçı b ir  ilkeye de 
zo ru n lu  b iç im de gerek duyu lu r. S onuçta R o lasılıkçı b ir  k u ra ld ır. Bu n e 
denle §29.2 'de b e lir tild iğ i üzere, ö lçüm lerin  uygun  a rd ış ık  o la s ılık la r ın ın  
b aş lan g ıç  d u ru m u n d a  doğru  b iç im de şifre lenm iş o lm ası (e)'nin tem el b ir  
b ileşen id ir .

Bu biz i (f)'yle baş  b a şa  b ırak ır. F ark lı pek çok önerm enin  çoğundak i te 
m el (çoğu kez güçlü) so ru n la r , o n la rın  doğal o lm ayan  g ö rünüm leri, esasen  
görelilikçi o lm ayan  k a ra k te rle ri b ilin en  fiz ik ten  güdü lenm eyen  rasg e le  p a 
ra m e tre le rin  su n u m u n a  yönelik  gereksin im leri, enerjin in  k o ru n u m u n  y a 
sa s ın ı çiğnem eleri ve baz ı d u ru m la rd a  gözlem le o lan  do laysız  çe lişk ile rin 
de b u lu n u r. Bu önerm elerin  tü m ü n ü  b u ra d a  ta r t ışm a k  ben im  iç in  pek u y 
gun  d eğ ild ir  ve d iğ erlerin i h a rc am a k  p a h a s ın a  b a z ıla rın ı seçip  ay ırm ak  
ad il olm az. A slında 30. bö lüm de, d iğ e rle rin in  okuyucuya d a y a ta ra k  o rtay a  
k oyduk ları, tü m  önerm elere düzen li b iç im de haksız  d av ran m a yöntem in i, 
ben im  de doğru  o lm asın ın  en o lası o lduğuna in an d ığ ım  b ir  (bazı b ak ım 
la rd a n  asgarici) önerm eyi (pek çok a rk a d a ş ım d a n  özür dileyerek) b en im se
yeceğim! G erçekte d iğerlerince  d ah a  önce o rtay a  konm uş o lan  çeşitli ön er
m elerden  k ay n ak lan an  çok önem li b ir  te şv ik  ve kazan ım  söz k o nusu  oldu 
ve a s lın d a  b u n la ra  (yerinde b ir  m in n e tta rlık la ) b aşv u racağ ım  fa k a t y a ln ız 
ca sav u n m ak  isted iğ im  özgün fik irle rle  ilişk ile ri iç inde.



KUANTUM DURUM İNDİRGENMESİNDE 
KÜTLEÇEKİMİN ROLÜ

30.1 Bugünün kuantum kuramı kalıcı mıdır?

Bu b ö lüm de okuyucuya, önceki bö lüm de o rtay a  konm uş n e g a tif  o la n la ra  
ek o larak , günüm üz k u an tu m  fiz iğ in in  (o lasılık la incelik li fakat) tem el b ir  
değ işim e gerek d u y d u ğ u n a  in an m ak  üzere güçlü  p o z itif  n ed en le r b u lu n d u 
ğ una  ilişk in  d u rum u  sunacağ ım . Bu n ed en le r k ab u l ed ilm iş fiziki k u ra lla r  
d ah ilin d e  ve evrenle ilg ili gözlem lenm iş gerçekler yo luy la  gelir. Yine de 
b u g ü n k ü  k u an tu m  fiz ikç ile rin in  çok az ın ın , k o n u la rıy la  ilg ili tem el k u ra l
la rd a  gerçek  b ir  değ işim  fik rin i c idd i b iç im de ağ ırlam ay a  h az ır lık lı o lm a
sın ı d ik k a t çekici bu luyorum . İ s tisn a d a n  m u a f o la ğ an ü stü  deneyse l d e s te 
ği ve ça rp ıc ı b iç im de d o ğ ru lan a n  ta h m in le rin e  k a rş ın  k u an tu m  m ekaniği, 
y a ln ızca  yak laşık  üç çeyrek yüzy ıllık  b ir  geçm işe sa h ip  olm ak üzere (bu 
ta r ih i  hem en  1925'i iz leyen y ılla rd a  H eisenberg  ve S ch röd inger d ü zen le ri
ne d ay an an , D irac ve d iğerle rince  ku ru lm u ş o lan  m a tem atik se l k u ram d a n  
b aş la tm ak tay ız ), görece genç b ir  konudur. "Görece" derken , ku ram ı, özel 
ve so n ra  genel görelilik  ve k u an tu m  m ekaniğ i b iç im indek i ciddi değ işik 
lik lere gerek  duy m ad an  önce yak laşık  üç k a t d ah a  u zu n  hüküm  sü rm ü ş 
o lan  N ew ton ku ram ıy la  k ıyaslıyorum . Nevvton ku ram ın ı, M axw ell a la n la 
r ın ın  su n u m u  yo luy la  ilk  değ işik liğ inden  acı çekm iş o la ra k  saym am ız ge
rekse  b ile  y ine de b u  ona ik i yüz y ıla  yak ın  is tisn a s ız  b ir  s a lta n a t  dönem i 
verm iştir!

D ahası Nevvton k u ram ı b ir  ö lç ü m  p a ra d o k su n a  sa h ip  değild i. K uan
tu m  k u ram ın d ak i U iş lem in in  d o ğ ru sa llığ ı k u ram a b e lir li b ir  za ra fe t v e r ir 
ken b iz i ölçüm  p a ra d o k su n a  (§22.2) yönelten  şey tam  d a  b u  d o ğ ru sa llık tır  
(ya da ün iterlik). Bu d o ğ ru sa llığ ın  d ah a  kesin  (fakat incelikli) b ir  do ğ ru sa l 
o lm ay ışa  yönelik  b ir  yak laşık lık  ta h m in i o lab ileceğ ine in an m ak  b u  k ad a r 
m an tık sız  m ıdır?

Açık b ir  benzer ö rneğe sah ib iz . Nevvton kü tleçek im  ku ram ı, kü tleçekim  
k u v v e tle rin in  h e r  zam an  tüm üy le  d o ğ ru sa l b ir  b iç im de to p la n m a la rıy la  i l 



gili b e lirli m a tem atik se l za ra fe te  sa h ip tir ; y ine de E in s te in 'ın  d a h a  kesin  
k u ram ın d a  b u n u n  yeri, fa rk lı c is im lerin  kü tleçek im  e tk ile rin in  b ir  a ray a  
to p lan d ığ ı, be lirg in  b iç im de incelik li b ir  tü r  d o ğ ru sa l o lm ayış ta ra fın d a n  
alın ır. E in s te in  ku ram ı da, N evvton 'ınkinden o ldukça fa rk lı b ir  tü rd e  o la 
rak , za ra fe tte  kesin lik le  geri k a lır  değ ild ir. A yrıca Nevvton k u ram ın d a  ge
rek  duyu lm uş olan, E in ste in  k u ram ın ca  y ap ılan  değ işik lik lerin  h iç b ir  b i
çim de §29.2 'de değind iğ im  " tam ira t"  benzeri şey ler o lm ad ığ ın ı d a  görürüz. 
Nevvton k u ram ın a  ilişk in , ö rneğ in  Nevvton'ın G m M /r2 (bkz. §17.3) te rs  kare 
denk lem indek i 2 ü ssü n ü n , M erk ü r 'ü n  güneş e tra fın d ak i h a rek e tin e  ilişk in  
Nevvtoncı öngörü len  1894'te d o ğ ru lan a n  o çok h a f if  sa p m a la rı b a ğ d a ş tı r 
m ak üzere 2,00000016'yla y e rin in  d eğ iş tir ilm esin in  1894'te A speth  H ail 
ta ra f ın d a n  önerilm esi g ib i (ve Sim on N ew com be ta ra fın d a n  göste rild iğ i 
üzere  H a ll 'u n  önerisi d iğer gezegen lerden  de beslen ir), böy lesi ta m ira tla r  
a s lın d a  çeş itli za m a n la rd a  d ü şü n ü lm ü ş tü .1 E in ste in  ku ram ı bu  sa p m ala rı 
d ah a  so n ra d a n  te la şa  k ap ılm ak sız ın  açık lad ı fa k a t yeni k u ram  h iç b ir  b i
çim de esk isi üze rindek i ta d ila t  yo luy la  elde edilm edi; o, b ak ış  aç ıs ın d a  
b ü tü n ü y le  rad ik a l b ir  değ işik lik  içerdi. Bana öyle geliyor ki bu , k u an tu m  
m ekan iğ in in  y ap ıs ıy la  ilg ili o la rak , günüm üz geleneksel k u an tu m  k u ram ı
n ı değ iştirm ek  üzere gerekli d o ğ ru sa l o lm ayan  ku ram ı elde edeceksek (be
nim  görüşüm ), bakm ak  zo ru n d a  o lduğum uz genel tü rd ek i değ işik lik tir.

A slında, gerek  d u yu lan  değ işik lik lerle  ilg ili o la rak  E in s te in 'ın  genel gö
re liliğ in in  ken d isin in  gerekli baz ı ip u ç la r ın ı su n acak  o lm ası ben im  kendi 
bak ış  aç ım dır. 20. yüzyıl bize fiziki düşüncey le  ilg ili iki tem el devrim  s u n 
du. B ana göre genel görelilik , k u an tu m  k u ram ın ın  (ya da k u an tu m  a lan  
kuram ın ın ) su n d u ğ u  k a d a r  e tk iley ici b ir  devrim  su n m u ş tu r. Yine de d ü n 
yaya ilişk in  bu  ik i önem li düzen, b irb iriy le  en ra h a ts ız  b iç im de b ir  a ra d a  
b u lu n a n  k u ra lla ra  dayan ır. Bu k u ra m la r  a ra s ın d a  y ap ılm ası önerilen  ev li
lik le ilg ili genel bak ış aç ısı b ir in in , genel görelilik , k en d isin i d iğ e rin in  a r 
zu su n a  su n m a sıd ır . K uantum  a lan  ku ram ı k u ra lla r ın ın  değişm ez o ld u ğ u 
n a  ve k en d isin i k u an tu m  k a lıb ın a  uyd u rm ak  üzere  uygun  b iç im de bü k m e
si gereken in  E in s te in 'ın  k u ram ı o ldu ğ u n a  ilişk in  genel b ir  gö rüş b u lu n d u 
ğu görü lüyor. Pek az la rı, k u an tu m  k u ra lla r ın ın  kend ile rin in , uygun  b iç im 
de ahenk li b ir  evliliği sağ lam a a lm ak  üzere değ işik liğ i k ab u l etm ek zo ru n 
da o lduğunu  ile ri sü rer. A slında, n o rm ald e  önerilm iş o lan  b irliğ e  a tan m ış 
"kuan tum  kütleçekim " ism i, a ra n a n  şey in  s ta n d a r t  b ir  k u a n t u m  (alan) k u 
ram ı o lduğu  ö rtü k  çağ rış ım ın ı ta ş ır . Yine de, D oğanın  bu  b irliğ e  ilişk in  
b ak ış ın ın  b u n d an  o ldukça fa rk lı o lduğuy la  ilg ili gözlem e dayalı b ir  k a n ı
tın  m evcut o lduğunu  id d ia  ediyorum ! O nun bu  b irliğe  ilişk in  ta sa rım ın ın ,



bizim  gözüm üzde, b e lirg in  b iç im de s ta n d a r t  o lm ayan  b ir  şey  ve nesnel 
d u ru m  in d irg em esin in  b u  şeye a i t  önem li b ir  özellik  o lm ak zo ru n d a  o ld u 
ğunu  id d ia  ediyorum .

30.2 Kozmolojik zaman asimetrisinden ipuçları

Ne k a n ıtıd ır  bu? ilk  o la rak  D oğanın, k u an tu m  kü tleçek im  b irliğ in e  il iş 
k in  seç im in in  ken d isin i en açık b iç im de o rtay a  koyduğu yerle re  bakalım . 
Büyük P a tlam a  ve k a ra  delik lerdek i (böylesi o lacaksa  ay rıca  Büyük Ç öküş
teki) uzayzam an  tekilliklerini  k as ted iyo rum . 27. bö lüm de B üyük P a tla m a 
n ın  o la ğ an ü stü  özel b iç im deki doğası, çöküş tek illik le rin in  g ö rü n ü ştek i 
"kendine özgü" doğasıy la  tüm üy le  z ıt b iç im de su n u ld u . H aw k in g -H artle  
önerm esiy le  (§28.9'da ta rt ış ıld ığ ı üzere) uyum lu  b iç im de yap ılm ış cesu r 
önerilere  k a rş ın  D oğanın  k u an tu m  kütleçekim  b ir liğ in in  gerek li b ir  öze lli
ği o la rak  b ü tü n  b ir  zam an  a s im e tris in d e n  kaç ış  görem iyorum .

Bu tü r  zam an sa l b ir  a s im e tri, h e rh a n g i b ir  s ta n d a r t  k u an tu m  a lan  k u 
ram ın ın  an la tım la rıy la  tüm üy le  fa rk lılık  iç inde gö rünür. Ö rneğin  §25.4 'te 
b e lir tilm iş  o lan  CPT k u ram ın ı ele alalım . ("T" zam an  te rs  çevrim i yerine  
k u lla n ılırk e n  "P" ve "C"nin s ıra s ıy la  uzay  te rs  çevrim i ve p a rç ac ık la rı k en 
di k a rş ı-p a rç a c ık la r ıy la  y er d eğ iş tirm esi yerine  k u llan ıld ığ ın ı an ım sayın .) 
CPT k u ram ın ın  k u an tu m  kü tleçek im  b irliğ iy le  ilg ili a ray ış ım ıza  u y g u la n a 
cağ ına in a n ırsak  teh likedey iz  dem ektir. CPT'yi, kü tleçek im sel çöküşle  ilg i
li iz in  verilm iş "kendine özgü" h erh an g i b ir  sonuç tek illiğ ine  u y g u la rsak  
bu  d u ru m d a  Büyük P a tlam ay a  (ya d a  b ir  kısm ına) ilişk in  o lasılık  b iç im in 
de b ir  b aş lan g ıç  tip i tek illik  elde ederiz. K u llan ılab ilir  faz uzay ın ın , 
§27 .13 'te aç ık lanm ış (ve g rafik  b iç im inde Şekil 27.22 'de gösterilm iş) o lan  
d ev asa  b ü y ü k lüğünü  an ım say ın . Bu tü r  b aş lan g ıç  tek illik le ri b ir  kez ku lla 
nılabilir  h a le  gelirse b u  d u ru m d a  Y ara tıc ı'n ın  iğnesin i, ev ren im iz in  gerçek 
b aş lan g ıç  n o k ta s ı o lduğu  gö rü len  b u  saçm a b iç im deki (ve "an trop ik" bak ış 
aç ıs ın d an , bkz.  Şekil 28.13, gereksiz biçim de) küçük  3  bö lgesine  y ö n len d i
recek h iç b ir  şey söz k o n u su  olm az. Büyük P a tlam an ın  o la ğ an ü s tü  özel do 
ğ as ıy la  ilg ili gizem in, k u an tu m  a la n  k u ram ın a  ilişk in  s ta n d a r t  çerçevede 
çözülem eyeceği b a n a  açık  görünüyor.

Bu en az ın d an  "s tan d a rt"  sözcüğünün  CPT teo rem in in  (§25.4) geçerlili
ğ in i gerek tird iğ i h e rh a n g i b ir  k u ram a ilişk in  d u ru m d u r. Açık konuşm ak  
gerek irse  b u  teorem  E in s te in  genel göreliliğ in in  eğik u zay zam an  tem eline 
tüm üy le  saygı g ö ste ren  b ir  k u ram a  hem en  u y g u la n ab ilir  değ ild ir. CPT te 
o rem in in  ö n cü lle rin d en  b iri, a rd a la n d a k i uzay zam an ın  düz Minkovvski 
uzay ı o lm asıd ır. Yine de çoğu fiz ikçin in  b u n u , E in s te in  ku ram ın ın , b ir  ko



lay lık  o la rak  Minkovvski a rd a la r ım ın  su n u lm ası yo luy la "Poincare d eğ iş
m ez a lan  kuram ı" b iç im inde  yen iden  ifade ed ileb ileceğ i g ö rü şü n ü  kabu l 
ederek, önem siz b ir  "teknik ay rın tı"  b iç im inde d eğerlend ireceğ i k u şk u su 
nu  taşıy o ru m . K işisel o la rak  bu  tü r  işlem le ilg ili güçlü  ön k o şu lla ra  s a h i
b im ;2 y ine de, tüm üyle  s im etrik  zam an lı k lasik  E in s te in  genel görelilik  k u 
ram ın ın , k u an tu m  a lan  k u ram ın ın  s ta n d a r t  s im etrik  zam an lı iş lem lerine  
su n u ld u ğ u n d a  böy lesine a s im e trik  zam an lı h a le  gelm e gerek liliğ in in  o lası 
g ö rünm ediğ ine k a tılm a  eğ ilim indeyim .

ö te  ta ra f ta n  §25.5, §§26.5, 11'de, k u an tu m  k u ram ın a  geçtiğ im izde k la 
sik  k u ram a ilişk in  b ir  s im e tr in in  k ırılm ış h a le  geld iğ i d u ru m la rla  k a rş ı
la ş tığ ım ız ı an ım sayalım . E in s te in  k u ram ı s ta n d a r t  QFT k u ra lla r ın ın  s ın ır 
la rı iç ine d ah il ed ilm iş h a le  geld iğ inde o rtay a  çıkan  şey bu  o la b ilir  mi? 
B unun ak la  y a tk ın  o lduğunu  san ıy o ru m  fak a t b u n u n , d iyelim  ki |0> "va
kum  du rum u"nun , k u an tu m  d inam iğ ine  ilişk in  s im etr ile ri p a y la ş ır  kabu l 
ed ilm ediğ i e lek trozay ıf k u ram d a  o rtay a  çıkan tü rd ek i s im etriy e  n a s ıl bu  
derece benzeyeb ild iğ im  görm ek g ü çtü r. Bu fik ir  iş le rse  böylece 10) "a s i
m etrik  zam anlı" olm ak zo ru n d ad ır. Böylesi b ir  f ik rin  n a s ıl an lam lı k ılın a 
b ileceğ inden  em in değilim . |0 )  ke tin in , §26.11'de aç ık land ığ ı b iç im de, tü m  
alan  iş lem cile rin in  en sağ  ta ra f ın a  y e rle ş tir ile n  şey olduğu  ve b u ra d a  çok 
b e lir li Büyük P a tlam a  d u ru m u  an lam ın a  gelm ek üzere ev ren in  b aş lan g ıç  
d u ru m u n u  tem sil eder b iç im de düşünü leb ileceğ i doğ rudur. B unun la b ir 
lik te  s ta n d a r t  ÛFT'de |0 ) 'n ın  k a rm aşık  eşlen iğ i ayrıca, d iğe r b ir  dey işle 
b ra  (0 |, (0 |i4 |0 ) benzeri ifad e le r  üzerin d en  o la s ılık la r ın  fo rm ü lasy o n u n d a  
gerekli olm ak üzere, fo rm alizm de de yer a lır  ve |0} 'ya tüm üy le  s im etrik  f a 
k a t zam an  çevrilm iş ha lde  b ir  ro l oynar. Bu neden le  <01, ev ren in  sonuç d u 
ru m u n u  tem sil etm ek z o ru n d a d ır  ve 27. bö lüm ün  tü m  m esajıy la  b ü tü n lü k 
lü b ir  çe lişk i iç inde, b aş lan g ıç ta k in e  b en zer y ap ıd a  b ir  sonuç d u ru m u n a  
sa h ip  oluruz.

A yrıca "kuantizasyon" iş lem in d e  o rtay a  çıkan, k u an tu m  ku ram ın ın  
kend ile ri yo luyla, k lasik  k u ram ın  anom ali le r  o la rak  b ilinen  s im etrile rin i 
pay laşm ayab ileceğ i b a şk a  öze llik ler de söz k o n u su d u r. B un lar, k lasik  s i 
m etri sağ lay an  (Poisson p a ra n tez le rin c e  verilen , bkz.  §14.8) k la sik  yer d e
ğ iş tirm e k u ra lla r ı k u an tu m  çev iric ile r yo luy la  tüm üyle  g erçek le ştir ilem e
d iğ inde, yaln ızca , k u an tu m  k u ram ın d a  y aşam ay a  devam  eden  k lasik  s i
m etri g ru b u n u n  tü m ü n e ilişk in  b ir  a lt g ru p la  b irlik te  o rtay a  çıkar. Ano
m alile rin , no rm alde  kaç ın ılab ilecek  şe y le r  o la rak  ele a lınd ığ ı g ö rü lü r  (ve 
so n rak i bö lüm de sic im  k u ram ın ı değerlend irm eye geld iğ im izde k u ram c ı
la rın  bazen  böylesi şey  le ri o r ta d a n  k a ld ırm ak  üzere g erçek leştird ik le ri



ç a rp ıtm a la r ı göreceğiz). Yine de fa rk lı b ir  bak ış b en im sen m esi ve b ir  a n o 
m alin in , d ah a  büyük  s im e tr in in  sa h ip  o lm ak istenm eyecek  b ir  şey  o lduğu  
k o şu lla rd a  "iyi" b ir  şey  o la rak  d eğ e rlen d irilm esi d ü şü n ü leb ilir. B unun la 
b ir lik te  elim izdeki d u ru m d a  bu , engellenm esi is ten ecek  ay rık  b ir  s im e tr i
d ir, d iğe r b ir  dey işle  T, CT ve PT 'ye ek o la ra k  CPT, a s lın d a  iç inde b ir  "T" 
b u lu n a n  h erh an g i b ir  şey d ir  ve genellik le (fakat h e r  zam an  değil), y a ln ız 
ca, P o isson  p a ra n te z le r i b iç im inde  gerçek leştirileb ilecek  sü rek li s im e tr i
le rle  ilg ili o lan  o lağan  anom ali f ik rin in  önem in i görm ek güçtü r.

N asıl b ak ılırsa  b ak ıls ın , k u an tu m  e tk ile ri ve kü tleçek im  e tk ile rin in  ik i
s in in  de. Büyük P a tla m a  ve kü tleçek im le ilg ili çöküştek i uzayzam an  te k il
lik le rinde , b ir  a ra y a  gelm ek zo ru n d a  o lacağ ı (olduğu) o uç k o şu lla rd a  k ü t
leçekim  d iğer a la n la rd a n  tam  o la ra k  fa r k l ı  b iç im d e  d av ra n ır . 27. b ö lü m 
deki so n d an  b ir  önceki p a ra g ra fın  b u  konuyla ilg ili sonuç  v a rg ıs ın ı an ım 
say ın . Ne sebep le  o lu rsa  o lsun  Doğa, böylesi uç k o şu lla rd a  kü tleçek im  
d a v ra n ış ın a  b ü tü n lü k lü  b ir  za m a n sa l a s im e tri y ük lem iştir.

30.3 Kuantum durum indirgemesinde zaman asimetrisi

B unun, kü tleçekim  ve k u an tu m  m ekan iğ i a ra s ın d a k i o lası iç ilişk iy le i l
gili h e rh a n g i b aşk a  ip u ç la rıy la  ilg isi b u lu n u r  m u? G üçlü b iç im de b u lu n 
d u ğ u n u  san ıyorum . K uan tum  k u ram ın ın  U p a rç a s ın d a  (§27.1) h iç b ir  z a 
m an  a s im e tris i a lg ılanm azken  R 'de tem el b ir  zam an  a s im e tr is i söz k o n u 
s u d u r . B unu b a s it  b ir  k u rg u sa l k u an tu m  deneyinde ko layca göreb iliriz . 
Zam an zam an  tek il fo to n la r  yay an  b ir  S fo ton  k ay n ağ ın ın  m evcut o ld u ğ u 
n u  ve ne zam an  böyle y ap sa  b u  o lay ın  kay d ed ild iğ in i d ü şü n ü n .3 O lasılık la 
X -ış ım  fo to n la rı b ile  o lm ak üzere  fo to n la rın  yüksek  enerjiye sa h ip  o ld u 
ğunu  varsayacağ ım . F o to n la r  b ir  B huzm e ay ırıc ıya  ("yarı güm üşlenm iş 
aynı") 45°'lik b ir  aç ıy la , ile tild iğ in d e  d iğer ta ra f ta k i b ir  D a lg ılay ıc ıs ın ı ça 
lış tırac ak k e n  y a n s ıtıld ığ ın d a  C ta v an ı ta ra f ın d a n  em ilecek şek ilde  yö n len 
d ir ili r  (bkz. Şekil 30.1). Bu iki a l te rn a t if  iç in , a lg ılay ıc ın ın  fo ton  alim im , 
fo to n u n  k ay n a k ta n  yay ılm ış o la rak  kayded ild iğ i d u ru m la rın  ta m  o la rak  
y a r ıs ı b iç im inde kaydedeceği şekilde, e ş it gen lik ler varsay ıyo rum .

Bu yaln ızca , R iş lem in in  b a s it  b ir  uy g u lam asıd ır . SBD fo ton  geçm işiy le 
ilg ili o la rak  (olası faz ç a rp a n la rın ın  göz a rd ı ederek) b ir  genliğ i ve SBC 

fo ton  geçm işi iç in  de b ir  gen liğ i söz k o n u su d u r. R m odü l k a re s i k u ra lı-

3 Bununla ilgili kuram sal ya da teknik h içbir engel, en azından %100 isabet ta lep  etmediğimiz 
sürece, yoktur, ö rneğ in  sonuçtaki fotonun her zam an, diyelim ki param etrik  aşağı dönüşüm  
yoluyla üretilm iş olan çiftin, bkz. §23.10, b ir  üyesi olm ası, diğer üyenin kaydedici aygıtı te- 
tiklem esiyle birlikte ayarlanabilir.
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Ş ek il 30.1 B ir S  k aynağ ı b ir  B huzm e a y ır ıc ıs ın a  4 5 " lik  b ir  aç ıy la  yönelen  (böylesi h e r  b ir  
o lay  k ayded ilm ek  üzere) yüksek  enerjili tek il fo to n la r  y ayar. F o ton  B 'den  a k ta r ı l ır s a  b ir  D 
a lg ılay ıc ıs ın ı h a rek e te  g eç ir ir  (SBD ro tası); y a n s ıtı l ı r s a  C ta v a n ın d a  em ilir  (SBC ro tası). 
K uantum  m odü l k a resi k u ra lı o la s ılık la r ı d o ğ ru  b iç im de İ, -  o la rak  ta h m in  eder, ö te  t a 
ra f ta n , D 'n in  k ay d e ttiğ i verili o lm ak  üzere , fo to n  S 'd en  (SBD ro tası)  ya  d a  F ta b a n ın d a n  
(FBD ro tası)  gelm iş o lab ilir. T ers çev rilm iş zam an  yö n ü n d e  k u lla n ıld ığ ın d a  m odü l k a resi 
k u ra lı 1, 0 o lm ası gereken  geçm işe yönelik  o la s ılık  tah m in le rin i y an lış  b iç im d e  i , ^ o larak  
verir.

n ın  u y g u lan m ası böylece, ne zam an  S 'de b ir  fo ton  yay ın ım ı o layı o lsa  D 'de 
b ir  a lg ılam a o lay ın ın  % 50ve C'ye fo ton  u la şm a s ın ın  da %50 o lasılığ ın ın  
söz k onusu  o lduğuna  ilişk in  (doğru) y a n ıtı verir. Bu b as itç e  doğru  y a n ıttır .

Şim di bu  b e lir li deneyi zam an d a  geriye doğru  okuduğum uzu  d ü şü n e 
lim . "Geriye doğru  zam anlı" b ir  kaynak  ya da a lg ılay ıc ı y apm aya ç a lış tığ ı
m ızı ile ri sü rm üyorum . H ayır, fizik i iş lem lerin  ne o lu rsa  o lsu n  d e ğ iş tir il
m em esi gerekir. Bu yaln ızca , o n la rla  ilg ili so ru la n  m ı te rs in m iş  b ir  zam an  
b iç im inde önerm eyi ifade e tm ek tir. D 'de b ir  a lg ılam a o layı verild iğ inde 
so n u ç  o la s ılık la rı yerine  başlangıç  o la s ılık la r ın ın  ne o ld u ğ u n a  bakalım , 
îlg ili gen lik le r artık , F zem indeki, k en d is in d en  b ir  fo ton  yay ılacak  o lsa  D '
de a lg ılan m ak  üzere B 'de y an s ıtılab ilm e  özelliğ ine sa h ip  b ir  n o k ta  yerine 
k u llan ılm ak  üzere, a l te rn a tif  SBD ve FBD geçm işlerine  a ittir . G enlik ler iki 
geçm işin  h e r  b ir i iç in  y ine (fazları göz a rd ı ederek) ^='dir. Bu, böyle olm ak 

z o ru n d a d ır  çünkü  b ir  yöne ya da d iğerine  g itm ekle ilg ili gen lik le rin  (mo
dülleri) o ran ı yaln ızca  huzm e ay ırıc ın ın  b ir  özelliğ id ir. B u rad a  h iç b ir  z a 
m an  a s im e tris i yok tu r. Öyleyse bu  iki a l te rn a tif le  ilg ili o la s ılık la r ı elde e t
m ek üzere "m odül k a re s i k u ra lı"n ı uygu layacak  olsaydık , D 'de ne zam an  
b ir  a lg ılam a olayı o lsa  S 'deki y ay ın ım la  ilg ili % 50'lik  ve fo to n u n  F zem i
n in d en  gelm esiyle ilg ili o la rak  da (çıkarım  yoluyla) % 50'lik  b ir  o lasılık  b u 
lu rduk .

Bu e lb e tte  b ir  saçm alık tır. G erçekte b ir  X ış ın ı fo to n u n u n  zem inden  
s ıç ray ıp  huzm e ay ırıc ıya  yönelm e o lasılığ ı s ıf ırd ır . D 'de ne zam an  b ir  a lg ı



lam a o layı o lsa o la s ılık la r  d ah a  çok 5 'dek i b ir  yay ın ım  o lay ıy la  ilg ili %100 
ve fo to n u n  F 'den  gelm esiy le ilg ili % 0 'a benzer. Geçmiş yönünde u y g u la 
n a n  m odü l k a resi k u ra lı b as itç e  b ize  b ü tü n ü y le  y an lış  y an ıtı verd i!4

E lb e tte  b u  k u ra l geçm işe u y gu lanm ak  üzere  ta sa r la n m a d ı fak a t öyle 
y ap m an ın  n a s ıl d a  b ü tü n ü y le  y an lış  o lduğunu  görm ek b ak ım ın d a n  ö ğ re ti
cid ir. İn sa n la r  bazen  b u  ç ıkarım a, te rs in m iş  zam an  aç ık lam am a a it olan, 
ö rneğ in  te rm o d in am iğ in  ik inci y asa s ın ın  yaln ızca  tek yönde işed iğ i gerçe
ği ya da zem in s ıcak lığ ın ın  kay n ağ ın k in d en  çok d ah a  d ü şü k  o lm ası gerçe
ği, vb g ib i b e lir li k o şu lla r ın  tü m ü n ü  h esab a  k a tm ak ta  b a şa r ıs ız  o lduğum u 
iş a re t ederek  itira z  e tm iş le rd ir. B unun la b irlik te  k u an tu m  m ekan iksel m o
dü l k a re s i k u ra lın ın  m ükem m el özelliği, b e lir li k o şu lla rın  ne olabileceği 
h ak k ın d a  a s la  end işe  etm ek zo ru n d a  olm am am ızdır! M ucize, ölçüm  iş le 
m in d e  o rtay a  çıkan  gelecek tah m in le riy le  ilg ili k u an tu m  o lasılık la rın ın , 
b e lir li s ıcak lık la r ya da geom etrile r ya d a  h e rh a n g i b ir  şeyle ilg ili değer
len d irm ele re  pek de bağ lı g ö rünm em esid ir.5 G enlikleri b ilirsek  gelecek 
o la s ılık la r ın ı h esap lay ab ilir iz . T üm  b ilm em iz gereken  gen lik le rd ir. Du
rum , geçm işe yönelik  ta h m in le rle  ilg ili o la rak  tüm üyle  fa rk lıd ır . Bu d u 
ru m d a  k o şu lla rla  ilg ili h e r  tü r lü  a y r ın tılı şeyi b ilm em iz gerekir. Tek b a ş ı
n a  gen lik ler, geçm iş o la s ılık la r ın ı h esap la m ak la  ilg ili o la rak  o ldukça ye
te rs izd ir .

B unun la  b irlik te  k u an tu m  o la s ılık la rın ın , zam an d a  tüm üy le  sim etrik  
b iç im de h esap lan ab ileceğ i d u ru m la r  m e v cu ttu r  ve b u n la ra  göz a tm ak  b e l
ki de öğretici o lab ilir. B unlar, k u an tu m  d u ru m u  a ra  b ir  ö lçüm ün hem  ön 
cesi hem  de so n ra s ın d a  b ilin en  b ir  şey o la ra k  ö lçü ldüğünde  o rta y a  çıkar. 
D aha açık  o lm ak için , ilk in in  d u ru m u  |ı/»)'ye ve ü çü n c ü sü n ü n  |$ ) 'y e  y a n s ıt
tığ ı, b u  ik is i a ra s ın d a  E p ro jek tö rünce ta n ım la n an  b ir  EVET/HAYIR ö lçü
m ü (§22.6) bu lu n m ak  üzere, a rd ış ık  üç ölçüm  dü şü n ü n . Bu d u ru m d a  o r ta 
daki ölçüm le ilg ili EVET o lasılığ ı, kesin lik le  s im etrik  zam an lı o lan  (nor
m a lle ş tirm e le rin  (ıp\ıp) =  1 =  <0\cp) o lduğunu  d ü şü n d ü ğ ü m ü z  şekilde)

4 İn san ların  bu argüm anla ilgili olarak sıklıkla çok fazla soruna sahip olm alarını dikkat çeki- 
ci buluyorum . Konu belki bu deneyin uzayzam an boyunca çeşitli konum larda gerçekleşecek 
sayısız yinelenm esine niyetlenirsek aydınlatılabilir. Ele alınm ası gereken a lte rn a tif  dört fo
ton ro tası mevcuttur; SBD, SBC, FBD ve FBC. Çeşitli o lasılıkların  neler olduğunu görmek 
üzere, S, ileri yönlü zam an durum u, verili olmak üzere SBD oranını ya da D, geri yönlü za
m an durum u, verili olmak üzere SBD oranın ı ararız. Modül karesi kuralı gerçek yanıtı, %50, 
ilk durum da doğru biçim de verirken fakat ikinci durum da gerçek yanıtı, yaklaşık %100, ver
mez.

5 Bununla birlikte, olm ası gerektiği gibi başlangıç durum una bağlıd ırlar, algılayıcıda da b ir 
şey içerebilecek olan k an şık  b ir  durum un, §23.3, b ir  parçasına değil. Tümüyle yanlış yan ıt
la r  veren ters çevrili zam an modül karesi kuralından, böylesi karışıklıklara ilişkin zam an 
te rs  çevrilm esinin sorum lu olup olm adığı sorusunu sorabiliriz. Bununla b irlik te bu çizgi 
doğrultusunda m antıklı herhangi b ir açıklam anın nasıl o luşturulacağını anlam aya gücüm 
yetmiyor. Belki bazı girişken okurlar daha iyisini yapabilir.



m e m 2

ifadesiy le  v e rilir .13011 (Bu tü r  b ir  d u ru m u  kurm ak  üzere  a rd ış ık  üç ölçüm  
d efa la rca  g erç ek le ş tir ilir  ve incelem ek iç in  yaln ızca , ilk  ö lçüm ün  |ıp) ve 
ü çüncü  ö lçüm ün  \cp) so n u cu n u  verd iğ i d u ru m la r  seçilir. Bu d u ru m d a  ü s t 
tek i o lasılık  o rtad a k i ö lçüm ün  EVET so nucunu  verd iğ i d u ru m la rın  k es irle 
riy le  ilg ilid ir.)6 Bu, b az ı in sa n la rı k u an tu m  ö lçüm ünün  kökeninde h e rh a n 
gi b ir  zam an  a s im e tris i b u lu n m ad ığ ı so nucunu  ç ıkarm aya y ö n e ltm iş tir .7

B unun la b irlik te  çoğu k u an tu m  ö lçüm ü bu  tü rd e  değild ir. M odül k a re s i 
k u ra lın ın  no rm al ile ri zam an lı k u llan ım ıy la  ilg ili o la rak  b ir  \<p) ve ü s tte  
denenm iş o lan  geri yönlü  zam an  k u llan ım ıy la  ilg ili o la rak  da b ir  \ıp) b e 
lirtm eyiz . K uantum  o las ılık la rın ı, |$ ) 'y i b elirtm ezken  m ükem m el derecede 
iy i b iç im de h esap lay ab ild iğ im iz i görm ekteyiz fak a t |ı/»)'yi b e lirtm ek ten  k a 
çam ayız. Gelecek o la s ılık la rıy la  ilg ili k u an tu m  k u ra lla r ın ın  iyi iş lem esin in  
n ed en in in  |# ) 'n in  b ir  an lam d a , te rm o d in am iğ in  ik inci y asas ıy la  ilişk ili b i
çim de "rasgele" o lu şuy la  ilg ili o lduğu  bak ış ı k ab u l ed ileb ilir. Belki b u n d a  
b ir  şey m e v cu ttu r  fak a t |$ ) 'y le  ilg ili b u  gerek liliğ i o ldukça b e lirs iz  b u lu 
yorum . Bu b ağ lam d a  "rasgele"n in  an lam ı ned ir? Ölçüm so ru n u n d a , ikinci 
y asay la  b ir  b a ğ lan tın ın  söz k o nusu  o lduğu  y ine de kesin lik le  gö rü lm ek te
d ir. Gerçek ölçüm  a le tle rin in , iş lem lerin in  b ir  p a rç as ın d a , bu  y a sad a n  y a 
ra rla n m a y a  eğilim li o ld u k la rı gerçeğ in i n o t edeb iliriz . R 'yle ik inci y asa  
a ra s ın d a  b ir  b ağ lan tı o lm ası a s lın d a  konuyla ilg ili b ak ış  aç ım ın  b ir  p a rç a 
s ıd ır. İk inci y a sa n ın  kayıp  k u an tu m /k ü tleçek im  b irliğ iy le  çok yak ından  
ilişk ili o lduğunu  gö rdüğüm üzden  ay rıca  bu  u m ulan  b irlik le  R a ra s ın d a  da 
yak ın  b ir  ilişk i beklem ek zo ru n d a  o luruz.

Bu konuya d ah a  açık b iç im de gelm eden  önce, o la s ılık la rın  m odül k a re 
si k u ra lı ü ze rin d en  h esap la n m a s ın ın  aksine, R 'n in  d iğer g ö rü nüm ünün , 
d iğe r b ir  dey işle  k u an tu m  d u ru m u n a  ilişk in  "s ıçram a"n ın  ile ri yönlü  z a 
m an  b iç im inde o lduğu g ib i geri yönlü  b ir  zam an  b ak ış  aç ıs ı u y arın ca  da 
(görünen o ki) ayn ı n ite lik te  ifade ed ileb ileceğ in i be lirtm eye  değer. Ş em a
tik  o la rak  bu  Şekil 30.2a, b 'd e  g ö ste rilir . D urum un, ölçüm  gerçek leştik ten  
sonra  ona a i t  b ir  öz du ru m  o lduğu  Şekil 30 .2a 'da  ..., U, R, U, R, U, ... değ i
şim ine ilişk in  (Şekil 22.1) "norm al" b ak ış ı gösterd im . 30 .2b 'deyse d u ru m u n  
ölçüm den hem en önce  b ir  öz du ru m  o lduğu "te rsinm iş zam an" b ak ış ın ı 
g österd im . H angi bak ış aç ıs ı b en im se n irse  b en im sen sin  genlik  h esap la m a 
so n u ç la rın ın  ayn ı o lduğu aç ığa  ç ık ar13021 fak a t te rs  çevrilm iş zam anlı o lan

ÜS? 130.1] Niçin? Bu denklemi tü re teb ilir misiniz?
6 Bkz. Aharonov ve Vaidman, 1990.
7 Bu konuyla ilgili b ir ta rtışm a  için bkz. Aharonov vd. 1964.
&£ [30.21 Bunun niçin temel olarak U'nun "üniter" doğasına ilişkin b ir  ifade olduğunu açıklayın; 

bkz. §22.4.



K uantum  durum u

Öz d u ru m  t

R (a)

Zaman

Ş ek il 30.2 K uantum  m ekaniğ i u y g u la m a s ın d a  |a) ev rim in , işlem ci öz d u ru m la rın ın  U ev
r im in e  ilişk in  h e r  g en iş lem in in  geçm iş u c u n d a  m ey d an a  geld iğ i s ta n d a r t  zam an  yönü 
u y a r ın c a  ve (b) ev rim in , iş lem ci öz d u ru m la rın ın  U ev rim ine  ilişk in  h e r  g en iş le m in in  g e 
lecek u cu n d a  m ey d an a  geld iğ i z am an d a  te rs in m e  b a k ış  aç ıs ı u y a rın c a  k u llan ıld ığ ı üzere 
iki U ve R işlem iy le  ilg ili ..., U, R, U, R, U, ... değ iş im in e  ilişk in  şe m a tik  göste rim . K uantum  
m ek an iğ in in  "eylem sel” y o ru m u n d a  b ir i  (a)'ya ve d iğeri (b)'ye göre ev rim leşen  ik i d u ru m  
v ek tö rü  b u lu n u r.

ra h a ts ız  ed ici b u lunab ilecek  "teleolojik" b ir  görünüm e sa h ip tir . Ayrıca 
k end isi u y arın c a  h e r  iki ta b lo n u n  d a  eşzam an lı o la rak  ele a lınd ığ ı b ir  b a 
k ış aç ısı, (bağım sız b iç im de b irk aç  k u an tu m  k u ram c ıs ın a  a it olan)8 "ey
lem sel" yorum , söz k o n u su d u r ve k u an tu m  s is tem in i h e rh a n g i b ir  zam an 
d a  aç ık layan , eşzam an lı b iç im de ü n ite r  o la rak  evrim leşen , b ir i Şekil 
30 .2a 'ya  ve d iğeri 30.2b 'ye benzeyen  iki du ru m  vek tö rü  m evcu ttu r. B unun, 
23. bö lüm dek i EPR o lg u su n u  y o ru m lam ak la  ilg ili o la rak  av an ta ja  sah ip  
o lduğu  k ab u l ed ilir. B ana göre b u  aç ık lam a b iraz  h ad d in d en  faz lad ır . D u
ru m  "yayılım ı"nın  zam an  y ö n ü n ü n  önem li o lm adığ ı b ir  k u d o la n ık  bak ış 
aç ıs ın ı ben im sem ek, kudo lan ık lık  yo luy la  b a s it  o la rak  fa rk lı zam an lard ak i 
d u ru m la r  a ra s ın d a  b a ğ la n tı la r  su n m ak  üzere, d ah a  iyi o la b ilir  (§23.10).

30.4 Hawking'in kara delik sıcaklığı

R'yi (asim etrik  zam anlı) k u an tu m  kütleçekim  b irliğ ine  yönelik  a ra y ış la  
b a ğ lan tılan d ırm a n ın , tek  b a ş ın a  R 'deki zam an sa l a s im e tri gerçeğinden  
d a h a  do laysız  h e rh an g i b aşk ac a  y o lla r m evcu t m udur?  B ana göre m ev cu t
tu r  ve böy lesi iki b ağ lan tıy ı aç ık layacağım . B un ların  ilk i önceki bö lüm ün  
ta r t ış m a s ı  sonucu  o rtay a  ç ık ar ve d ik k a t çekici "kara delik  b u h arla şm ası"  
o lgusuy la  ilg ilid ir. A rgüm an k ısm en  akıl çelici ve kesin lik le  eksik tir; d a h a 

Bkz. Aharonov ve Vaidman, 2001; Cramer, 1988; Costa de Beauregard, 1995; ve VVerbos ve 
Dolmatova, 2000.



sı b e lirli m erkezi b ak ım la rd a n  ta r tışm a lıd ır . Bu ta r t ışm a n ın  b ile şen le ri bu  
bö lüm ün  ve (bir a ra  söz g ib i değerlend irileb ilecek  o lan  §§30.5, 6 'yı d ış ta  
tu ta rak ) §30.9 'a k adark i bö lü m lerin  konusu  olacak. Genel göreliliğ in  tem el 
ilke leri ve k u an tu m  m ekaniğ i a ra s ın d ak i tem el b ir  gerilim den  o rtay a  çıkan 
ik inci a rg ü m an  çok d ah a  aç ık tır  ve b az ı b e lirg in  n icelik le  ilg ili ön görü lere  
yol açar. Bu gerekçelend irm e d iz isi §§30 .10-13 'te verilecek. B unun la  b i r 
lik te, k a ra  delik  en tro p is in e  ilişk in  b e lir li an la tım la rla  ilg ili, ilk  a rgüm an  
b iz im  iç in  önem li b aşk ac a  b az ı k u ram sa l konu ları, b u n la r  m evcu t k u ra m 
sa l ta r t ış m a la rd a  sıkça değ in ilm iş olm ak üzere, gündem e g e tir ir  ve b u n la 
ra  ilişk in  b ir  kav ray ış elde etm ek fay d a lı o lacak tır.

§27.10 'dan  o lay  ufku  A yüzey a lan ın a  sah ip  b ir  k a ra  deliğ in  $BH en tro - 
p is iy le  ilg ili (k = c = g = h o lm ak üzere doğal b irim lerdeki) SBH = ^A  Be- 

kenstein-H avvking ifad esin i an ım sarız . Kendi ta r t ışm a s ın ın  b ir  p a rç a s ı 
o la rak  Havvking (1973), b ir  k a ra  deliğ in  ayrıca, deliğe a it "yüzey kütleçeki- 
mi" o la rak  ad la n d ır ıla n  şeyle o ran tılı o lduğu  açığa çıkan  b ir  sıcaklığa  s a 
h ip  olm ak zo ru n d a  o lduğunu  gösterd i. D urağan  b iç im de dönen  b ir  delikle 
ilg ili o la rak  (Kerr geom etrisi, bkz. §27.10), §27.10 'da o lduğu  g ib i m  k a ra  
deliğ in  k ü tle s i ve am  ona a it a ç ısa l m om entum  olm ak üzere,

1
T'bh  — j~

47rm[l +  (1 — a2/m 2) z]

ifad e s in i bu lu ru z . Bu sıcak lık  te rm od inam iğe ilişk in  s ta n d a r t  b ir  fo rm ü l
den elde ed ileb ilir:

TdS =  d E.

B u rad a  E enerjisi değ işirken  k o ru n an  aç ısa l m om entum u sa b it tu ta r ız .130-31 
B u rad an  h arek etle  k a ra  delik  T'bh  sıcak lığ ı iç in , ıs ıl dengedeki fiziki b ir  
n esneym işçesine  k a ra k te r is tik  (Planckçı) "kara cisim " sp ek tru m u y la  b ir 
lik te  §21.4 'te aç ık land ığ ı g ib i (bkz. Şekil 21.3b) enerji ış ın ım ı y ap a rak  fo 
to n  yay acak tır. Bir k a ra  deliğe ilişk in  B ekenste in -H aw king  en tro p is i d ev a
sa  o lm asın a  ve §27.13 'te ta r t ış ılm ış  o la ğ an ü stü  şek illere neden  o lm asına  
rağm en  Havvking sıcak lığ ı m aku l b o y u tlu  k a ra  delik le r iç in  kom ik b iç im de 
küçük tü r. Ö rneğin  güneş kü tle li b ir  k a ra  delik  iç in  Havvking sıcak lığ ı y a l
n ızca , b u ra d a  dünya üzerinde  in sa n  eliyle gerçek leştirilm iş en d ü şü k  s ı
cak lık tan  (yaklaşık 10~9K) çok da faz la  büyük  o lm ayan , y ak laşık  10~7K k a 
d ard ır .

®  [30.3] §27.10'da verilmiş olan b ir Kerr deliği ufkunun alanıyla ilgili ifadeyi göz önüne alarak  
Tbh ’yle ilgili bu denklemi elde edin.



Ja co b  B ekenstein  (1972) k a ra  delik  en tro p is i ifad e s in i (term odinam iğ in  
ik inc i y asa s ın ın  k u an tu m  p a rç a c ık la rın ın  yavaş yavaş deliğe doğru  alçal- 
tıld ığ ı d u ru m la ra  u y g u la n m as ın a  dayanan) fizik i b ir  a rg ü m an  k u lla n a rak  
b irk aç  yıl önce b u lm u ş fa k a t ne ş im d i ifadede g ö rünen  "-"le ilg ili aç ık  b ir  

değer ne de b ir  k a ra  delik  sıcak lığ ı elde e tm işti. E n tro p i denklem indeki 

ve sıcak lığ ı, eğik b ir  u zay zam an  a rd a la n m d a  QFT te k n ik le rin i işe  koşm ak 
yo luy la  ilk  o la rak  S tephen  Havvking sundu . B u rad a  a rd a la n , uzak  geçm iş
tek i b ir  m alzem enin  (b ir y ıld ız  diyelim ) çökm esiyle o rta y a  çıkm ış b ir  k a ra  
deliğ i ta n ım la r. D urum  Şekil 27 .16b 'dek i konfo rm al d iyag ram  yo luy la  (bu, 
çökm e kü rese l o la rak  s im etrik se  sık ı o lm ak üzere) aç ık lan ır.

B ana göre H avvking'in b ir  k a ra  deliğ in  en tro p i ve s ıcak lığ ına  ilişk in  
d ik k a t çekici h e sap la m as ı (bağ lan tılı "U nruh etk isi"yle b irlik te)9 bugüne  
k ad a rk i h e rh an g i b ir  k u an tu m -k ü tleçek im  k u ram ın d an  elde ed ilm iş o lan  
m aku l b iç im de g ü v en ilir  tek  çıkarım d ır. H avvking'in ç ık a rım la rı d ah i tam  
o la rak  k u an tu m  kü tleçek im den  değil fa k a t d a h a  çok eğik b ir  a rd a la n  uzay- 
zam an ın d ak i QFT d eğ e rlen d irm e lerin d en  elde ed ilm iş tir . G enelde k u an 
tu m  k u ram ı eğik b ir  a rd a la n  d ah ilin d e  fo rm üle ed ilm eye ça lış ıld ığ ın d a  
ağ ır  so ru n la r ın  o rta y a  çıkm ası söz konusu  o lu r ve H avvking'in y ine de bazı 
sağ lam  so n u ç la ra  u la şam am ış  o lm ası ça rp ıc ıd ır.

En yakıcı so ru n la rd a n  b ir i eğik b ir  a rd a la n d a  uygun  b ir  "pozitif f re 
k a n s” kav ram ı b u lm ak tır . §24.3 ve §26.2 'de gördüğüm üz üzere bu  kavram  
k u an tu m  p arç ac ık la rı ve ÛFT'yle ilg ili s ta n d a r t  b ak ış ın  k ilit b ile şe n le rin 
den b irid ir . Bu konuyu  genel b ir  eğik u zay zam an d a  fo rm üle  etm e so ru n u , 
"pozitif  frekans" k av ram ın ın  kend isi b iç im inde fo rm üle  ed ileb ileceği do 
ğal şek ilde  tan ım lan m ış  b ir  "zam an p a r a m e tr e s in in  yok luğunda b u lu n 
m ak tad ır.

D ikkatli okur e lbe tte , düz Minkovvski u zay ın d a  d a  doğal b iç im de t a 
n ım lan m ış h iç b ir  zam an  p a ra m e tre s i b u lu n m ad ığ ın ı b e lirteb ilir!  B ununla 
b irlik te  ça rp ıc ı b ir  gerçek  b u ra d a  bize, (bölüm ler 19, 2 4 -2 6 'd a  ça lış ılm ış 
o la n la r  gibi) görelilikçi d a lga  denk lem lerin in  çözüm leriy le ilg ili o la rak  t 
M inkovvski zam an  p a ra m e tre s in e  ilişk in  b ir  seçim deki p o z itif  frek an sın , 
za m a n sa l yönelim in  k end isiy le  ilg ili o la rak  te rs  çevrilm ediğ i böylesi h e r 
h an g i d iğe r b ir  p a ra m e tre d ek i seçim e denk  o lduğunu  söylem ek üzere y a r 
d ım ım ıza gelir. K ütlesiz a la n la rla  ilg ili o la rak , d ah a  da ile ri g id ileb ilir  ve 
s ta n d a r t  Minkovvski zam an  p a ra m e tre s in d en , (burgaç k u ram ın d a  önem li 
o lan , bkz.  §§33.3, 10) zam an  yönelim in i koruyucu  b ir  konfo rm al dönüşüm  
yo luy la  elde ed ilen  b ir  "zam an p a ra m e tre s i"  k u lla n ıla ra k  ayn ı p o z itif  f re 
kan s  k oşu lu  elde ed ileb ilir .10

’ Bkz. Unruh, 1976; ayrıca bkz. W ald, 1994.
10 Bkz. Penrose, 1968b, 1987b ve Bailey vd, 1982.



Ş e k il  30 .3  B ir  u za y za m a n a  iliş k in  d u 
rağanlık  za m a n sa l b ir  k  K illing  ve k tö 
rü n ü n  varlığ ı b iç im in d e  ifa d e  edilir.
Bu, m e tr iğ i ko ru ya n  sü re k li b ir  za m a n  
y e r  d eğ ik liğ i a ilesi üre tir, t  b ir  ( t,x,y,z) 
ko o rd in a t s is te m in e  il işk in  “za m a n  p a 
ra m etres i"  o lm a k  üzere, k  =  d /d t 'y s e ,  
b u  d u ru m d a  x, y  v e  z, K’ya  i l iş k in  in- 
tegral eğrileri b o yu n ca  sa b it o lm a k  z o 
rundadır.

Genel b ir  u zayzam anda  bu  tü r  b ir  p a ra m e tre n in  doğal h iç b ir  benzeri 
m evcu t d eğ ild ir ve genellikle, p o z itif  frek an s kavram ı, zam an  p a ra m e tre 
sine  ilişk in  fa rk lı seçim lerle  ilg ili o la rak  kesin lik le  fa rk lı b iç im le rde  o r ta 
ya çıkar. Havvking sıcak lığ ı d u ru m u n d an  ay rı o la rak  en  ak la y a tk ın  so n u ç
la r, kend ileriy le  ilg ili o la rak  uzayzam an  geo m etris in i ko ruyan  sü rek li b ir  
zam an  y er değişik liğ i a iles in in  b u lu n d u ğ u , d u r a ğ a n  u za y za m a n la ra  il iş 
k in değerlend irm elerden  ge lir (bkz. Şekil 30.3). Böylesi uzayzam an  h a re 
ke tle ri b ir  k za m a n s a l  Killing ve k tö rü  (bkz. §14.7 ve §30.6) yo luy la  ü re ti
lir . k v ek tö rü n ü n  ü zerle rin d e  uç verd iğ i eğ rile r  (ıc'nın in te g ra l eğrileri), 
ü ze rle rin d e  m an tık lı b ir  doğal t  "zam an p a ra m e tre s in in ,  k a lan  üç x , y , z  
k o o rd in a tı eğ rile r boyunca sa b it  k ab u l edilm ek üzere,

d
K = — dt

olacak  şe k ilde belirtileb ileceğ i eğ rile rd ir. Böylece a r tık  "pozitif frekans" 
kavram ı bu  param etrey e  göre ta n ım la n ab ilir .

B irden faz la  zam an sa l K illing vek tö rü  söz k o nusu  o ld u ğ u n d a  tu h a f  b ir  
d u ru m  o rtay a  ç ık ab ilir  çünkü b u  d u ru m d a  b ird en  faz la  "pozitif frekans" 
kavram ı o rtay a  çıkab ilir. Bu za m a n sa l K illing v ek tö rle rin e  ilişk in  çokluk 
e lb e tte  M Minkovvski uzay ıy la  b irlik te  o rtay a  ç ık ar fak a t ü s t te  söy lenm iş 
o lan  şeye göre, Minkovvskici b ir  eylem sizlik  çerçevesinden  b ir  d iğerine 
geçtiğ im izde p o z itif  frekans k av ra m ları b irb iriy le  uyum  g ö ste rir. B ununla 
b irlik te  eylem siz b ir  çerçeveden  ivm elenen  b ir  çerçeveye geçtiğ im izde d u 
rum  bu  değild ir. Bu du ru m d a ayrık  b ir  "pozitif frekans" kav ram ı elde ede
riz  ve son u ç tak i Û FT'nin, ivm elenen  b ir  gözlem cinin  kend isi uy arın ca , 
h e rh an g i m akul b ir  ivm e iç in  kom ik b iç im de d ü şü k  o lsa  da, s ıf ır  o lm ayan  
b ir  sıcak lığ ı deneyim lediğ i ısıl v a k u m  o la rak  a d la n d ır ıla n  şey in  iç inde o l
duğu  aç ığa  çıkar.

Bu, şa ş ır tıc ı b ir  etki o lm asın a  rağm en , b u  "ivme sıcaklığ ı" s ıra d a n  (ger
çi idea lleştirilm iş) b ir  te rm o m etre  ta ra f ın d a n  ölçüleceği üzere yaln ızca  
o lağan  tü rd e  b ir  s ıcak lık tır. Bu d u ru m d a  te rm o m etre  düzen li ivm elenm eye 
m aru z  k a lır  ve ivm elenm eyen b ir  te rm o m etre  ta ra f ın d a n  s ıf ır  sıcak lığ ına



sa h ip  b iç im de ö lçü len  b ir  vakum  o rtam ın d a  b u lu n d u ğ u  k ab u l ed ilir. (Bu 
"ısıl vakum " kav ram ı §§26.5, 11'dek i "a lte rn a tif  vakum lar" ve §§28.1, 4 'te- 
ki "yanlış vakum " QFT k av ra m larıy la  b ağ lan tıy a  sah ip tir .)  Bu, "U nruh e t 
kisi" o la rak  a d la n d ır ılır  ve b ir  k a ra  deliğe ilişk in  Havvking ıs ıl d u rum uy la  
uyu m lu d u r. Çok büyük  b ir  k a ra  delik  y ak ın ın d a  d u rağ a n  konum da tu tu la n  
b ir  gözlem ci, eşdeğerlik  ilkesi u y arın c a  (§17.4) e tk in  b ir  ivm eye m aru z  k a 
lır  ve b u  ivm eye ilişk in  U nruh  sıcak lığ ı Havvking sıcak lığ ıy la , kend i iş lem 
lerince  elde e ttiğ i üzere, uyum  g ö ste rir.

G enelde doğal b ir  "pozitif frekans" ta n ım ı yok su n lu ğ u y la  serg ilenen  
güçlük, b az ı y ak la ş ım la rd a  "parçacık" k av ram ın d an  vazgeçilip  k uan tum  
m ekan iksel iş lem cile r ceb irin e  y o ğ u n la ş ıla ra k  a lt ed ilir .11 İlk b a k ış ta  bu  
o ldukça büy ü k  b ir  özveri g ib i g ö rü n eb ilir  ve a s lın d a  böy lesi b ir  y ak la ş ım 
daki ilg ili pek  çok so ru n u n  fo rm ü lasy o n u n d a  b ir  m ik ta r  u s ta lık  gerekir. 
Y azım  esn as ın d a , ben  de, bu  ilg i çekici ve u m u t v a a t eder g ö rünen  tü rd ek i 
k u ram ın  h akk ın ı ta m  o la rak  vereb ilm iş değilim . B unun la  b ir lik te  onun, 
b e lir li zam an sa l v ek tö r a la n la rın a  d ay a n an  y ak la ş ım la rd a n  ü s tü n  o ld u 
ğ u n d an  kuşku lan ıyo rum . Ne o lu rsa  o lsun  y ine de, s a b it  b ir  a rd a lan d a k i 
ÛFT’n in  n iç in  zo run lu  b iç im de b ü tü n lü k lü  b ir  fizik i an lam  ifad e  etm esi 
gerek tiğ in i ben  de an lam ıyorum . Bu yaln ızca , kü tleçek im  a lan ın d ak i, d iğer 
b ir  dey işle  uzay zam an m  k e n d is in in  geom etrisinde, se rb e s tlik  dereces in in  
de k u an tu m  fiziğ inde y er a lm ak  zo ru n d a  o lduğu  çok d a h a  ta m  b ir  düzene 
yönelik  b ir  yak laşık lık  ta h m in id ir .

B ir k a ra  deliğe ilişk in  sıcak lık  ve en tro p i h esa p la m a s ın d a  Havvking, 
y a ln ızca  so n su zd a  b ö lü n en  b ir  p o z itif /n eg a tif  frek an s k av ram ın a  gerek 
duym ak yoluy la bu  k o n u la rın  çoğundan  kaç ınm ayı b a şa r ır . Böylesi b ir  
k av ram  J - 'd e  (geçmiş boş sonsuz) ve b ir  d iğeri de J +'d a  m e v c u ttu r  (bkz.

Tekillik

Ş e k il  30.4 H a w k in g 'in  b ir  m a d d e n in  u za k  g eç m iş te  b ir  
kara  deliğ e  çö km e sin i içeren  kara  d e lik  s ıc a k lığ ıy la  ilg i
li h e sa p la m a sı (standart) p o z i t i f /n e g a t i f  fr e k a n s  ka v
ra m ın ın  y a ln ızc a  3* ve  3~ ü ze rin d e  b ö lü n m e s in i g ere k ti
rir. Kara d e liğ in  v a k u m u  b ir  ısıl d u ru m  (yoğunluk  m a t
risi) h a line  g e lir  ç ü n k ü  3* ü ze r in d ek i b a şla n g ıç  b ilg is i  
3+ ’d a k i ve  so n u ç  tek illiğ in d ek i a rasında , s o n u n c u su  
ka yb o lm a k  üzere, bö lünür.



§27.12). Bu fark , k a ra  delik  ta ra f ın d a n  H avvking'in, ken d is in e  a it H a w k in g  
ı ş ın ım ı  o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyle so n u ç lan a n  "ısıl du ru m "u n u n  ü re tim in e  
yol açar. Bu etk in in , v arlığ ın ı J~ 'de  ta n ım la n a n  b ilg in in  b ir  k ısm ın ın  te k il
lik te  kaybo lm as ı  ve J +'ya dek o rta y a  ç ıkm am ası gerçeğine b o rç lu  o lm ası 
d ikka te  d eğ e rd ir  (bkz. Şekil 30.4). Bu gerçeğ in  önem in i §30.8 'de göreceğiz.

30.5 Karmaşık periyodiklik yoluyla kara delik sıcaklığı

Bu n o k ta d a  Havvking sıcak lığ ın ın , 1976'da G ibbons ve P erry  ta ra f ın d a n  
gerçek leştirilm iş  o lan  d ah a  so n rak i zekice b ir  tü re tim in i ele alm ak, bu  b ö 
lüm deki gerekçelend irm en in  an a  h a tla r ın d a n  h afifçe  ay rılm a an lam ın a  
gelm esine rağm en, öğretic i o lur. (Bu gerekçelendirm eyi §30.8 'de s ü rd ü re 
ceğim.) G ibbons-P erry  a rg ü m an ı gerçek fizik i o lg u la rın  tü re tim in d e k i z a 
r if  m a tem atik se l f ik irle rin  ro lüy le  ilg ili b az ı ilg inç ko n u la rı o r tay a  koyar. 
F ark  e ttik le ri şey, k a ra  deliğ i o tu rm u ş sonuç d u ru m u n d a  g ö ste ren  E inste- 
in  denk lem in in  çözüm ü (diğer b ir  dey işle  Schvvarzschild ya d a  K err çözü
m ü, bkz.  §27.10) "k arm aşık laş tırılm ış"sa  (diğer b ir  dey işle  gerçel değerli 
k o o rd in a tla rd a n  k arm aşık  değerlile re  gen iş le tilm işse , bkz. §18.1), b u  d u 
ru m d a, b u  k a rm a şık la ş tır ılm ış  u zay d a  tan ım lı n icelik lerle  ilg ili tem el b ir  
düzen lilik  koşu lu n u n , bu  n ice lik le rin  k a rm a ş ık la ş tır ılm ış  zam an d a  zo ru n 
lu  o la rak  tüm üyle  sa n a l 2nTBH p eriy o d u n d a  b ir  periyod ik lik  ed inm esi (bkz. 
§9.1, Ş ek il 9.1a) an lam ın a  geld iğ id ir. İs ta t is tik se l te rm od inam iğe  ilişk in  
değ e rlen d irm e ler bize, böylesi k a rm a şık  b ir  periyod ik liğ in  a s lın d a  tam  
o la rak  §30 .4 'te verilm iş T’bh  s ıcak lığ ına  k a rş ılık  geld iğ in i söyler. Bu, b ir  
k a ra  delikle ilg ili Havvking s ıcak lığ ına  g ö tü ren  ça rp ıc ı b iç im de do laysız 
b ir  yol sağ lar.

Peki fiziki b ir  tü re tim  o la rak  b u  tü r  b ir  iş lem den  ne an lam alıy ız?  Bu 
kesin lik le  d ik k a t çekici b iç im de z a r if  b ir  a rg ü m a n d ır  ve Havvking k a ra  d e
lik s ıcak lığ ın ı, H avvking'in kend i o rijina l ta rt ışm a s ın ın  h a lih a z ırd a  u y g u 
lan am ad ığ ı fa rk lı pek çok d u ru m d a  elde etm ek üzere  do laysız  b iç im de 
k u lla n ıla b ilir . Öte ta ra f ta n  b u  arg ü m an ı Havvking s ıcak lığ ına  gerçek b ir  
fiziki gerekçelend irm e sa ğ la r  b iç im de k ab u l e tm ek te s ık ın tı yaşıyorum . 
A slında o, b u  yeni a rg ü m an  iç ine g iren  b az ı "fiziki" v a rsa y ım la rın  kuşku lu  
b ir  geçerliliğe sah ip  b iç im de d eğ erlen d irileb ilm esi gerçeğ ine k a rş ın , doğ
ru  y an ıtı veren  ("doğruluğu" fizik i o la rak  d ah a  k ab u l ed ileb ilir  k r ite r le r
den, b u ra d a  H avvking'in ü s tte  değ in ilm iş o lan  o rijina l arg ü m an ı, elde ed i
len  y a n ıtla  uyum lu luğu  sonucu  gerekçelend irilm ek  üzere) güzel b ir  m a te 
m atik se l ifadeye a it iyi b ir  ö rnek tir.

Bu "ka rm aşık laştırm a"n ın  m atem atik se l b ile şen le rin e  b iraz  d ah a  y a 
k ın d an  bakalım . K apsam  d ah ilin d e  o lan  şeyi an lam a n ın  iyi b ir  yolu ilk



o la rak  2 -b o y u tlu  o lağan  Ö klitçi E2 düzlem in i ve onun  CE2'ye (= C2) y a p ı
lan  s ta n d a r t  k a rm a ş ık la ş tırm a s ın ı d ü şünm ek tir. Bu E2 gerçel uzay ı bazen  
CE2'n in  gerçel kesiti  o la rak  a d la n d ır ılır  (Şekil 30.5a, b; ay rıca  bkz.  Şekil 
18.2b). Bu Ö klitçi b ir  gerçel k e s itt ir  çünkü  o lağan  b ir  Ö klitçi m e triğe  s a 
h ip tir . B unun la b irlik te  CE2 ay rıca  Lorerıtzci gerçel k es itle re  de s a h ip tir  
(bkz. Şekil 18.2, §18.2) ve b u n la rd a n  b ir in i, M2, E2'y le ilg ili (gerçel say ı p a 
ra m e tre le ri olan) s ta n d a r t  b ir  K artezyen  (x , y ) k o o rd in a t ç iftin in  y  k o o rd i
n a tın ı alıp  b u n u n  gerçel d eğ e rle r y erin e  tüm üy le  sa n a l d eğ e rle r a lm as ın ı 
ta lep  ederek  o lu ş tu ra b ilir iz . Böylece t  =  iy, Mİ2 iç in  b ir  zam an  k o o rd in a tı 
iş lev in i görür.(B u §18.1'd e  yapm ış o lduğum uz şey in  y a ln ızca  2 -b o y u tlu  
d u ru m la  ilg ili b ir  y inelenm esid ir.) Şim di E2'yle ilg ili o la rak , K artezyen 
(x, y) k o o rd in a tla r ı y erin e  k u tu p sa l  (r, 0) k o o rd in a tla r ım  ele alalım ; bkz.  
§5.1 ve Şekil 30.5a. N eg a tif  o lm ayan  r  gerçel say ıs ı o rijine o lan  uzaklığ ı ö l
çe r ve y a rıç ap  vek törüyle ^ -e k sen i a ra s ın d ak i gerçel say ılı 8 aç ıs ı s a a t yö 
n ü n ü n  te rs i  yönde ö lçü lü r. Bu k o o rd in a tla r  L orentzci M2 kes itim ize  n a s ıl 
gen işler? İlg im izi, Şekil 30 .5b 'de g ö ste rild iğ i üzere, sağ  ta ra f ta k i çey
rek  çem beriy le s ın ırla n d ırm ak  koşu luy la  r  n iceliğ i h â lâ  g e rçe ld ir  ve n eg a 
t i f  d eğ ild ir  fa k a t 8 a r tık  tüm üy le  s a n a ld ır  ve böylece

Ş ekil 30.5 CM2 =  CE2’ye k a rm a ş ık la ş tır ılm ış , M2 M inkovvski 2 -u z a y ıy la  g ö ste rilen  sa n a l 
zam an d ak i p eriyod ik lik , (a) Ö klitçi E2 düzlem i CM2 k a rm aşık  u zay ın ın  gerçel b ir  k es itid ir . 
d/dO K illing vek tö rü , k u tu p sa l (r , 0) k o o rd in a tla r ın ı a ld ığ ım ız  lE2'd e  d ö n d ü rm e le r  ü re tir . 
E2 ü zerin d ek i tek  değerli h e rh a n g i b ir  fonk siy o n  27i p e riy o d u n a  sa h ip  b iç im d e  ö 'd a  p e r i
yodik  o lm ak  zo ru n d ad ır, (b) CM2'ye il işk in  M2 L oren tzc i gerçe l k es itin d e  "R ind ler” (dü
zen li ivm elenen) zam an  k o o rd in a tı t  = iö 'd ır  (bir k a ra  delik  iç in  d oğal o lan  Schvvarzsc- 
h ild  za m a n ın ın  b ir  benzeri) ve O o rijin in d e  a n a litik  o lan  b ir  fonk siy o n  27ri p e riy o d u n a  
sa h ip  o la ra k  r 'd a  sa n a l b ir  p e riy o d a  sa h ip  o lm ak  zo ru n d ad ır, (k =  d / d r  =  - i d / d d  Killing 
vektörü.)

T =  İ0

(a) (b)



gerçeld ir. r  k o o rd in a tı a r tık  orijine o lan  L orentzci u zam sa l uzak lığ ı ö lçer 
ve t  "yatay la  o lan  h ip erb o lik  aç ı"d ır.130-41

t  k o o rd in a tın ı (b ir r0 sa b itiy le  ça rp ılm ış  olan), m erkezden  d ışa  doğru  
"düzgün b iç im de ivm elen"en ve dünya  çizg isi r  =  r0'la  verilen  (bu 2 -b o y u t
lu  düz uzayzam an  geom etrisindeki) b ir  gözlem ci için , o lağan  u zayzam an  
an lam ın d ak i "zam an"ı ö lçer b iç im de yorum layacağ ız . ("R indler k o o rd in a t
ları".)12 U zayzam anın  kend isi, gözlem cinin  "zam an"ın ın  y a ln ızca  MR'ye u y 
g u lan m as ı gerçeğine k a rş ın , tü m  M2 o la rak  k ab u l ed ilir. Bu tü r  n icelik ler 
uzayzam an ın  k a rm a ş ık la ş tır ılm a s ın a  yönelik  ho lom orfik  b ir  gen işlem eye 
sa h ip  o la ca k tır  (bkz, §7.4 ve §12.9) fak a t bu  yaln ızca , bu  d u ru m d a  Lo
ren tzc i k es it an lam ın a  gelen "gerçel kesit"in  yak ın  b ir  kom şu luğu  iç in  g a 
ra n ti  ed ileb ilir. B unun la b ir lik te  b u  tü r  b ir  n icelik  gerçekte, bu  kesite  a i t  0  
o rijin inde an a litik se  Ö klitçi k es itin  o rijin inde de (her iki d u ru m d a  da bu  
ta m  o la rak  aynı 0  n o k ta s ı o lduğundan) an a litik  olm ak zo ru n d ad ır. Öte t a 
ra f ta n  ö k litç i o rijinde düzen li o lan  b ir  nicelik , 0 'y ı (küçük b ir  r  =  s d eğe
rinde) 2n  k a d a r  a r tır ır s a k  kesin  o la rak  b aş lad ığ ım ız  ayn ı n o k tay a  v arm ak  
üzere b a s it  b iç im de orijin  e tra f ın d a  b ir  kez do lanacağ ım ızdan , 2n  p e riy o 
d u n a  sah ip  o larak  0 'd a  periyod ik  olm ak zo ru n d ad ır. Bu neden le  o rijina l 
Loren tzci uzayzam an  k o o rd in a tla r ıy la  ilg ili r  n iceliğ i, r 'd a  (k a rm aş ık laş tı
rılm ış) 27ri'lik b ir  sa n a l  p er iyo d a  sah ip  olur.

Bu, ken d isin i ş im d i b a s itle ş tir ilm iş  2 -b o y u tlu  M2 uzay ım ız yerine  b ü 
tü n lü k lü  b ir  4—uzaylı k a ra  delik  geom etrisine  uygu lad ığ ım ız G ibbons- 
P erry  a rg ü m an ın ın  tem elid ir. İlg ili geom etri a r tık  (spin y ap m ay an  kü rese l 
o la rak  s im etrik  d u ru m la  ilgili) S cw arzsch ild 'in k id ir  (dönen b ir  delikle ilg i
li o la rak  K err geom etrisin i de ku llanab iliriz). A rgüm anın  işlem esi iç in  
M2'dek i 0  o rijin in in  b ir  b enzerine  gerek  duyarız . B unu, "azam i b iç im de ge
n iş le tilm iş"  X  S chw arzsch ild  uzayzam an ı o la rak  a d la n d ır ıla n  şeyle ilg ili 
k a tı b ir  konfo rm al d iyag ram  sund u ğ u m  Şekil 30 .6a 'da  g ö rü rü z .13 X  uzay- 
zam an ı bazen  "ölüm süz k a ra  delik" o la rak  da a d la n d ır ılır  çünkü  o kütleçe- 
kim le ilg ili çökm eden y a ra tılm a d ı fa k a t "hep orada"ydı. D iyagram ın  m er
kezindeki 0  n o k ta s ı k a tı konform al d iy ag ram la ra  ilişk in  u z la ş ı la r  u y a r ın 
ca b ir  2 - k ü r e yi tem sil eder. X ,  M2'n in  b en z e rid ir  fa k a t Ö klitçi E2 uzayı 
iç in  de b ir  benzere  gerek  duyarız . Zam an zam an  "Ö klitçileşm iş" Q 
Schvvarzschild uzay ı o la rak  a d la n d ır ıla n  (beni ş a ş ır tıc ı b iç im de fena  h a lde  
etkileyecek şekilde sık lık la "Öklitçi uzay" da denir!), 0 n iceliğ i Ç 'de, S çevre-

[30.4] Bu (r, t) koordinatların ı Lorentzci Kartezyen (x ,t)  koordinatları biçim inde yazın; ö 'n ın  
gerçel kısm ının M2 üzerinde esasen  niçin yok olduğuna bakın.

12 Bkz. W ald, 1984.



Ş ek il 30.6 S anal zam an  p e riy o d ik liğ i ü ze rin d en  Havvking sıcak lığ ı (G ibb o n s-P erry  a rg ü 
m anı). (a) "Ö lüm süz b ir  k a ra  delik"le ilg ili, t  S ch w arzsc h ild  zam an ı ve k  -  d /d r  K illing 
vek tö rü y le  b ir lik te  "azam i b iç im d e  gen iş le tilm iş"  X  Schvvarzschild  u zay za m a n ı o lan  k a tı 
b i r  k o n fo rm al d iyag ram . M erkez O n o k ta s ı b ir  2 -k ü rey i tem sil eder, (b) O y ak ın ın d ak i 
"Ö klitçileşm iş" Q Schvvarzschild  uzay ı gerçe l b i r  0  aç ısa l k o o rd in a tın a  s a h ip tir , böylece t  

"zam anı", p  gerçe l s a b it  sa y ıs ı d e liğ in  "yüzey kütleçek im i" o lm ak  ü zere , tü m ü y le  sa n a l 
t  =  ip o  d eğ e rle rin i a lır . B u ra d a  O çev res in d e  b ir  kez d o lan d ığ ım ızd a  6 , 2 n  k a d a r  a r ta r , 
böy lece X  ü ze rin d e  O 'da  a n a lit ik  o lan  (bu yo lla  fi'ye  genişleyen) h e rh a n g i b ir  fonksiyon  
0 'd a  2 n  p e riy o d u n a , d iğ e r  b ir  d ey iş le  p  k a ra  d e liğ in  Havvking sıcak lığ ı o la rak  y o ru m la n 
m ak  üzere  (O yak ın ındak i) r 'd a  2 n ip  p e r iy o d u n a , sa h ip tir .

s in d e  p o z itif  b ir  yönde d o la n ıla n  h e r  d e fa s ın d a  2n  k a d a r  a r tır ı la n  aç ısa l 
b ir  k o o rd in a t (Şekil 30.6b) ve /? "yüzey kütleçekim i" den ilen  (sab it r 'd e  s a 
bit) gerçel b ir  say ı o lm ak üzere, JC'deki Schvvarzschild t  "zam am "nm 14 
Ç'de tüm üy le  sa n a l t  =  i/?0 değ erle ri a ld ığ ı, böy lesi b ir  uzay  m evcu t tur.  
3C'deki O 'da düzenli (diğer b ir  dey işle  ana litik ; bkz.  § 7.4) o lan  h erh an g i 
b ir  n icelik  ay rıca  Ç 'deki O 'da da (bu, k a rm a ş ık la ş tır ılm ış  Schvvarzschild 
u zay ın d a  gerçel ik i K  ve Q k e s itle rin in  h e r  b ir i iç in  ta m  o la rak  ayn ı "O" ko 
n u m u  o lduğundan) düzen li o lm ak zo ru n d ad ır. Bu tü r  b ir  n icelik  (J'deki 
O 'da düzen li olm akla, r 'd a  2m p  p eriy o tlu  o la ra k  periyod ik  olm ak zo ru n d a 
d ır  çünkü  6, 2n  (= 360°) k a d a r  a r tır ıld ığ ın d a  b iz i b a s it  b iç im de uzay(za- 
m an)da b aş lad ığ ım ız  ayn ı konum a g e tiren  s ıra d a n  b ir  a ç ısa l k o o rd in a ttır . 
Bu sa n a l  p er iyod ik l ik  is ta tis tik se l te rm o d in am iğ in  ilke le ri u y a rın c a  " /? s ı
cak lığ ına  ilişk in  ıs ıl d u rum "un  b ir  k a ra k te ris tiğ id ir .

B u radak i am acım  b u  te rm o d in am ik  ilke leri ta r t ışm a k  değil. Bu b iz i yo 
lu m u zd an  epeyce sa p tır ırd ı. B u rad a  ilg ilen ilen  tek  n o k ta  k arm a şık  p e riy o 
d ik lik le ilg ili bu  a rg ü m a n a  güvenip  güvenem eyeceğim izdir. Bu, O b ö lg esi
n i cidd i b iç im de ele a lm aya b ağ lıd ır . Peki doğ ru lan m ış m ıd ır? H içb ir b i 
ç im de açık  değil. Gerçek b ir  fizik i k a ra  delik le ilg ili o la ra k  bu  “ölüm süz" 
ta b lo n u n  tü m ü  kesin lik le  u y g u n su zd u r. F iziki b ir  delik, Büyük P a tlam an ın  
k end is iy le  ilg ili b ir  an lam d a  "b aş lan g ıç ta  v a r  olan" b ir  y a ra tım  olm adıkça 
kü tleçek im le  ilg ili b ir  çökm e (diyelim  ki g a lak tik  b ir  m erkezdeki sü p e r

14 Burada ele alm an Schw arzschild durum unda gerçek zam an biçim inde yorum lanan V 'yken, 
bunun  Şekil 30.5a, b 'n in  düz (Rindler) durum unda ivmelenen gözlem cinin zam anını ölçen 
r„r olm ası arasında  hafifçe kafa k a rış tıran  b ir  uyuşm azlık söz konusudur.



k ü tle li b ir  y ıld ız  ya da m alzem e küm esi) yo luy la y a ra tılm ış  olm ak zo ru n 
d ad ır. B aşlan g ıç ta  v a r  o lan  b ir  delik, ken d isin e  ilişk in  zam an d a  te rs  çev
rilm iş  b iç im li b ir  beyaz  del ik  y erine  k a ra  delik, b ile  y ine de b ir  an lam d a  
b ir  "çökme"yi tem sil eder ve k a ra  ya da beyaz, Şekil 30 .6a 'dak i b ü tü n lü k lü  
m odel ta ra f ın d a n  iyi b ir  b iç im de tan ım lan m az. B unun la b irlik te  bu  m ode
lin  b e lir li b ir  d ış  k ısm ı, d iğer b ir  dey işle  Şekil 30 .6a’n ın  ü s t  k ısm ın d a  ve 
çökm eye boyun  eğen gerçek m alzem eye ilişk in  b e lir tilm iş  o lan  s ın ır  çizg i
s in in  sağ  ta ra f ın d a  k a lan  k ısm ı, b ir  k a ra  deliğ in  çökm esiyle ilg ili aç ık lam a 
iç in  uygundur. A ltta  ve bu  s ın ır ın  sol ta ra fın d a  uzayzam an  m e triğ i m a d 
den in  m e triğ i o lu r ve ö lüm süz k ara  deliğ ink inden  fa rk lıd ır . T oplam  çök
m e, Şekil 27 .16c'n in  belli b e lirs iz  b ir  yen iden  çizim ine k arş ılık  gelen  Şekil 
30 .7 'de çiz ilm iştir. Şu h a ld e  O 'nun  h e r  zam an, (genişletilm iş) S chw arzsc- 
h ild  m etriğ in in  geçerli o lduğu  bölge d ış ın d a  ka ld ığ ın ı b e lirte lim . Uzayza- 
m a n d a  tan ım lı fiziki n ice lik le rin  O 'da b ir  düzen liliğe sa h ip  o ld u k la rın ı 
v a rsay m ak  iç in  h iç b ir  fiziki gerekçelend irm e o lm adığ ı g ö rü lü r  ve a rg ü m a
n ın , m a tem atik se l za ra fe tin e  k a rş ın , n iç in  Havvking s ıcak lığ ıy la  ilg ili b ir  
gerekçelend irm e su n d u ğ u n u  an lam ak  g ü çtü r. (Kara delik le ilg ili fiziki o la 
rak  h erh an g i b ir  gerçekçi m odel b ü tü n lü k lü  Schvvarzschild, ya da Kerr, 
m e triğ in d en  sa p m a la ra  sah ip  o lu r  ve bu  sa p m a la rın  g it g ide d ah a  büyük  
h a le  gelerek  so n u ç ta  "0"ya doğru  d a h a  da yak ın  b iç im de genişled iğ im iz 
ö lçüde so n su za  ırak sa m a sı, m aku l b ir  b iç im de bek leneb ilir.)130 51

Yine de tam  d u rağ a n  k ara  delik  m odeli gerçekçi b ir  çökm eye ilişk in , 
zam an  ile rled ikçe tü m  düzensiz lik le rin  so ru n la rın ı g ide rd ik leri kabu l ed i
len  n ih a i s ın ın  tem sil eder. Bu düzen liliğe ve böylece gerekli k a rm aşık  pe- 
riyodik liğe ve bu  neden le  de gerekli s ıcak lığa  sa h ip  o lan  şey s ın ırlay ıc ı

Ş e k il  30 .7  Şekil 30 .6a 'n ın  a za m i X  
S ch w a rzsch ild  u za y za m a n ı b iç im in d e  
g ö ste r ilm iş  o la n  kü tle ç e k im le  ilg ili 
kürese l b ir  ç ö km e ye  i l iş k in  g eçm iş;
Şekil 2 7 .1 6 c 'n in b e lli  b e lir s iz  b ir  yen i
d en  ç iz im i. E ğ ik  ç izg iler le  ta ra n m ış  
bölge s ilin m e lid ir  ve n o k ta la rla  gö lg e
len m iş m e tr ik  m a d d e  varlığ ı n ed en iy le  
K 'n in k in d e n  fa r k lı l ık  gösterir. O 'nun  
h er za m a n  K  m e tr iğ in in  g eçerli o ld u 
ğ u  b ö lg en in  d ış ın d a  b u lu n d u ğ u n a  
d ik k a t edin .

US [30.5] Bu iddiayı gerekçelendirebilen b ir  argüm an sunab ilir m isiniz bakın, tpucu: Küçük 
doğrusal tedirgem eleri düşünün. Zam anda şu ya da bu yönde b ir üstel davranış bekler m isi
niz?



u zay zam an d ır. Bu a rg ü m an ı (genellikle öyle k ab u l ed ilm esine karşın ) n as ıl 
Havvking s ıcak lığ ına  ilişk in  h e rh a n g i gerçek b ir  fiziki tü r e t im  o la rak  d e
ğerlend ireb ileceğ im izi a n lam a sam  d a  o, tü m  b u  "kara delik  sıcaklığ ı" f ik 
riy le  ilg ili g izli b ir  iç tu ta r lı l ığ a  ilişk in  b ir  tü r  "güçlü b e lirti"  sağ lar.

Bu k av şak ta , d ah a  önce h e rh a n g i b ir  şeye ilişk in  b ir  "türe tim " b iç im in 
de su n u lm am ış o lm asına  rağm en  ü s tte  verilen  a rg ü m a n la  fa rk lı b ir  b a ğ 
lam d a  önem li b ir  benzerliğe  sa h ip  o lan , o rijina l o la rak  B randon  C a rte r 'a  
a it d iğer b ir  gözlem le k ıy as lam a  yap m ay a  k a rş ı koyam ıyorum . Y üksüz b ir  
d u rağ a n  k a ra  deliğ in , m  deliğ in  k ü tle s i ve am  ona a it aç ısa l m om en tum  o l
m ak üzere  (ve uyum lu  o lm ası a ç ıs ın d an  §27.10 'daki P lanck  b ir im le ri g ib i 
c = G = 1 o lan  b ir im le ri seçiyorum ), m  ve  a K err p a ra m e tre le r iy le  ta n ım 
la n d ığ ın ı an ım sayalım . K err m e triğ in e  ilişk in  E zra  T. N ew m an15 ta ra f ın 
d an  b u lu n a n  b ir  genellem e (genellikle K e r r -N e w m a n  m etr iğ i  b iç im inde 
anılır) e lek trik se l o la rak  yü k lü ,  dönen  b ir  d u rağ a n  k ara  deliği tem sil eder. 
Şu h a ld e  üç p a ram etrey e  sah ib iz : m, a ve e. Kütle ve aç ısa l m om entum  ö n 
ceden  o ld u k la rı g ib ile r  fa k a t a r tık  to p la m  b ir  e e lek trik  yükü  söz k o n u su 
dur. A yrıca yönü  aç ısa l m om entum  yönüyle uyum lu  o lan  m anyetik  b ir  m o 
m en t de, M =  ae, m evcu ttu r. C arter, d ö n e r m ık n a t ı s l ık  o ra n ın ın  (kütlenin 
iki k a tın ın  m anyetik  m om entle  ça rp ım ın ın  yükle aç ısa l m om entum  ç a rp ı
m ına  bölüm ü; yüklü  b ir  k a ra  delik  iç in  2m x a e / e x a m  = 2) a s lın d a , b ir  k a ra  
delik  iç in  tüm üyle  sa b itle n m iş  (diğer b ir  dey işle  m, a ve e 'd en  bağım sız) 
o lm ak üzere, kesin  b iç im de D irac 'ın  b a ş la n g ıç ta  elek tron  iç in  ta h m in  e t t i 
ği değeri (Dirac e lek tronu  iç in  aç ısa l m om entum  - h  ve m an y etik  m om ent 

if te /m c  olup c = 1 k ab u l ed ild iğ inde  y ine 2 o lan  b ir  d ö n erm ık n a tıs lık  o ra 

n ı verm ek üzere), d iğe r b ir  dey işle  2 değerin i alır. Bkz. §24.7. Nevvman 
(2001) b u  " ras tla n tı"y a  ilişk in , u zay d ak i k a rm aşık  b ir  yöndeki b ir  yer d e 
ğ iş tirm e  b iç im inde b ir  y o ru m u n u  sundu .

Bu arg ü m an ı, D irac 'ın  o rijina l a rg ü m a n ın d an  bağ ım sız  o la rak  e lek tro 
n u n  d ö n erm ık n a tıs lık  o ran ın a  ilişk in  b ir  tü re t im  sa ğ la r  b iç im de d eğ e rlen 
d ire b ilir  m iyiz? "Türetim " te rim in e  ilişk in  h e rh an g i o lağan  b ir  an lam d a 
kesin lik le  sağ lam az. Bu yaln ızca , b ir  e lek tron  b ir  b iç im de b ir  "kara delik" 
o la rak  d eğ erlen d irileb ilirse  geçerli o lab ilir . G erçekte, e lek tro n la  ilg ili b ir  
d u ru m d a , a, m  ve  e p a ra m e tre le r in in  as ıl değerleri, ilg ili K err-N ew m an 
m e triğ in in  b ir  k a ra  deliğ i te m sil edeb ilm esi iç in  gerekli o lan

m 2 > a2 + e 2

eş its iz liğ in i fen a  ha lde  bozar. D olay ısıy la b u  argüm an , D irac e lek tro n u n a  
ilişk in  d ö n erm ık n a tıs lık  o ran ıy la  ilg ili gerçek  b ir  tü re tim d e n  oldukça



u zak tır . Yine de, bu  değerle ilg ili b e lir li b ir  "doğallığı", k a rm a şığ a  yönelik  
gen işlem ele r yo luyla o rtay a  ç ık arm ak ta , k a ra  delik  s ıcak lığ ına  ilişk in  Gib- 
b o n s-P e rry  a rg ü m an ın a  b ir  b iç im de b en zer.16 G ib b o n s-P erry  arg ü m an ı 
k end i y a ra rın a , yaln ızca  S chw arzsch ild /K err u zay zam an  m e trik le ri a ile s i
n in  değerlend irm eleriy le  s ın ırlı o lm am ak g ib i ek b ir  nok taya  d ah a  s a h ip 
tir . Yine de b a n a  göre bu , onun  gerçek b ir  tü re tim  b iç im indek i genel k a b u 
lü n ü  pek  de gerekçelendirm ez.

30.6 Killing vektörleri, enerji akışı ve zaman yolculuğu!

"Ö lüm süz k a ra  delik", k en d is in in  k ab u l ed ileb ilir  fizik i b ir  ev ren  m ode
li b iç im inde c idd iye a lın m a sın ı g ü ç le ş tire n  b az ı ilg inç ev rensel özellik lere 
sa h ip  o lm ası gerçeğine k a rş ın , in sa n la rın  ilg is in i sık lık la  b a şk a  n ed e n le r
den  do lay ı çekm iştir. Bu n ed en le rd en  b a z ıla rı gerçeklik  yerine  b ilim  kurgu  
dü n y as ıy la  d ah a  çok ilin tili  g ö rü n se  de k a ra  deliğ in  b izim  iç in  geom etrik  
b ir  değeri b u lu n u r  çünkü  o, §§30.7, 10 'da önem li o lacak  ilg inç m a tem a tik 
se l öze llik ler göste rir. O nun iki ad e t geçm iş boş so n su z la  (3~ ve 3~) iki 
ad e t de gelecek boş so n su za  (3+ ve 3+) sa h ip  o lduğunu  görürüz . Bu u zay za
m an  sıkça, so n ra s ın d a  b ir  tek illiğe "dara lan" b ir  "so lucan  deliği" yo luy la 
b ağ lı h a le  gelen  fa rk lı iki evren le ilg ili b ir  zam an  ev rim in i g ö s te rir  b iç im 
de d ü şü n ü lü r; bkz.  Şekil 30.8.

îk i "dış" bö lgen in  h e r  b iriy le  ilg ili o la rak  h e r  ev ren in  b ir  k a ra  delik  b a 
r ın d ırd ığ ı g ö rü lü r  fak a t k a ra  delik, ay rıca  ayn ı zam an d a  b ir  "beyaz delik" 
de o lm ası an lam ın d a  tu h a ftır . H er b ir  d ış  £ ve £ ' ev ren inden , gelecek S + iç 
bö lgesine  y ay ılab ilm en in  y an ı s ıra  ("kara delik" dav ran ış ı) s in y a lle r, geç
m iş  B~ iç b ö lgesinden  y ine h e r  b ir  d ış  £  ve £' ev ren ine k aç ab ilir  ("beyaz 
delik" davran ışı). U zayzam anm  d u rağ a n  o lm ası gerçeğ i b ir  k K illing vek
tö rü n ü n  v a rlığ ın d a  ifad e s in i b u lu r  (bkz. §14.7, §19.5 ve §30.4). Bu Killing 
v ek tö rü n ü  Şekil 30 .9 'da çizdim . K illing v ek tö rü n ü n  ik i d ış £ ve £' bö lg esin 
de za m a n sa l fak a t S -  ve B+ bö lge lerinde  u zay sa l o lduğunu  görü rüz . ıc'nın 
d ış  bö lge lerdek i zam an sa l doğası K 'nın k a ra /b ey a z  deliğe ilişk in  d u ra ğ a n 
lığ ı ifade  e tm esi an lam ın a  gelir. D ünya çizg ileri k  K illing v ek tö r a lan ın a  
ta n ja n t o lan  b ir  gözlem ci a iles i değ işm eyen  b ir  ev ren  a lg ılay acak tır. A ynı
sı £ "nde  de geçerlid ir. B unun la  b ir lik te  £ "nde  b u  özelliğe sa h ip  gözlem ci

16 Bu dönerm ıknatıslık  oranı, elektronun, kendisine yönelik mükemmel b ir  yaklaşıklık tahm ini 
olduğu b ir "saf Dirac parçacığı"yla ilgilidir. Bununla b irlik te gerçek b ir elektron kuantum  
alan  kuram ından gelen ışınım la ilgili düzeltm elere  bağlıdır, §24.7'nin sonuna bakın. Proton 
ya da nötron  b ir  Dirac parçacığı olm aktan daha  da uzaktır fakat bu kavram  onlara ilişkin 
o luşturucu kuarklarda daha yakından geçerlidir.



Ş ek il 30.8 X  u zay za m a n ı ev ren se l o larak , a s im p to tik  o la rak  iki düz  bö lgey i b ir le ş tire n  
b ir  "so lucan  deliğ i"ni tem sil eden , "zam an d a  evrim leşen" b ir  3 -u z a y  b iç im in d e  gö rü lü r. 
S o lucan  deliğ i hem  geleceğe hem  de  geçm işe  tek  b i r  y ö nde d a ra lır . B ir b ö lgeden  d iğerine  
so lu c an  deliğ i iç in d en  y o lcu luk  e tm eyi ö n eren  h e rh a n g i b ir  u zay  yo lcu su , konfo rm al d i
y a g ra m d a n  d a  açık  o lm ak  üzere , delik  " d a ra lıp ” k a p a n m a d a n  önce d iğ er ta ra fa  geçem ez 
çü nkü  bu , y o lcu n u n  d ü n y a  ç izg is in in  (nok talı g ö ste rilm iş  olan) u zay sa l (ışık ö tes i hızda) 
b ir  p a rç a y a  sa h ip  o lm asın ı ta le p  eder.

Ş e k il  30 .9  k  K iiling  v e k tö r ü  ik i d ış  £  
ve £ ' b ö lg es in d e  za m a n sa ld ır  fa k a t  H 
ve  S ' iç b ö lgelerinde  u zaysa ld ır. 
E 'deki ve  £"rıdeki K’la n  k ıya sla ya ra k  
o n u n  za m a n  yö n e lim in i, T^bKb koru 
n a n  enerji y o ğ u n lu ğ u  ka vra m ın ın  
ken d i işa re tin i ters  çevireceğ i şe k ild e  
ters çev ird iğ in i g örürüz.

a iles i b u  d eğerlend irm eleri k  yerin e  - k  K iiling vek tö rüne uygu lam ak  zo
ru n d a d ır  çünkü  gelecek/geçm iş ay rım la rın ın  tu ta r lılığ ın ı yere l gözlem ciler 
iç in  u zay zam an  b o yunca  korum am ız gerekir. "Zam an yönü", £ 'd e n  £"ne 
geçerken b ir  an lam d a  te rs  çev rilm iş tir. E nerji m om entum  te n sö rü n ü n  k  
K iiling vek tö rüy le  b ir lik te  b ü zü lm es in d en  elde ed ilen  k o runm uş enerji yo 
ğ un luk  niceliğ i, TabKb, (§19.5) £ 'd e  (norm al b ir  m adde  için) p o z itif  b ir  en e r
ji  y oğun luğu  fak a t £ "n d e  n o rm al m addeye ilişk in  n e g a tif  b ir  enerji yoğun
luğu  sa ğ la r  (çünkü k  £ "n d e  geçm işi iş a re t eder ve - k  a r tık  d u rağ a n lığ ı ifa 
de eden  o lağan  Kiiling vek tö rüdür). Bu tam  o la rak  b ir  çe lişk i d eğ ild ir fa 
k a t ele a lın a n  uzay zam am n  tu h a f  doğas ın ı göste rir.

A slında fizik i b ir  gözlem ci iç in  f 'd e n  £"n e  "geçmek" gerçekte, b u  d u 
ru m  h e r  yerde  zam an sa l o lm ayan  b ir  "dünya çizgisi" içereceğ inden  o lası 
değ ild ir  (Şekil 30.8). Yine de k u ram c ıla rın , u zay zam an ı g ö rü n ü şte  "önem 
siz" b ir  b iç im de değ iştirm eye ça lışm ak  yo luy la  b u  gerçeğ in  e tra f ın d a n  do
la şm a  g iriş im le rin e  sıkça  ra s tla n ır .  B unun la ilg ili gerekçeleri, ev ren ler 
a ra s ın d a  -y a  da (tab loda Şekil 30 .10 'dak i g ib i h a f if  b ir  değişiklikle) uzay-



(a) (b)

Ş ekil 30.10 D eğişik b ir  so lu can  deliğ i u zay za m a m n a  d a y a n a n  ış ık  ö te s i h ız d a  uzay  yo lcu 
lu ğ u n a  ilişk in  b ir  b ilim  k u rgu  ö n erisi, (a) Şekil 30 .8 'in  iki d ış  u zam sa l b ö lg es in in  uzak  
k ıs ım la rın ı "sap tam ak" yo luy la  ayn ı u zay ın  u zak  b ö lg e le rin i b ağ la y a n  b ir  so lu c an  deliğ i 
elde  ed ileb ilir  fa k a t b i r  bö lgeden  d iğ erin e  so lu c an  deliğ i iç in d en  yo lcu luk  z am an sa l b ir  
eğriy le  gerçek leştirilem ez, (b) B unun  o lan ak lı o lm ası için , b u ra d a  g ö ste rild iğ i g ib i, JC 'nin 
"gerilm iş" b ir  v e rs iy o n u n u n  d o ğ as ın d a  o lan  b ir  şeye gerek  d u y u lu r  (faka t b u  tü r  b ir  m o
del n e g a tif  enerji y o ğ u n lu k la rı g e rek tirir).

zam an ın  b ir  bö lgesinden  uzak  b ir  y e rin e -  b ir  tü r  b ilim  k u rg u sa l "so lucan  
deliği" yo lcu luğunun  gelecekteki b ir  teknoloji arac ılığ ıy la  g e rç ek le ş tir ile 
b ileceğ in i gösterm eye ilişk in  (bana göre yan lış  yön lend irilm iş) b ir  n iy e t
ten  kaynak lan ır. Böylesi b ir  öneri b aşa r ıy a  u la şab ilsey d i, bu , göreliliğ in  
n o rm al s ın ırlı lık la rın ın  aş ıld ığ ı b ir  tü r  uzay  yo lcu luğuna sa h ip  olm a p o 
tan s iy e l o lasılığ ın a  kap ı a ra la rd ı. Gerçek "Uzay Yolu" geleneklerinde, uzay 
gem isine , so lucan  deliği yo luy la  uzak  b ir  bölgeye, uzay  gem isin in  so lucan  
deliğ ine g ird iğ i d u ru m d ak in d en  b ile  "daha erken" o lab ilecek  b ir  yo lculuk 
etm e o lanağ ı sağ layan  "bükm e-m otoru"' iş lem i z ih inde  can lan d ırılır .

T u h af g ö rünse  bile , genel gö relilik  k o n u su n u n  b irin c i s ın ıf  p ro fe sy o 
ne lle ri dah i böylesi b ir  "zam an yolculuğu" o lasılığ ıy la  o y a lan m ış la rd ır .17 
B unun cidd i seb ep le rin d en  b ir i (herhalde en az ın d a n  bazen), zam an  yo lcu 
lu ğ u n u n  günüm üz fiz iğ in in  (ya da h aya l ed ileb ilir  fiziğin) s ın ır la r ı d a h i
lin d e  gerçek ten  gerçek leşeb ilir olm a o lasılığ ı değil fak a t fizik i o la rak  b u 
n u n  gerçek leşm em esi gerek tiğ i gerçeğ inden  b ir  şey ler öğrenebilecek  o lm a
m ızd ır .13061 Şekil 30.8 'deki "uzam sal açık lam a"da so lucan  deliğ i, uzay  y o l
cu su  yo lcu luğunu  b itirm ed en  önce "s ıfır  b o y u ta  d ara lır" . F ik ir, n eg a tif  
enerji y o ğ u n lu k la rın a  izin  verilirse , "so lucan  deliğ i"n in  yo lcunun  d iğer t a 
ra fa  geçm esine yetecek k a d a r  u zu n  sü re  "açık kalm ası"n ın , k u ram ın  s ın ır 
la r ı d ah ilin d e , o lanak lı o lab ilm esi o la sılığ ın ın  ak ılda  tu tu lm a s ıd ır . Bu tü r

vvarp-drive -yn.
17 Bkz. Novikov, 2001; Thome, 1995; Davies, 2003.
. 0  [30.6] Özel görelilik öğretileriyle uyum lu olarak, uzaysal biçim de ayrılm ış p ve q olayları 

arasındaki yolculuk olanağının niçin p 'den  p 'n in  dolaysız geçmişindeki b ir olaya, p 'den  ge
çen zam ansal b ir  dünya çizgisi üzerinde yapılacak yolculuk olanağını gerektirdiğini açıkla- 
ym.



n eg a tif  enerji yoğ u n lu k la rı k lasik  k u ram d a  no rm alde  y asak lı o la rak  değer
le n d ir ilir  fak a t uygun  k u an tu m  a lan  k u ram ın d ak i özel k o şu lla r  çerçeve
s in d e  iz in li say ılab ilir .

Bazı görelilik  f iz ikçile ri böy lesi h aya l ü rü n ü  değ erlen d irm elerin  bizi, 
ev ren in  uzak  b ir  k ısm ın a  bu  tü r  QFT des tek li b ir  so lucan  deliği yo luyla 
yo lcu luk  etm en in  g erçek leştirileb ileceğ i b ir  "bükm e-m otoru" k av ram ına  
yön lend ireb ileceğ in i gerçek ten  u m a rla r  mı? S anırım , çok az ı.18 Bu değer
len d irm ele rin , b ir in in  k u an tu m  kütleçek im  hakk m d ak i fik irle riy le  ilgili 
b ir  "test" sağ lay ab ilm esi d a h a  cidd i b ir  konu  g ib i g ö rü n ü r. Bu QFT fik ir le 
r i gerçek ten  bu  tü r  b ir  "açık kalm a"ya o lanak  s a ğ la rsa  böylece b u , k u a n 
tu m  kütleçek im le ilg ili o b e lirli f ik irle r iç in  b ir  kö tü  iş a re t  o la rak  değer
le n d irileb ilir ; bu  d u ru m d a  yen iden  düşünm ek  gerek ir. Bu yolla , ele a lın an  
b e lir li k u an tu m  kü tleçek im  k u ram ın ın  ak la  y a tk ın lığ ıy la  ilg ili fay d a lı b ir  
k ılavuz elde ed ileb ilir . (En az ın d a n  b u  tü r  önerm eleri kend i okum am  böy- 
led ir. B unun la  ilg ili o ldukça "cöm ert" d av ra n ıy o r o lab ilirim . H ayal e t ti
ğ im den  d ah a  faz la  k u ram c ı b u  tü r  b ir  "bükm e-m otoru"nun  gerçek ten  c id 
diye a lın m ası gerek tiğ in i düşünm ekte!)

30.7 Negatif enerji yörüngelerinden enerji çıkışı

Bir k a ra  deliğe ilişk in  Havvking sıcak lığ ın ın  an la tım la rın ı d eğ e rlen d ir
m ekle ilg ili o lan  eldeki gö revden  b ir  hay li uzak laştım . K uan tum  m ekaniğ i 
b ağ lam ın d a , d ah a  fizik i n ed en le r üzerinden , b ir  k a ra  deliğ in , s ıf ır  o lm a
yan  b ir  s ıcak lığa  sa h ip  o lu şuy la  uyum lu  o la rak  n iç in  ış ın ım  yaym ası ge
rek tiğ in i gö reb iliyo r m uyuz? A slında Havvking ay rıca , b u  Havvking ış ın ı
m ın ın  v a rlığ ın a  ilişk in  "sezgisel" b ir  tü re tim  de su n d u . Bu, Şekil 30.11 'de 
göste riliyo r. D eliğin u fku  çevresinde , sa n a l p a rçac ık  k a rş ı-p a rç a c ık  ç iftle 
ri vakum dan , y a ln ızca  b irb ir le r in i çok k ısa  b ir  zam an  za rfın d a  yok etm ek 
üzere, sü rek li b iç im de ü re tilir . (Bu, §26.9 'da ele a lın ıp  şek ille r 26.9 ve 
26 .10 'da gö ste rilen  işlem dir.) B unun la  b ir lik te  b ir  k a ra  deliğ in  varlığ ı bu  
etk in liğ i d e ğ iş tir ir  çünkü  b ir  a n d a n  diğerine, ç ifttek i p a rç a c ık la rd a n  b iri 
delik  iç ine  d üşerken  d iğeri kaçar. Bu yaln ızca , kaçan  p arçac ık  gerçek  b ir  
pa rç ac ık  h a lin e  geld iğ inde (diğer b ir  dey işle  k en d is in d en  b aş lad ığ ı "ka- 
b u k -d ış ı"  pa rçac ığ ın  k a rş ıt ı  o la ra k  "kabukta" o ld u ğ u n d a , bkz.  §26.8 ve Şe
kil 26.6) o rtay a  çıkar. Böylelikle kaçan  p arçac ık , delik  iç ine  d ü şen  p a rç a c ı
ğ ın  (enerjin in  ko ru n u m u  nedeniyle) n e g a tif  enerjili gerçek  b ir  p arçac ık  h a 
line  gelm ek zo ru n d a  o lacağ ı şek ilde p o z itif  enerjiye (bu enerjile rin  değeri



Ş e k i l  30.11 H avvking 'in  Hawk.ing ış ın ım ın ı  
“se zg ise l"  tiire tim i. (a) D e lik ten  u za k ta  sanal 
parça c ık  k a rş ı-p a rça c ık  ç iftle r i sü re k li  b i
ç im d e  va k u m d a n  ü re tilir  fa k a t  so n ra  çok  
k ısa  b ir  za m a n  za r fın d a  y o k  e d ilir  (bkz. Şekil 
26.9a). (b) D elik  u fk u n u n  çok ya k ın ın d a , ç i f t 
le rd en  b irin i k a fa m ızd a  d eliğe  d ü şe rk e n  ve  
d iğ erin i d e  d ış  so n s u za  kaçarken  ca n 
la n d ıra b ilir iz . B u n u n  iç in  sana l p a r 
ça c ık la r ın  ik is i  de  gerçek  ha le  g e lir  ve  enerji 
k o ru n u m u  içer iye  g id e n  p a rç a c ık la rın  nega
t i f  ener jiye  sa h ip  o lm a sın ı ta lep  eder. B u n u  
y a p a b ilir  çü n k ü  k  K illing  v e k tö rü  u fu k  iç inde  
u za ysa l hale gelir. (k“ u zaysa lsa , p a p a r 
çacığ ın  4 -m o m e n tu m u  o lm a k  ü ze re  koru n a n  
p aK° enerjisi n e g a ti f  o labilir.

so n su zd an  be lirlenm iş olm ak üzere) sa h ip  olm ak zo ru n d ad ır. A slında n e 
g a tif  en erjile r k a ra  delik  iç indeki gerçek p a rç ac ık la r la  ilg ili o la rak  o rtay a  
ç ıkab ilir. Bu o lasılık  K a  K illing v ek tö rü n ü n  B+ iç bö lgesinde u zay sa l hale  
geleb ilm esi ve geleceği iş a re t eden  zam an sa l b ir  p a 4 -m o m en tu m u n u n  n e 
g a tif  b ir  p a Ka sk a le r ça rp ım ın a , bu  parçac ığ ın  (korunan) enerjisi olm ak 
üzere, sa h ip  o lab ilm esi neden iy le  o rtay a  çıkar; bkz  .Şekil 30.11b.130-71 
Havvking işlem i, (sana lın  aksine) gerçek b ir  parçac ığ ın , p a rçac ık  deliğ in  
o lay  ufku  iç indeyse n eg a tif  enerjiye sa h ip  o lab ilm esi neden iy le  m eydana 
gelir. Böylesi b ir  pa rçac ığ ın  gerçek  eşi p o z itif  enerjiye sa h ip  o lm ak zo ru n 
d ad ır, böylece enerji delik ten  d ışa rı ta ş ın a b ilir .

Bu no k tad a , klasik  k a ra  delik  k u ram ın d a  delik  dö n erke n  o ldukça b en 
zer b ir  şey in  m eydana geld iğ in i be lirtm eye  değer. K endisine ilişk in  ene ıji 
yay ın ım ın ın , m aku l b o y u tla rd ak i b ir  k a ra  delik  iç in , saçm a b iç im de küçük 
o lduğu  ve ilg isi tüm üyle  k u ram sa l o lan  Havvking ış ın ım ı d u ru m u n a  k a rş ıt  
o la rak  k lasik  b ir  dönen delik te  m eydana ç ıkan  şey in  d ev asa  a s tro fiz ik se l 
an lam la r  içerd iğ i gö rü lü r. A slında evrende b ilin en  en güçlü  enerji k ay n ak 
la rın ın  (k u asa rla r ve radyo  galaksileri) y a k ıtla rım  eng in  k a ra  delik le rin  
dönm e en erjis in d en  ald ığ ı görü lü r.

İşlem , Havvking ış ın ım ın a  yol açan  işlem le, n e g a tif  enerjili p a rçac ık  ya 
d a  a la n la rd a n  gelen enerjin in  delik  ta ra f ın d a n , delik ten  so n su za  kaçan  p o 
z itif  ene ıji so n u cu n u  vereceği şek ilde  y u tu lm as ı a n lam ın d a  b ir  benzerliğe 
sa h ip tir . B unun la  b irlik te  dönen  b ir  k a ra  delikle ilg ili o la rak  önem li fa rk 
lılık  şu d u r  ki, k  Killing v ek tö rü n ü n  iç e ris in d e  u zay sa l h a le  geld iği u zay za
m an  p a rç a s ı, k a ra  deliğ in  u fk u n u n  d ış ın d ak i b ir  bölgeye gen işle r. Bu b ö l
ge ergoküre  b iç im inde a n ılır  (Şekil 30.12a). Böylece, ergoküre içeris in d ek i
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p arçac ık la r, ev ren in  u zak  p a rç a la r ıy la  ile tiş im  k u rab ilirk e n  h â lâ  n eg a tif  
enerjiye (sonsuzdan  ö lçü ldüğü  haliyle) sah ip  o lab ilir le r. B ir p a rç ac ığ ın  ö r
neğ in , ergoküreye d ışa rıd a n  g irip  ikiye bö lünm esi, son u ç tak i p a rç a c ık la r
dan  b iri, d iğ e rin in  b a ş la n g ıç ta  g e tir ilm iş  o lan  p a rç a c ık ta n  d ah a  faz la  
enerji ta ş ıy a ra k  d ışa rı kaçacağ ı şek ilde  n e g a tif  enerjiye sa h ip  o lm ak üzere, 
o la s ıd ır .19 N et sonuç, deliğ in  dönm e h are k e tin d e  depo lanm ış enerjide h a f if  
b ir  d ü şü şe  yol açarak  delik  d ış ın a  enerji ta ş ın m a s ıd ır  (Şekil 30.12b). P a r
çac ık la r yerine  (elektrom anyetik) a la n la r  d ah il ed ild iğ in d e  de b en zer b ir  
sonuç elde ed ileb ilir .20

Yerel b iç im de b ak ıld ığ ın d a  deliğe d ü şen  "negatif enerjili parçacığ ın" 
(§18.7'de aç ık land ığ ı tü rd e  o lağan  b ir  zam an sa l 4r-m om entum a sahip) m ü 
kem m el şek ilde  o lağan  b ir  p a rç ac ık  o lduğu  v u rg u lan m alıd ır. D urum , ko 
ru n a n  enerjiy i ölçen paKa n iceliğ in in , so n su z d an  b ak ıld ığ ın d a , p a rçac ık  
ergoküre iç inde  b u lu n d u ğ u n d a  m ükem m el b iç im de m eydana  gelebilecek 
şekilde , n e g a tif  hale  gelm esid ir. Bu, k a ra  delik lere ilişk in  d ik k a t çekici ve 
o ldukça önem li b ir  g e rçek tir  fa k a t b u n u n la  ilg ili m atem atik se l o la rak  tu 
ta rs ız  y a  da fizik i o la rak  m a n tık  d ış ı h iç b ir  şey söz k o n u su  değ ild ir. Öte 
y an d a n  b ir  k a ra  deliğ in  d ev asa  dönm e en erjis in in  sık lık la  d ış  dünyaya 
sa v ru lm as ın a  iz in  veren  şey iş te  bu  gerçek tir.

Ş ek il 30.12 D önen b ir  (Kerr) k a ra  d e liğ in  z am an  ek sen in d en  "aşağı" d o ğ ru  o lan  g ö rü n ü m 
ler. (a) B ir K err k a ra  deliğ iy le  ilg ili o larak , k  K illing v ek tö rü n e  ilişk in  d u ra ğ a n lığ ın  iç e r i
s in d e , k a ra  d e liğ in  u fk u  d ış ın d a  u zay sa l h a le  geld iğ i, "ergoküre" denen , b i r  bö lge  söz  k o 
n u su d u r . E rg o k ü re  iç inde  p a rç a c ık la r  k o ru n a n  n e g a tif  enerjiye  (so n su zd an  ö lçü ld ü ğ ü  h a 
liyle) s a h ip ti r  ve o n la rın  k a rş ı la ş t ık la r ı  d iğ e r  p a rç a c ık la r  faz la  enerjiy i ta ş ıy a ra k  so n su za  
k açab ilir , (b) "P enrose işlem i" d en en  şey  u y a r ın c a  b u  gerçek  k u lla n ıla b ilir  ve k a ra  deliğ in  
dönm e en erjis i ç ık a rtılır . Bu iş lem le rin  en  b a s itin d e , b i r  p a rç a c ık  ergoküreye  g ire r, b ir i 
n e g a tif  enerji ta ş ıy a ra k  deliğe g iren  ve d iğ eri o rijin a l p a rç a c ığ ın  g e tird iğ i enerjid en  fa z la 
s ın ı ta ş ıy a ra k  so n su z a  k açan  ik i p a rç a c ığ a  ay rılır .

19 Bkz. Penrose, 1969; Floyd ve Penrose, 1971.
20 Bkz. B lanford ve Znajek, 1977; Begelman vd, 1984. Ayrıca bkz. VVilliams, 1995, 2002, 2004.
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A slında, b ir  kuasarla  ilg ili (bkz. §27.9) m uazzam  enerji ç ık tıs ın a  ilişk in  
en ak la  y a tk ın  açık lam a, bu  enerjin in  d ev asa  b ir  k a ra  deliğ in  d ö n m esin 
den k ay n ak lan m asıd ır . D eliğin engin  dönm e enerjisi esasen  ü s tte  değ in i
len işlem  ta ra f ın d a n  derece derece ç ık arılıp  d ış  uzaya sa v ru lu r; bkz.  Şekil 
30.12c. Delik ta ra fın d a n  y u tu la n  enerjin in  genelde, gerçek  p a rç ac ık la r  y e 
rin e  öncelik le elek trom anyetik  a lan  b iç im inde o lduğu  ile ri sü rü lm ü ş tü r  
(örn. B lanford  ve Znajek, 1977; B egelm an vd., 1984). B unun la  b ir lik te  h e r 
d u ru m d ak i tem el neden  aynıd ır.

30.8 Havvking patlamaları

Şim di k u an tu m  m ekaniksel Havvking işlem ine dönelim . 1 M0  g üneşsel 
kü tle li b ir  k a ra  deliğ in  sıcak lığ ı ü s tte  §30.4 'te b e lir tild iğ i üzere son  derece 
d ü şü k tü r  (yaklaşık 10_7K). D aha büyük  delik le r iç in  bu  sıcaklık , delik  k ü t
lesiy le  te rs  o ra n tılı  b iç im de (verili b ir  a : m o ran ı için; bkz.  §27.10) daha 
da küçük olur. K ütlesi 1 M0 'den  küçük  h erh an g i b ir  k a ra  delik  o lduğuna 
ilişk in  h iç b ir  a s tro fiz ik i k an ıt yok tu r, bu  d u ru m d a  k ara  delik  s ıcak lılık la - 
r ın ın  do laysız as tro fiz ik i an lam a sa h ip  o lduğu düşünü lm ez.

Yine de H avvking'in 1974'te ça rp ıc ı b iç im de b e lir ttiğ i g ib i b u  sıcak lık ta  
d ikka te  değer b ir  ku r a m s a l  an lam  b u lu n u r .21 Ö rneğin evren  sü rek li g en iş
le r tü rd ey se  (biz. §27.11 ve §28.10) bu  d u ru m d a  o rtam  sıcak lığ ın ın , verili 
he rh an g i b ir  k a ra  delik  sıcak lığ ı değerinden  düşü k  o lacağ ı b ir  n o k ta  o r ta 
ya çıkacak tır. (K =  0 =  A o lan  b ir  evrendeki 1 M0 kü tle li b ir  k a ra  delik  iç in  
bu  yak laşık  1016 yıl a l ır  ki bu , ev ren in  şim dik i y aş ın ın  yak laşık  106 k a tı
dır.) D aha so n ra  k a ra  delik  a rd a la n d a n  so ğu rduğu  enerjiden  faz la s ın ı ış ı
n ım  yoluyla kaybetm eye b aş la r . Enerji kaybe ttikçe  kü tle  de kaybeder, b ö y 
lece y a rıç ap ı k ü çü lü r  ve b u ra d a n  h arek e tle  d ah a  s ıcak  h a le  gelir. 1 Me

rri,> ^
■j'V . s 1'  Ş e k il  30 .13 B ir  ku a sa rın  d eva sa  enerji ç ık tıs ın ın ,

' g a la ks i m erkez in d e k i m u a zza m  b ir  kara  d e liğ in
'  '  d ö n m e en er jis in d en  ka yn a k la n d ığ ı g ö rü lü r . Bu, Şe-

\  k il 30 .1 2 ’de  a ç ık la n m ış genel d o ğ a ya  sa h ip  b ir  iş-
^  v , s ■*.: j  lem  y o lu y la  fa k a t  e sa sen  o la s ılık la  kara  d e liğ in

y f  p a rç a c ık la r ye r in e  n e g a ti f  enerjili e lek tro m a n y e tik
A '  alan ları y u tm a s ı yo lu y la  g erçek le ş ir  görünür.



k ü tle li b ir  k a ra  delikle b aş lad ığ ım ız ı düşünelim . Y aklaşık  1064 yıl boyunca 
derece derece k ü tle  kaybedecek  b iç im de oldukça d ü şü k  b ir  h ız la  ışım aya 
devam  eder. S ıcaklık  b a ş la n g ıç ta  yavaşça, d ah a  so n ra  sü rek li ivm elenen 
b ir  b iç im de 109 K ya da İO10 K 'ya u la şa n a  dek a r ta r  (belirsizlik , devasa  b i 
çim de yüksek  enerjierde  p a rçac ık  fiziğ ine ilişk in  b ilg i eksik liğ im izden  
kaynak lan ır). Bu n o k tad a  b ir  k a ra rs ız lık  s ız ın tıs ı söz konusu  o lu r  ve n e re 
deyse an s ız ın , delik  iç inde k a lan  kü tle  enerjin in  tüm üy le  ış ın ım a  çev rild i
ği b ir  p a tla m a  m eydana  gelir! Bkz.  Şekil 30.14.

En az ın d a n  bu , b a ş la n g ıç ta  H aw king  ta ra f ın d a n  o rtay a  konduğu  h a liy 
le en b a s it  ve en doğal gö rü n ü m lü  v arsay ım  o la rak  görünüyor. (Havvking 
b a ş la n g ıç ta  bu  doğadak i p a tla m a la rın , Büyük P a tlam a  biz i önem li say ıda  
"m inik delik"le, d iyelim  ki b ir  dağ k ü tle s in e  sah ip  b ir  p ro to n  y a r ıç a p ın d a 
ki delik lerle , d o n a tacak  k a d a r  k ib a rsa  b u gün  b ile  a lg ıla n a b ilir  o lab ileceğ i
n i ile ri sü rm ü ştü . B ununla b ir lik te  günüm üz bak ış aç ıs ın d an  b u  o lanaksız  
g ö rü n ü r ve h en ü z  böy lesi p a tla m a la r  sa p tan m am ış tır .)  D iğer fiz ikçile r,22 
bu  tü r  b ir  son  p a tlam a  gerçek leşm iş o lm asına  rağm en  deliğ in  tüm üyle  
kaybo lm ay ıp  b ir  "kalın tı" ya d a  "külçe" b ırak m ış o lduğunu  ile ri sü rd ü ler. 
B unu te rc ih  e tm elerin in  sebebi, k a ra  delik  ta ra fın d a n  y u tu lu p  s is tem  için 
kay ıp  o lan  "bilgi"den ra h a ts ız  o lm a la rıd ır, böylece onun  b u  a r ta  k a lan  
kü lçede "depolanm ış" o lm asın ı te rc ih  ed e rle r.23 Sorun, b a ş la n g ıç ta  ısıl (ve 
böylelik le  "bilgi—siz") ış ın ım , delik  k ü tle s in in  neredeyse tü m ü n ü  g ö tü rm e
den  önce belk i de y ıld ız b o y u tlu  ve h a t ta  g a lak tik  b ir  k a ra  delik  o lm uş o la
b ilecek  deliğe çöken m ad d en in  a y r ın tıla r ıy la  ilg ili b ilg in in  tü m ü n ü n  bu  
tü r  b ir  k a lın tıd a  n as ıl d ep o lanab ileceğ im  görm enin  zo rluğudur. B ir a l te r 
n a t i f  o la rak  b az ı a ra ş tırm a c ıla r , son  p a tla m a d a  tü m  b ilg in in  "son d ak ik a
da" y ine d ışa rıy a  ç ık tığ ına  ilişk in  b ak ış ı ben im serle r.

Bu üç a l te rn a t if  şu n la rd ır:

KAYIP: delik  b u h a r la ş tığ ın d a  b ilg i kaybolur

DEPO: b ilg i sonuç kü lçesin d e  depo lan ır
DÖNÜŞ: tü m  b ilg i son  p a tla m a d a  geri d ö n e r

Okur, en b e lirg in  a l te rn a tif  KAYIP o la rak  gö rü n ü rk en  in sa n la rın  neden  
DEPO ya da DÖNÜŞ iç in  gerek li tü m  m esafey i a lm a gereği h is se ttiğ in i m e
rak  edeb ilir. Sebep, KAYIP'm ü n ite rliğ in , d iğer b ir  dey işle U işlem in in , çiğ- 
n en m esin i im a eder g ö rünm esid ir. B irin in  ben im sed iğ i k u an tu m  m ekaniğ i 
fe lse fesi ü n ite r liğ in  değ işm ezliğ in i ta le p  ederse  bu  d u ru m d a  KAYIP'la so 
ru n  y aşan a cak  dem ektir. Bu nedenle , g ö rü n ü ştek i yapm acık  g ö rü n ü m le ri

22 Bkz. Preskill, 1992.
25 Bkz. Preskill, 1992, ya da diğer b ir  çıkış yolu için Kat, 1998a, 1998b.



ne k a rş ın  DEPO ve DÖNÜŞ o la s ılık la rın ın , pek  çok p arçac ık  fiz ikçisi a r a 
s ın d a  ra ğ b e t gö rd ü ğ ü n ü  görü rüz .

Benim  g ö rüşüm  b ilg i KAYIP'mın kesin lik le  en o lası o lduğudur. Şekil 
30 .14 'ün  incelenm esi, çöken fizik i m alzem enin , tü m  "bilg i"sin i sonuç o la 
rak  tek illik te  yok edilm ek üzere  yan ın a  a la rak , b a s i t  b iç im de u fkun  k a rş ı
sın a  d ü şü şü y le  ilg ili açık ta b lo y u  ak ta r ır . U fukta, yerel fiziki önem e sah ip  
özel h iç b ir  şey m eydana  gelm em elid ir. M adde, u fku  ne zam an  geçtiğ in i 
dah i "bilmez". B a şlan g ıç ta  çok büyük  o lan , belk i de ga lak tik  m erkezlerde 
b u lu n d u ğ u n a  in a n ılıp  güneş k ü tle s in d e n  b ir  m ilyon  k a t ya d a  d a h a  büyük  
o lab ilecek  d e lik le r g ib i b ir  k a ra  deliği ele a lab ileceğ im izi ak lım ızda tu t 
m alıy ız . U fuk geç ild iğ inde özel h iç b ir  şey  olm az. U zayzam an eğriliğ i ve 
m alzem e yoğun luğu  büyük  değild ir: y a ln ızca  kend i güneş s is tem im izd e  
gördüğüm üz tü rd e d ir . U fkun konum u b ile  yere l d eğ e rlen d irm e le r ta ra f ın 
dan  sa p tan m az  çünkü  o konum  delik  iç ine  d ah a  so n ra d a n  ne k a d a r  m a lze 
m e düşeceğ ine b ağ lıd ır . S on radan  d ah a  faz la  m alzem e d ü şe rse  b u  d u ru m 
da u fuk  a s lın d a  d a h a  önce geçilm iş olur! Bkz. Şekil 30.15. "Ufuk geçilm e
den hem en  önceki b ir  anda", çöken m alzem ede içerilm iş o lan  tü m  b ilg iy i 
ay rın tılı b iç im de d ışa rıy a  ta ş ıy a n  b ir  tü r  s in y a lin  b ir  b iç im de d ış d ü nyaya  
yay ılm asın ı an laş ılm az  bu luyorum . A slında b as itç e  kend i b a ş ın a  o lan  b ir  
sinya l, ilg ilen ilen  "bilgi" b ir  an lam d a  gerçek ten  m alzem enin  kend isi o ld u 
ğu n d a n ,  y e te rli değ ild ir. M alzem e b ir  kez u fuk  iç ine  d ü ş tü ğ ü n d e  h a p s e d i
lir  ve tek illiğ in  k en d isin d e  kaç ın ılm az b iç im de yok ed ilir.

Ş e k i l  30.14 H avvking kara  d e lik  b u h a r
la şm a s ı. (a) K la s ik  k ü tle ç e k im  çö km esi 
y o lu y la  b ir  ka ra  d e lik  o luşur. S o n  derece  
u zu n  b ir  sü re  b o yu n ca  H avvking ış ın ım ı  
y o lu y la  ço k  d ü şü k  b ir  h ız la  m a d d e  enerji 
k a y b ın a  uğrar ve m adde k a y b e ttik ç e  
a za r azar ısın ır . S o n u ç  o larak  p a tla y a 
rak  (deliğ in  b a şla n g ıç  k ü tle s in d e n  
b a ğ ım sız  b iç im d e , a s tro fiz ik i  s ta n d a r t
la ra  göre  k ü ç ü k  b ir  p a tlam ayla ) g ö zd e n  
k a y b o ld u ğ u  görü lür, (b) B u  iş lem e  il iş 
k in  ka tı ko n fo rm a l b ir  d iya g ra m  (küresel 
o larak  s im e tr ik  durum ). Bu, ç ö ken  m a l
ze m en in , k e n d is in e  a it  tü m  "bilgi"yi te 
k i l l ik te  y o k  e d ilm e k  üzere  ya n ın a  alarak  
b a s it  b iç im d e  u fk u n  ka rş ıs ın a  d ü ştü ğ ü , 
K A Y IP la  u y u m lu  b e lirg in  b ir  ta b lo yu  
a k ta r ır  görünür.
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Ş e k il  30.15 B ir  ka ra  d e lik  u fk u n u n  k e s in  ko n u m u , 
so n u ç  o larak  d e lik  iç in d e  ne  kad a r m a lze m e  d ü ş 
tü ğ ü n e  bağ lı o ld u ğ u n d a n , "te leo lo jik  o larak" b e lir 
lenir.

En az ın d a n  bu, kozm ik sa n sü rü  (§28.8) k ab u l ed iyo rsak  açık son u ç tu r. 
K abul e tm iy o rsak  b ile  b u n u n la  r a h a t  h a re k e t edilecek pek faz la  a lan  b u 
lu n d u ğ u n u  sanm ıyorum . Tablo  esasen  Şekil 30.14 'teki g ib id ir. Bu tab lo y a  
göre, çökm edeki m alzem e (ve "bilgi"si) u fku  geç tiğ inde değil yaln ızca  te k il
liğe g ird iğ in d e  yok ed ilir. Şekil 30 .14 'te  "POP" sözcüğüyle g ö ste rild iğ i ü ze 
re, çöken m alzem eye ilişk in  tü m  b ilg in in  son  p a tlam a  o lay ında  b ir  b iç im 
de yen iden  geri geld iğ ine ilişk in  DÖNÜŞ b ak ış  aç ısı ben im senecekse24 bu  
b ilg in in , (kozmik s a n sü rü n  m akul b ir  b iç im i u y arın ca  esasen  u zay sa l o l
m ası gereken; bkz. §28.8) tek illiğ in  hem en k a rş ıs ın d a n , bu  n o k tay a  gelm e
yi sezd irm eden  n a s ıl b a şa rac ağ ı b ir  b iç im de aç ık lanm ak  zo ru n d ad ır. Bu
nu  pek de m a n tık lı bu lm uyorum .

D EPO 'daki du ru m  d ah a  iyi değ ild ir. Külçe oluşturuZ sa b ile  a s lın d a  y a 
ra r ı y o k tu r  çünkü b ilg i so n su za  dek onun  "içine k ilitlen m iş" tir  b a n a  öyle 
geliyor ki b u  h e r  d u ru m d a  kaybolm ak k a d a r  iy id ir. K ülçenin tek  am acı 
"ün ite rliğ i k u rta rm ak "sa , b u  d u ru m d a  kü lçe le rden  o lu şan  tu ta r l ı  b ir  QFT 
fo rm üle  ed ilm ek zo ru n d a  olur; b u n u  y ap m ak la  ilg ili ağ ır so ru n la r  söz ko 
n u su d u r .25 G ördüğüm  k ad a rıy la  Havvking arg ü m an ı bize, genel görelilik  
k u an tu m  m ekan iksel iş lem lerle  b a ğ la n tılı  o la rak  ta b lo y a  g ird iğ inde , 
KAYIP'la uyum lu  b iç im de, ü n ite r liğ in  b e lir li d u ru m la rd a  b a s itç e  çiğnen- 
m esin in  bek lenm ek zo ru n d a  o lduğu  güçlü  b ir  du ru m  su n a r.

Bu k o n u la rla  ilg ili S tephen  H aw king 'in  kendi b ak ış  aç ıs ı ned ir?  B aşın 
dan  itib a re n  o, ıs ra r la  KAYIP'ı sav u n d u . B ana öyle geliyor ki b u n a  ilişk in  
d u rum  şim d i, Havvking bu  fik irle ri ilk  o la rak  o rtay a  su n d u ğ u  zam ank i k a 

24 Bkz. Preskill, 1992; Susskind vd., 1993.
25 Horovvitz ve M aldacena, 2003, e leştirisi için bkz. G ottesm an ve Preskill, 2003. Ayrıca bkz. 

Susskind, 2003.



d a r  güçlüdü r. E lb e tte  k a ra  delik  b u h a r la şm a s ı tüm üy le  k u ram sa l b ir  kav 
ra m d ır  ve D oğanın  kend isi k a ra  delik le rin  uzak  geleceğiyle ilg ili b aşk ac a  
f ik irle re  sa h ip  o lab ilir . B unun la  b irlik te , QFT ya d a  m akroskop ik  genel gö
re liliğ in  (ya d a  h e r  ik isin in) y ap ıs ın d a  rad ik a l değ işik lik ler o lm aksız ın  bu  
tü r  h e rh an g i b ir  a l te rn a tif in  o rta y a  ç ıkab ilm esin i görm ek güçtü r. 
H avvking'in konum u, en az ın d a n  2003 'tek i konum u, as lın d a  ü n ite r liğ in  f a 
k a t yaln ızca , ben im  görece ılım lı b ir  an lam a sa h ip  o lacak  şe k ild e  değ e r
lend ird iğ im  b iç im de ç iğnenm esi gerek tiğ iyd i. Havvking, k a ra  delik le rin  
v a rlığ ın d a , b ir  s is tem e  ilişk in  k u an tu m  d u ru m u n u n  esasen  (saf o lm ayan  
du ru m a ilişkin) b ir  yoğunluk  m a tr is in e  ev rim leşeceğ in i ile ri sü rd ü . A slın 
da b u  fik re  §29.6 'da, k a rış ık  b ir  k u an tu m  d u ru m u n u n  b ir  p a rç as ı, yaln ızca  
FAPP b iç im inde kaybo lm aya k a rş ıt  o la rak , gerçek ten  -b u ra d a  b ir  k ısm ı 
b ir  k a ra  deliğe d ü şe re k -  k ay b o lab ilirse  bu  d u ru m d a  k u an tu m  gerçek liğ i
n in  a s lın d a  (saf) b ir  d u rum  yerine  b ir  yoğunluk  m a tr is i  ta ra fın d a n  aç ık la 
n ac ağ ın a  ilişk in  on to lo jik  konum un  k ab u l ed ilm esin in  m aku l o labileceği 
gerçeğ in i b e lir ttiğ im d e  ü s tü  k ap a lı b iç im de k ısaca  değ in ilm işti. Havvking 
k a fa s ın d a , yoğun luk  m a tr is le rin e  do laysızca  u y g u lan an  ve "saf du rum - 
la r"m  "karışık  d u ru m la r"a  ev rilm esine o lanak  sağ lay an  b ir  tü r  "sü p er ü n i
te r"  evrim  c a n la n d ırd ı.26' 130 81

30.9 Daha radikal bir bakış açısı

Havvking'e KAYIP'a ilişk in  b iç im in  as lın d a  o la sılık la  doğru  o lduğu  ko
n u su n d a  k a tılırk en  d ah a  da rad ik a l b ir  şeyin  gerek tiğ ine inan ıyo rum , ö n 
ceki p a ra g ra f ta  öze tlend iğ i haliy le  ö rneğ in  H avvking'in önerm esi h e rh an g i 
b ir  a s im e trik  zam an lı özelliği k ap sam az .27 B unun la b irlik te  zam an  s im e t
ris in d e  Şekil 30 .4 'ün  zam an d a te rs in m iş  h a li o lan  Şekil 30 .16a 'dak i "beyaz 
delik" ta b lo su n a , Şekil 30 .16b 'de göste rild iğ i üzere  Şekil 30 .14 'te  verilm iş 
b u h a r la şa n  k a ra  deliğ in  zam an d a  te rs in m iş  h a lin d e  o lduğu  gibi, iz in  veri-

26 Havvking ün iter evrime ilişkin, olağan QFT'ye ilişkin, §26.8, S -m atrisi açıklam asının, onun, 
süpersim etriyle bağ lan tısı olmayan, bkz. §26.8, b ir  "süper saçılım" işlem cisi olarak ad land ı
rıp  "$" sem bolüyle gösterdiği şeye genellendiği b ir genelleme sundu. Bu, S -m atrisince ele 
alınan  sa f d u rum lar arasında  işlemek yerine yoğunluk m atrisleri arasında  işler. Bkz. 
Havvking, 1976b.

.©  [30.81 Bunu gerçekleştirecek türdeki dönüşüm ü belirtm ek üzere indis notasyonunu (örn. 'ip) 
için ı/;“ ) kullanın. İpucu: Şekil 29.5’e b ir  göz atın.

21 Stephen Havvking ile benim  aram daki temel anlaşm azlık, yaklaşık 20 yıldır, bu zam ansal 
asim etri sorunu üzerinde odaklanıyor. Bu ta rtışm ala r süresince o, kararlı biçimde sim etrik 
zam anlı b ir  fiziğe ve ya U kuantum  m ekaniğine ilişkin değişmezlik ya da üstte  değinilm iş 
olan, not 30.26, ılım lı genellemeye tu tundu . Açıklayacağım üzere bu konularla ilgili kendi 
konumum oldukça farklıdır.



Ş e k il  30.16 B eya z delikler: za m a n d a  ters  
çevrili kara  delik ler. B u n la r  W eyl eğr ilik  
h ip o te z in i çiğner, (a) Ş ek iller  27.11 ve  
27 .16 'daki g ib i, kara  d e lik  o lu şu m u n u n  z a 
m a n d a  ters çevr ili ha li b iç im in d ek i kon- 
fo r m a l d iyagram , (b) Şekil 30 .14 'tek i g ib i, 
ka ra  d e lik  o lu şu m u n u n  za m a n d a  ters  çev
rilm iş  ha li ve  H avvking ış ın ım ı yo lu y la  daha  
so n ra k i y o k  o lu şu n a  il iş k in  ko n fo rm a l d i
yagram .

lir. "Yeni bilgi" y a ra tım ı k a d a r  b ilg i yok ed ilm esin in  söz k onusu  olduğu  
"genel s im etrik  zam an lı durum " Şekil 30 .17 'de g ö ste rilir . Tüm  b u n la r  W eyl 
eğrilik  h ip o tez in i (§28.8) çiğner. Şekil 30 .16c'deki s im etrik  du ru m  b a ş la n 
g ıç tak i k a ra  deliğ in  son  b u h a r la şm a s ı an ın d a  yeni b ir  beyaz deliğ in  y a ra 
tılm as ın ı, beyaz delik  k a ra  deliğ in  d ah a  önce sah ip  o lduğu  b o y u ta  erişene  
dek büyüm ek üzere, içerir; bkz.  Şekil 30.17. Böylesi saçm a gö rü n ü m lü  b ir  
m odelin  d ah a  önce cidd i b iç im de önerild iğ in i h iç  görm edim ! Şekil 
30 .16 'dak ine ben zer d u ru m la ra  b ir  kez iz in  v e rilirse  b u n la rın  n iç in  Büyük 
P a tla m a d a , 27. bö lü m ü n  ak ta rd ığ ı m esa jla  b ü tü n lü k lü  b ir  çelişk iye yol 
açarak , ço ğ a lm ad ık la rın ı k av ram ak ta  b a ş a r ıs ız  oluyorum .

B urada tü m  a rg ü m a n la rım ı y inelem eye n iye tli değ ilim 28 fa k a t açık ko 
n u şm ak  gerek irse  b u n la r, D oğanın bize, kendi ev ren inde gerçek ten  izin  
verd iğ i o uzayzam an  tek illik le rin in  fizik i y ap ıs ıy la  ilg ili o la rak , W eyl eğ ri
lik h ip o tez in in  geçerli o lu şu n a  yak ın  b iç im de benzeyen  b ir  şey  söy le r gö
rü n m esi gerçeğ ine d ay a n ır .29 B unu k ab u l edersek  böylece k a ra  delik  te k il
lik le rin d e  gerçek ten  geri kazan ılam ay an  açık seçik  b ir  "bilgi kaybı" söz ko
n u su  olur. B unun sebebi, bu  h ipo tez  u y arın ca , se rb e s tlik  d erecesi h e rh a n 
gi b ir  b aş lan g ıç  tek illiğ inde yasakken  çökm eye a it sonuç te k illik le rin in  d e 
v asa  m ik ta rd a  se rb e s tlik  derecesi (b un lar W eyl eğ riliğ inde bu lu n m ak  ü ze
re) içereb ilm esi ve böylelik le so ğ u rab ilm esid ir .

Bu argüm an ı, k a ra  de lik le rin  o lu şum u  ve b u h a r la şm a s ın ı içeren  b ir  
s is tem in  f a z  u za y ı  b iç im inde o rtay a  koym aya ça lışa lım . Açıkçası, faz u z a 
yı a rgüm an ım ız ı iş le r  k ılm ak üzere, son lu  b ir  s a b it  enerji n iceliğ i içeren  
k ap a lı b ir  s is tem i ele alm am ız gerekir. H ayal ed işim izi destek lem ek  üzere 
kafam ızda , h iç b ir  b ilg in in  ya d a  m ad d i paçac ığ ın  içeriye ya da d ışa rıy a  
geçem eyeceği şekilde, m ükem m el a y n a la r  b iç im inde ele a lın an  d u v a rla ra

28 Bkz. Havvking, 1976b; Preskill, 1992; Penrose, 1979a.
29 Weyl eğrilik hipotezi klasik  geometriye a ittir, böylece "kuantum  geom etrisi"nin tam  olarak 

klasik b ir  uzayzam ana kristalize olduğu noktada ne olduğu hakkında b ir şey söyler.



Ş e k il  30 .17  (a) D aha ö n ced en  k ü tle ç e k im  çö km e si 
ta ra fın d a n  o lu ş tu r u lm u ş  b ir  kara  d e liğ in  so n  b u 
h a rla şm a sı a n ın d a  b ir  b e y a z  d e liğ in  ya ra tıld ığ ı 
s im e tr ik  za m a n lı d u ru m . Y en i b eya z d e lik  b ü y ü k  
m ik ta rd a  m a lze m e n in  d ışar ı a tılm a sıy la  yo k  o lm a 
d a n  önce  dah a  ö n ceki kara  d e lik  b o y u tu n a  u laşana  
d e k  b üyür , (b) B u n a  i l iş k in  kon fo rm a l d iyagram .

(b)

Ş ek il 30.18 H avvking 'in  "kutu" d ü şü n c e  deneyi, (a) D u v arla rı m ükem m el a y n a la r  o lup  
h iç b ir  b ilg i ya  da  m alzem e geçişine  iz in  verm eyen  eng in  (galak tik  ölçekte) b ir  m a d d i "ku
tu" d ü şü n ü n , (b) Yerel b i r  en tro p i m ak sim u m u  k ü tle n in  ço ğunu  sa ğ lay an  b ir  k a ra  delik 
tir; de lik le  ıs ıl denge iç inde  küçük  b ir  m ik ta r  çevre ış ın ım ı m ev c ttu r. (c) D iğer b i r  en tro p i 
m ak sim u m u  k a ra  delik siz  ıs ıl ış ın ım d ır  (ve b ira z  parçacık).

sah ip , ga lak tik  b o y u tla rd a n  d ah a  büyük  engin  b ir  ku tu  can lan d ırm ay ı d e
neyelim ; bkz. Şekil 30.18. E lb e tte  bu  p ra tik te  sa ç m a lık tır  fa k a t okuyucuyu 
s is tem im iz in  gerçek değil, y a ln ızca  b ir  "düşünce deneyi"nden  o lu ş tu ğ u n a  
in a n d ırm ak  iç in  acele ed iyorum . Bu, faz uzay ı gerekçe lend irm esin in  y a l
n ızca, Havvking ış ın ım ı işlem inde  (belirgin) se rb e s tlik  derecesi kayb ı içe 
ren  b ir  s is tem e u y g u lan m as ın ı sağ lam ak  üzere ta sa r la n m a k ta d ır .30 Ele a lı
n a n  P  faz  uzay ı, verili tü m  enerjiyle b irlik te , k u rg u sa l k u tum uz iç indeki 
o lası tü m  fizik i d u ru m la rı aç ık lar. Şekil 30 .19 'dak i d inam ik  evrim  T  ü ze 
r in d ek i b ir  ok a ilesi ta ra fın d a n  Şekil 20 .5 'tek i g ib i aç ık lan ır.

Zam an ile rled ikçe b u  d u ru m d a  ("düşünce"), k a ra  delik  tek illik le ri iç ine 
so ğ u ru ld u k la rın d a n  se rb e s tlik  d erece leri yok o lur. Bu se rb e s tlik  d erece le
ri, W eyl eğ rilik  h ip o tez in ce  (beyaz delik  tü rü n d ek i)  b aş lan g ıç  te k illik le 
r in d e  yen iden  b e lirm ek ten  a lıkoyu lu r fa k a t ben im  id d iam  o n la rın  R işlem i



Ş ek il 30.19 (Şekil 30 .18 'de içe rilen  işlem lere  ilişk in ) evrim i (H am ilton) aç ık lay an  o k la rla  
b ir lik te  Havvking k u tu su n a  ilişk in  faz uzay ı aç ık lam ası. <A,H,C bö lg e le ri s ıra s ıy la  Ş ekil 
30 .18 'dek i (a), (b), (c)'ye k a rş ılık  gelir. B u ra d a n  h a rek e tle  C bö lgesi iç in  değil am a B  b ö l
gesi iç in  b ir  k a ra  delik  m ev cu ttu r . B ir k a ra  delik  v arlığ ı, KAYIP u y a rın c a  k a ra  delik  (gele
cek) tek illiğ in d ek i b ilg in in  yok ed ilm esi n eden iy le , b i r  a ra d a  ak m ak ta  o lan  ak ış ç izg ileri 
so n u c u n u  (faz uzay ı h acm i ind irgenm esi) verir. (N esnel o la rak  gerçek  v a rsay ılan ) R iş le 
m ine ilişk in  zam an  a s im e tr is in d e  içe rilm iş ak ış  ç izg ile rin in  dengeley ici b i r  y a ra tım ı (faz 
uzay ı h acm in d e  artış) söz k o n u su d u r, ö n e r i, iş lem leri ç iğneyen b u  iki L iouville teo rem i 
a ra s ın d a , a k ış ta  n ih a i faz  uzay  h acm i k o ru n u m u n u  veren , to p lam  b ir  denge o lm ası g e rek 
tiğ id ir.

yoluyla yen iden  be lireceğ id ir. F ik ir, k a ra  delik lerdeki as im e trik  zam an lı 
"bilgi kaybı"yla §30.3 'te değ in ilm iş o lan  k u an tu m  m ekan iksel R iş lem le
rindek i o la s ılık la rın  as im e trik  zam an lı d a v ra n ış la rı a ra s ın d a  top lam  b ir  
dengen in  söz k onusu  o lduğudur. R iş lem in in  belirlen im ci o lm ayan  doğası 
bize ayn ı g ird ile re  ilişk in  pek çok a l te rn a t if  o lab ileceğ in i söy le r ve bu, k a 
ra  delik le rde ayn ı çık tıy ı, tek illik lerde so ğ u ru lan  çeşitli g ird ile ri ay ırt 
eden "bilgi"yi, veren  fa rk lı pek çok g ird i o lab ilm esi gerçeğini dengelem eli- 
d ir. §30.3 'ün  k u rg u sa l deneyinde (Şekil 30.1), verili b ir  çık tı iç in  (D'ye u la 
şan  foton) tem elde yaln ızca  b ir  g ird i (S'den yay ılan  foton) söz konusuyken  
verili tek il b ir  çık tı iç in  iki fa rk lı sonuca  (D'ye u la şa n  fo ton  ve C'ye u la şa n  
foton) sa h ip  o lduğum uzu  an ım say ın . Bu neden le , uzayzam an  tek illik  y a p ı
s ındak i as im e tri faz  uzay ı h acm in in  e tk in  b ir  d a ra lm a s ın a  neden  o lurken  
R işlem i u y arın ca  faz uzay ı h acm in in  etk in  b ir  dağ ılım ın ı elde ederiz; y ine 
bkz. şeki 30.19. td d ia  şu  ki bu  iki etk i o r ta la m a d a  b irb ir in i dengelem elid ir.

Bu dengelem enin , fiziki iş lem lerin  yaln ızca  top lam  b ir  özelliği olm a 
gerek liliğ i açık hale  ge tirilm elid ir. E lbe tte , k u an tu m  d u ru m  in d irg e n m esi
n in  h e r  ö rneğ ine eşlik  eden b ir  k a ra  deliğ in  eşzam an lı o la rak  v a r  olm a zo
ru n lu lu ğ u  id d ia  ed ilm em ekted ir. F ik ir yaln ızca , tü m  faz uzayı b o yunca  bu  
iki etk i a ra s ın d a  b ir  denge b u lu n d u ğ u d u r. Bu nedenle, R 'deki gelecek r a s 
geleliğ in i dengeleyen şey, b ilg i soğu rm a yeteneğiy le b irlik te , k a ra  delik  
o lu şu m u n a  ilişk in  p o ta n s iye l  o lanaktır .

Bu e tk ile rin  ik is in in  de, faz uzay ı h acm in in  d inam ik  ev rim de k o ru n 
m ak zo ru n d a  o ld u ğ u n a  ilişk in  teo rem i (Liouville teorem i; bkz.  §20.4, Şekil



20.7) ç iğned iğ in i b e lir teb ilir iz . B unun la b ir lik te  h e r  d u ru m d a , o teorem e 
ilişk in  k ap sam ı su n a n  s ıra d a n  k lasik  d in am iğ in  ö te sin e  geçen b ir  şeye s a 
h ip  o luruz. A slında k lasik  faz uzay ı kav ram ı b u ra d a , k u an tu m  ve k lasik  
e tk ile ri b ir lik te  ele a lırk en  tüm üyle  uygun  değild ir. T üm üyle k u an tu m  
o lan  b ir  s is tem le  ilg ili o larak , d ah a  çok tüm üy le  b ir  Hilbert u za y ı  b iç im in 
de düşünm em iz gerekir. U k u an tu m  ev rim in in  tü m  hikaye o ld u ğ u n a  in a 
n a n la r  iç in  H ilb e rt uzay ı aç ık lam ası doğru  o land ır. Bu d u ru m d a  fak a t k a 
ra  delik  b u h a r la şm a s ın d a , b ilg in in  yok ed iliş i c id d i b ir  so ru n  doğurur. 
Kendi bak ış açım , ta b lo la rın  h iç b ir in in  tüm üy le  uygun  o lm ayıp  h e r  b ir i
n in  henüz n as ıl aç ık lam ak  gerek tiğ in i b ilm ed iğ im iz  b aşk a  b ir  şeye yönelik  
b ir  yak laşık lık  ta h m in i b iç im inde d eğ e rlen d irilm esi gerek tiğ i şe k lin d e
d ir .31

U zunca b ir  sü re d ir  n iyetim , ü s tte  öze tlenen  a rg ü m a n d a  o lduğu  (ve Şe
kil 30 .19 'da gösterild iğ i) üzere, bu  iki işlem  a ra s ın d a k i dengenin  a y r ın t ıla 
r ın ı a ra ş tırm a k  yo luy la  k u an tu m  d u ru m  in d irg em esin in  h ız ın a  ilişk in  do 
laysız  b ir  n icel h esap la m a  elde etm ek ti fa k a t şim diye dek bu  a rg ü m an ı so 
n u ç lan d ırm a k ta  b a ş a r ıs ız  oldum . Bu d u ru m d a  uygun  b ir  h e sap la m a  elde 
etm ek üzere k u lla n ab ilen  o ldukça fa rk lı b ir  genel gerekçelend irm e h a t t ı 
n ın  v a r  o lm ası şa n s tır . Bu bö lü m ü n  k a lan ın ın  k onusu  budur.

30.10 Schrödinger öbeği

§29.7 'de ele a lınm ış , "S chröd inger'in  kedisi" o la rak  an ılan  tü rd e k i d u 
ru m a dönelim . Şekil 29.7 'de, b ir  fo ton  d u ru m u n u  ü s t  ü s te  b inm eye y e r le ş 
tirm ek  üzere, fo to n u n  a k ta r ıla n  k ısm ı ked iy i ö ldürecek  b ir  a le ti te tik le rken  
y a n s ıtıla n  k ısm ın ın  kediyi sağ  b ırak tığ ı b ir  huzm e ay ırıcı ku llan m ak  yo 
luyla, can lı b ir  kediyle ölü b ir  ked in in  k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esine  ilişk in  
düzeneğ in  n a s ıl k u ru lab ileceğ in i göste rd im . Gerçek b ir  kedi k u llan m ak  e l
b e tte  y a ln ızca  in sa n lık  d ışı o lm akla k alm az fa k a t gereksiz b iç im de k arış ık  
b ir  fizik i s is tem  elde etm ek o lu rdu . Ö yleyse gelin  b u n u n  yerine , a k ta rıla n  
fo ton  du ru m u  b a s it  b iç im de, b ir  m alzem e öbeğini y a ta y  b iç im de küçük  b ir  
m ik ta r  h a re k e t e ttire n  b ir  a le ti ç a lış tır ırk e n  y a n s ıtıla n  k ısm ın  öbeği kendi 
h a lin e  b ırak m ası d u ru m u n u  ele alalım ; bkz. Şekil 30.20. Ü st ü s te  b in m iş 
öbek artık , önceki k a d a r  d ram a tik  o lm asa  da S ch röd inger'in  ked isi ro lü n ü  
oynar!

Şim di o rtay a  koym ak is ted iğ im  so ru  şu: iki öbek konum unun  k u an tu m  
ü s t  ü s te  b inm esi d u rağ a n  b ir  d u ru m  m udur?  G eleneksel k u an tu m  m ekani-

J1 Burada belki de, eğik b ir faz uzayının bazı özelliklerini de alabilecek olan genellenm iş bir 
H ilbert uzayı kavram ına gerek duyulm aktadır, örn. Mielnik, 1974; Kibble, 1979; Chem off ve 
M arsden, 1974; Page, 1987; ve Brody ve Hughston, 2001.
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Ş ek il 30.20 Şekil 29 .7 'dek i S ch rö d in g e r 'in  k ed is i fa k a t a r tık  so n u ç tak i k u a n tu m  ü s t  ü s te  
b in m esi y a ln ızca  b ir  m ad d e  öbeğ in in  h a fifçe  fa rk lılık  g ö ste re n  iki ko n u m u  a ra s ın d a d ır .

ğinde d u rum , h er öbek konum unun  ay rı ay rı duğan  b ir  d u ru m u  tem sil e t
tiğ in i ve h e r  d u ru m d ak i enerjin in  ayn ı o ld u ğ u n u  (yeri d eğ iş tir ilm iş  öbeğin 
b u lu n d u ğ u  y er b aş lan g ıç  konum uyla b a ğ la n tılı  o la rak  ne y ü k se ltilm iş  ne 
de a lça ltılm ıştır)  d ü şü n ü rsek  kesin lik le  b u d u r. Bu yaln ızca , 21. bö lüm de 
öğrendiğ im iz k u ra lla r ın  (ayrıca bkz.  § 24.3) tem el b ir  u y g u lam asıd ır . B aş
langıç öbek konum unu  \x) ve yer d eğ iş tir ilm iş  o lan ı |<p)'yle g ö ste re rek  iki 
öbek k o n u m unun  h e r  b ir in e  ilişk in  d u rağ an lığ ı aç ık lay ıp  h e r  b ir i b ize E 
enerji öz değeriy le b ir lik te  b ir  enerji öz d u ru m u  veren  iki S chröd inger 
denklem ine,

. d \ x )  . . d\<P) . ,lh -w  = E\X) , ıh — =E\<p).

sa h ip  o luruz. Ü st ü s te  b inm e

\V) =w\x)  +  zl <P)

d u ru m u  b iç im inde g ö s te rilirse  böylece w ve z (sabit) gen lik le rin in  hang i 
değerlere  sa h ip  o ld u k la rın d an  b ağ ım sız  o larak

d\V)  , ,

İfl~dt~ =

ifad esin i elde ederiz .130 91 Bu neden le  h e r  I1/7) k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esi a y 
rıca  d u ra ğ a n  b ir  d u ru m d u r. \x) ve |<p) d u ru m la rın ın  h e r  b ir i so n su za  dek 
o rad a  b u lu n a ca k  o lsa , o n la ra  ilişk in  h e r  I1/7) k u an tu m  d u ru m u  d a  ayn ı şe 
kilde o rad a  b u lu n u r. Bu yaln ızca  s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  b ir  
bek len tid ir.

Şim di, E in s te in 'm  b ize öğ rettiğ i m uh teşem  ve a r tık  m ükem m el b iç im de 
doğ ru lan m ış o lan  genel görelilik  k u ram ın a  ilişk in  d e rsle ri gündem e g e tir 
m eye baş laya lım , tik  o larak , a rd a la n  uzayzam an  g eom etris inde  ifade  ed il
m iş o lan  kü tleçek im  a lan ın ı ele a lm ay ı önem li b u lab ilir iz . D eneyin dünya 
üzerinde, y a tay  b ir  p la tfo rm  ü ze rin d e  b u lu n a n  iki öbek örneğiy le b irlik te

i®  130.91 Niçin? Bu sonucu alttak i, durağan b ir a rdalan  uzayzam anı durum unda yinelersek b ir 
ıcvektör alan ına ilişkin hangi özelliklerin kullanılacağım  açıklayın.



Schrödinger: 
i h K \ ¥ ) = H m  ■

t

Ş e k il  30.21 Sch rö d in g er d en k lem in d ek i  
" d /d t"  tü re v  iş lem cisi, u za y za m a n ın  d u 
rağanlığı (zam ansal) b ir  K illing  alanı 
l^g = 0; bkz . §14.7) o larak  k  (=  d /d t)  bi 
çim in d e  ifa d e  e d ilm ek  üzere, m a n ifo ld  
(uzayzam an) ü ze rin d ek i (değ işm ez b i
çim deki) b ir  k  v e k tö r  a la n ı b iç im in d e
d ü şü n ü lm e lid ir  bkz. Şekil 30.3).

g erçek leştir ild iğ in i dü şü n eb ilir iz . D ünyanın  uzayzam an  geom etris i pek de 
düz d eğ ild ir  ve bu  uzayzam an  eğ riliğ in in  ü s tte k i değerlend irm elerle  ilg ili 
ne g ib i e tk ile re  sa h ip  o lab ileceğ in i düşünm ek  zo runday ız . A slında Schrö
d in g e r denk lem inde b e liren  “d / d t ” iş lem cisin in  an lam ıy la  ilg ili o la rak  b ir  
m ik ta r  kayg ılanm am ız gerekir. Genel gö relilik te  genellik le, “d /d t"  k a v ra 
m ın ın  ken d is in e  göre ta n ım la n d ığ ı doğal b iç im de su n u lm u ş b ir  k o o rd in a t 
s is tem in e  sah ip  olm ayız. §10.3 ve §12.3 'ten , (d /d t  benzeri) k ısm i b ir  tü rev  
işlem cisiy le  ilg ili "değişm ez" d ü şü n ü ş  b iç im in in  onu m an ifo ld  (uzayza
man) üzerindek i b ir  vek tö r a lan ı b iç im inde  ele alm ak o lduğunu  a n ım sa 
yın; Şekil 30.21. Bu neden le  gerekli “d /d t"  k avram ım ız ı ifade  etm ek üzere 
uzayzam an ım ız üzerinde b ir  vek tö r a lan ın a  gerek duyacağız.

D urum um uz o k a d a r  da kö tü  değil çünkü  "d u rağan  du ru m lar"  k o n u su 
nu ele alm ak tay ız , öyleyse en az ın d a n  kend isi d u rağ a n  o lan  b ir  a rd a la n  
u zay zam an ın a  sah ip  olm alıyız. A slında d ü n y an ın  a lan ın ı d u rağ a n  o larak  
değerlend iririz . Ü stte  (§§30.4, 6, Şekil 30.3) gö rdüğüm üz üzere, d u rağ an  
b ir  uzayzam an  b ir  k  z a m a n s a l  Killing vek törü  n ü n  varlığ ı yo luy la n ite le n 
d irilir. T a rtışm ad a  bu  b e lirli vek tö r a lan ı n as ıl b ir  ro l oynar? Önceki fo r
m ü lle rd e  b a s it  o la rak

değ işik liğ in i yapab ileceğ im iz i söyleyen uzayzam anım ız " t 'd en  bağım sız" 
olm ak a n lam ın d a  d u rağ an d ır. T oplam  b ir  sa b it ölçek ç a rp a n ın a  ilişk in  b ir  
n o k ta  söz konusu  o la b ilir  fa k a t b u n u n  b izim  iç in  b u ra d a  pek b ir  önem i 
yoktur. Bu to p lam  ça rp an ı b e lirlem en in  genel yolu, kü tleçek im  a lan ı s ıfıra  
doğru  az a lır  b iç im de k ab u l edilm ek üzere, K 'nın büyük  u zak lık la rd a  " s ıra 
dan" b ir  zam an  yer değ işik liğ i h a lin i a lm asın ı ta lep  e tm ek tir. B unun la b ir 
lik te  yerel o la rak  K 'nın büyük lüğü , d ü n y an ın  kü tleçek im  a lan ın ın  "saa t y a 
vaş la tıc ı"  e tk ile rin in  (§19.8) h e sa b a  k a tıld ığ ı b ir  b iç im de konum dan  k o n u 
m a d eğ işeb ilir .130101 k  a r tık  d / d t 'n in  ro lü n ü  ü s tlen d iğ in d en , ay rı \x) ve |<p)

[30.10] Buna ilişkin b ir  açıklamayı, §30.6'da açıklandığı üzere b ir k Killing vektörünce sağ
lanan korunum  yasasın ı kullanarak  ve k0k“ norm unun kütleçekim etkisi gösteren b ir cisim
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d u ru m la rın ın  h e r  b ir in e  ilişk in  d u rağ a n lığ ı ta n ım la y an  b irey se l Schrödin- 
ger denk lem lerim iz

ihıc\x) = E\x)  ve ıhıc\(p) =  E\q>)

o lu r  ve tıp k ı önceki g ib i h e rh a n g i b ir  İV7) ü s t  ü s te  b inm esiy le  ilg ili o la rak  
h â lâ

\hK\V) =  E\V )

ifad es in e  sah ip  o lduğum uz so nucunu  ç ıkarırız . Bu nedenle , b ir  a rd a la n  
o la rak  d u rağ a n  b ir  kü tleçek im  a lan ın ın  varlığ ı, \x) ve \<p) d u rağ a n  d u ru m 
la rın a  ilişk in  h erh an g i b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m esin in  k en d is in in  d u ra 
ğan  o lm ası gerçeğ in i değ iştirm ez.

Şim di öbeğin k e n d i  kü tleçek im  a lan ın ı h e sa b a  k a ttığ ım ızd a  ne o ld u ğ u 
na  bakalım . |^) ve \<p) d u ru m la rın ın  h e r  b ir in i b irey se l o la rak  ele a lırsak  
gerçek h erh an g i b ir  so ru n u m u z olm adığ ı gö rü lü r. E lb e tte  hem  \x) hem  de 
|<p) b ire r  k u an tu m  d u ru m u d u r ve k ab u l ed ilm iş o lan  b ir  k u an tu m  k ü tleçe 
kim  k u ram ı yok luğunda ona ilişk in  kü tleçek im  a lan ın ın  n a s ıl ele a lın a c a 
ğını b ilem eyeb iliriz . Y ine de b u n u  ay rın tılı b iç im de b ilm em em iz as lın d a  
pek önem li değ ild ir. G eleneksel b ak ış  açısı, doğru  k u an tu m  kütleçek im  k u 
ram ın ın , E in s te in 'ın  k lasik  genel gö reliliğ in in  ilkeleri u y arın c a  pek kesin  
o lm asa  da, o ldukça ta m  b iç im de aç ık lanm ış o lan  kü tleçek im  a lan la rıy la  
k lasik  m alzem e öbek lerine ben zer gö rünen  şey leri b irb ir iy le  b a ğ d a ş tıra b i-  
leceğini ile ri sü rer. (Bana göre b u  "geleneksel b ak ış  aç ıs ı"n ın  geçerliliğ i de 
so rg u lan a b ilir  fak a t -k u a n tu m  fo rm alizm in in  h e rh a n g i b ir  değ işik liğe ge
rek  duym adığ ı ve k lasik  genel gö reliliğ in  m akroskop ik  c is im ler iç in  de ge
çerli o lduğuy la  ilg ili-  s ta n d a r t  ik iz v a rsa y ım ın a  in a n ac ak  o lu rsak  b u  d u 
ru m d a  onu  kabu l etm ek zo ru n d a  kalırız . S onuçta v a r  o lan  a rg ü m an ın  do 
ğ as ı b u  ik i v a rsa y ım ın  uyum lu luk  s ın ır la r ın ı a ra ş tırm a k  d u rum undad ır.) 
B u rad an  hareketle , d ü n y a  üzerindek i y a tay  p la tfo rm  üzerinde, h e r  b ir  
öbek o lay ına ken d isin e  a it neredeyse k lasik  E in ste in c ı kü tleçek im  a lan ı 
ta ra f ın d a n  eşlik  ed ild iğ i iki ay rı konum da b u lu n u p  m alzem e öbeğini o l
dukça ta m  b iç im de aç ık lay an  b ir  \x) k u an tu m  d u ru m u  ve b ir  \<p) k u an tu m  
d u ru m u  olm ak z o ru n d a d ır.32 Bu iki öbek konum u d u ru m la rın ın  h e r  b iri 
k en d isin e  eşlik  eden uzay zam an d a  d u rağ a n  kabu l ed ild iğ in d en  h e r  b iri 
k en d isin e  a it ilg ili b ir le ş ik  K illing vek tö rüne sa h ip  o lacak ,33 k x  ve k v , ve 
k en d isin e  ilişk in  E öz değerine sah ip  uygun  S chröd inger denklem in i sağ 
layacak tır:

etrafında, cisim den çok uzakta birim e norm alleştirilse bile ondan farklılık gösterebileceği 
gerçeğini not ederek verebilecek m isiniz bakın. Bu, zam anın ölçüm ünü nasıl etkiler?

32 Bunlar §26.6'da değinildiği üzere u yu m lu  d u ru m la r  olabilir.
33 k x  ve K^'deki indislerin  yalnızca işa re t olup §12.8'dekik anlam da "tensör indisleri" olm adı

ğını aklınızda tu tun . Aynısı gx ve gv için de geçerlidir.



ifncx \x) = E\x) ve ihK^fp) = E\cp).

Önceki d u ru m d a  öbeklere ilişk in  kü tleçek im  a la n la rın ı göz a rd ı e t t iğ i
m izde h e rh a n g i b ir  w\x)  +  z\<p) ü s t  ü s te  b inm esiy le  ilg ili S chröd inger 
denk lem in i yazab ild ik  ve tü m  b u n la rın  d u rağ a n  o ld u k la rın ı sap tad ık . B u
n u n la  b ir lik te  şim di b ir  so ru n  söz konusu  çünkü b u  k x  ve k v  K illing vek
tö rle ri fa rk lıd ır . Ne yapm alıy ız? Öyle g ö rü nüyor ki ü s t  ü s te  b in m iş  uzay- 
za m a n la ra  u y g u lan an  değişm ez b ir  “d/dt" k av ram ın a  gerek duym aktay ız  
fa k a t ne k x  ne de k v  bu  gereği yerine  g e tir ir  gö rünm ek ted ir. Sonraki b ö 
lüm de b u  so ru n u n  önem siz o lm ayıp  b ize tem el b ir  zorluk  çıkard ığ ın ı, b iz i 
doğruca k u an tu m  m ekan iğ in in  tem el ilkeleriy le genel gö re liliğ ink ile r a r a 
s ın d ak i b ir  ça rp ışm ay a  y ö n le n d ird iğ in i göreceğiz.

30.11 Einstein ilkeleriyle ilgili tem el çelişki

Bu iki K illing v ek tö rü n ü n  fa rk lılık  g ö ste rm esi gerçeğ in i görece d ah a  
d erin  b iç im de a y rın tılan d ırm ak  önem lid ir. k x  ve k v  K illing v ek tö rle rin in  
fa rk lı o lduğuğunu  söyled iğ im de b u n u  d erin  b ir  an lam d a  kasted iyo rum . 
E sasen  o n la r  fa rk lı u zay zam an la rd ak i vek tö r a lan la rıd ır!  Bu ik i uzayza- 
m an m  yaln ızca  h a f if  b iç im de fa rk lı b ir  m etriğe  sa h ip  o lm a la rı an lam ın d a  
fa rk lılık  g ö ste rd ik lerin e  ilişk in  b ak ış ı k ab u l etm ek deneneb ilir. B u radan  
h arek e tle  o n la rı gerçek ten  b ir  ve aynı uzayda  fak a t h a f if  b iç im de fark lı 
m etrik  te n sö r  a lan la rıy la , d iyelim  ki g x  ve g v 'yle, b e lir tilm iş  o la rak  d ü şü 
neb iliriz . B unun la  b irlik te  b u  konum u ben im sem ek  E in s te in 'ın  çok tem el 
ilk e le rin d en  biriy le , d iğer b ir  dey işle  genel k o v a ry a n s  ilkesiyle (bkz. §19.6) 
y o lla rı ay ırm ak tır. Bu ik i uzay zam an a a it n o k ta  k üm elerin i b ir  an lam d a  
"aynı" n o k ta  küm eleri b iç im inde  değerlend irm ek  as lın d a , b u  iki u za y za 
m an  a ra s ın d a  n o k ta sa l b ir  belirlem e te sp it  e tm ek olur. Bu, b ir  uzayza- 
m an d ak i b ir  n o k tan ın  b ir  d iğe rindek i no k tay la  ayn ı k o o rd in a t işa re tle rin e  
sah ip  o lduğunu  belirlem eye benzer. B unun la b irlik te  genel k ovaryans il
kesi b e lirli k o o rd in a t s is tem lerin e  yönelik  h e rh an g i b ir  an lam ı reddeder. 
A slında o, fa rk lı iki uzayzam an  a ra s ın d a  te rc ih  ed ilen  n o k ta sa l h iç b ir  b e 
lirlem e o lm am ası gerek tiğ in i ile ri sü rer.

îk i öbek konum unun  u zay zam an la rı a ra s ın d ak i bu  be lirlem e y o k su n lu 
ğu n iç in  so ru n la ra  sebep olur? S chröd inger denklem ini yazab ilm em iz ge
rek ir  fak a t tek il b ir  "k" o lm aksız ın  b u n u  n a s ıl yapm alıy ız? En do laysız 
öneri kx ve K^'yı s a p tam ay a  ça lışm ak  o la b ilir  fa k a t bu , iki K illing vek tö 
rü n ü n  ayn ı uzayda  b u lu n d u ğ u n u  düşünm em iz an lam ın a  geleceğinden, ki 
bu  b ir  h iled ir , E in s te in  k u ram ın ın  tem el ilk esin in  kesin lik le  çiğnenm esi 
an lam ın a  gelir. B ana öyle geliyor ki bu  d u ru m d a , k u an tu m  m ekan iğ in in  
tem el ilkeleriy le  genel g ö re liliğ ink ile r a ra s ın d a  gerçek ten  b ir  ça rp ışm ay a  
tan ık lık  etm eye baş lıyoruz.



Yine de bu  n o k ta d a  hem en  "vazgeçm em eliyiz". Açık konuşm ak  g erek ir
se, ş im d i ne yapm ak  gerek tiğ in i b ilm ek  üzere uygun  b ir  yen i k u ram a gerek 
duym a gereksin im im ize rağm en  b a n a  öyle geliyor ki şim d ilik  b u  ç a rp ış 
m ayı kabullenm eye h a z ır la n ır  ve yaln ızca  yap tığ ım ız  "hile"de b u lu n a n  h a 
taya  ilişk in  b ir  ö lçü  a ra rsa k  b az ı gerçek ile rlem ele r k aydedeb iliriz . Bir a n 
lam da D oğanın y apm aya h az ır lan d ığ ı şeyin , "se rb es t düşm e" k av ram ın ın  
h e r  b ir in d e  ayn ı o lm ası ko şu lu y la  iki u zayzam an ın  yere l b iç im de b e lir len 
m esine iz in  verm ek o ldu ğ u n a  ilişk in  konum u benim seyelim . Bu, eşd eğ er
lik  ilk esin in  b ir  tü r  y an s ım a sıd ır ; bkz. §17.4. D enediğim iz b elirlem e b ir  
uzayda, d iğer b ir  u zaydak i jeodezi kav ram ıy la  ö r tü şen  b ir  jeodezi k a v ra 
m ına sa h ip  o lm aya ça lış ır. Bu, n o rm ald e  b ir  n o k tan ın  yak ın  kom şuluğu  
d ış ın d a  ay arlan am az ; o h a lde  ik i u zay zam an ı belirleyeceksek  b u n u n  y e r i
ne b u ra d a  b u lu n a n  h a ta y ı h esap la m ay a  ça lışacağ ız . B öylesi b ir  şeyi g e r
çek leştirm ek  tam  genel görelilik te  g ü ç tü r  fak a t b u  fik ir le r in  çoğunu  ay r ı
ca, b ir  ta ra f ta n  y ine de E in s te in  k u ram ın ın  tem el fe lse fesin in  çoğunu  ko 
ru y arak , c ışık  h ız ın ın  sonsuz  k ab u l ed ild iğ i s ın ırla y ıc ı d u ru m d a  da uy g u 
la y ab iliriz . Bu d u ru m  bizi, §17.5 'te ta r t ış ıld ığ ı üzere, Nevvtoncı kütleçeki- 
m e ilişk in  C artan  denk lem ine y ö n eltir .34

17. bö lüm den , N ew ton/C  a r ta n  kü tleçekim  düzen inde uzay zam an ın  g e r
çekten , k ab u l ed ileb ilir  fa rk lı t "zam an la r"m a ilişk in  1 -b o y u tlu  Ö klitçi E1 
u zay ı üzerindek i b ir  l if  dem eti o lduğunu  an ım sarız . L ifler, h er b ir i verili 
b ir  zam andak i "uzay"a a tfed ilen  Öklitçi fa rk lı E3 3 -u za y la rıd ır . Böylece 
a s lın d a  t  zam an  k o o rd in a tı ta ra f ın d a n  ta n ım la n a n  b ir  "m utlak  zam ana" 
sa h ip  o luruz. O kuyucu belki, a r tık  h e r  iki öbek k o num una ilişk in  uzayza- 
m a n la r la  ilg ili (t'y le ö lçü ldüğü  üzere) ayn ı zam an  k av ra m ın a  sah ip  o lm a
m ız neden iy le  so ru n la rım ız ın  o rta d a n  kalkm ası g erek tiğ in i d ü şü n d ü ğ ü  
iç in  m a zu r gö rü leb ilir . B unun la  b irlik te  acı gerçek şu  d u r  ki, t 'y i bilm ek 
d / d t 'y i b ilm em ize o lanak  sağ lam az, d /d t  işlem cisi, k a lan  k o o rd in a t d eğ iş
k en le rin in  (x , y , z  diyelim ) sa b it  tu tu ld u ğ u n u  b ilm ey i g erek tir ir. Bu §10.3 'te 
ele a lınm ış o lan  "ka lkü lü sün  ik inci tem el kafa  karışık lığ ı" k o n u su d u r {bkz. 
Şekil 10.7). Konuyu, içerilm iş  o lan  geom etriye b a şv u ra ra k  açık b iç im de gö
reb iliriz . t 'y i b ilm ek  b ize E3 k es itle rin in  nerede b u lu n d u ğ u n u  söy ler fak a t 
d /d t ,  b u  3 -yüzey  a ile s in i b o y d an  boya kesen  b ir  eğri a ile s in i ta n ım la y an  
b ir  K iiling vek tö r a la n ın ı verir; bkz. Şekil 30.22. A slında S ch röd inger'in  
d /d t 's in i  sa p tay a m am ak la  ilg ili b u  geniş konu, k u an tu m  kütleçek im e yö 
n elik  d a h a  "geleneksel" y ak la ş ım la rd a  b ile  derin  b ir  konu  o la rak  ele alın ır. 
Konu, k u an tu m  kozm olo jisindeki "zam an so runu"y la  b a ğ la n tı k u ra r .35

34 Bkz. C hristian, 1995.
35 Bkz. Isham , 1992; Kuchar, 1992; Rovelli, 1991; Smolin, 1991; Barbour, 1992.



Ş ek il 30.22 t 'y i b ilm ek  bize d /d t 'y i  verm ez ("kalkü lüsün  ik inci tem el k a fa  karışık lığ ı", 
bkz. Şekil 10.7, §10.3); t  b ize  E3 k e s itle r in in  n ered e  b u lu n d u ğ u n u  sö y le r fa k a t  d /d t ,  b u  3 -  
yüzey  a ile s in i b o y d an  bo y a  kesen  b ir  eğri a ile s in i ta n ım la r.

M evcut kap sam d a , tü m  b u  k o n u la rı çözüm lem ekle ilg ili çok hevesli o l
m aya çalışm ıyorum . F ark lı k x  ve k v  vek tö rlerine  ilişk in  "yasa dışı" b ir  b e 
lirlem e y apm aya ça lışacak sak  tü m  yapm am ız gereken içerilm iş o lan  h a ta 
ya ilişk in  b ir  h esap la m ad ır. B unu esasen  E3'le r i belirleyerek  fa k a t daha 
so n ra  iki uzaydak i kü tleçekim  ivm eleri a ra s ın d ak i fa rk ta  b u lu n a n  top lam  
h a tay ı (serb est dü şm ele r a ra s ın d a k i fa rk la r, d iğer b ir  dey işle  jeodeziler) 
a la rak  y ap arız . K ütleçekim  ivm ele rin in  s ıra s ıy la  ve rv  3 -vek tö rle rince  
v erild iğ in i düşü n ü n . Böylece h a tam ız ı b u n la rın  fa rk ın ın  u zun luk  karesin i, 
(r* -  r,p) , o lu ş tu ru p  tü m  E3 ü ze rin d e  b u n u n  in te g ra lin i a la rak  h esap la rız . 
Bu in te g ra li a lınm ış h a ta , S ch röd inger denklem inde, o b e lir li E3 seçim ini 
sa p ta y a n  t zam an ın d a  gerekli "d/dt"  iş lem c isin in  tan ım ın d a k i m u tlak  b e 
lirs iz liğ in  b ir  ö lçüsü  o la rak  y o ru m lan ır. Bu be lirsiz lik , S chröd inger d en k 
lem i ü ze rin d en  do laysızca, ele a lın an  ü s t  ü s te  b in m iş d u ru m la rın  enerji
s indek i Ec m u tlak  b e lirs iz liğ in e  y ön lend irir. S onraki ad ım  EG'yle ilg ili bu  
ifadey i, şu  şek ilde yo rum layab ileceğ im iz  b aşk a  b ir  (denk) m atem atik se l 
b iç im e çev irm ek tir:130111

Ec = |*> ve | <p) d u ru m la rın d a k i ik i k ü tle  dağ ılım ı a ra s ın d ak i 

kü tleçek im le ilg ili öz enerji fark ı.

B ir k ü tle  dağ ılım ındak i kü t leçek im le  ilgili öz enerji ,  o kü tle  dağ ılım ın ı tü 
m üyle so n su za  dağ ıtılm ış o lan  n o k ta sa l k ü tle le rd en  b ir  a ra y a  getirm ek te  
ed in ilen  enerjid ir. Ü sttek i fa rk  lx>'de p o z itif  b iç im de k ab u l ed ilen  kü tle  
dağ ılım ıy la  b irlik te  |<p)'de n eg a tif  b iç im de kabu l ed ilen  k ü tle  dağ ılım ı o la 

®  [30.11] Bunu doğrulayabilir m isiniz bakın. Kanıt, §24.3'teki alıştırm a [24.31'e ilişkin aynı 
h a ttan  elde edilir. <P Nevvtoncı (skaler) kütleçekim  potansiyeli olmak üzere, V2<Z> = —Anp Po- 
isson denklem inden faydalanınz. Buradaki h a ta  hesaplam am ız İV ^ — V<P2I2 uzay integrali- 
dir.



rak  d ü şü n ü le b ilir  [bkz. Şekil 30.23). (Bunun b ize s ıf ır  sonucu  verm em esi
n in  sebeb i enerjin in , h e r  b ir  k ü tle  dağ ılım ına  ilişk in  kü tleçekim  a lan ın ın  
d iğeri ü ze rindek i e tk is iy le  ilg ilid ir.)

B unu s ıra d a n  te rim le rle  değerlend irm ek , özellikle de d ah il o lan  n eg a tif  
k ü tle  dağ ılım la rı neden iy le  b iraz  güçtü r. En genel b iç im de ele a lın an , d i
ğer b ir  dey işle  \<p) d u ru m u n u n  lx> d u ru m u n a  ilişk in  o la rak  yaln ızca  katı 
b ir  y e r d eğ iş tirm e olduğu , d u ru m d a  EG n ice liğ in in  d iğer şekilde d ah a  do 
laysız  o la ra k  y o ru m lan ab ilm esi b ir  ş a n s tır .  E nerjin in , öbeğim ize a it, b a ş 
la n g ıç ta  \x) k o num unda olup \<p) konum una h a re k e t e ttir ile n  b ir  örneğin, 
\x) ko n u m u n d a sa b itle n m iş  o la rak  d eğerlend irilen  d iğ e rin in  kü tleçekim  
a la n ın d a n  uzak  o larak , y er d eğ iş tirm esin e  m al o lacağ ın ı d ü şü n ü rü z . Bu 
en e rjin in  d ah a  önceki, k a tı b ir  y e r değ işik liğ i d u ru m u n d ak i E ç'j le  ayn ı130121 
fa k a t h e r  zam an  b aşk ac a  k o şu lla rd a  o lm ayan  enerji o lduğu  açığa çıkar.

A slında b u  ik inci enerji ö lçü sü n ü  (diğer b ir  deyişle kütleçekim le ilg ili 
etk i leş im  enerjisi) £c 'ye ilişk in  a l te rn a t if  b ir  ta n ım la m a  b iç im inde b en im 
sem ek d ü şü n ü leb ilir. K ütleçekim  öz enerjisi b iç im indek i ilk  önerm e, göre
b ild iğ im  k ad a rıy la , d ah a  iy i tem ellenm iş g ö rü n ü r fak a t m evcu t kav ray ış 
d üzey inde d iğer o la s ılık la r  y ad s ın m am alıd ır . Diösi (1989) ü s ttek i önerm e
le rin  ik is in i de, verm ek  üzere o lduğum a ben zer b ir  am aca  ekleyerek fak a t 
ay rıca  b u ra d a  değ inm ediğ im  (stokastik) b ir  d inam ik  önererek  ele alm ıştı.

Bu fa rk lı ö n erile r (ve b az ı d iğerleri), k ısa  sü re  iç inde geleceğim  tü rd ek i 
deneylerde, deneysel o la rak  ay ırt ed ileb ilir  olm ak zo ru n d ad ır. B ununla

Ş ek il 30.23 Ç ak ışm adak i d u ra ğ a n  ik i d u ru m d an , \x ) ve \ıp), h e r  b ir i  k en d is in e  a i t  kü tle  
y o ğ u n lu k  d ağ ılım ıy la  ilg ili b i r  "bek len ti değeri" ta n ım la r . Bu ik is i a ra s ın d a k i (diğer b ir  
d ey iş le  b ir i  p o z itif  d iğ eri n e g a tif  b iç im de k ab u l edilen) fa rk , p o z itif  ve n e g a tif  kü tle  yo
ğ u n lu k la r ın a  ilişk in , kü tleçek im  öz en e rjis i Ec n ice liğ i o lan , b i r  d ağ ılım  o lu ş tu ru r .

®  [30.121 Bunun, bu belirli durum da niçin Ec 'yle ilgili önceki aynı yan ıtı vediğini görebiliyor 
m usunuz? Yer değiştirilen öbeğin son konum u ilk konum una göre hafif  biçim de yükseltilir
se ne olur? S ık ıştırılırsa ne olur?



b irlik te  bu  önerm elerin  en iyi tem ellenm iş o lan ı b ile  b ir  b iç im de eksik g ü 
d ü le n m iş tir  ve çe lişk iden  tüm üy le  bağ ım sız  d eğ ild ir .36

Öyleyse tem el Ec "enerji belirsizliğ i"m izle  ne yapm alıy ız? Sonraki adım  
H eisenberg  b e lirs iz lik  ilk esin in  (zam an/enerji b e lirs iz lik  b ağ ın tıs ı; bkz. 
§21.11) b ir  b iç im in i y a rd ım a  çağ ırm ak tır. K ararsız  p a rç a c ık la r  ya da (ör
neğ in  u ran y u m  U238 gibi) k a ra rs ız  çek irdek ler ça lışm asın d a , içkin  b ir  z a 
m an  be lirs iz liğ in e  sah ip  T o r ta lam a  ö m rü n ü n , h /2 T 'y \e  v erilen  b ir  enerji 
belirsiz liğ iy le  te rs  o ran tılı b iç im de ilişk ili o luşu  b ilin d ik  b ir  gerçek tir. Ö r
neğin , §21.11'de b e lir tild iğ i üzere, b ir  U238 çek irdeğ in in  öm rü yak laşık  109 
y ıld ır, böylece h e r  b ir  çek irdek te E in s te in 'ın  E =  m c2's i yo luy la  kendi k ü t
le sin in  yak laşık  10-44'ü  k ad a rlık  b ir  kü tle  be lirs iz liğ in e  çevrilen  yak laşık  
10-51 jo u le s  k a d a r  tem el b ir  enerji b e lirs iz liğ i söz k o n u su d u r. Şu h a ld e  ü s t 
ü s te  b inm iş İV7) =  w \x)  +  z\<p) du rum um uzu , k end isi de, ü s tte  ta r t ış ı la n  Ec 
tem el enerji b elirsiz liğ iy le  H eisenberg  denklem i yo luy la b a ğ la n tıla n d ırı-  
lan  b ir  Tc öm rüyle b irlik te  k a ra rs ız  olm ak üzere, b u n u n  benzeri o la rak  d ü 
şüneceğiz. Bu tab lo  u y a rın c a37 IV7) benzeri h e rh an g i b ir  ü s t  ü s te  b inm e \x) 
ya da \<p) d u ru m la rın d a n  b ir i ya da d iğerine  o rta lam a  b ir

TG «  h /E G
zam an  ö lçeğinde bozunur.

30.12 Tercih edilmiş Schrödinger-Nevvton durumları?

Ü sttek i a rg ü m an ın  sonucu , iki d u ru m a ilişk in  b ir  k u an tu m  ü s t  ü ste  
b in m esin in  as lın d a , b ile şen le rin d en  b ir i ya da d iğerine  h /E G düzen indek i 
b ir  zam an  ölçeğinde bozunm ak  zo ru n d a  o luşu  o la rak  gö rü n ü r. B ununla 
b irlik te  a lg ıla rı güçlü  o lan  oku r bu  no k tad a , h erh a n g i b ir  |ıp) k u an tu m  d u 
rum u n u n , d iğer d u ru m la ra  ilişk in  b ir  çiftin  d o ğ ru sa l b ir  ü s t  ü s te  b inm esi 
(örn. h e rh an g i b ir  |a )  iç in  \ıp) =  |a) + (|ıjj) — |a))) b iç im inde ifade ed ileb ile 
ceği şik ây etin d e  b u lu n a b ilir . Tüm  b u  d u ru m la rı b u  tü r  "bileşenler"e bozu-

36 Nesnel durum indirgenmesi kuramlarının pak çoğu için bkz. not 29.12. Diâsi, Percival, Kibb- 
le, Pearle, Squires ve benimki geniş bir biçimde kütleçekim içermektedir.

37 Oldukça yakın bir zamanda, kütleçekimle ilgili OR'ye ilişkin bu tür bir önermenin daha titiz 
bir gerekçelendirilmesiyle ilgili bir fikir ortaya çıktı. Alıştırma I21.6)'dan, kuantum kuramı
nı eşdeğerlik ilkesiyle daha tutarlı hale getirmek üzere, serbest düşme halindeki bir çerçeve
den bir kütleçekim alanında bulunan sabit birine geçerken, t  zamanında küplü bir terim içe
ren bir faz çarpanına gerek duyulduğunu anımsarız. Buna göre, iki çerçeve kesin biçimde 
farklı vakumlar tanımlar, bkz. §26.5; bu durum §30.4'te belirtilen, Galileci sınırlarda yaşa
maya devam eden Unruh etkisinin kalıntısıdır. Böylece eşdeğerlik ilkesine tümüyle saygı 
gösterilecekse iki kütleçekim alanının çakışması, farklı vakumlann çakışmasını içerecektir; 
böylece Galileci sınırda bile kararsız olmalıdır. Bu argümanın ayrıntıları daha sonra yayım
lanacak.



n u r  b iç im de değerlend irm ek , özellikle de, v erili b ir  |ıp) iç in  |a ) 'y ı, bu  a l te r 
na tif le rd ek i kü tle  dağ ılım ın ın , b ozunum un  neredeyse  an id en  olm ak zo ru n 
d a  k a lm aya  yetecek b iç im de fa rk lılık  göstereceğ i şek ilde  seçersek, pek de 
an lam  ifade  etmez!

Bu doğadaki b ir  saçm alık , IfP) =  w \x) +  z\<p) ü s t  ü s te  b inm em izi y a ln ız 
ca tek il b ir  e lek tron  içerecek  b iç im de ele a lm am ız gerekse b ile  ü s tte k i t a r 
tışm a n ın  sonucu  o la rak  d eğ e rlen d irileb ilir. Çünkü e lek tro n u  (neredeyse) 
k es in  b ir  konum da gösterm ek  üzere \x) = |a )  o lduğunu  k ab u l edebiliriz . 
Kütle dağılım ı, £c 'y le ilg ili, l1̂ ) d u ru m u n u n  \x) ya d a  |<p>'den b ir i ya da d i
ğerine  neredeyse an i b ir  in d irg en m esin i im a eder gö rünen , esasen  sonsuz 
b ir  değere yol açan  n eredeyse  b ir  d e lta  fo n k siy o n u d u r (§21.10). A ynısı 
n o k ta  benzeri p a rç a c ık la rd a n  (örn. kuark lar) o lu şan  b ir  s is tem  iç in  de ge- 
çe rlid ir. A çıktır ki b u  b ir  an lam  ifade etm ez; böy lesi d av ra n ış  doğru  o lsa y 
dı h iç b ir  k u an tu m  m ekan iğ i söz konusu  olm azdı.

Y apm am ız gereken şey \x) ve |<p)'mizin ne g ib i d u ru m la r  o lm asın a  izin 
v erilm esi gerek tiğ i h ak k ın d a  çok d ah a  d ikka tli o lm ak tır. Ü sttek i a rg ü m a n 
d a  I*) ve |<p)'yi d u rağ a n  d u ru m la r  o la rak  ele ald ığ ım ızı an ım say ın . (Nere
deyse) s a b it  konum dak i b ir  e lek tron  kesin lik le  d u rağ a n  değ ild ir. H eisen- 
berg  konum /m om en tum  b e lirs iz lik  ilkesi (§21.11) yo luy la o, çok b ü yük  mo- 
m en tu m la r  içerecek ve an s ız ın  d ağ ılacak tır. Öte ta ra f ta n , hem  \x) hem  de 
|<p)'yle ilg ili ta m  d u rağ a n lığ a  gerek  duyduğum uzda arg ü m an ı tek il p a rç a 
c ık la ra  u y g u lam ak ta  b ir  so ru n a  sah ip  o lduğum uz gö rü lm ekted ir. Çünkü 
u zam sa l so n su za  doğ ru  az a lan  se rb e s t b ir  (pozitif kütleli) tek il p a rçac ık la  
ilg ili o la rak  s ıra d a n  S ch röd inger denklem ine ilişk in  h iç b ir  d u rağ a n  çözüm  
söz k onusu  d eğ ild ir .130131 Y an ıtla  ilg ili m uam m a, p arçac ığ a  ilişk in  Schrö
d in g e r denklem in i yazark en  ona a it kü tleçek im  a la n ın ı h esab a  katm aya 
gerek duym am ız gerçeğ inde y a ta r . Bu aç ık lam ada  kü tleçek im  a lan ın ın  
k en d is in in  k u an tize  o lm asın ı değil fa k a t yaln ızca  e tk ile rin in , kaynağ ı d a l
ga fonksiy o n u n d ak i kü tle  dağ ılım ın a  ilişk in  "beklen ti değeri" o la rak  a d 
la n d ır ıla n  şey o lm ası gereken Nevvtoncı kü tleçek im le ilg ili b ir  <î> p o ta n s i
yel fonksiy o n u n d a  k a p san m a s ın ı ta lep  ediyorum . B u rad a  içerilen  şeyin 
b ü tü n lü k lü  aç ık lam asın ı su n m am  belk i de b u  k ita p  iç in  uygun  olm az.38 
B unun la  b irlik te  b u  reçe ten in  m akul y a n ıtla r  verd iğ i gö rü lüyor. B una i l i ş 
k in  a y r ın tıla r  e tken  a ra ş tırm a  k o n u su d u r, so n su za  doğru  uygun  b iç im de 
az a lan  tek il b ir  p a rç ac ık la  ilg ili o la rak  b u  d eğ iş tir ilm iş  S ch röd inger denk 
lem in in  - b u  denklem e (Nevvtoncı b ir  kü tleçek im  a lan ın a  eşlik  e tm esi n e d e 
niyle) S ch rö d in g er-N e w to n  denklem i o la rak  a tıf ta  b u lu n u y o ru m - as lın d a

®  [30.13] Niçin? İp u cu : Alıştırma [24.3]'e yeniden göz atın.



iyi h uy lu  d u rağ a n  çözüm lere sa h ip  o lduğu  sonucu  ç ık arılab ilir . (B ununla 
b irlik te  tek il b ir  e lek tron  için , d a lga  fonksiyonundak i yay ılım  gözlem lene
b ilir  evren  gen işliğ in i aşar; b ir  h id ro jen  atom u  için , yay ılım  p arçac ık  k ü t
le sin in  k ü p ü n ü n  te rs i b iç im inde  aza lm ak  üzere, gözlem leneb ilir evrenden  
b iraz  küçük olur.)

Artık, en az ın d a n  b ir  k u an tu m  d u ru m u n u n , h e r  b ir i d u rağ a n  o lan  d iğer 
iki d u ru m a ilişk in  b ir  ü s t  ü s te  b inm e o lduğu  (adı geçen S ch rö d in g er- 
Nevvton an lam ındaki) d u ru m la rd a  u y g u lan an  nesnel b ir  d u rum  in d irg e 
m esiy le ilg ili m an tık lı b ir  önerm e g ib i g ö rünen  şeye sah ib iz . Bu önerm eye 
göre, bu  tü r  ü s t  ü ste  b in m iş b ir  d u ru m  an sız ın  d u rağ a n  b ile şen le rin d en  
b ir i ya da d iğerine, Ec ik i k ü tle  dağ ılım ı a ra s ın d a k i fa rk a  ilişk n  kütleçe- 
kim  öz enerjis i olm ak üzere, o r ta lam a  yak laşık  ft/Ec 'lik  b ir  zam an  ölçeğ in
de ind irgenecek tir. Bu önerm eyi (OH kütleçekim e ilişk in  "nesnel in d irg e n 
me"* yerine  geçm ek üzere) k ü tleç ek im le  ilgili OR  o la rak  ad land ırıyo rum . 
Böylesi d u rağ a n  du ru m  b ile şe n e rin in  h erh an g i b ir  çiftiy le  ilg ili o larak , 
kü tleçekim le ilg ili Ec öz enerji n iceliğ i a s lın d a  iy i ta n ım lıd ır. O, iki kü tle  
dağ ılım ı a ra s ın d ak i fa rk ın , bu  d ağ ılım la rın  h e r  b ir i Schrödinger-N evvton 
denklem inde ku llan ılm ış o lan  "beklen ti değeri" ifadesiy le  ayn ı olm ak üze
re, karş ılığ ıd ır.

B un ların  enerji ko ru n u m u yla . ilg ili zo rlu k larla  k a rş ıla şm a s ı b ir  OR 
düzen ine ilişk in  tüm  d iğer önerm elere  a it b ir  özellik tir. Özellikle G iancar-
lo G hirard i, A lberto R im ini ve Tullio  W eber ta ra fın d a n  o rta y a  konm uş 
o lan  y a ra tıc ı ve zem in k ırıc ı önerm e, pek çok d iğer önerm ede o lduğu  gibi, 
1986'da tam  o la rak  b u  tü r  b ir  so ru n la  k arşı k a rş ıy a  kald ı.39 Bu so ru n la  
"b irlik te  yaşam ak", enerji k o ru n u m u n u n  o lm ay ışı k ab u l ed ileb ilir  derece
de küçük b ir  seviyeye ind irgeneb ilm ek  koşuşuy la , genel b ir  d av ra n ış  h a li
n i ald ı. Bu konuya ilişk in  kend i b ak ış  açım  onu d a h a  c idd iye a lm ak tır. 
Ü stte  ile ri sü rü lm ü ş o lan  kütleçekim le ilg ili OR düzen inde , £c 'dek i enerji 
b e lirs iz liğ in in  böy lesi b ir  p o tan siy e l k o ru n u r o lm ay ışın  üzerin i, enerji ko
ru n u m u n u n  herh an g i gerçek b ir  ih la lin e  yol açm ayacak  b iç im de k a p a r  gö
rünm esiy le  ilg ili avan ta j söz k o n u su d u r. B unun la b irlik te  b u  d ah a  faz la  
ça lışm a g erek tiren  b ir  konudur. OR işlem indek i b e lirg in  enerji so ru n la r ıy 
la  §19.8 'de değ in ilm iş o lan  kü tleçek im  en erjis in in  kesin lik le  yere l o lm ayan  
(ve tu h a f  b iç im de "güvenilm ez") doğası a ra s ın d a  b ir  tü r  "değiş tokuş" b u 
lu n d u ğ u  görü lü r.

B unun  esasen  nesnel b ir  iş lem  olup her z a m a n  kütleçek im le ilg ili b ir  
olgu o lm ası, k u an tu m  du rum  ind irgem esine  ilişk in  kend i b ak ış  açım dır.

objective reduction, -çn.
39 Bu alanda yeni ufuklar açan pek çok kaynak için bkz. not 29.12.



D iyelim  ki kütleçek im le ilg ili O R 'nin ken d isin e  do laysızca  u y g u lan m ası 
iç in  o ldukça küçük o lan  b ir  s is tem d ek i (örneğin b ir  DNA m olekülü) b ir  
FAPP d u ru m  ind irgenm esi o la rak  ele alınab ilecek  şe ye yol açan  sağ lam  
çevresel evre uyu m su z lu ğ u n  b u lu n d u ğ u  d u ru m la rd a  b ile  o lay  b u d u r. Böy- 
lesi d u ru m la rd a  kü tleçek im le ilg ili OR so nucunu  veren  şey  çevredeki k ü t
len in  to p lam  yer değ işik liğ id ir. A ra ş tır ılan  d u ru m u n  d u rağ a n  iki d u ru m a 
ilişk in  ü s t  ü s te  b inm e o lduğu , ele a ld ığ ım  belirli d u ru m la rd a , bu  in d irg e n 
m e işlem ine, henüz aç ık lad ığ ım  kütleçek im le ilg ili OR düzen ince a s lın d a  
iyi b iç im de y ak laşıld ığ ın ı san ıyorum .

B ü tün lük lü  b ir  k u ram  kesin lik le  eksik tir. Bu OR işlem i u y arın ca , ele a l
m ak ta  o lduğum  b elirli ü s t  ü s te  b inm e d u ru m la rın d a  bile , du ru m  in d irg e n 
m esiy le  ilg ili gerçek h iç b ir  d inam ik  sunm adım . Bu an lam d a , ben im  ön er
m em  "asgarici" b ir  ön erm ed ir ve ay rıca , K ârolyhâzy, F renkel, Pearle , Kibb- 
le, W eber, G hirard i, G rassi, R im ini, D iösi, W einberg , P ercival, G isin ve d i
ğ e rle rin in  ilham  veric i önerm eleri gibi, d ah a  ta m  b ir  d inam iğe heves e t
m ez.40 Yine de a sg a ri önerm em in  açık deneysel so n u ç la ra  sah ip  o lduğu  gö
rü lü r. Bu bölüm ü, bu  tü r  kü tleçek im le ilg ili b ir  OR düzen in in  Doğa t a r a 
f ın d an  gerçekten  saygı gö rüp  görm ediğ ine k a ra r  verm ek üzere  b e lir li  b ir  
po ta n s iy e le  sah ip  o lan  gerçek b ir  deney ler s ın ıfın a  ilişk in  tem elde y a ta n  
fik ri su n a ra k  kapa tacağ ım .

30.13 FELIX ve ilgili önermeler

Tem el düzen, b irb ir in d e n  yak laşık  b ir  çek irdek  çap ı k a d a r  ay rılm ış, 
hafifçe  fa rk lı iki konum a y e rle ş tir ile n  b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esindek i 
küçük  b ir  M ay n a sın d a n  o lu şan  b ir  "Schrödinger kedisi" o lu ş tu rm a k tır .41 
Bu küçük  ayna iç in  m aku l b ir  b o y u t b ir  toz zerreciğ iy le k ıy a s la n a b ilir  b ir  
şey, belk i b ir  in sa n  sa ç ın ın  o nda  b ir i k a lın lığ ın d a  ve 1014 ile 1016 a ra s ı b ir  
düzende atom  çekirdeği b a r ın d ıra n  (böylece k ü tle s i yak laşık  5x10-12 kg ve 
çap ı yak laşık  10_3cm kad ard ır)  b ir  şey  o lur. Bu M ay n asın ın , b ir i M 'ye yön-

40 Bu tü r önermeleri çalışarak çok şey edindim. Belki bunların bazıları kütleçekimle ilgili daha 
tam bir OR kuramına yönelik işaretçiler sağlar. Bkz. not 29.12, aynı zamanda belirli NO-GO 
teoremleriyle ilgili olarak Gisin, 1989, 1990.

41 Bu önermeye ilişkin ayrıntılar pek çok meslektaşın önemli katkısına sahip oldu. Orijinal fik
rin önemli bir bileşeni Johannes Dapprich'ten geldi; küçük aynanın boyutu, foton enerjisi ve 
pek çok diğer şeyle ilgili önerilen parametreleri de içeren daha özel bazı fikirler Anton Ze- 
ilinger ve kendisinin, o zaman Innsbruck'taki deney grubundaki diğerleri arasında geçen 
sohbetlerde ortaya çıktı. Uzay temelli deney fikri, FELIX, Anders Hansson'la yapılan tartış
m alardan ortaya çıktı. Daha pratik bir zemin temelli alternatif sunar görünen yaratıcı fikir
ler VVilliam Marshall, Dik Bouwmeester ve Christoph Simon'a aittir. Penrose, 2000, Marshall 
vd., 2003.



4

-  Paraboloid  
|  b içim li
ı

~ 1 0  D ünya  
çap lık  

uzaktık

Paraboloid
b içim li
aynalar

U l
D

(  D 
k

[ p /  

ir sek tek i 
jçü k  ayna

* V \  Düz 
aynalar

Şekil 30.24 FELIX (Lazer interferom etri X -ışın larınm  serbest yörünge deneyi). Şem atik 
b ir düzenek gösteriliyor. L X-ışm ı lazerince üretilen b ir foton B huzme ayırıcısına yön
lendirilir. Fotona ilişkin sonuç durum unun ak tarılan  parçası kabaca 10 m ikron küplük 
küçük b ir aynaya yönlendirilir ve fotonun yansıtıldığı çarpm a anında aynaya b ir mo- 
m entum  aktarılır. Bu M'yi, diyelim ki b ir saniye için tu tu lm ası gereken b ir kuantum  ü st 
üste binm esine (Schrödinger'in kedisi) koyar. Bu arada  fotonun dalga fonksiyonuna iliş 
kin iki parça bu süre geçip tüm  işlem  ters çevrilene dek uyum lu biçim de korunm ak zo
ru n d ad ır (burada iki uzay p latform u arasındaki yansım a yoluyla). Mükemmel b ir düze
nek (eşit yol uzunluğundaki) ve geleneksel kuantum  m ekaniği algılayıcının zam anın 
% 0'ında tepki verm esini talep eder. Kütleçekimle ilgili OR % 50'lik b ir beklenti yaratır.

lenm iş o lan  iki huzm en in  ü s t  ü s te  b inm esine  konm uş tek il b ir  X -ış ın ın ın  
ça rp m ası ta ra fın d a n  kendi ü s t  ü s te  b inm esine  y e rle ş tir ild iğ in i düşünelim .

O lası b ir  deney düzeneği Şekil 30 .24 'te göste rilm ek ted ir. F o ton  b ir  X - 
ış ın ı laze ri ta ra f ın d a n  ü re ti l ir  ve b ir  B huzm e ay ırıc ıya  y ö n lend irilir. F o to 
n u n  (diyelim  ki) ak ta r ıla n  k ısm ın ın  sonuç d u rum u  M 'yi h ed e fle r ve ç a rp 
m ası, ken d isin d en  y an s ıd ığ ın d a  bu  u fak  aynaya  b ir  m om entum  k a tk ıs ı y a 
p acak  tü rd e d ir . Ayna yüksek  k a lited e  olm ak zo ru n d ad ır, bu  d u ru m d a  fo to 
n u n  ça rp m as ın a  iç tit re ş im le r  ya da y erinden  ç ıkan  a to m la r  o lm aksız ın  
b ir  b ü tü n  o la rak  y an ıt verecek "katı" b ir  doğada o lm alıd ır. Ayna, diyelim  
ki san iy en in  onda  b ir i k ad a rlık  b ir  zam an d a  b aş lan g ıç  konum una geri d ö 
necek b ir  b iç im de as ılm ış tır . Bu a ra d a  fo tona  ilişk in  dalga  fonksiyonunun  
iki p a rç a s ı bu  sü reç  geçene k a d a r  zam anı işa re tley erek  b ir  şek ilde tu ta r lı  
b iç im de k o ru n u r ve b u n d an  so n ra  tü m  işlem , faz uyum unun , a s lın d a  k u 
an tu m  ü s t  ü s te  b inm eli küçük  ay n a  an id en  b ir  konum a ya da d iğerine in 
d irg en d iğ in d e  o rtay a  çıkacak  d u ru m  o larak , kaybo lm uş olup o lm ad ığ ın ın  
a n la ş ılm as ı iç in  te rs  çevrilm ek d u ru m u n d ad ır.

B unun la  b irlik te  b ir  X -ış ın ı fo to n u n u  san iy en in  onda  b ir in d e  uyum lu  
tu tm a k  o r ta lam a  b ir  iş değ ild ir. (X -ışm ı enerjile ri ne yazık  ki, küçük  ay n a 
d a  uygun  b ir  h a rek e tin  o rtay a  çıkacağı b iç im de y e te rli m om en tum un  ak 
ta rıla b ilm e s i iç in  gereklidir.) Bu zam an  za rfın d a  uyum lu luğu  b aşa rm ak  
iç in  b ir  öneri, tü m  deneyi, fo ton  u yum lu luğu  belki de b irb ir in d e n  d ü n y a
n ın  çap ı k a d a r  ay rı iki uzay  p la tfo rm u n d a k i büyük  ay n a la r  a ra s ın d ak i



y an s ım a  ta ra fın d a n  ko runm ak  üzere, u za y d a  g e rçek leştirm ek tir. Bu u za k 
lığı b ir  kez g id ip  gelm ek b ir  fo ton  iç in  san iyen in  onda b ir i k ad a rlık  b ir  za 
m an  alır. F o tona ilişk in  dalga  fon k siy o n u n u n  M 'den  y an s ıtılm ış  o lan  k ıs 
m ı böylece M 'ye geri dönerken  B huzm e ay ırıc ıd a n  y a n s ıtıla n  p a rç a  da B'- 
ye geri döner. Z am anlam a tü m  fizik i iş lem in  kesin  b iç im de te rs  çevrileceği 
şek ilde o lm alıd ır. Bu d u ru m d a  M 'n in  h a re k e tin e  ned en  o lan  fo to n a  ilişk in  
d a lga  fonksiyonu  p a rç a s ı M 'yle, M b aş lan g ıç  konum una d ö n er dönm ez y e
n id en  k a rş ıla ş ır , böylece fo ton  d a h a  önce k ay b e ttiğ i m om en tum u  geri k a 
z a n ır  ve M 'yi h a rek e ts iz  d u ru m a ind irger; d ah a s ı fo to n  d a lga  fonk siy o n u 
n u n  iki p a rç a s ı B huzm e ay ırıc ıs ın d a  yen iden  b irle şm eye zam an lan ır. Bu 
e tk in lik  sü resin ce  faz u y u m lu lu ğ u n d a  h erh an g i b ir  kay b ın  o lm am ası ve 
yol u zu n lu k la rın ın  uygun  b iç im de seçilm esi koşu luy la  fo to n u n  dalga 
fonksiyonu  L laze rine  yönelen  tek il b ir  huzm e o larak  b irle şecek tir. Bu n e 
denle, fo to n u n  B huzm e ay ırıc ıs ın d an  ç ık tığ ın d a  u la şm ış  o lab ileceğ i "a l
te rn a t i f ' D konum una y e rle ş tir ile n  b ir  a lg ılay ıc ı h içb ir şe y  a lg ılam ayacak- 
t ı r  (b k z . Şekil 30.24). Bu, FELIX önerm esi o la rak  a d la n d ır ılm ış tır  (Lazer in- 
te rfe ro m e tr i X -ış ın la rın ın  se rb e s t yö rünge deneyi).'

S an iyen in  onda b ir i k ad a rlık  b ir  sü red e  M 'n in  d u ru m u n u n  yer d e ğ iş ti
rilm iş olm ak ve o lm am akla  ilg ili b ir  ü s t ü s te  b in m e  o lacağ ına, e sasen  bu  
ü s tte  aç ık lan ıp  Şekil 30.20 'de g ö ste rilen  m alzem e öbeğindeki d u ru m u n  ay 
n ıs ı o lm ak üzere, d ik k a t edelim . K ütleçekim le ilg ili OR düzeni uy arın ca , 
M 'n in  d u ru m u  san iy en in  o nda  b ir i k ad a rlık  b ir  zam an  ö lçeğinde an iden  
yer d eğ iş tirm iş  olm a y a  d a  o lm am aya ind irgenm elid ir. F o ton  d u ru m u  M '- 
n ink iy le k a rış ır , böylece, M 'n in  d u ru m u  in d irg e n ir  ind irgenm ez fo to n  d u 
ru m u  da on u n la  b ir lik te  in d irg en ir. Böylece fo ton , so n u ç ta  B huzm e a y ır ı
c ıs ın a  döndüğünde D a lg ılay ıc ıs ın ı h arekete  geçirm ek y a  da L laze rine  
dönm ekle ilg ili e ş it o la s ılık la ra  sa h ip  o lacak  şe k ilde ya b ir  hu zm ed ed ir

Şekil 30.25 Önemli b ir etm en aynadaki çekirdeklere ilişkin kütle dağılım ındaki "yayılım" 
m iktarıdır. Verili b ir toplam  kütleyle ilgili olarak, daha sıkı biçim de yerelleşm iş b ir kütle 
dağılım ı daha kısa indirgenm e süreleri verir.

Free-orbit Experim ent w ith  Laser-Interferom etry X-rays, -çn.



ya d a  d iğerinde. O R 'nin e tk is i, a lg ılay ıc ın ın , denem elerin  yak laşık  
% 50 'sinde y a n ıt vereceği b iç im deyken  (m ükem m el b ir  deneyle ilg ili o la 
rak) s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ i u y a rın c a  faz uyum lu luğu  kay b o lm azsa  
a lg ılay ıc ı pek de y an ıt verm ez.

E lb e tte  p ra tik  h e rh an g i b ir  d u ru m d a , faz uyu m lu lu ğ u n u n  k ay b o lab ile 
ceği b aşk aca  pek çok yol m evcu t o lab ilir . Bu deney in  b a ş a r ılı o lm ası için, 
tü m  b u n la rın , kü tleçek im le ilg ili O R 'nin özel im z as ın ın  a y ır t ed ileb ileceği 
şekilde, çok d ü şü k  b ir  seviyede tu tu lm a s ı gerekir. Deney, fa rk lı küçük b o 
y u tlu  ay n a  ve m alzem eyi değ işen  zam an  ö lçek lerinde (belki de uzay  p la t-  
fo rm a la rı a ra s ın d a  y ine lenen  y an sıtm a lar) k u lla n a rak  pek çok kez y ine len 
m ek zo ru n d ad ır. Ele a lın an  b e lir li OR düzen indek i önem li b ir  e tm en  küçük 
ay nadak i çek irdeklere ilişk in  k ü tle  d ağ ılım ındak i "yayılım " m ik ta rıd ır . Be
lir li b ir  top lam  kütley le ilg ili o la rak , d ah a  sık ı b iç im de yere lleşm iş b ir  
k ü tle  dağ ılım ı d ah a  k ısa  b ir  ind irgenm e sü res i verir; bkz. Şekil 30.25.

Ü sttek i FELIX önerm esi tekn ik  o la rak  pek çok sebep  do lay ısıy la  son 
derece g ü çtü r. Tem el b ir  so ru n , y ak laşık  lOOOOkm ay rı o lan  uzay  p la t 

fo rm ları a ra s ın d ak i X -ış ın la rın a  ilişk in  gerekli hedeflem e kes in liğ id ir. Ne 
o lu rsa  o lsun  uzay  deney leri d o ğ aları gereği zo r ve o ldukça p a h a lıd ır  ve 

dünya  zem ini tem elli h e rh an g i b ir  u y g u la n ab ilir  a l te rn a tif  m ev cu tsa  b u 
n u n  pek çok av an ta jı söz k onusu  olur. Şans eseri b u  tü r  b ir  a l te rn a t if  a s 

lın d a  p ra tik  b ir  o lasılık  o la rak  b e lir ir. VVilliam M a rsh a ll'ın  y a ra tıc ı b ir  
ö n eris i ve onun  uyg u lan m asıy la  ilg ili Dik Bouvvm eester ve C h ris toph  Si- 
m on ta ra fın d a n  o rtay a  konan  eşdeğer derecede zekice f ik irle r  nedeniy le 
zem in tem elli u y g u la n ab ilir  b ir  a l te rn a t if  k ağ ıt üze rin d e  o rtay a  çık tı ve 

a r tık  etk in  b iç im de a ra ş tır ılm a k ta d ır . Ö nerm e,42 is ten ilen  küçük  ayna  h a 
rek e tin i ü re tm ek  üzere tek  b ir  X -ışm ı fo to n u n u n  ça rp m ası yerine , ile ri ge
ri (diyelim  ki) ~ 106 kez y a n s ıtıla n  o ldukça düşü k  enerjili b ir  fo to n u n  (ör
neğ in  g ö rü leb ilir  ışık  ya d a  h a t ta  k ız ıla ltı foton), a r tık  küçük  ay n ad a  aynı 
fo ton  ta ra f ın d a n  gerçek leştir ilen  y ak laşık  106 ça rp m an ın  o lacağ ı şekilde, 
k u llan ılab ilm esid ir; bkz. Şekil 30.26. Yazım an ın d a , b u  tü rd ek i b ir  ön d e
ney in  b irk aç  yıl iç inde g erçek leştir ilm esi önünde h iç b ir  tem el engelin  ol

m ad ığ ı gö rü lm ek ted ir. B aşarıy la  g erçek le ş tir ilirse  b ile  bu  ön deney, k ü tle 
çekim le ilg ili OR'ye ilişk in  belirley ic i b ir  te s t iç in  gerek li o lan d an  b ir  beş 

ya da a ltı b üyük lük  derecesi k a d a r  y e te rs iz  ka lab ilir. Yine de iki küçük ay 
n a n ın  k o num una ilişk in  ü s t  ü s te  b inm eyle ilg ili k u an tu m  u yum lu luğu  sa ğ 
la n a b ilirs e  bu , m evcu t "S chrödinger k ed is i kaydı" ü ze rin d en  (C70 fu lle ren  
m olekülleri)43 belk i de (kütle cinsinden) b ir  1012 k a t k ad a rlık  b ir  ilerlem eyi

42 Bkz. Marshall vd., 2003.
43 Bkz. Amdt vd., 1999.
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Şekil 30.26 "FELIX"in daha p ra tik  b ir versiyonu X -ışm lanm  kullanm az fakat küçük ayna 
üzerine tekil b ir X -ışm ı fotonu tara fın d an  gerçekleştirilen çarpm a yerine, görülebilir ışık 
fotonunca b ir  106 adet kadar çarpm ayı gerektirir.

g ö ste rir. §§30.9-12 'n in  b u  "asgaric i" kü tleçek im le ilg ili OR düzen in in  
s ta n d a r t  k u an tu m  m ekaniğ iy le u y u m  öngördüğü  b u  a şam a y a  b a ş a r ılı b i
çim de u la ş ılırsa  b u  d u ru m d a  kütleçek im le ilg ili O R 'nin yen i öngörü lerin i 
te s t  e tm ek te gerekli ek gelişm eler de izleyen b irk aç  yıl içe ris in d e  gelecek 
o lab ilir.

Bu tü r  deney s ın ıfın d a  o rtay a  çıkan  son  derece küçük  Ec kü tleçekim  
enerji b e lirs iz liğ in in  -d iy e lim  ki b ir  jo u le 'ü n  10-33 k a tı- , san iy en in  onda 
b ir i k ad a rlık  ya da d ah a  az b ir  "m akul" çökm e öm rü sağ lam aya  y etm esi 
belki de d ik k a t çek ic id ir. K ütleçekim  e tk ile rin in  küçük lüğü  genelde pek 
çok fizikçiy i, h ep s in i b ir lik te  kovm aya yöneltm e eğ ilim indeydi. Yine de 
kü tleçek im le ilg ili değ erlen d irm eleri k u an tu m  tab lo m u za  g e tirm en in  e tk i
le rin in , gözlem e d ay a lı d e rin  so n u ç la ra  sa h ip  o lab ileceğ in i görü rüz . h /E c 
zam an  ölçeğinin , iki küçük  f iv e C  n ice liğ in in  bö lü m ü n ü  içerd iğ i ve böylece 
s ıra d a n  in sa n i te rim le r  b iç im inde  küçük  b ir  n icelik  o lm ası gerekm ediği 
b e lir tilm e lid ir. Bu, kom ik b iç im de küçük olup ft ve G’n in  ç a rp ım ın d a n  o r
ta y a  ç ıkan  k a ra k te r is tik  k u an tu m  kütleçek im  n icelik leri, 10_33cm ve 
10-43s e b a tla r ın a  sa h ip  P lanck  u zu n lu ğ u  ve P lanck  zam an ıy la  (§27.10, 
§31.1) tüm üy le  z ıttır .

K ütleçekim le ilg ili OR'yi te s t  e tm ek üzere  b a ş a r ılı b ir  deney gerçek leş
tir ild iğ in i düşüne lim . Ü stte  öze tlenm iş o lan  kütleçek im le ilg ili OR ta ra f ın 
d an  öngö rü len  zam an  ö lçek lerinde faz uyum lu luğu  kaybed ilm em işse , bu  
b e lir li düzen  te rk  ed ilm ek -y a  d a  en  az ın d an  cidd i b iç im de d eğ iş tir ilm ek - 
zo ru n d a  k a lın acak tır. Peki ya b u  tü r  deney lerin  so n u ç la rın ın  kü tleçek im le 
ilg ili O R 'nin  ö n g ü rü le rin i destek led iğ i aç ığa ç ıkarsa?  Bu d u ru m d a  k u a n 
tu m  d u ru m  in d irg en m esin in  a s lın d a  n esn e l b ir  kü tleçek im  e tk is i olduğu 
su n u c u n u  ç ık a rab ilir  m iyiz? K orkarım  ki pek çok ları bu  konuy la  ilg ili o la 



rak  h â lâ  en "geleneksel" bak ış aç ıla rın d a n  b irin e  tu tu n m ay ı te rc ih  ediyor. 
Ö rneğin  hâ lâ , k a tı ü n ite r lik  (U) k o ru n u rk en  d u ru m a ilişk in  b ir  p a rç a n ın  
e rişilem ez h a le  geldiği, belk i de "m etrik  a lan d ak i k u an tu m  d alg a lan m ala- 
rı"nda k aybo lduğunu  id d ia  edeb ilm ek te ler (bkz. §29.6 ve §30.15).

K işisel o la rak , d ah a  önce k ab u l ed ilm iş o lan  fizik i b ir  k u ram d ak i tem el 
değ işim e direnm eye ilişk in  böy lesi b ir  arzuya sa h ip  değilim  çünkü  k u a n 
tu m  k u ram ı d u ru m u n d a , epeyce ü s tte  savu n d u ğ u m  üzere, tem el değ işim in  
a s lın d a  gerekli o lduğuna inan ıyo rum . Yine de belki, örneğ in , özel görelili
ğ in  e tk ile rin i yaln ızca  m u tlak  b ir  h a rek e ts iz lik  d u ru m u n u  kabu l eden b ir  
19. yüzyıl dünya  gö rü şü  d ah ilin d e  u y g u lan an  "düzeltm eler" o la rak  değ e r
lend irm ey i te rc ih  eden Lorentz g ib i son  derece sayg ın  pek çok fiz ikçin in  o 
g ö rüşleriy le  k a rş ıla ş tırm a  yapm ak  o k a d a r  da h ay a l ü rü n ü  değild ir. K ütle
çekim le ilg ili O R 'nin ö n g ö rü le rin in  b a şa r ılı b iç im de gerçek leştirilm iş 
FELIX tü rü n d ek i b ir  deneyle d es tek len d iğ i gerçek ten  açığa çıksa bile, b e n 
ze r şek ilde , k u an tu m  fiziğ ine ilişk in  zo r ed in ilm iş 20. yüzyıl dünya  g ö rü 
şü n ü  te rk  etm eye gönü lsüz b ir  o k a d a r  sayg ın  fizikçi b u lu n a ca ğ ın a  şüphe  
yoktur. B ana göre böylesi b ir  bak ış aç ıs ı g eric id ir  ve dünyay la  ilg ili g e r
çek ten  an lam  ifade  edebilecek yeni b ir  k u an tu m  ta b lo su  tem elinde gerçek
leşecek güçlü  b ir  yeni ilerlem e o la sılığ ın ı ıskalar!

E lbe tte , kü tleçekim le ilg ili O R 'nin, d ah a  az geleneksel b ak ış  aç ısın ı 
des tek lem esin i bekleyen b iz ler, bak ış ım ız ın  böylesi b ir  deney ta ra f ın d a n  
o lu m su zla n a b ileceğ in e  ilişk in  a l te rn a t if  o lasılığa  da h az ırlık lı olm ak zo
runday ız . B una yönelik  kendi tepkim , bu  konuyu ta r t ış tığ ım  pek çok k u a n 
tu m  fiz ikç isin in , geleneksel k u an tu m  m ekan iğ in in  y ine sağ  sa lim  çıkacağ ı
n a  ilişk in  k a tı bek len tile rin i ifade e tm iş o lm ası gerçeğine k a rş ın , d ikkate 
değer b ir  şa şk ın lık  o lur. Şaşk ın lığ ım  öncelikli o la rak , günüm üz k u an tu m  
m ekan iğ in in , dünyay la  ilg ili fiz iğ in  an lam  ifade e tm esi iç in  cidd i b iç im de 
değ iştirilm ek  z o r u n d a  olacağı şek ilde g üven ilir h e rh an g i b ir  ontolojiye 
sa h ip  o lm adığ ı k an a a tin d en  k ay n ak lan ır. Bu kendi iç inde, ne kü tleçek im le  
ilgili O R 'nin y ard ım ım ıza  gelm ek zo ru n d a  o lduğunu  ne de b u ra d a  ö ze tle
nen  b e lir li kü tleçek im  ö nerm esin in  doğru  o lan  o lm a zo ru n lu lu ğ u n u  im a 
eder.44 Yine de, m o d em  k u an tu m  k u ram ın ın  sa b ırlı ve esnek o lu şu n u n , ko 
layca d eğ iş tir ilm esin e  iz in  verm eyeceğin i h issed iyo rum . B ana göre b u  tü r  
h e rh a n g i b ir  değ işik lik  eşdeğer b iç im de d işli b ir  şey in  a rac ılığ ın ı g e rek ti
r i r  ve b ilin en  fizik te, E in s te in 'ın  genel göreliliğ i ve ona ilişk in  d erinden  
harek e te  geç iric i ilke ler d ış ın d ak i d iğer h iç b ir  şey  b u  endam a sah ip  değ il

44 Örneğin hem Kârolhâzy'nin, 1974, orijinal kütleçekimle ilgili OR düzeni hem de Percival'in, 
1974, daha yeni olan bu tür önermesi burada ortaya konanlardan oldukça farklı öngörülerde 
bulunur.



dir. Ü stte  önerm iş o lduğum a b en z er b ir  kütleçek im le ilg ili OR düzen i bek 
lem em e yol açan  şey ler b u n la rd ır . Böylesi ta r t ışm a la r ın  sonucu  ne o lu rsa  
o lsun  çok güçlü  ve ilg i çekici pek çok y e n i k u an tu m  m ekan iksel k o nunun  
o rtay a  konm asın ı ve 21. yüzyıl iç inde  y a n ıtla n m as ın ı bekliyorum !

30.14 Erken evrendeki dalgalanmaların kökeni

Bu bö lüm ü so n la n d ırm ad a n  önce, k u an tu m  k u ram ın ın  k u ra lla r ın d ak i 
b ir  değ işik lik ten  esasen  d erin  b iç im de etk ileneb ilecek  o lan  o say ısız  
önem li kon u d an  y a ln ızca  b ir in i, b u  bö lüm deki değ e rlen d irm e ler u y arın c a  
o rtay a  koym ak is tiyo rum . §27.13 'te , ev ren in  o şek ilde b aş lad ığ ı gö rü len  
o la ğ an ü s tü  derecede özel d u ru m a d ikkat çektim . Bu d u ru m u n  özel o lm a
sıy la  ilg ili tem el yol ve ona saçm a b iç im deki düşü k  e n tro p is in i veren  şey 
o ldukça kesin  u zam sa l izo tro p i ve tü rd e ş lik ti, böylece ev rene ilişk in  uzay- 
zam an  geom etrisi s ta n d a r t  kozm olojik FLRW m o delle rinden  (§27.11) b i
riy le  (hâlâ) d ikkat çekici b iç im de yak ın  uyum a sa h ip tir . E lb e tte  s ık lık la  
ile ri sü rü ld ü ğ ü  üzere evren, m u tlak  ve kesin  b iç im de, böy lesi s im etrik  b ir  
m odele sa h ip  olm uş o lam az. Böylesi yüksek b ir  s im etri bir ke z  söz k onusu  
o lsayd ı h e r  zam an  iç in  o rad a  b u lu n m ak  zo ru n d a  o lu rd u  çünkü  E in s te in 'ın  
genel görelilik  -v e  k lasik  fiziğ in  geri k a la n ın ın -  d inam iğ i b u  tü r  sim etriy i 
kesin  b iç im de koruyacak tır.

Peki ya k u a n tu m  fiz iğ inden  ne haber?  K uantum  evrim  sü reç le rin e  iç 
k in  o lan  "rasgelelik" b u  tam  s im e tr in in  o rtay a  ç ıkm asındak i sa p m ala ra  
o lanak  tan ım az  mı? "K uantum  d a lg a lan m ala rı"  kavram ı b u  aşam ad a , tam  
s im etrid e n  gerek d u y u lan  h a f if  sa p m a la r ı sağ lam an ın  b ir  a rac ı o la rak  s ık 
ça y a rd ım a  çağrılır. F ik ir, b u  tü r  "d a lg a lan m ala rın " küçük  o la rak  b a ş la y a 
b ileceğ i fa k a t d ah a  so n ra  kü tleçek im le ilg ili küm elenm e yoluyla derece 
derece a r ta ca k  o lan  k ü tle  d ağ ılım ındak i düzensiz liğ in  kaynağ ı o la rak , so 
n u ç ta  y ıld ız la r, g a lak s ile r  ve g a lak si küm elerin in , gözlem le uyum lu  o la 
rak , gelişeb ileceğ i şek ilde  h a re k e t edeceğidir.

Öyleyse k u an tu m  d a lg a la n m a la rı n ed ir? Bu, çok küçük  b ir  bölgedeki 
b ir  k u an tu m  a lan ın ın  değeri yüksek  b ir  isa b e tle  ö lçülm eye ça lış ıld ığ ın d a  
b u n u n  ilg ili d iğe r a lan  n ice lik le rin d e  çok büyük  b ir  be lirs iz liğ e  ve b u  n e
denle de ö lçüm lenen  n iceliğ in  bek lenen  değerinde çok se ri b ir  değişim e 
yol açm ası an lam ın d a  a lan  n ice lik le rine  uygu lan d ığ ı haliy le  (§26.9) H e
isen b erg  b e lirs iz lik  b a ğ ın tıla r ın ın  (§21.11) b ir  özelliğ id ir. Böylece, b ir  a lan  
n ice liğ in in  kesin  değerin i öğrenm eye ilişk in  eylem  o n ice lik te  çılg ınca b ir  
d a lg a lan m a sonucunu  verecek tir. Bu nicelik  uzayzam an  m etriğ in in  b ir  b i
le şen i o lab ilir, böylece m e triğ i k es in  b iç im de ölçm eye dönük  h e r  tü r  g ir i



şim  o m e trik te  devasa  değ işik lik lerle  so n u ç lan acak tır . Jo h n  VVheeler'ı 
1950 'lerde, 10-13 cm 'lik  P lanck  ö lçeğindeki uzayzam an  d o ğ as ın ın  çılg ınca 
d a lg a la n an  b ir  "köpük" o ld u ğ u n u  (§29.6 'nın so n u n a  ve Şekil 29 .6 'ya bakın) 
ile ri sü rm eye yönelten  şey, b u n la r  g ib i değerlend irm elerd ir.

Bu ta b lo y u  n e tle ş tirm ek  üzere H eisenberg  b e lirs iz lik  b a ğ ın tıla r ın ın  a s 
lın d a  ne ifad e  e ttiğ in i d ikka tli b iç im de an ım sam alıy ız . O nlar bize, D oğa
n ın  en küçük  ölçeklerdeki d av ra n ış  b iç im inde içsel o la rak  "bulanık" ya da 
"uyum suz" b ir  şey b u lu n d u ğ u n u  söylem ez. H eisenberg  b e lirs iz liğ i b u n u n  
yerine , k en d isi yo luy la değ işm eli o lm ayan  iki ö lçüm ün  g erç ek le ş tir ile b il
m esin i k ıs ıtla r . Tekil b ir  p a rç ac ık la  ilg ili o la rak , ona ilişk in  b ir  yöndeki 
değ işm eli o lm ayan  konum  ve m om entum un , k end ile rine  a i t  ilg ili h a ta la r ın  
ça rp ım ı ^ ft'd en  küçük  o lm am ak üzere  (§21.11), aynı an d a  k es in  o la rak  sap - 

ta n am a y ac ağ ın ı an ım sayalım . B unun la b irlik te  m ükem m el şek ilde iyi t a 
n ım lı b ir  k u an tu m  d u ru m u  söz k o n u su d u r ve h e rh an g i gerçek b ir  ölçüm  
gerçek leştirilm ezse  S chröd inger denklem i u y a rın c a  (s ta n d a r t U k u an tu m  
m ekan iğ in in  geçerli o lduğu  varsay ıla rak ) p a rçac ığ ın  d u ru m u  kesin  o larak  
ev rim leşecek tir.

B enzer b iç im de s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ inde b ir  uzayzam an ı ta n ım 
lay an  tü m  değ işken ler b ir  a ra d a  sap tan am az . U zayzam ana ilişk in  k u a n 
tu m  aç ık lam ası y ine de m ükem m el b iç im de iyi ta n ım lı o lm alıd ır. B unun la 
b irlik te  H eisenberg  ilkesi bize, fa rk lı u zayzam an  geom etrik  n ice lik le rin in  
b irb ir iy le  değişm eli o lm ad ık la rı gibi, bu  aç ık lam an ın  da k lasik  b ir  (sözde) 
R iem anncı m an ifo lda  benzeyem eyeceğini söyler. B unun yerine  W heeler 
ta b lo su  u y arın c a  du rum , çoğu düzlü k ten  çılg ın  b iç im de sa p a n  ve böylece 
k a fa s ın d a  can lan d ırd ığ ı üzere  "köpük benzeri" b ir  k a ra k te re  sa h ip  o lan  
fa rk lı geom etrile rle  ilg ili çok büyük  b ir  ü s t  ü s te  b in m ed en  o lu şu r.

B unun, erken  evrene ilişk in  d u ru m a  n a s ıl uy g u lan d ığ ın ı görelim . Tam  
sim e tr id e n  sa p m ala r, tü m  b aş lan g ıç  d u rum u  tam  FLRW kozm olojik s im e t
r is in e  sa h ip se , gerçek te "kuan tum  d a lg a la n m a la rı"n a  b a ğ la n a b ilir  mi? Bu 
d u ru m a  ilişk in  U evrim i, "kuan tum  d a lg a lan m ala rı"  ya da H eisenberg  b e 
lirs iz liğ in in  h e rh an g i b aşk a  b ir  g ö rü n ü m ü n d en  bağ ım sız  o la rak  b u  tam  
FLRW s im e tris in i ko rum aya devam  etm ek z o ru n d a d ır.130141 Bu, VVheeler'ın 
k a fa s ın d a  c a n la n d ırd ığ ı son' derece düzensiz  "köpük benzeri" geom etriy le 
n a s ıl u y u şu r?  B urada h iç b ir  çe lişk i o lm am ası g erek ir çünkü  d u ru m u n  tü 
m ü tek il b ir  geom etrin in  değil, böy lesi düzensiz  g eom etrile rin  b ir  ü s t  ü s te  
b in m e sid ir. Ü st ü s te  b in m en in  kend isi, k en d ile rin d en  o lu ş tu ğ u  tek il ge-

ffl [30.14] Bu simetrinin korunmasının niçin, U evrimiyle ilgili oldukça zayır genel bir varsa- 
yımla birlikte yalnızca U evrimine ilişkin belirlenimci eşs iz lik ten  geldiğini görebiliyor mu
sunuz?



o m etrile rin  sa h ip  o lm ad ığ ı b i r  sim etriye  sah ip  o lab ilir . Bir düzensiz  ge
o m etri k a tk ıd a  b u lu n u rsa  b u  d u ru m d a  h e r  FLRW u y g u lam ası yo luy la  on 
dan  elde ed ilen  tü m  d iğ e rleri de k a tk ıd a  b u lu n u r .45

Öyleyse düzensiz  geom etrile re  a it b u  çok büyük  FLRW sim etrik  ü s t  ü s 
te  b in m esin in , yaln ızca , gözlem le uyum lu  o lan  o ldukça önem siz b ir  b iç im 
de ra h a ts ız  ed ilen  b e lir li b ir  "neredeyse FLRW sim etrik" evrene benzeyen 
b ir  şey i o rtay a  ç ıkard ığ ı n a s ıl  d ü şü n ü lü r?  B unun tüm üy le  s ta n d a r t  kuan- 
tu m  m ekaniğ ine ilişk in  U evrim i iç inde gerçek leşeb ilm esin in , s im etri b u 
ra d a  ta m  o la rak  ko runm ak  zo ru n d a  o lduğundan , h iç b ir  y o lunun  b u lu n m a
dığı okuyucu iç in  açık  o lm alıd ır. G eom etrilere ilişk in  b u  çok büy ü k  ü s t  ü s 
te  b inm eyi tek il b ir  geom etri h a lin e  y a  da b u n u n  yerine  geom etrile rin  tek il 
b ir  gom etriye d ah a  çok benzeyen  d a h a  küçük  b ir  ü s t  ü s te  b inm e h a lin e  ge
tire n  R işlem i d o ğ as ın d a  b ir  şey  o rtay a  çıkm ak zo ru n d ad ır. A nah ta r, "ku- 
an tu m  d a lg a la n m a la r ın d a n  k ay n ak lan an  düzensiz lik le rin , kend isi yo luy
la , tek il b aş lan g ıç  k u an tu m  d u ru m u n u n  k en d isin i b ir  b iç im de fa rk lı d u 
ru m la ra  ilişk in  b ir  o lasılık  k a rış ım ın a  dön ü ştü receğ i R benzeri b ir  eylem  
o lm aksız ın  m eydana  ç ıkam am asıd ır. Bu b iz i yen iden , R'ye ilişk in  "gerçek
liğe" yönelik  fa rk lı tu tu m la r ın  ta rt ış ıld ığ ı 29. bö lüm dek i k o n u la ra  yön len 
d irir.

B urada , sıcak lığ ın  belk i de 1032 K değerin i bu lm u ş o lab ileceği çok e r
ken evren le ilg ilend iğ im iz i ak lım ızda tu tm alıy ız . O za m a n la r e tra f ta  "öl
çüm ler" g erçek leştiren  deneyciler yoktu, b u  d u ru m d a  s ta n d a r t  "Kopenhag" 
p e rsp e k tif in in  (§29.1'dek i (a)) n a s ıl u y gu lanab ileceğ in i görm ek güçtü r. Pe
ki y a  çoklu d ü n y a la r  b ak ış ı (§29.1'deki (b))? O ta b lo d a  gerçek h iç b ir  R söz 
k o n u su  değ ild ir ve ev ren in  FLRW sim etrik  du rum u , b u  du ru m  o lu ştu ru cu  
u zay zam an  geo m etrile rin d en  pek çoğuna ilişk in  tem el b ir  ü s t  ü s te  b inm e 
b iç im inde  tem sil edeb ilm ek  üzere, günüm üze k a d a r  ko runu r. Bu bak ışa  
göre a l te rn a tif  uzayzam an  geom etrile ri h a lin e  d ö n üşm en in  ancak  b ilinç li 
gözlem ciler dü n y ay ı an lam lı k ılm aya ça lış tık la rın d a  uygun  olduğu  v a rs a 
y ılır; a r tık  h e r  b ir i tek il b ir  "dünya" a lg ılay an  b ilin ç li gözlem cilere ilişk in  
b ir  ü s t  ü s te  b inm e söz k o n u su d u r.46 "FAPP" b ak ış ın d a  (§29.1'deki (c)) (ye
terli) çevresel evre uyum su z lu k  varlığ ı, k en d isi yo luy la , fa rk lı g eom etrile
re  ilişk in  k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm em iz in  fa rk lı geom etrile re  ilişk in  b ir  ola-

41 Bununla birlikte burada b ir incelik söz konusudur çünkü bir uzayzaman geometrisi üzerin- 
deki soyut bir simetriye ilişkin eylemin basitçe yine aynı geometriyi üreteceği, genel kovar- 
yans ilkesi nedeniyle, bkz. §19.6, düşünülebilir. Bu konuya ilişkin olarak alınabilecek farklı 
tutum lar mevcuttur fakat ne olursa olsun metinde ortaya konan genel fikir etkilenmez.

46 Wheeler'm kendi değişik biçimi, "katılımcı evren"le ilgili olarak, bkz. VVheeler, 1983, bu, er
ken evrende meydana gelen uzayzaman geometrisine ilişkin özel seçimi bir biçimde, teleolo- 
jik olarak, belirleyen bilinçli gözlemcilerin nihai varlığıdır.



silik  k a r ış ım ı  b iç im inde değ erlen d irilm esin e  iz in  verilen  sin y a l o la rak  de
ğ erlend irilir.

O lağan k u an tu m  fiziğ indeki b ir  ö rnekle k ıy aslam a yapm ak  ay d ın la tıc ı 
o lu r.47 B ir k ab a rc ık  o d as ın d a  m erkezi o la rak  konum lanm ış b ir  O n o k ta s ın 
da kü rese l o la rak  sim etrik  b ir  d u ru m d a  (diğer b ir  dey işle  0 sp in li, bkz. 
§22.11) h arek e ts iz  b ir  rad y o a k tif  çek irdek  d ü şü n ü n  (Şekil 30.27).48 B unun 
nü k leer b ir  fisyon  yoluy la O 'dan  te rs  yön lere  doğru  f ır la tı la n  ik i p arçaya , 
A ve B, b ö lü n d ü ğ ü n ü  dü şü n ü n . A ve B 'n in , k ab a rc ık  o d as ın d a  iz b ırak acak  
şek ilde elek trik  yüklü  o lduğunu  d ü şü n eb ilir iz . Bu ö rnek te  m erkezi O 'da 
o lan  kü rese l s im etriy e  sah ip  b ir  d u ru m la  baş lad ık . B unun la  b ir lik te  b o zu 
num  so n ra s ı kü rese l sim etri, A ve B p a rç a la r ın ın  kend is i üze rin d e  f ırlad ığ ı 
eksen ta ra fın d a n  k ırılır. B unu o rijina l d u ru m a ilişk in  U evrim i b iç im inde 
n as ıl an lam am ız gerekir? A çıktır ki, ü s tte  de b e lir tild iğ i üzere, k ü rese l s i 
m etri ko runm ak  z o ru n d a d ır  fak a t d u ru m  b u n u  fark lı eksen  yön lerince  ve
rilen  o lası tüm  d u ru m la rın  d o ğ ru sa l b ir  ü s t  ü s te  b inm esi b iç im inde o lu şa 
rak  gerçek leştirir. D alga fonksiyonu  m erkezi O 'da o lan  kü rese l b ir  dalga 
b iç im ine sa h ip tir ; b u n a  rağm en, A 'ya ilişk in  h e r  konum  a n tip o d a l yöndeki 
b ir  B konum uyla  ilişk ili o lm ak üzere, hem  A hem  de B 'yi içeren  k a rış ık  b ir  
du ru m  o lduğunu  ak lım ızda tu tm a k  zorunday ız. A ve B ü zerindek i yük lerin  
e tk is i k ab a rc ık  o d as ın d ak i m alzem eyi iy o n la ş tırm ay a  b aş lay ıp  k ab a rc ık 
la r  o lu ştu k ça  du ru m  bu  m alzem eyle do lan ık  hale  gelir, böylece tü m  d u ru 
m un, h e r  b ile şen in , b ir i A k o rid o ru n a  ve d iğeri B k o rid o ru n a  k arş ılık  gelen 
te rs  yönlü  b ir  ç ift kab arc ık  izi içerd iğ i b ir  ü s t  ü s te  b inm eden  o lu ş tu ğ u n u  
görürüz.

Ş e k il  3 0 .2 7  OR y o lu y la  s im e tr i  k ın l ım ı.  0 - s p ir ü i (kü rese l  
o la ra k  s im e tr ik )  b ir  ç ek ird e k , b e lir l i  b ir  ç i f t  te r s  y o lu  iş g a l  
e t t iğ i  g ö z le m le n e n  ik i p a r ç a y a  b ö lü n ü r . B a ş la n g ıç  d u r u m u 
n u n  U e v r im i k ü r e se l s im e tr iy i  k o r u r  f a k a t  b u  te r s  y ö n le r 
d e k i (do lan ık) b ir  k u a n tu m  ü s t  ü s te  b in m e  ç if t in d e n  o lu şu r  
(M ott). R b u n la rd a n  y a ln ız c a  b ir in in  a lg ıla n m a s ı so n u c u n u  
v er ir . B u  ö rn ek  b a ş la n g ıç ta  s o n  d e re c e  s im e tr ik  o la n  b i r  e r 
k en  e v r e n  k u a n tu m  d u ru m u n d a k i y o ğ u n lu k  d a lg a la n m a la r ı
n ın  y a r a t ı lm a s ın d a  n e  o lm u ş  o la b ile c e ğ in e  i l iş k in  a ç ık la y ıc ı  
b ir  m o d e l o la ra k  k a b u l e d ilir .

47 Bu, Neville Mott'a, 1929, ait olan, ct-parçacık yayınımındaki sis odasına ilişkin tartışmayla 
bir benzerlik taşır.

48 Bu, kendisi yoluyla yüklü bir parçacığın geçişinin küçük bir kabarcık sicimi olarak belirtil
diği standart bir düzenektir; bkz. not 30.47, bkz. Femow, 1989.
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Az önce aç ık lan an  d u rum  esase n  erken ev rendek inden  fa rk lı değ ild ir. 
S im etrik  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m e sin in  yerin in  d a h a  az s im etrik  a l te rn a tif 
lere a i t  b ir  o lasılık  k a rış ım ı ta ra f ın d a n  a lın ab ilm esi iç in  B 'nin b ir  v ersiy o 
nu  gerek lid ir. Öyle g ö rü n ü y o r ki k u ram c ıla r  p ra tik te , kozm olojik ufuk  b o 
y u tu n u n  k u an tu m  d o lan ık lık la rın a  yönelik  b ir  tü r  "kesm e" sağ lam ak  üzere 
rasg e le  (ve m antıksız) b iç im de a lınd ığ ı FAPP y o ru m u n u n  (§29.1'deki (c)) 
b ir  fo rm u n u  ben im sem e eğ ilim inded ir. K uantum  ü s t  ü s te  b inm esi böylece, 
b u  gerçek  konum  hem en hem en  h iç b e lirg in  o lm am asın a  rağ m en  b ir  o la s ı
lık k a rış ım ı b iç im inde d eğ e rlen d irilir. Ö rneğin  seçkin  şişm e y an lıs ı koz- 
m o log lar Kolb ve T u m e r (1994) m ezun  düzeyi ders k ita p la rı The E arly Uni- 
v e rse 'ü n  (Erken Evren) 286. sa y fa s ın d a  şu n u  ile ri sü rm ekteler:

H er m od ufuk  d ış ın a  geçerken  m ikro fiz ik ten  a y r ış ır  ve b ir  k lasik
d a lg a la n m a  b iç im inde "donar".

B uradak i "m od” b ir  k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm esine  ilişk in  b ir  b ile şen le  i l 
g ilid ir , böylece y az a rla rın  ufku b ir  b iç im de, b ir  k u an tu m  gen liğ inden  g e r
çek k lasik  a lte rn a tife  ilişk in  b ir  o la sılığ a  geçişe iz in  verecek b iç im de k u l
lan m ay ı dened ik le rin i gö rü rüz . Bu b ir  FAPP önerm esi h a t tın d a  b ir  şey o la 
rak  g ö rü n ü r ve §§29.6, 8 'd e  ta r t ış ıld ığ ı üzere, açık konuşm ak  gerek irse 
m a n tık s ızd ır .49

Kendi b ak ış  açım da, ta m  FLRW s im e tris in d en  k u an tu m  d a lg a la n m a la 
rı yo luy la  a y rılış la rın  su n u m u , zo ru n lu  b iç im de, n esn e l du ru m  in d irg e n 
m esine  ilişk in  b ir  k u ram  gerek tirir. B unun la b irlik te , §§30 .9-12 'de ile ri 
sü rü lm ü ş o lan  kütleçek im le ilg ili OR'ye ilişk in  "asgarici" önerm e, du rd u ğ u  
b iç im de ye terince  sağ lam  değ ild ir. Tekil g eom etrile rin  §30.10 'da o lduğu 
g ib i zo ru n lu  b iç im de d u rağ a n  o lm asın ın  gerekm ediğ i çok sa y ıd a  uzayza- 
m an  geom etrisine  ilişk in  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m ele rin in  ele a lın ab ilm esi 
iç in  d a h a  k ap sam lı b ir  OR önerm esine gerek duyu lu r. Böylesi b ir  düzen 
elde ed ild iğ inde , o hem en, k a rş ıs ın d a  du rm ak  ya da çökm ek zo ru n d a  o ld u 
ğu, a r ta n  b iç im de etk iley ici b ir  gözlem e dayalı veri to p lu lu ğ u y la  k a rş ı la 
şacak tır . BOOMERanG, WMAP ve d iğer gözlem ler ş im diden , erken  ev ren 
deki yoğun luk /s ıcak lık  d a lg a la n m a la rıy la  ilg ili devasa  n icelik lere  u la şa n  
veriye s a h ip tir  ve a r tık  b o ru  h a t t ın d a  d iğer deney lerden  gelen çok daha 
fa z la s ı söz k onusu  o lacak tır.

n  O devirde, geri çekilmenin ışık hızına ulaştığı Hubble yarıçapındaki bu "kesme"nin gerçek 
sebebi, ne olursa olsun şişme düzenindeki Hubble yarıçapından çok daha büyük olan, bkz. 
Şekil 28.5, gerçek "ufuk boyutu"yla doğrudan ilgili değildir ve kuantum fiziğinden klasik fi
ziğe geçişle hiçbir ilgisi bulunmaz. Evrenin, görelilik sınırlarına bağlı olan b ir alan üzerinde 
genişlemesiyle ilgili tümüyle klasik bir etkidir.



B urada bu  d u ru m la  ilg ili son  b ir  yo rum  uygun  olur. N ükleer fisyon la  
ilg ili ü s ttek i örneğim izde s im etrik  d u ru m u n  ne k a d a r  yüksek  derecede k a 
rış ık  b ir  du ru m  o lduğunu  b e lir ttik . Bu ay rıca  bizi, b a ş lan g ıç ta k i b ir  FLRW 
s im etrik  d u ru m u n d an  "kuan tum  d a lg a la n m a lan "n a  bağ ım lı b ir  evrene gö
tü re n  du ru m  ind irgenm ele riy le  ilg ili o la rak  d a  doğ ru d u r, h a t ta  d ah a  b ü 
yük b ir  ölçüde. Bu nedenle §§23 .3 -6 'da  verilm iş o lan  EPR d u ru m la rın a  
ilişk in  ta rtışm a m ız la  uyum lu  o larak , k lasik  nedense lliğ i ç iğ n er gö rünen  
uzak  o lay la r a ra s ın d a  ilişk i sağ lay an  "Bell e ş its iz lik  ih la lle ri"ne  sah ib iz . 
Böylesi b e lirg in  nedense llik  ih la lin in , b u  tü r  ay rı o lay ları n ed en se l e tk ile 
şim e getirm eye h izm et eden şişm e gibi b ir  m ekan izm an ın  b e lir tec i o lm ası 
gerekm ez fak a t uygun  h erh an g i b ir  n esn e l d u ru m  ind irgenm e düzen in in  
(OR) b ir  sonucu  o la rak  o rtay a  ç ıkab ilir. B ununla b ir lik te  h en ü z  verilm iş 
o lan  ta r t ışm a d a n ,50 s ta n d a r t  FLRW kozm olojileri d ah ilin d e  b ile  b u  tü r  b e 
lirg in  "nedensellik  ih la li"n in , nesne l b ir  du rum  ind irgenm esi yo luy la  b a ş 
langıç d a lg a lan m ala rı o rtay a  ç ık a rsa  h erh an g i b ir  şişm eye gerek o lm aksı
zın m eydana geleb ild iğ in i görm ekteyiz.

Tüm  bu  k o n u la ra  g üven ilir b iç im de yöneleb ilen  b ir  k u ram d a n  uzak  o l
duğum uz aç ık tır. Yine de en az ın d a n  okuyucuyu, geçerli b ir  on to lo jin in  
b u lu n d u ğ u  b ir  k u an tu m  m ekan iğ ine sa h ip  o lm an ın  önem ine ikna  ed eb il
m iş o lduğum u um uyorum . Bu k ita b ın  29 ve 30. b ö lüm lerinde  ele a lınm ış 
o lan  k o n u la r  yaln ızca  felsefi b ak ım d an  ilg ilen ilen  k o n u la r  değ ild ir. Onto- 
lojik o la rak  uygun  b ir  (gelişm iş) k u an tu m  m ekan iğ ine sa h ip  o lm an ın  ön e
m i, b an a  göre ab a rtılam az . Bu bö lüm de, böy lesi b ir  k u ram  b ilg is in d en  d e
r in  b ir  b iç im de e tk ilenebilecek  tem el k o n u la rd a n  yaln ızca  b ir in e  değ in 
dim . E rken evren le ilg ili "Kopenhag" b ak ış  aç ıs ın ın  gerçekten  u y g u la n a 
m ayacağı, b iyolojideki k o n u la rı da içeren  d ah a  pek çoğu, b ir  k u an tu m  s is 
tem iy le k lasik  b ir  ölçüm  a le ti a ra s ın d a  h erh an g i b e lirg in  b ir  ay rım  m evcut 
o lm am ak üzere, söz k onusudur.

Çeşitli insanların, böylesi "nedensel olmayan" EPR türü ilişkilerin erken evren dalgalanma
larında mevcut olmuş olabileceğini bu tür nedenlerden dolayı ileri sürdükleri görülür, örne
ğin bu doğadaki bir öneri bana birkaç yıl önce Bikash Sinha tarafından sunulmuştu.



SÜPERSİMETRİ, BOYUTLULUK ÖTESİ VE SİCİMLER

31.1 Açıklanmamış parametreler

O lasılık la  çoğu fizikçi, 21. yüzyıl fiz iğ in in  d ep o su n d a  b iz im  iç in  b u lu n d u r
d u k la rıy la  ilg ili önceki bö lüm de öze tlenm iş o la n d an  o ldukça fa rk lı f ik ir le 
re  sa h ip tir . Çok azı k u an tu m  m ekan iğ in in  çerçevesinde tem el değ işik lik ler 
o lacağ ın ı u m a r gö rünm ek ted ir. B unun  yerine  uzay zam an a ilişk in  ek b o 
y u tla r  gerek tiğ i ya d a  n o k ta sa l p a rç ac ık la rın  "sicim ler" o la rak  b ilin en  ge
n iş le tilm iş  v a rlık la r la  ya d a  belk i de "m em bran lar" ya da p - z a r la r  y a  da 
"zarlar" o la rak  a d la n d ır ıla n  -v e  iç le rinde  "D -zarlar" o la rak  a d la n d ır ıla n  ek 
tu h a f  n esn e le rin  önem li ro lle r  o y n ar g ö rü n d ü ğ ü - yüksek  b o y u tlu  y a p ıla r la  
d eğ iş tir ilm esi gerek tiğ ine  b en z er ku lağa  tu h a f  gelen fik irle ri sav u n m ak ta- 
la r. "Süpersim etri" o la rak  a n ılan  s im etri fik rine  ya da "kuan tum  g ru p ları"  
f ik rine  ilişk in  kafa k a r ış t ır ıc ı  g en iş le tm eler söz k o n u su d u r. "Değişm eli o l
m ayan" b iç im inde ta n ım la n a n  geom etri k av ra m ın a  ilişk in  genellem eler 
m e v cu ttu r  ve en küçük  düzeyde sü rek lilik  yerine  ay rık lığ ın  egem en olduğu  
ya d a  u zay  k u m aşın ın  k en d is in in  düğüm  ya da b a ğ la rd a n  o lu ş tu ğ u  dünya 
ta b lo la r ı söz k o n u su d u r. U zayzam an k av ram ın d an  vazgeçilm ek ya da 
onun  b az ı b aşk a  te rim le rle  yen iden  fo rm üle  edilm ek zo ru n d a  k a lacağ ın a  
ilişk in  f ik ir le r  m evcu ttu r.

Tüm  b u  f ik irle r n e d ir  ve o n la rd a n  ne an lam alıy ız? D aha önem lisi bu  
k a d a r  çok fizikçiyi, s ıra d a n  in sa n  ö lçü lerinde  do laysızca  a lg ılad ığ ım ız  
şeyle çok az benzerlik  ta ş ıy a n  b ir  "gerçeklik" ta n ım la m a y a  yönelten  şey 
ned ir?  Ş üphesiz , böy lesi ö n erile r  ta sa r la m a  n ed en in in  b ir  p a rç a s ı k u an 
tu m  m ekan iğ in in  ve d ah a  küçük  b ir  ö lçüdeyse genel göre liliğ in  b a ş a r ıs ın 
da y a ta r . 20. yüzyıl k u ram la rı bize, d o ğ ru d an  sezg ilerim iz in  ne k a d a r  y a n 
lış y ö n len d iric i o lab ileceğ in i ve "gerçekliğin" önceki y ü zy ılla ra  a i t  fizik  t a 
ra f ın d a n  su n u la n  ta b lo la rd a n  d erin  b iç im de fa rk lılık  göste reb ileceğ in i 
g öste rd i. Yine de, d ü n y ay a  ilişk in  o la ra k  y a ln ızca  y ab an c ı ya da a lış ılm a
dık  b ir  düzen  iç inde su n u lm ası, ona in an m am ıza  yönelik  b ir  zem in sa ğ la 
m az. E v ren in  iç iş ley iş in e  yönelik  d ah a  d erin  so n d a lam a g iriş im in d e  b u 



lu n d u k la rı ölçüde m o d em  k u ram c ıla rın  a ra ş tırm a la r ıy la  ilg ili tem elde y a 
ta n  yö n len d iric ile re  ilişk in  b ir  şeyi an lam ay a  ça lışm am ız gerekecek.

îlk  o la rak  24. bö lüm de ra s tla y ıp  25 ve 26. bö lüm lerde  devam  ettiğ im iz, 
özel gö relilik  ve k u an tu m  k u ram ın ın  b irle ş ik  gerek lilik le rin in  b iz i a la n la ra  
ilişk in  k u an tu m  ku ram ı b a tak lığ ın a  sü rü k led iğ i gerekçelend irm elere  k a l
dığ ım ız yerden  devam  etm ek zorunday ız. Bu, b iz i d ah a  so n ra  so n su z la ra  
ilişk in  b ir  m ay ın  ta r la s ın a  yöneltti; b u n la rın  çoğuyla b a şa  çıkm ak büyük  
u s ta lık  g e rek tird i ve sonuç o la rak  bizi, D oğanın ö lçüm lenm iş o lan  iş ley i
şiy le iyi b ir  uyum  sağ lay an  s ta n d a r t  p arçac ık  fiziği m odeline yön lend ird i. 
Yine de, son lu  b ir  ku ram  olm ak yerine  yaln ızca  "norm alleşeb ilir"  b ir  k u 
ram  o la rak  s ta n d a r t  m odelin  k en d is i de so n su z la rd a n  bağ ım sız  değ ild ir. 
N orm alleşeb ilirlik , ku ram  dah ilin d ek i ilg ili so ru la rın  çoğuna son lu  y a n ı t
la r  vererek  yaln ızca  b e lir li h e sa p la m a la rın  y ap ılm a sın a  iz in  v e rir  fak a t b i
ze, k u ram  ta ra fın d a n  ta n ım la n a n  özgül kü tle  değerleri ya da p a rç ac ık la r ın  
e lek trik  yük le ri g ibi b e lir li en önem li p a ra m e tre le r  h ak k ın d a  k av ray acağ ı
m ız h e rh a n g i b ir  tu ta m a k  n o k ta s ı sağ lam az. T erim lerin  yen iden  ta n ım la n 
m ası yo luy la  bu  sonsuz  ö lçek lend irm elerden  k aç ın an  ve elde edilecek d i
ğer  n icelik lere  ilişk in  son lu  y a n ıtla ra  o lanak  ta n ıy a n  yen iden  n o rm a lle ş 
tirm e  iş lem in in  kend isi o lm asayd ı b u n la r, "sonsuz" (ya da belk i "sıfır") 
o la rak  o rtay a  çıkard ı. Tem elde, değerleri k u ram a yaln ızca  aç ık lanm am ış 
p a ra m e tre le r  b iç im inde d ah il ed ilen  kü tle  ve yük ten  "vazgeçilir"; a s lın d a  
b e lirlenm esi gereken, tem el ku ark  ve le p to n la rın  kü tle  değerleri, H iggs 
parçacığ ı, vb 'ye  ek o la rak  çeşitli tü rle rd e k i b ağ laşım  sa b itle r in i de içeren  
bu  tü r  17 ya da d ah a  faz la  p a ra m e tre  m evcu ttu r.

D oğanın gerçek p a rç ac ık la r ın ın  kendi kü tle  ve yük leriy le  ilg ili sah ip  o l
d u k la rı tu h a f  değerleri çevreleyen önem li m ik ta rd a  gizem  söz konu su d u r. 
Ö rneğin, —e e lek tron  yükü olm ak üzere,

denklem iyle tan ım lan ıp  e lek trom anyetik  e tk ileşim lerin  kuvvetin i yöneten  
aç ık lanm am ış "ince yap ı sa b iti"  a 'y ı  ele alalım . İnce yap ı sa b itin in  te rs i 
oldukça yak ın  b iç im de a -1 =  137 değerin i fak a t d ah a  isa b e tli o la rak sa

a -1 =  137,0359...

değerin i alır. Bazı f iz ikçile r u zun  y ılla r  a -1 'in  gerçek ten  ta m  137 değerin i 
a lab ileceğ in i d ü şü n d ü le r. Özellikle S ir A rth u r E dd ing ton  (1946) ö m rünün  
son  k ısm ın ı so n u ç la rın d a n  b ir i a s lın d a  " a -1 =  137" o lacak  o lan  "tem el b ir  
kuram " üretm eye ça lışa rak  geçird i. Çoğu günüm üz fizikçisi, a  ya d a  d iğer 
"Doğa sab itle ri"n e  ilişk in  do laysız  b ir  m atem atik se l "denklem " bu lm ak la



ilg ili o la rak  kendi ö n ce lle rin d en  d ah a  az iy im ser o lab ilir . G ünüm üzde f i
zikçiler b u  n icelik leri b a s it  o la rak  sa y ıla r  yerine , b ir  e tk ileşim e d ah il o lan  
p a rç a c ık la r ın  enerji fo n k siy o n la rı b iç im inde değerlend irm e eğ ilim indeler 
ve b u n la rı "işleyen b ağ laş ım  sab itle ri"  b iç im inde a d la n d ırm a k ta la r  (bkz. 
n o t 26.21). "Doğa sa b itle ri"  o la rak  and ığ ım ız gözlem lenm iş sk a le r  değerler 
böylece b u  "işleyen" değerlere  ilişk in  "düşük  enerji s ın ırla rı"  o lur. Bu b e 
lir li s ın ır  değerlerine  ilişk in  tüm üy le  m atem atik se l b ir  gerekçe bu lm ak  h â 
lâ  u m u lab ilse  de, enerjiye h e rh a n g i b ir  bağ ım lılık  söz k onusu  o lm asayd ı 
b u  değerle r b ir  b iç im de o ld u k la rın d an  d ah a  az "temel" görü leb ilird i.

Yük ve kü tle  benzeri n icelik leri, §27.10 'da su n u lm u ş o lan , kend isiy le  
ilg ili G N ew ton  kü tleçek im  sa b iti, c ışık  hızı, P lanck  sa b itin in  h D irac fo r
m u ve k  B oltzm ann sa b itin in  tü m ü n ü n

G = c = h = k =  l

şek linde  b irim e e ş it  say ılab ild iğ i m u tla k  (Planck) b ir im le r  b iç im inde ifade 
etm ek çoğu kez aç ık lay ıc ıd ır. Bu b irim le rle  p ro to n  ü zerindek i yükün  (ya 
d a  e lek tron  ü ze rin d ek in in  eksi işa re tlis i)  k ab aca  e = 1/V137 ve d a h a  kesin  
b iç im d e566

e =  0,0854246

olduğu  aç ığa  ç ık ar ve tem el k u a rk  yükü  (aşağı k u ark  y ü k ü n ü n  eksi iş a re t
lisi; bkz. §25.6) b u  değerin  ü ç te  b ir in e  sa h ip tir . M utlak  b ir im le r  genellikle 
P lanck  b irim le ri (ya da bazen  P lanck-W heeler  b irim leri) o la rak  a d la n d ır ı
l ır  çünkü  (kuantum  m ekan ik  şöh re ti; bkz. § 21.4) M ax P lanck  1906'da y a 
y ım lan an  b ir  tezde b u  doğada b ir  gö rüş o rtay a  k o ym uştu r. Bu tezde şey le
r i sab itlem ek  üzere  iron ik  b iç im de kend i "Planck sa b iti"  yerine  e lek trik  
y ü künü  tem el b irim  o la rak  k u lla n m ış tır . Bu düzende b a s itç e  e =  —l 'e  s a 
h ip  o luruz. (Yük gizem i e lb e tte  o rta d a n  kaybolm az çünkü  kend i düzen inde 
tı = 137,036'dır.) Bu f ik irle rin  önem ini d ah a  so n rad a n  pek çok y az ıs ın d a  
(P lanck 'ın  e lek trik  yükü  seçim i yerine  ft'yi ku llanarak ) v u rg u lay an  k işi 
Jo h n  VVheeler'dı (örn., 1975).

Tüm ü b u  o lsa , böylece P lanck  b irim leri d ah a  uygun  b iç im de S to n e y  b i
rim le ri o la rak  a d la n d ır ılırd ı çünkü  (elektron yükünü  ilk  o larak  ölçen) İ r 
lan d a lI  fizikçi George Jo h n s to n e  Stoney, P lanck 'ın  1906'da o rtay a  koydu
ğu fik ir le r in  ay n ıs ın ı epey önceden  1881'de  o rtay a  koym uştu . B unun la  b ir 
lik te  P lanck  ta ra fın d a n  1899'da y ay ım lanan , "P lanck sab iti"n in  m u tlak  b i
rim le ri tan ım lam ak  ü zere  k u llan ıld ığ ı ve esasen  k u an tu m  k u ram ın a  öncü
lük  eden  1900 ta r ih li  ü n lü  tez in d en  önce, b aşk a  b ir  tez m evcu ttu . B uradan

566 Elbette bu e, doğal logaritma tabanıyla karıştırılmamalıdır: e = 2,718281828459...; bkz. 
§5.3.



h arek e tle  m u tlak  b irim leri "Planck b irim leri"  o la rak  a d la n d ıra n  geleneksel 
te rm ino lo jiye bağ lı kalacağım !

Peki p a rç ac ık la rın  kü tle  d eğ erle rinden  ne haber?  K ütle so ru n u , e lek trik  
yük ü n ü n k in d en  çok d ah a  b e la lı b ir  so ru n d u r. Bu, D oğanın tü m  p a rç a c ık 
la rın ın , tem el b ir  yükün  in te g ra l k a tla r ı o lan  yük değerlerine  sa h ip  o lm ası 
d u ru m u  g ibi gö rünm ek ted ir. Y alnızca se rb estçe  kendi b a ş la r ın a  v a r  o la b i
len  p a rç ac ık la r la  ilg ilen iyo rsak  bun u , p ro to n  üzerindek i yük o la rak  y a  da 
h a d ro n la rın  iç b ile şen le rin i d ah il e tm ek is te rsek  aşağ ı k u ark  y ü k ü n ü n  eksi 
iş a re tlis i  o la rak  k ab u l edeb iliriz . Bu gerçeğe ilişk in  o la rak  b ü tü n lü k lü  h e r 
hang i b ir  kav ray ış ve 137,036'ya ilişk in  uygun  h iç b ir  an lay ış  şim diye dek 
k esin lik le  v a r  o lm am asına  rağm en  bu  so ru n  kü tle  değerleriy le  ilg ili o lana 
k arş ılık  gelenden  çok d ah a  faz la  y ö n e tile b ilir  gö rünm ek ted ir. Kütle so ru 
n u y la  ilg ili g izem li g ö rü n ü m le rd en  b iri, s ıra d a n  p arçac ık  kü tle le rin in , 
m u tlak  b irim le rle  ö lçü ldüğünde sah ip  o ld u k la rı saçm a b iç im deki küçük 
e b a ttır . Ö rneğin  m e e lek tron  k ü tle si m u tlak  b irim le rle  yak laşık  o larak

m e = 0,000000000000000000000043

o lu r  ve p ro to n u n k i bu  değerin  y a ln ızca  1836 k a tıd ır . E lek tron  n ö trin o su - 
n u n  k ü tle s i ü s ttek i değerin  10-5 k a tın d a n  küçü k tü r. Bu küçük  kü tle  değ e r
le rine  ilişk in  bilm eceyi ifade etm en in  b aşk a  b ir  yolu, m akroskop ik  b ir  
10~sg o lan  (yaklaşık o la rak  küçük  b ir  ta ta rc ık  kütlesi), doğal "Planck k ü t
l e s in in  n iç in  D oğada k a rş ıla ş ı la n  tem el p a rç ac ık la rın  tü m ü n ü n  k ü tle s in 
den  bu  k a d a r  büyük  o lduğunu  so rm ak tır. Yine bu  bu lm acay ı ifade e tm e
n in  b ir  d iğ e r yolu, 1,6163x l 0 _35m 'lik  P lanck  u zu n lu ğ u n u n , p a rç ac ık  f iz i
ğ inde no rm ald e  k a rş ıla ş ı la n  en küçük  ö lçü lerden  20 'li b ir  büyük lük  düzen i 
k a d a r  küçük  o lduğunu  so rm ak tır . Sürekli uzay zam an la  ilg ili no rm al f ik ir 
le rin  gerçek  h erh an g i b ir  an lam  ifade  etm ez gö rü n d ü ğ ü  uzak lık  ö lçeğinin  
a l tın d a  o lan  b u  uzaklık , k u an tu m  kü tleçek im de d erin  b ir  önem e sa h ip  o la 
rak  d eğ e rlen d irilir .567

Bu g izem leri gö rm enin  b ir  yolu, e lek trik  yüklü  ya da kü tleye ilişk in  k ü 
çük değerleri, ç ıp lak  değerin  (§26.9) 1 ya da 4n  g ib i m atem atik se l o la rak  
saygı gören  b ir  say ı o lab ild iğ i b ir  yen iden  n o rm a lle ş tirm e  iş lem in in  so n u 
cu b iç im inde değerlend irm ek tir. B u radan  h arek etle , gözlem lenm iş küçük  
değerler, so n su z  yerine  y a ln ızca  b ü y ü k  b ir  yen iden  n o rm alleş tirm e  k a ts a 
y ıs ın ın  so n u cu  o la rak  o r ta y a  ç ıkab ilir. Bu, ÛFT'ye ilişk in  ırak sa k  top lam

567 Etkileşim  kuvvetleri -kabaca  ilgili kavram a sabitleriyle nitelenen yeğin, elektrom anyetik, 
zayıf ve özellikle kütleçekimiyle ilgili; 1 , ^ , ~10-6,~10~39-  arasındaki uyuşm azlık bazen 

"hiyerarşi sorunu" biçim inde adland ırılır. Goergia Devlet Ü niversitesi bu bağlaşım ları k a r
şılaştırm akla ilgili h assas no k ta lan  açıklayan sevimli b ir  m inik sayfaya sahitir; bkz. see 
http ://hyperphysics.phy-astr.gsu .edu/hbase/forces/couple.h tm l.

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/forces/couple.html


ya da in te g ra lle r  y ak ın sak  b ir  şey le  yer d eğ iş tir ile b ilirse  m eydana geleb i
lir. I ra k sa m a la r  ("m orötesi" ırak sa m a la r; bkz. §26.9) no rm ald e , g it g ide d a 
h a  da büyüyen  m o m en tu m ların  s ın ır  o lm aksız ın  ek lenm esin i, b u n la r  s ın ır  
o lm aksız ın  g it g ide d a h a  küçük h a le  gelen  u zak lık la rla  ilg ili o lm ak üzere, 
içerm eleri nedeniy le o rtay a  çıkar. B una göre, ırak sa k  in te g ra lle re  (ya da 
top lam lara ) yönelik  (kütleçekim le ilgili) 10-35m 'lik  P lanck  ö lçeğ inde568 b ir  
kesm e söz konusu  o lsayd ı so n su z la r  o r ta d a n  k a ld ır ılab ilird i. A slında bu  
tü r  b ir  f ik ir  1935 yılı c iv a rın d a  O skar Klein ta ra f ın d a n  o rtay a  kondu. Tüm  
b u n la r, kü tleçek im  QFT h esa p la m a la r ı iç ine uygun  b iç im de dah il ed ild i
ğ inde sonucun , yaln ızca  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  b ir  k u ram  yerine  sonlu  
b ir  k u ram  o lab ileceğ in i ve b u  tü r  b ir  son lu  k u ram  içeris in d e , aç ık lan m a
m ış b u  sa y ıla rın  an la ş ılm a s ı iç in  b ir  a lan  b u lu n ab ileceğ in i ile ri sü rer.

Böylesi u m u tla r  n eredeyse  y a rım  yüzy ıld an  faz la  b ir  zam an  öncesinde 
söz konusuyken  şim di, kü tleçek im i ta b lo y a  do laysız  o la rak  k a tm ak la  ilgili 
so ru n la r  şim diye k a d a r  iş le r i y o lu n a  sokm ak yerine  d a h a  da k ö tü le ştird i. 
E in s te in  k u ram ın a  k u an tizasy o n la  ilg ili s ta n d a r t  tek n ik le r uy g u lan d ığ ın d a  
sonuç son lu  b ir  k u ram  y erin e  yen iden  n o rm alleşe b ilir  o lm ayan  b ir  ku ram  
oldu. Bu, pek çok a ra ş tırm ac ıy ı, kütleçek im le ilg ili b ir  k u an tu m  kuram ı 
a ra y ış la r ın d a  s ta n d a r t  o lm ayan  b ir  şey için  u ğ raşm a y a  yöneltti. K uantum  
(alan) k u ram ıy la  genel görelilik  a ra s ın d a  s ta n d a r t  o lm ayan  b ir  b irlik le  i l 
g ili o la rak  a s lın d a  aram am ız  gereken şey e lb e tte  bu  k ita b ın  d a h a  önceki 
bö lü m lerin d e  (özellikle b ö lü m ler 27-30 'da) b u lu n a n  b ir  m esajd ı. B ununla 
b irlik te , şey lerin  k u an tu m  yönüyle ilg ili b ir  değ işik lik  o lm ası gerek tiğ ine 
ilişk in  id d iam  ciddiye a lın m ış  o lan  b ir  id d ia  değ ild ir. E in s te in  ku ram ı, 
Û FT 'nin s ta n d a r t  iş lem lerine  su n u ld u ğ u n d a  sonuç a s lın d a  yen iden  n o r
m a lle şeb ilir  o lm ayan  y e te rs iz  b ir  k u an tu m  kütleçek im  o lu r.569 Pek çokları 
E in s te in  k u ram ın d a  b ir  değ işik liğ i sav u n u rk en  O FT'deki b ir  değ işik liğ i 
sav u n m am ıştır .

31.2 Süpersim etri

Ne tü r  değ işik lik ler önerilm ekteydi? B un ların  b ir in d e  sü p ers im e tr iy le  
ilg ili f ik ir le r  b en im sen d i ve b u n la r  sü p e r  kü tleç ek im  o la rak  b ilin en  b ir  
düzen ü re tm ek  üzere  E in s te in  ku ram ıy la  (ayrıca d ah il o lan  b ir  to rsiyon la ;

568 Yükle ilgili görece "ılımlı" yeniden norm alleştirm e katsay ısı elektrodinam ik ıraksam anın  lo- 
garitm ik doğasından kaynaklanabilir. Algısı yüksek okur elbette parçacık kütlelerine ilşkin 
küçük değerlerle ilgili bulm acanın o rtadan  kaybolm ayıp yalnızca saçm a biçim de küçük b ir 
uzaklık ölçeğinde yeniden ifade edildiğini fark edecektir.

569 Bununla birlikte t'H ooft’un §26.9’da değinilm iş olan uyarısın ı anım sayın.



bkz. §14.4 ve n o t 19.10) b ir le ş tir ild i. S ü p ersim etri ned ir?  S ü p ersim etri f i
k irle ri n iç in  çok faz la  say ıd a  fizikçi ta ra f ın d a n  tem el m odern  k u ra m la rd a 
ki, en önem li o la rak  sic im  k u ram ın d ak i çok say ıd a  gelişm en in  tem elinde 
y a tm a s ı derecesine  dek, "iyi b ir  şey" o la rak  değerlend irilm ek ted ir?  A slın 
da sü p e rs im e tri ilkelerine , b u  f ik irle r  düzen ine a i t  ö n g ö rü lerin  D oğanın 
ken d is in e  a it şey ler düzen inde şim diye dek gözlem lenm iş şey lerle  az ya da 
h iç b ir  ben zerlik  ta ş ım az  gö rünm esi gerçeğ ine k a rş ın , d ikkat çekici b ir  
önem  a tfe d ilm iş tir .570

Bu n o k tad a , eğilim im i yen iden  aç ık lam ak  ve okuyucuya gerek li yasa l 
uyarıy ı yapm ak  zorunday ım . K endim i, sü p e rs im e tri d ü zen in in  fizik i a n la 
m ıy la ilgili, en az ın d a n  günüm üz p arçac ık  fiziğ inde ve onu tem elleyen  k u 
ra m la rd a  işe k o şu lan  b iç im le ilg ili, h iç b ir  b iç im de ikna  o lm am ış o larak  
bu ldum . Şu an  itib a riy le  gözlem ler sü p e rs im e tri id d ia la rıy la  ilg ili o la rak  
kesin lik le  faz laca  -o la s ılık la  h iç -  des tek  su n m a m a k tad ır . F ik irle rin  e tk ile 
y iciliği, çok d a h a  övgüye değer b ir  m a tem atik se l z a ra fe tten  ve sü p e rs i-  
m e trin in , kendi şem siyesi a l tın a  g iren  o QFT m odelle rindek i büy ü k  sonsuz 
y ığ ın la rın ı sa d e le ştirm esiy le  ilg ili şü p h e  duyulm az değerinden  k ay n a k la 
nır. K ontrol edilem ez so n su z la rd a n  bağ ım sız  o lm ası gereken b ir  QFT o lu ş
tu rm a k la  u ğ ra şa n  b ir  fizikçi o lduğunuzu  dü şü n ü n . Bu d u ru m d a  k u ram ın ı
zın  sü p e rs im e trik  o lduğunu  k ab u l edersen iz  göreviniz çok d ah a  ko lay hale 
gelecektir!

S ü p ers im e trin in  a rd ın d a k i tem el f ik ir  onun, fe rm iy o n la r ve bozon ların , 
k end is i yo luy la  b ir  tü r  s im etri ilişk is i u y arın ca  "eşleştirileb ileceğ i" b ir  
a ra ç  sağ lam asıd ır. §25 .5-8 'de gö rdüğüm üz üzere, p arçac ık  fiziğ ine ilişk in  
n o rm al s im etri g ru p la rı, yaln ızca  bozon küm elerin i kend i e tra f ın d a  ve y a l
n ızca  ferm iyon  küm elerin i kend i e tra f ın d a  "döndür"ür. B ozonları ferm i- 
y o n la ra  ya d a  ferm iy o n la rı bo zo n la ra  "döndür"m ez. Öte ta ra f ta n  sü p e rs i-  
m etriy se  y a ln ızca  b u n u  y ap ar. §26.2 'den, b o zo n lar değ işm e k u ra lla r ın ı 
sağ la rk en  ferm iy o n la rın  k a rş ı-d e ğ işm e  k u ra lla r ın ı sağ lad ığ ın ı an ım say ın . 
B irin i d iğerine  gönderen  iş lem cin in  kend isi k a rş ı-d e ğ işm e  k u ra lla r ın ı sağ 
lam ak  zo ru n d ad ır. B unun la  b ir lik te  o lağan  b ir  sü rek li g ru p ta n  gelen  i ş 
lem ciler g rubun , b ir  Lie ceb iri o lu ş tu ra n  sonsuz  küçük  ü re teç le rid ir; bkz. 
§13.6. O lağan Lie ceb iri e lem an la rı k a rş ı-d e ğ işm e  k u ra lla r ın ı değil d eğ iş
m e k u ra lla r ın ı sağ lar. Bu, gerekli iş lem cile rin , o lağan  b ir  sü rek li g ru b u n  
değil fak a t Lie ceb iri k u ra lla r ın ın  b az ı ü re teç le rin  a s lın d a  değişm e k u ra l
la rın ın  y an ın d a  k arş ı-d eğ işm e  k u ra lla r ın ı da sağ layacağ ı şek ilde genişle-

570 Tarih, kişilikler ve süpersim etriyi tem elleyen esas fikirlere ilişkin açıklam alarda bulunan 
oldukça kullanışlı b ir derleme için bkz. Kane, 2001. Biraz daha teknik b ir şey için bkz. Kane,
1999.



tild iğ i, sü p e r  g ru p  o la rak  a d la n d ır ıla n  d ah a  geniş b ir  kav ram ın  sonsuz 
küçük  ü re te ç le ri o lduğu  an lam ın a  gelir.

§§26.2,3 'te, ÛFT'ye ilişk in  y a ra tm a , yok etm e ve a lan  işlem cile rince  
sa ğ lan a n

ab  ± ba  = c

benzeri denk lem ler tü rü  şey lerle  (§26.2’deki V*<P ±  = \k (\p\^>)I g ib i
denklem lerde) za ten  k a rş ıla şm ış tık . B unun la uyum lu  o larak , b ir  sü p e r  Lie 
ceb iri o lağan  b ir  Lie ceb iriy le , tan ım lay ıc ı b a ğ ın tıla rd a  a r tık  b ir  a r tı (+) 
iş a re ti o lm ası d ış ın d a , ayn ı b iç im de o lu ş tu ru lu r . §13.6 'da b ir  Lie ceb irine  
ilişk in  tan ım lay ıc ı b a ğ ın tıla rın , Y*p YaP! sa b itle r i ve [Ea, Ep\ = EaEp — 
EpEa olm ak üzere, [Ea, Ep] = Y ap^x  biÇİm ine sah ip  o lduğu  b e lir tild i. Bu 

b a ğ ın tıla r, a b  ve ba  a ra s ın d a  n o rm al eksi iş a re ti  b u lu n d u ğ u n d a  ü s tte  g ö s
te rilm iş  o lan  denklem  b iç im ine sa h ip  olur. B unun la b ir lik te  b ir  sü p e r Lie 
ceb iriy le  ilg ili o la rak  ay rıca , hem  a  hem  de b (her ik is i de bozonik  y a  da 
b ir i ferm iyon ik  b iri bozonik  olm ak yerine) ferm iyon ik  n ice lik le r o ld u ğ u n 
da a r tı  işa re tin e  de iz in  veririz , [a, b ]+ n o ta sy o n u  b u  tü r  k arş ı-çev iric ile r-  
le, d iğ e r b ir  dey işle  [a, b]+ =  ab + b a 'yla, ilg ili o la rak  a lış ıld ık  Lie p a r a n 
tez n o ta sy o n u n u , [a, b] =  ab  — ba, tam am lam ak  üzere  k u llan ılm ak  eğ ili
m inded ir. A slında bu, a lış ıld ık  b ir  Lie ceb iri n o ta sy o n u n u n  ö tesine  geçm e
m izi g erek tirir.

S üper g ru p la ra  ilişk in  ü re te ç le r  no rm ald e  b e lir li b ir  şek ilde o lu ş tu ru l
m uş o la rak  aç ık lan ır. S ırad an  gerçel say ı n icelik leriy le  b aş lam ak  yerine , 
b u  ü re teç le ri, §11.6 'da gö rdüğüm üz üzere, değ işm e öze llik lerin in  y an ı s ıra  
k a rş ı-d e ğ işm e  özellik lerine de sa h ip  o lan  b ir  G rassm an n  ceb irine  a i t  e le
m a n la r  o la rak  kabu l ederiz. B unun  n as ıl iş led iğ ine  d ah a  a y rın tılı o la rak  
§31.3 'te bakacağız .

S üper g ru p la r  a r tık  s a f  m a tem atik te  sayg ın  b ir  y er tu ta r . D ahası sü- 
p e rs im e tr iy le  ilg ili f ik ir le r  m atem atik se l a rg ü m a n la rd a , b a şk a  b iç im lerde 
elde e tm esi o k a d a r  da kolay o lm ayan  so n u ç la rı elde etm ek üzere, d o ğ ru 
dan  u y g u lan ab ilm ek ted ir .571 B unun la  b irlik te  bu  bize, ku llan ıld ığ ı b iç i
m iyle sü p e rs im e trin in , fizik le do laysız  h e rh a n g i b ir  ilişk is i o lup  o lm ad ığ ı
n ı söylem ez. D iğer ta ra f ta n  sü p e rs im e trin in , do laysız  fizik i an lam a  sah ip  
olan  m a tem atik se l so n u ç la ra  yön lend irm ek  ya da o n la rı k u rm ak tak i fay 
d a lılığ ın ı k an ıtla d ığ ı çeş itli ö rn ek le r m e v cu ttu r.572 Yine de b u  h â lâ  b an a ,

571 4-m anifo ld larla ilgili Donaldson kuram ında büyük sadeleştirm elere yol açan süpersim etrik  
Yang-M ills kuram ıyla ilgili bkz. VVitten, 1982; Seiberg ve VVitten, 1994; bkz. Donaldson ve 
Kronheimer, 1990. John Baez'e göre, Seiberg-VVitten kuram ı, Donaldson kuram ındaki bazı 
kan ıtları kendi orijinal uzunlukların ın  binde birine kadar kısaltır.

572 Pozitif eneıjiyle ilgili süpersim etrin in  kullanılan  kan ıtla r için bkz. VVitten, 1981; Deşer ve 
Teitelboim , 1977. İlginç kara delik eşitsizlikleriyle ilgili bkz. Gibbons, 1997.



p arçac ık  fiziğ i ya da OFT'yle h e rh a n g i do laysız tem el b ir  ilişk iye  sa h ip  s ü 
p e r  g ru p la r la  ilg ili çok büyük  b ir  yük  ta ş ıy o rm u ş g ib i görünm üyor.

S ü p ers im e trin in  p a rçac ık  fiz iğ inde oynayacak  gerçek b ir  ro le sa h ip  o l
du ğ u n a  ilişk in  ne g ib i k a n ıtla r  söz konusudu r?  25. bö lüm de aç ık lan an  
s ta n d a r t  m odeli an ım say ın . Ona ilişk in  yen iden  n o rm alleşeb ilirlik , büyük  
o ran d a  ken d isin e  a i t  p a ra m e tre le r in  b ir  "ince ayar"m a b ağ lıd ır . Bu b a ğ ın 
t ı la r  büyük  o ran d a  kend isin in , SU(3)xSU(2)xU(l)/Z6 s im e tr is in e  (§25.7) g e
rek  duym ası b iç im inde an la ş ıla b ilir . Yine de b az ı id d ia la ra  göre,573 s ta n 
d a r t  m odel b u  ilişk ile re  ek o la rak  b az ı çok kesin  ince ay a r la m a la ra  gerek  
d uyar. B unu düzenlem ek üzere ek s im e tr ile r  y a rd ım a  ça ğ ırılab ilir . Süper- 
s im etri bu  tü r  ince a y a n  g erçek leştirm en in  b ir  a rac ı o la rak  ö n erilm iştir. 
B u rad an  h arek etle  böylesi f ik ir le r  b irle şik  büyük  k u ra m la rd a  (§25.8) s ık 
lık la  k u lla n ılm ış tır . Yine de böy lesi G U T'lara in an m ak  üzere  b ir  sebebim iz 
v a r  mı? Şim diye dek b u n u n la  ilg ili gözlem e dayalı h iç b ir  k a n ıt yoktur.

S ü persim etriy le  ilg ili çekici özellik ler as lın d a , onun, b o zo n la rla  ferm i- 
y o n la rın  ilişk ilenm esine yönelik  b ir  yol su n m ası ve sü p e rs im e trik  O FT'leri 
son lu  y a n ıtla r  sa ğ la r  h a le  g e tirm en in  sü p e rs im e trik  o lm ayan  O FT 'lere gö 
re  çok d ah a  kolay  o lm ası g ib i gö rünü r. B ozonların  fe rm iy o n la rla  s ü p e rs i
m etrik  b ir  eşleşm esiy le, b ir  küm edeki so n su z la r  d iğe r küm edeki so n su z la 
rı ip ta l ed e r h a le  g e tir ileb ilir . Bu, QFT o lu ş tu ra n  k iş in in  iş in i sü p e rs im e t
r in in  o lm adığ ı d u ru m d ak in d en  çok d ah a  kolay  h a le  g e tirir. B unun la b ir 
lik te  b u  bize, D oğanın da böyle y ap tığ ın ı söylem ez. E lb ise  ko lu n d a  o ld u k 
ça fa rk lı h ile le re  de sa h ip  o lab ilir.

Şu ha lde , (bugün k u lla n ıla n  biçim iyle) sü p e rs im etriy le  ilg ili tem el z o r
luk  onun, D oğadaki tem el h e r  parçac ığ ın , o rijina l p a rçac ığ ın  sp in in d en  ^ h  

k a d a r  b ir  fa rk lılık  g ö ste ren  sp in e  sah ip  "süper eş" denen  şeye sah ip  o lm a
s ın ı ta lep  e tm esid ir. E lek trona  eş o la rak  0 -sp in li b ir  "selektron", h e r  ku ark  
tü rü n e  eşlik  edecek 0 -sp in li b ir  "skuark", fo tona  eş o lacak  i - s p in l i  b ir  "fo- 

tino", W ve Z b o zo n la rın ın  ilg ili eş le ri o la rak  ^ -sp in li b ire r  "wino" ve "zi- 

no", vb, vb 'ye  gerek  söz k o n u su d u r. Sorun şim diye dek böy lesi h iç b ir  "sü 
p e rs im e tr ik  eş" b u lu n m am ış o lm asıd ır. B una ilişk in  resm i açık lam a, d oğa
sı h iç b ir  zam an  uygun  b iç im de tan ım lan m am ış  o lan  b ir  "sü p ers im e tri k ı
n lım ı"  m ekan izm ası nedeniy le , b u  v arsay ılm ış  sü p e rs im e tri eş le rinden  
h e r  b ir in in , ken d isin e  eş o lduğu  p a rç ac ık tan  çok d ah a  faz la  k ü tle li o lm ak 
zo ru n d a  o lu şu d u r. G özlem lenm em iş b u  p a rç ac ık la rın  sa h ip  o lduğu a rtık  
k ab u l ed ilen  kü tle  tü rü  p ro to n  yak laşık  b ir  b in  k a tı ya d a  d ah a  faz las ıd ır. 
B unun  b ir  m ik ta r  yapm acık  g ö rü ndüğüne  in a n m ak ta  ya ln ız  o lm ak tan  çok 
uzak  o lduğum u belirtm eliy im .



îk i "eş"ten (^/i kadar) d a h a  küçük  sp in e  sa h ip  o lan ın ın , (çiftin  h e r  iki 

ü y es in in  de kü tlesiz  o lm ası d u ru m u  d ışında) ç iftin  a ş ın  deredede daha  
k ü tle li o lan  b iç im inde v a rsa y ılm a s ı te lep  ed ilir  gö rünm ek ted ir. O lasılık la, 
y a ln ızca  "temel" o la rak  k ab u l ed ilen  p a rç a c ık la r  (görünüşe göre b u n la r  fo 
ton , g rav iton , W ve Z bozon ları, g luon lar, le p to n la r  ve k u a rk la r  o lm ak ü ze
re) sü p e r  eş lere  sa h ip  o lur. Aksi h a lde  p io n la r  g ib i 0 -sp in li p a rç ac ık la r la  
so ru n u m u z söz k o n u su  olur. 0 -sp in li, ö rneğ in  h â lâ  keşfed ilm em iş H iggs 
b o zn u  gibi, tem el p a rç ac ık la r  m ev cu tsa  b u  d u ru m d a  b u n la r, (negatif sp in  
d ış ta  b ırak ıld ığ ından ) b u  b e lir li h esap la m ay a  göre, sü p e r  eş le rin d en  d ah a  
k ü tle li say ılm ak  zo ru n d a  olur. Bu d oğ ruysa  n iç in  H iggs b o zo n u n u n  sü p e r 
eş i bu lunm ad ı?  Yine, hem  sü p e rs im e tri hem  de şişm e kozm olojisi y a n lıla 
rı, son  o lgunun  sk a le r  <p p a rçac ığ ın ın  (§ 28.4) "süper eş" ta b lo su n a  n as ıl 
uyum  sağ lad ığ ın ı aç ık lam ak  zo ru n d a lar.

Ş im dilerde sü p e rs im etriy le  ilg ili b ir  d es tek  su n a r  b iç im de sıkça a lın tı
la n a n  p arçac ık  "p o z itif ' k an ıt, p a rç ac ık  fiziğ indek i üç kuvvetin  (yeğin, za 
yıf, elek trom anyetik ), Büyük P a tla m a d an  b ir  10-39 san iye  (yalnızca y ak la 
ş ık  10000 P lanck  anı) so n ra  ev ren in  sıcak lığ ı m ü th iş  b ir  değere sa h ip  o l
d u ğ u n d a  (yaklaşık 1028K) son  derece s im etrik  b ir  b ile şik  düzende b ir  a r a 
ya geld ik leri id d ia  ed ilen  b iç im lere  ilişk in  b e lir li f ik irle rle  ilişk ilid ir .574 F i
k ir, böy lesi b irle şm en in , o s ıcak lık tak i e tk ileşim  k u v v e tle rin in  tü m ü n ü n  
ayn ı o lm ası gerek liliğ id ir. O lağan k o şu lla rd a  yeğin  ve zay ıf e tk ileşim  kuv 
v e tle ri a ra s ın d a  (ikisi esasen  do laysız b iç im de k a rş ıla ş t ın la m a m a s ın a  
rağm en) 1013'lü k  b ir  ça rp a n  b u lu n d u ğ u  b e lir tilm e lid ir. A rgüm an, yen iden  
n o rm alleş tirm e  e tk ile ri d ikka te  a lın d ığ ın d a  (§26.9 'dan, b ir  parçac ığ a

Ş ek il 31.1 B elirli b i r  "b irleşik  büyük" b ak ış  aç ıs ı u y a rın c a  "işleyen  b ağ la ş ım  sa b itle r i"  b i 
ç im inde ele a lın a n  yeğin , zay ıf  ve e lek tro m an y e tik  e tk ilş im lere  il işk in  b ağ la ş ım  s a b itle 
r in in  tü m ü , Büyük P a tla m a d a n  y ak la ş ık  10.000 P lanck  an ı k a d a r  so n ra  (~ 10_3,s) g erçek 
leşm iş o lan  1028K d o lay ın d ak i y e te rin ce  y üksek  sıc a k lık la rd a  ta m  o la rak  ayn ı değere 
e rişm e lid ir. S üpersim etriy e , üç  d eğ erin  h ep s in i kes in  b iç im de b ir  a ra y a  ge tirm ek  üzere 
gerek  d u y u ld u ğ u  b u lu n m u ştu r .



ilişk in  gözlem lenen yükün  ç ıp lak  yükünden  ne k a d a r  fa rk lı o lab ileceğ in i 
an ım sayalım ), böylesi d ev asa  s ıcak lık la rd a  "çıplak" değerle r kend i h a lle r i
ne geri dönm ek üzere, b u  kuv v etle rin  tü m ü n ü n  b ir  a ra y a  geleceğidir. 
(§31.1'in  so n u n d a  değ in ilen  "işleyen bağ laşım  sab itle ri"  kav ram ın ı an ım 
sayın.) G örüşler, sü p e rs im e tri o lm aksız ın  değerle rin  pek de b ir  a ra y a  ge l
m eyip b irb ir in i "ıskala"d ığ ın ı id d ia  ed e r {bkz. Şekil 31.1); y ine de tab loya  
sü p e rs im e tri d ah il ed ild iğ inde  eğ rile r  şa n lı b ir  r a s tla n tıy la  b ir  a ra y a  gelir 
ve p arçac ık  fiziğ in in  büyük  b irle ş im i o rtay a  çıkabilir!

Okur, inanç  eksik liğ im i h isse tm iş  o lab ilir. (§28.3'te, evren  sıcak lığ ın ın  
ye terince  yüksek  olduğu  d u ru m d a , kend ileriy le  ilg ili o la rak  "s im etri onarı- 
m ı"nın m eydana geldiğ i k u ram la ra  ilişk in  baz ı s ık ın tıla rım ı za ten  ifade 
etm iştim .) S üpersim etriye  ilişk in  gözlem e daya lı destek  o ld u k la rı id d ia  
ed ilen  b u  b e lirli fik ir derlem esinde m uazzam  k e s tir im le r  içerilir . B u n la r
dan  b iri, b u g ü n ü n  h ız lan d ırıc ıla rın c a  e r iş ileb ilir  o lan  1028K ve kabaca 
1014K a ra s ın d ak i devasa  enerji (sıcaklık) b o ş lu ğ u n d a  esasen  yeni h iç b ir  
şeyin  açığa ç ıkm am ası gerek tiğ i v a rsay ım ıd ır. Bu, kend i iç inde akıl a lm az 
b ir  k es tir im  g ibi g ö rü nüyor ve bu a rg ü m a n la rın  sü p e rsim etriy e , gözlem e 
dayalı h e rh an g i b ir  destek  su n a r  b iç im de n a s ıl d eğ e rlen d irileb ild iğ in i a n 
lam ıyorum .

31.3 Süpersim etriye ilişk in  ceb ir ve geom etri

Bu söyleve b aş lad ığ ım  sü p e r  kü tleçek im  k u ram ın a  dönelim . Y ukarısıy 
la uyum lu  o larak , g rav ito n u n , g ra v itin o  o la rak  a d la n d ır ıla n  —sp in li b ir  

sü p e r e ş in in  m evcu t o lm ası gerekir. V ar o lduğu  k ab u l ed ilen  bu  parçacık , 
ş id d e tli b ir  sü p e rs im e tri k ın lım ı söz konusu  o lm ad ıkça g rav ito n u n  k en d i
si g ib i kü tlesizd ir . G ravitino  geom etriy le  n as ıl ilişk ilen ir?  E in s te in  bize 
kü tleçek im in  uzayzam an  eğriliğ i ta ra f ın d a n  aç ık land ığ ın ı ö ğ re tti (§17.9 ve 
§19.6). Bu du rum , g rav itin o n u n  b u n a  k arşılık  gelen  (süper) geom etrik  b ir  
o ynam ası gerek tiğ in i m i im a eder? Böylesi b ir  role duy u lan  istek le  uyum lu  
o la rak  pek çok sü p e r kü tleçek im  k u ram c ısı (10 ve 12. bö lüm lerde  aç ık la 
nan) o lağan  m a n ifo ld  k av ram ın ın  genellenm esi gerek tiğ in i id d ia  eder. Bu
ra d a n  h arek etle  sü p e r  m a n ifo ld  k av ram ı o rtay a  k o n m u ştu r. B unu, k a rş ı-  
değ işm eli e lem an la rı içerm ek üzere  genellenm iş o lan  o lağan  ko o rd in a tla r  
kav ram ıy la  b irlik te  çok resm i b ir  b iç im de aç ık lanm ış o la rak  d ü şü n e b ili
riz. O lağan b ir  m an ifo ld la  ilg ili o la rak  k o o rd in a tla r  genellik le gerçel sa y ı
la rd ır  (ya da karm aşık  b ir  m an ifo ld  ele a lm ıy o rsa  k a rm aşık  say ıla r; bkz. 
§12.9). Bir sü p e r  m an ifo ld la  ilg ili o la rak  b u n la rın  b ir  G rassm an n  ceb irine 
(§11.6) a it e lem an la r o ld u k la rın ı kabu l ederiz.



Çoğu sü p e rs im e tri k u ram c ısı, k end ile rine  a i t  sü p e rs im e trik  a lan  n ic e 
lik le rin in  üzerinde  y aşad ığ ı "m anifold" do ğ as ın a  yönelik  o la rak  böylesi 
h a s s a s  böy lesi h a s sa s  b ir  yak laşım ı (s ta n d a r t genel gö reliliğ in  "geom et
rik" doğası b u n u  sü p e r  kü tleçek im le ilg ili o la ra k  ta lep  ed e r görünse bile) 
k ab u l etm ez. İzleyen aç ık la m a la rd a  "süper m anifold" b ak ış  aç ıs ın a  kesin  
o la rak  b ağ lı kalm ak  gerek li o lm ayacak. "Süper cebir" f ik irle ri yaln ızca, 
o lağan  b ir  uzayzam an  m an ifo ld u  üzerin d e  ta n ım lı n icelik lerle  ilg ili o la rak  
değ erlen d irileb ilir.

Böylesi en b a s it  ceb ir, tek il b ir  k a rş ı-d e ğ işm e li e e lem an ın ı E  gerçel 
say ı s is tem in e  ek lem lersek  elde ed ilir, e n ice liğ i kend isiy le  k a rş ı-d eğ işm e- 
li o lm ak zo rudad ır: ee = —es ve b u ra d a n  e2 = 0. Böylece ceb irin  h e r  e lem a
nı, a ve b, e 'la  değ işm eli gerçel sa y ıla r  olm ak üzere,

a + eb

b iç im ine sa h ip tir . Bu tü r  ik i sa y ın ın  to p lam ı ve ça rp ım ın ın

(a  +  eb) +  (c +  sd)  =  (a  + c) +  e(b  + d )

(a  +  fb )(c  + sd) = ac + s(ad. +  bc)

ifad e leriy le  verild iğ ine  d ik k a t edin. Ayrıca e çarp ım  te rim le rin i göz ard ı 
e ttiğ im izde  b a s it  o la rak  o lağan  ceb ir k u ra lla r ın ı yen iden  elde e ttiğ im ize 
de d ik k a t edin.

F ark lı b irçok  k a rş ı-d e ğ işm e li sü p e rs im e tri ü re tec in e , d iyelim  ki 
e1,...,en , sa h ip  o lduğum uz da bu, h â lâ  geçerli olur:

EıEj — —EjEi ve b u ra d a n  e 2 = 0.

S üper ceb irle  ilg ili genel e lem an sa

a + b + Zj2£2 + — I" bNeN +  c12sxe2 + c13£1£3 + — h fi2...N£ı E2■ ■ ■ £n

b iç im ine sah ip  o lu r.13111 Cebir, h e rh an g i b ir  e lem an ın  y a ln ızca  (h içbir g 'un 
içerilm ediği) "olağan" a k ısm ın ı a lırsak  bu  d u ru m d a  y a ln ızca  o lağan  (ger
çel ya da karm aşık) sa y ıla ra  ilişk in  ta n ıd ık  ceb iri elde edeceğim iz b iç im de 
d av ra n ır . C ebirin  "süper" k ısm ı k a lan d ır . E le m an la rın d an  h erh an g i b ir i 
y e teri k a d a r  yüksek b ir  ü sse  y ü k se ltilirse  tüm üyle  yok o lm ası an lam ın d a  
"üste l s ıf ır"d ır .131 21 Bu "olağan" ve "süper" k ısm ıy la  ilg ili o la rak  bazen  s ıra 
sıy la  h ay a l ü rü n ü  "gövde" ve "ruh" te rm ino lo jis i k u llan ılır.

Ne o ldu ğ u n a  ilişk in  b ir  "resm e" sah ip  o lab ilm ek ten  h o ş la n an  b ir i o la 
rak  sü p e r  ceb irle r ve sü p e r m a n ifo ld la rla  ilg ili b u  tü r  tüm üy le  resm i b ir

f S  [31.1] N =  3 durum unda, böylesi iki nicelikle ilgili toplam  ve çarpım ı yazın, a ^  0 olmak üze
re bu tü r  b ir elem anın çarpm aya göre tersi nedir? 

i©  [31.2] Bunu gösterin. Hangi üs?



aç ık lam ayı h e r  zam an  y e te rs iz  bu ldum . Bu şey lere b ak m an ın  a s lın d a  d ah a  
geleneksel b ir  geom etrik  y o lu n u n  v a r  o lm ası ş a n s tır . Gelin ş im dilik  y a l
n ızca  tek il b ir  e  sü p e rs im e tri ü re tec iy le  ilg ili en b a s it  d u ru m u  ele alalım . 
K arşı-değ işm eli b ir  nesn e  o lm ası gerek tiğ inden  onu, b ir  e  1-b iç im lis i o la 
rak  düşünm ey i deneyebiliriz . B unun la  b irlik te  o yaln ızca , ça lışm ak ta  ol
duğum uz o lağan  uzaya  - M  n -m an ifo ld u  d iy e lim - a i t  o lağan  b ir  1-b içim li 
olam az. M  içeris in d ek i o lağan  tü m  b iç im le r za ten  a lınm ış o lan  an lam la ra  
s a h ip tir  (bkz. §12.4). s 'n in , d ah a  büyük  M '  m an ifo ld u n a  a it fak a t > f 'n in  
n o k ta la rı kend isine  y asak lan m ış  b ir  1-b içim li o lm ası gerekm ek üzere, 
yapm ak  zo ru n d a  o lduğum uz şey M 'yi, (n + l) -b o y u tlu  b ir  M ' m an ifo ldu  
iç ine b ir  h ip er y ü z e y  o la rak  (bir "h iper yüzey" çevresel u zay d an  d ah a  k ü 
çük b ir  a lt m an ifo ld  o lm ak üzere; bkz. n o t 27.11) göm ülm üş biçim de, d ü 
şünm ek tir. M "y le , > f" n ü n  M  'd en  d ışa  doğru  uç veren  ek b ir  b o y u t s a ğ la 
dığı M 'y e  a i t  n o k ta la r  d ış ın d a  ilg ilenm em iz gerekm ez. Bkz. Şekil 31.2a. 
(Yalnızca, > f 'n in  > f"n d ek i b irinc i kom şu luğu  o la rak  an ılan  şeyle ilg ilen i
riz. Bu, > f 'd e n  çıkan  ilk  tü rev  an lam ın a  gelir, b u  d u ru m d a  JAf'den çıkıp 
> f" n ü  " işa re t eden" ta n ja n t ve k o ta n jan t vek tö r ya da uzay  kav ram larıy la  
ilg ilen iriz , yoksa M  'd en  d ışa rıy a  doğru  o lan  eğrilik  g ibi d ah a  yüksek d e re 
celi tü rev  k av ram larıy la  değil.) Y aptığ ım ız şey, tü m  n icelik lerim izin  M  
m a n ifo ld u n d ak i rı b ağ ım sız  k o o rd in a ta  ilişk in  fon k siy o n la r b iç im inde g ö s
te rileb ilm esi an lam ın d a  h â lâ  n -b o y u tlu d u r. "Ruh" n icelik leri M 'd en  çıkıp 
> f" n ü  iş a re t eden yön lerle  ilg iliyken  "gövde" n icelik leri b a s i t  o la rak  
JAf'nin k end isi iç indeki yön lerle  ilg ilid ir.

Ş ek il 31.2 S ü p e rsim e tr i ü re te ç le r in in  g eom etrik  aç ık lam ası, (a) Tekil b ir  £ ü re tec iy le  ilg ili 
o la rak , e, M '  iç inde  A f'd e  tan ım lı b i r  1 -b iç im li o lm ak üzere  (ve e  Şekil 12.7 ve §12.3 'tek i 
g ib i -M 'ye ta n ja n t  o lan  n -d ü z le m in i tan ım la r) , M  n -m a n ifo ld u m u z u  M ' (n  + 1 ) -  
m a n ifo ld u n d a k i b ir  h ip e r  yüzey  o la rak  d eğ erlen d irin . A f''y le  y a ln ızca  JVf'deki "b irince  
derece"ye k a d a r  ilg ilen iriz  fa k a t  M ", JVf’den  d ışa rıy a  d oğru  iş a re t  eden  ek b ir  b o y u t sa ğ 
la r. (b) N  a d e t sü p e rs im e tri  ü re tec iy le , M  n -m a n ifo ld u  a r tık  b ir  M '  ( n  +  N ) -
m a n ifo ld u  o la rak  d eğ e rlen d irilir , JVf"yle y ine  y a ln ızca  M'den  d ışa rıy a  d o ğ ru  b ir in c i d e 
receye k a d a r  ilg ilen iriz . N a d e t b ağ ım sız  1 -b iç im li, e 1, . . . , e n , M 'd en  d ışa rıy a  M "ne  doğru  
iş a re t  eden  N  a d e t ek yönü  sezm eye ça lış ır .

M

(a) (b)



N ad e t sü p e rs im e tri ü re tec in e , gerek  duyd u ğ u m u zd a d a  d u 
rum  esasen  fark lı değ ild ir, n -m an ifo ld u m u z  M  'y i a r tık  b ir  M '  (n +  N )-  m a- 
n ifo ld u n a  göm ülü o la rak  d ü şü n ü rü z . M " y \e  y ine y a ln ızca  onun  en yak ın  
(birinci) M  kom şu lu ğ u n d a ilg ilen iriz . > f 'd e n  d ışa rıy a  doğru  > f" n ü  işa re t 
eden N a d e t ek yönü575 denem ek üzere  a r tık  N fa rk lı 1-b içim liye , e l t . . . , E N , 

gerek  duyarız . B ana göre (32. bö lüm de güçlü  b iç im de b ir  ro l oynayan  Ab- 
hay  A sh tek ar da d ah il o lm ak üzere  pek çok k işiye ait)576 b u  tab lo , sü p e rs i
m e tr i ve sü p e r  m an ifo ld la ra  ilişk in  tem el f ik irle ri n o rm ald e  ben im senm iş 
o lan  resm i (ve o ldukça gizem li görünen) iş lem lerd en  çok d a h a  açık hale  
g e tir ir. "Gövde" yaln ızca , tüm üy le  M 'y e  içk in  n icelik lerle  ilg iliyken 
"ruh"un  M  'd en  çıkıp M"ne  "doğru iş a re t eden" b ir  b ile şene  sa h ip  n icelik 
lerle  ilg ili o lduğuna d ik k a t edin; bkz. Şekil 31.2b.

Bu açık geom etrik  y o ru m lam ay la  b ir lik te  dah i, "sü p er ceb ir"in  genel
likle işe  koşu ld u ğ u  b iç im de, geom etrik  ta b lo y la  uyum  sa ğ lan m ası g e rek ti
ğinde, tu h a flık la r  söz k o n u su d u r, p b ir  tek  say ı olm ak üzere, M 'd e k i o la 
ğan  b ir  a  p -b iç im lis i, b ir  e  sü p e rs im e tri ü reteciy le, e 'la  a  a ra s ın d a k i ç a r 
p ım ı b ir  kam a ça rp ım ı o la rak  k ab u l edersek , k a rş ı-d e ğ işm e li h a le  gelir. 
B unun la  b irlik te  bu , no rm ald e  e 'n in  a 'y la  değ işm eli o lduğu  k ab u l edilen, 
sü p e r ceb ire  yönelik  s ta n d a r t  y ak la ş ım la rd a k i n o rm al u z la ş ı değ ild ir. Bu 
tem el o la rak  n o ta sy o n la  ilg ili b ir  k o n u d u r ve sü p e rs im e tri ü re teç le rin in  
b iç im lerle  ça rp ım ın ı ele a lac ak sa k  b u n u  resm i o la rak  b ir  kam a ç a rp ım ın 
d an  çok s im etrik  b ir  ça rp ım  b iç im inde  kabu l edebiliriz . Bu, (resmi) b ir  
m atem atik se l an lam  ifade  e tm esine  rağm en , b u ra d a  des tek led iğ im  "temiz" 
geom etrik  tab lo y u  b ir  b iç im de b u la n ık la ş tır ır .

E sasen , "olağan" p a rçac ık  fiziğ i k u ram la rın d ak i sü p e rs im e tri u y g u la 
m a la r ın d a  genellik le en  b a s it  d u ru m  o lan  N = 1 d u ru m u  ben im sen ir. Se
bep, büyük  JV'ler iç in  sü p e r  eş le rin  çoğalm asın ın , tem el h e r  p a rçac ık  "eş- 
ler"e ilişk in  b ir  2w-liy e  a i t  olm ak üzere, çok d ah a  faz la  o lu şu d u r. Gözleme 
day a lı so ru n  bu  o lm ad an  da ye terince  kö tüdür! H er d u ru m d a  ilg ili sü p e r - 
g ru p la r, B 'n in  k en d is in d en  N kez d a h a  büy ü k  b o y u tlu  b ir  B ' uzayı iç indeki 
yak ın  k o m şu luğuna  gen işlem esiy le  ilg ili "döndürm eler"le  b irlik te , "iç s i 
m etrile r"  içeren  d ö n ü şü m ler b iç im inde d ü şü n ü leb ilir.

31.4 Yüksek boyutlu uzayzaman
S ü p ersim etri ve "sü p er geom etri"n in  ne o lduğuy la  ilg ili b iraz  d ah a  iyi 

f ik ir  sa h ib i o lduğum uza göre sü p e r kü tleçek im  k o n u su n a  dönelim .

i,! JV'de 2'nin, bu bir spinördeki bileşen sayısı olmak üzere, bkz. §11.5, §33.4, bir üssü olma eği
limi söz konusudur. Bu, süpersimetri cebirindeki elemanlara ilişkin 2N sayısıyla karıştırıl
mamalıdır. Süpersimetriyle ilgili bir tartışma için yaratıcılardan biri olarak bkz. Wess ve 
Bagger, 1992.



1970 'lerin  so n u n d a  bu  fik ri k u şa ta n  o rijina l coşku, s ta n d a r t  E in s te in  ge
nel gö reliliğ in in  aks ine  sü p e r  k ü tleçek im in in  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  o l
m a sın ın  aç ığa  çıkab ilm esiy le  ilg ili u m u tta n  kaynak land ı. E in s te in  vakum  
k u ram ın d a  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  o lm ayan  ıra k sa m a la r  "2-döngü  d ü ze 
yinde" g ö rünm üştü ; “döngüler" Feynm an d iyag ram  gen işlem eleriy le , "dön
gü say ısı" F eynm an g rafiğ in i b ir  ağaç g rafiğ ine  ind irgem ek  üzere  gereke
cek kesik  say ıs ıy la  ilg ilid ir  (b k z . §26.8, özellikle son  p a ra g ra fı ve Şekil 26.8 
ve ay rıca  §§26.9, 10). B unun la  b ir lik te  m adde v a rlığ ın d a  böy lesi ıra k sa m a 
la r  h a lih az ırd a , gerçek b ir  fe lak e t o la rak  değerlend irileb ilecek  1 -döngü 
düzey inde gö rünü r. S üper kü tleçek im inde bu  1 -döngü  ırak sa m a la rı, k u ra 
m ın  iz in  verd iğ i m adde  b iç im leriy le  ilg ili o la rak  s ih irli b iç im de o rta d a n  
kaybo lu r. Pek çok in sa n  b u n u n  tü m  döngü derecelerinde sü receğ ine ilişk in  
büy ü k  u m u d a sah ip ti. Ne yazık  ki du rum  böyle o lm adı ve yen iden  n o rm a l
le şeb ilir  ıra k sa m a la r  y ine sü p e r  kü tleçek im indek i 2 -d öngü  düzey inde b u 
lu n d u .577 D aha so n rad a n , uzayzam an  b o y u tlu lu ğ u  s ta n d a r t  o lan  d ö rtte n  
on b ire  y ü k se ltilm esi gerekecekse bu  d u ru m d a  k o n u la rın  çok d a h a  faz la  
u m u t veric i görüneceği fa rk  ed ild i. B una k a rş ın , sü p e r kü tleçek im in in  b ü 
tü n lü k lü  b ir  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  versiyonu  h â lâ  elde ed ilem edi ve çok 
d ah a  güncel ça lışm a la r  bu  b iç im de elde ed ilem eyeceğini g ö s te rd i.578

F izikçilerin , u zay zam an  b o y u tlu lu ğ u n u n  doğ ru d an  deneyim lediğ im iz 
d ö rtte n  (bir zam an  ve üç uzay) fa rk lı o lab ilm esi o lasılığ ın ı cidd iye a la b il
m eleri n a s ıl m üm kündür?  M atem atik sel a l ış tırm a la ra  göre böy lesi yüksek 
b o y u tlu  şey ler so ru n su z  g ö rü n ü r fak a t b u n u n , "uzayzam an"m  gerçek ten  
gerçek u zay la  zam an ın  b irle şim i an lam ın a  geld iğ i fiziki b ir  ku ram  o lm ası 
gerekiyor. A slında §31.7 'de göreceğim iz üzere  sic im  k u ram ı u zayzam an ın  
gerçek ten  d ö rtte n  faz la  b o y u ta  sa h ip  olm a zo ru n lu lu ğ u n a  gerek duyar. E r
ken k u ram d a  boy u t 26 o la rak  k ab u l ed ilm iş ti fa k a t (sü p ersim e tri f ik ir le r i
n i de içeren; bkz. § 31.2) so n rak i yen ilik le r bu  uzayzam an  b o y u tlu lu ğ u n u n  
10'a d üşm esine  yol açtı.

T am  b ir  haya l o lan  b u  fik ri gö revden  a lm ad an  önce, §15.1 'den, 1919'da 
(o zam an  için) az b ilin en  PolonyalI m a tem atik ç i T heodor K aluza ta ra f ın 
d an  o rtay a  konm uş olup bu  bö lü m ü n  b a ş la r ın d a  k a rş ıla ş tığ ım ız  ayn ı İ s 
veçli m atem atik se l fizikçi O skar Klein ta ra f ın d a n  d a h a  d a  ile ri g ö tü rü l
m üş o lan  zekice düzeni an ım sam ak  zorundayız. Ek b o y u tla r ın  (4 'ten  fa z la 
sı) uygun  b ir  b iç im de k ü ç ü k  b o y u tla r  o la rak  k ab u l ed ilm esi sa ğ lan d ığ ın d a  
o n la rın  do ğ ru d an  fa rk ın a  v arm ay ab ilir iz . Bu b ağ lam d a  "küçük" ne an lam a

577 Tüm bunlara ilişkin ayrıntılı bir tartışma için Bern, 2002, inceleme makalesine bakın. Ayrı- 
ca bkz. Deşer, 1999, 2000.

578 Süper kütleçekimin yeniden normalleşebilirliği için bir "son umut" olarak bkz. Deşer, 1999,
2000. Ayrıca bkz. Deşer ve Zumino, 1976.



gelir? Şekil 15.1'dek i "hortum " b enzetm esin i an ım say ın . Büyük b ir  u zak 
lık tan  b ak ıld ığ ın d a  h o rtu m  1 -b o y u tlu  o larak  g ö rü n ü r fa k a t onu  d ah a  y a 
k ın d an  incelersek  2 -b o y u tlu  b ir  yüzey b u lu ru z . F ik ir, h o rtu m  evren inde 
ik am et etm ekte o lan  b ir  varlığ ın  h o rtu m  e tra fın d a  d o lan an  ek b o y u tu n  
gerçek ten  "orada" o lduğunu , bu  v arlığ ın  fizik i b o y u tu  h o rtu m  çev resinden  
çok d ah a  büyük  olm ak koşu luy la , "bilm eyeceği"dir. B enzer y o ru m lar, yük 
sek boy u tlu , 4 + d, b ir  "ho rtum  evren i"nde de, b o y u tla rd a n  d aded i "kü
çük" olm ak ve b u  ev rende y aşay ıp  yaln ızca  4 "büyük" b o y u t a lg ılay an  d a 
h a  b ü yük  b ir  v arlık  ta ra f ın d a n  d o ğ ru d an  a lg ılan m am ak  üzere, geçerli 
olur; bkz. Şekil 31.3.

K aluza-K lein  m odelinde ya d a  bu  fik rin  m odern  yüksek  b o y u tlu  v e rs i
y o n la rın d a  hang i "küçüklük" derecesi bek lenm elid ir?  K lein 'ın  kend isi k ü 
çük ek b o y u ta  ("hortum  çevresi") ilişk in  "ölçeğin" 10-35m 'lik  P lanck u za k lı
ğı m erteb es in d e  o lm ası gerek tiğ i so n u cu n a  vard ı. A yrıca b u n u n , yüksek 
bo y u tlu  sü p e r  kü tleçek im i ve sic im  ku ram ı g ib i d ah a  m o d em  düzen le rde 
b en im sen m iş en tu tu la n  tü rd ek i ölçek (ya da b u n d an  y a ln ızca  b ira z  büyük  
olan) o lduğu  görü lü r. Bizim  g ib i v a r lık la r  iç in  b u n u n  a s lın d a  "küçük" s a 
y ıld ığ ı a ç ık tır  ve b u n u n  k a d a r  küçük  ek uzayzam an  b o y u tla r ıy la  h erhang i 
do laysız b ir  deneyim e sa h ip  o lm ayacağım ız bek lenebilir.

A slında ek b o y u tla r ın  (bu kadar) küçük  k ab u l ed ilm ey ip  h a t ta  çap b o 
y u tu  o la rak  b ir  m ilim e tre  k a d a r  "büyük" (belki de bu  k a d a r  b ile  k ap a n m a
m ış) b ir  şeyle ilg ili b az ı yeni gelişm eler (sicim  kuram ında) söz k onusudu r. 
B ir fik ir, böylesi b ir  düzen in , k en d isin i b u  tü r  u zak lık la rd a  kü tleçek im  e t
k ileşim ine  ilişk in  te rs  kare  y a sa s ın ı b ir  değ işim i b iç im inde gö ste ren  göz
lem e d ay a lı so n u ç la rın ın  söz k o n u su  o lab ileceğ id ir. E sasen  yak ın  zam an 
da, Nevvton k u ram ın d an  böy lesi sa p m a la rın  a lg ıla n a b ilir  o lup  o lm ayaca-

Şekil 31.3 Kaluza-Klein türü yüksek boyutlu b ir uzayzamana {bkz. Şekil 15.1) ilişkin hor
tum modeli; hortum uzunluğu üzerindeki boyut normal 4-uzayzamanı ve hortum et
rafındaki boyut "küçük" (belki Planck ölçeğinde) ek boyutları temsil eder. Bu dünyada 
ikamet eden b ir varlığı bu "küçük" ek boyutlara oturur biçimde hayal ederiz; böylece ger
çekte onların farkında değildir.



ğ ın ı öğrenm ek üzere o ldukça h a s s a s  baz ı deney ler g e rçek le ştir ild i.579 Şim 
diye dek y arım  m ilim etreye k ad a rlık  böylesi h e rh an g i b ir  sap m a b u lu n 
m adı.

Bu yeni f ik irle rin  konum u ne o lu rsa  o lsun , uzay zam an a ilişk in  b ir  y ü k 
sek b o y u tlu lu k  önerisi, ta r tışm a la r ım ız ın  bu  aşam a sın d a , b ir  za m a n la r  
K aluza-K lein  ö n eris in in  kesin lik le  o lduğu  g ib i "ş irin  b ir  fik rin" sa h ip  o l
du ğ u n d an  d ah a  ilg i çekici b ir  konum a sah ip  değ ild ir. Bu fik rin  m a tem a
tik se l çekiciliği ne o lu rsa  o lsun , böy lesi b ir  düzene in an m ak la  ilg ili sa ğ 
lam  fiziki k a n ıtla r  olup o lm adığ ı so ru su n u  yöneltm ek zo runday ız . O rijinal 
K aluza-K lein  m odeli d u ru m u n d a  b u  yüksek  b o y u tlu  b ak ış  aç ıs ın ı b en im 
sem enin  n eden i e lek trom anyetizm ay ı "geom etrik leştirm ek"ti. §25.1'd en  
an ım sayacağ ım ız  üzere 20. yüzy ılın  b a ş la r ın d a  b ilin en  (ve kav ranan ) Doğa 
kuvvetleri yaln ızca  kü tleçek im  kuvvetiy le elek trom anyetik  kuvvetti. E ins- 
te in  yaln ızca , kü tleçekim  a lan ın ın  4 -b o y u tlu  uzayzam an  eğriliğ iy le  n a s ıl 
b irle ş tir ile ce ğ in i g ö ste rm işti. A slında e lek trom anyetizm ay ı da böylesi b ir  
geom etrik  çerçeve iç ine getirm eye ça lışm ak  o ldukça etk ileyici ve doğal gö
rü n ü m lü  b ir  fik ird i. D ahası, ayn ı "E instein  vakum  denklem leri"n in , d iğer 
b ir  dey işle  Ricci te n sö rü n ü n  (Rab =  0; bkz. §19.6) yok o lm ası, 5 -b o y u tlu  
K aluza-K lein  k u ram ın d a  tıp k ı 4 -b o y u tlu  s ta n d a r t  genel gö relilik te  o lduğu  
g ib i geçerli olm a b iç im inde o ldukça m ucizevi b ir  şey söz konusuydu . 4r- 
bo y u tlu  k u ram d a  bu  denklem  v a k u m  du rum uy la , d iğer b ir  dey işle  kü tle - 
çekim i d ış ın d ak i tü m  fizik i a la n la rın  yokluğuyla ilg ilid ir. 5 -b o y u tlu  k u 
ram d a  yaln ızca  kü tleçekim  ve e lek tro m an y etizm an ın  iş led iğ i ve bu  yo lla 
zam ana ilişk in  o la rak  b ilin en  fizik i a la n la rı k ap sad ığ ı n ered eyse  d u ru m la  
ilg ilid ir.

B unun la  b irlik te  "neredeyse", d u ru m u  b ir  şek ilde o ldukça güçlü  b iç im 
de ifade  eder. Çünkü en önem lisi, K aluza-K lein m odeliy le ilg ili o la rak  "kü
çük" b o y u tta , son  derece faz la  se rb e s tlik  derecesi b u lu n m ay acak  şek ild e  
b ir  s im e tr i  b u lu n m a sı ş a r tt ır .  Aksi d u ru m d a  b u  ek se rb e s tlik  d erece leri
n in , n iç in  o rtay a  ç ık tığ ın ı görelim . §16.7 'den, v erili b ir  uzay  üzerindek i 
sonsuz  b o y u tlu  uzay  a la n la r ın ın  "ebat"ıy la  ilg ili ta r tışm a y ı an ım say ın . q -  
bo y u tlu  b ir  b aş lan g ıç  veri yüzeyi üzerin d e  se rb estçe  seçilm iş k  ad e t b a 
ğım sız b ileşen  ta ra fın d a n  b e lir len eb ilen  b ir  a lan la  ilg ili se rb es tlik  
ookoo,'d u r. E in ste in  genel gö reliliğ iy le  ilg ili o la rak  (bir b iç im de k a rış ık  n e 
den lerd en  dolayı)580 k =  4 ve q =  3 'e sah ib iz , böylece bu  n icelik  o o 4 c ° 3 o la 
rak  o rtay a  ç ık a r ve M axw ell k u ram ıy la  ilg ili o la rak  da ta m  o la rak  aynı 
se rb e s tliğ i elde ederiz. B irleşik  E inste in -M axw ell ku ram ıy la  ilg ili o larak ,



b aş lan g ıç  veri yüzey indek i n o k ta  b a ş ın a  dü şen  etk in  b ileşen  say ıs ı ay rı 
ay rı h e r  a la n la  ilg ili d eğ erle rin  to p la m ıd ır , böylece b aş lan g ıç  3 -u zay m d a- 
ki n o k ta  b a ş ın a  etk in  b iç im de bağ ım sız  4 +  4 =  8 b ileşene  sah ip  o lu ruz  ve 
ta m  se rb e s tlik le  ilg ili doğru  değer

oo8°°3

olur. Ş u  h a ld e , yaln ızca  R icci dü z lü k  k o şu lu n a  (diğer b ir  dey işle Rab =  0; 
bkz. §19.6) bağ lı 5 -b o y u tlu  b ir  k u ram d a  b aş lan g ıç  yüzeyi 4—b o y u tlu d u r 
(böylece q =  4) ve gerçek te k = 10 o la rak  aç ığa çıkar. Bu b ize a lan la  ilg ili 
gereken  değerden , 10, 8 'd en  (k değeri) büyük  o lduğu  iç in  değil fa k a t 4, 
3 'ten  (q değeri) büyük  o lduğu  iç in  son  derece d a h a  büyük  b ir  se rbestlik , 
o o 1 0 ” 4 , verir. 3 değ işkenli fo n k siy o n la rd an  o la ğ an ü stü  b iç im de d a h a  çok 
sa y ıd a  4 değ işkenli fonksiyon  m evcuttur!

K aluza-K lein  m odelinde 4 'ü , küçük  b o y u tta  sü rek li (gerçekte U(l), krş. 
§13.10) b ir  s im etri d a y a ta ra k  3 'e ind irgeriz . Bu s im etriy i ifade eden b ir  
K illing vek tö rü  (§14.7) o lm ak z o ru n d a d ır  ve a s lın d a , K aluza-K lein  5-uzay ı 
4 -b o y u tlu  o lağan  M  u zay ı ü zerindek i b ir  B S1-d em e tid ir . Bu, §19.4' te 
aç ık land ığ ı üzere (ve §15.8'de), e lek trom anyetizm ay la  ilg ili geleneksel d e 
m et aç ık lam asın d an  pek  de uzak  görünm üyor. Tem el b ir  fark , b ir  m etriğ in  
yaln ızca  M  u zay zam an ın a  a tan ıy o r o lm ası yerine  B 'n in  k en d isin in  b u ra d a  
b ir  düz R icci L orentzci (sözde) m etriğ in e  a ta n m a s ıd ır .581 K aluza-K lein  m o 
deliy le ilg ili çarp ıc ı b ir  gerçek, S 'y e  (U(l) s im etris in e  ek olarak) Ricci d ü z 
lü ğ ü n ü n  yük lenm esin in , b ize M  ü ze rindek i E in ste in -M axw ell k u ra m ın d a 
ki denk lem lerin582 tü m ü n ü  sağ lam ay a  şa ş ır tıc ı b iç im de yak ın  g ö rü n m esi
d ir. Ek o la rak  gerek d u y u lan  b ir  şey de, K illing v ek tö rü n ü n  sa b it  b ir  s ıf ır  
o lm ayan  (aslında negatif) n o rm a  sah ip  o lm asıd ır. Bu, istenm eyen  ska ler 
b ir  a lan ı e ler ve gerçek E in ste in -M ax w ell k u ram ı b u  yo lla  ifade  edilir!

Z arif o lm asına  rağm en  E inste in -M axw ell ku ram ıy la  ilg ili K aluza-K lein 
b ak ış  aç ıs ı bize gerçek liğ in  ilg i çekici b ir  ta b lo su n u  sunm az. Bunu b en im 
sem ekle ilg ili o la rak  fizik i yönden  h e rh a n g i güçlü  b ir  güdü  kesin lik le  söz 
k onusu  değild ir. Ö rneğin  sü p e rs im etri, Û FT 'deki so n su z la r  so ru n u n u  in 
d irgem eye ilişk in  kuşk u  gö tü rm ez değerinden  do lay ı kesin lik le  d ah a  sa ğ 
lam  b ir  fizik i d u ru m d u r. Öyleyse yüksek b o y u tlu  K aluza-K lein tü rü  k u 

581 Geleneksel bir demet açıklamasında, bir M  taban uzayı üzerindeki metrik, istenirse onun 
üzerinden, bir 3  demetine, genellikle yalnızca 3  üzerinde "bozuk" bir kanonik metrik sağla
mak fakat belki de lifler üzerindeki bir metrik yapısından yararlanılırsa bozuk olmayan bir 
metrik sağlamak üzere geri "kaldınl"abilir. Bununla birlikte bu, bir demet yapısının temel 
bir görünümü değildir.

582 Bunlar, Maxwell enerji momentum tensörüne kaynak olarak sahip olan, eğik uzayzaman ar- 
dalanındaki serbest Maxwell denklemleriyle birlikteki Einstein denklemleridir.



ra m la r  n iç in  Doğaya ilişk in  d a h a  d erin  b ir  k u ram a yönelik  m o d e m  u ğ ra ş ı
la rd a  b u  derece p opü le rd ir?  Tem el sebep ler, b u g ü n  iz lenen  gen iş k ap sam lı 
tü m  v e rs iy o n la rın d a  hem  sü p e rs im e tri hem  de yüksek  b o y u tla r ı tem el b i
ç im lerde işe koşan  sicim  k u ram ın d an  gelm ekted ir.583

31.5 Orijinal hadronik sicim kuramı

Öyleyse sicim  k u ram ı n e d ir? N için  pek çok günüm üz k u ram cıs ı ü z e rin 
de böy lesine  güçlü  b ir  etk iye sa h ip tir?  Yine, şey lere ilişk in  b u  düzen  de en 
güçlü  g ü d ü sü n ü , ÛFT'yle ilg ili so n su z la rın  yok o lm ası is teğ in d e n  alır. Bu 
an lam d a  o, b ö lü m ler 2 4 -26 'dak i y ön lend iric i fik irle re  ilişk in  b ir  sü rek lili
ği tem sil eder. B unun la b irlik te , h ad ro n ik  fizik tek i gözlem e d ay a lı b az ı i l 
g inç lik le rle  özellikle ilg ili o lup ç ığ ır açıcı b ir  doğaya sa h ip  o lan  d iğer b ir  
önem li ta r ih i güdü  d ah a  söz konusuydu . Gelin ilk  o la rak  b u n la ra  b ir  göz 
atalım .

Bu o rijina l konu, h ad ro n  saç ılım ı p arçac ık  fiz iğ inde b u lu n a n  b e lirli 
ilişk ile rle  ilg iliydi. 25. bö lüm de h a d ro n la r  a ra s ın d a , son  derece k ısa  ö m ü r
lü  (yalnızca yak laşık  l(T 23s) o lm ala rı neden iy le  "parçacık" ism in i za r zor 
h ak  eden ve sık lık la  re zo n a n sla r  o la rak  a d la n d ır ıla n  pek çok p arçac ık  b u 
lu n d u ğ u  b e lir tilm iş ti. Şim di, QFT k u ra lla r ın ın  h e rh an g i fizik i b ir  işlem de 
o rtay a  çıkabilecek o lası h e r  tü r  fa rk lı e tk in liğ in  tam  k u an tu m  gen liğ in i e l
de etm ek üzere  to p lam a eklenm ek zo ru n d a  o lm asın ı ta lep  e ttiğ in i a n ım sa 
yalım  (§25.2, §§26.6, 8). Bu d u ru m d a  b u n u n la  ilg ili o la rak  tü m  p arçac ık  ve 
rez o n as la r  h e sa b a  k a tılm ak  zo ru n d ad ır. Ö rneğin, iki A ve B p arçac ığ ın ın  
b ir  a ra y a  gelip  k ısacık  b ir  an  so n ra s ın d a  k end ile rin i C ve D p a rç ac ık la rın a  
d ö n ü ş tü rd ü ğ ü  b ir  h ad ro n ik  saçılım  işlem ine sah ip  o lab iliriz . Şu h a ld e  A 
ve B 'n in  b u n u  y ap ab ilm ele rin in  b ir  yolu, neredeyse an id en  C ve D p a rç a 
c ık la rın a  b o zu n an  tek il b ir  X p arçac ığ ı (rezonansı) o lu ş tu rm a k  üzere b ir  
a ra y a  gelm elerid ir. Bu tü r  o lası pek çok a ra  parçac ık , X, X', X", ..., söz ko
n u su  o la b ilir  ve h er b ir in in  e tk is i to p la m a eklenm ek zo ru n d a  olur. Bu i ş 
lem lerin  h e r  b iriy le  ilg ili F eynm an g rafik le ri Şekil 31 .4a 'da  g ö s te rilm ek te 
d ir. Şim di, d ö n ü şü m ü n  o rtay a  ç ıkab ilm esin in  a l te rn a t if  b ir  yolu  A ve B 
a ra s ın d a  b ir  Y p arçac ığ ın ın , A 'yı C'ye ve B 'yi D 'ye çev irerek  "değiş tokuş" 
ed ilm esid ir. Yine o lası değiş tokuş p a rç ac ık la rın ın  b ir  lis te s i, Y, Y', Y", ..., 
söz k onusu  o lab ilir; F eynm an g rafik le ri Şekil 31 .4b 'de göste rilm ek ted ir. 
D önüşüm ün  o rtay a  çıkab ileceğ i b ir  ü çüncü  işlem  a iles i söz kon u su d u r.

583 Bununla birlikte, normal 4-boyutlu uzayzamanı kullanan sicim kuramıyla burgaç kuramını 
birleştiren fikirlerin bazı yeni uygulamaları söz konusudur. B kz. §§31.6, 18, §33.14 ve not 
31.76.



Şekil 31.4 İki A, B parçacığının C, D çiftine çevrildiği hadronik b ir saçılıma ilişkin Feyn- 
man grafikleri, (a) Bu tür işlemlerin b ir ailesinde A ve B, neredeyse aniden C ve D'ye bo- 
zunan, olası pek çok X, X', X ” , ..., ara bulucusu söz konusu olmak üzere, bir parçacık (re
zonans) oluşturmak üzere b irleşir ve hepsi toplama katkıda bulunur, (b) Alternatif b ir iş
lem ailesinde b ir Y  parçacığı (ya da Y ' ya da Y "  ya da ...), A 'y i C’ye ve B’yi D'ye, her ara 
bulucu katkıda bulunmak üzere, çevirerek "değiş tokuş edil"ir. (c) Her ara bulucu katkıda 
bulunmak üzere, Z'yi içeren (ya da Z' ya da Z " ya da ...) benzer b ir "değiş tokuş". Artık A, 
D'ye ve B, C'ye çevrilir. En düşük düzende (a), (b) ve (c) alternatiflerinin, birbirlerine ek
lenmek yerine, denk oldukları ortaya çıkar, (d) Bu değişimi gerçekleştirmenin diğer yo l
ları kapalı döngüler içerir.

B unlar, b ir  önceki dönüşüm den , o lu şan  C ve D p a rç a c ık la rın ın  d iğ e r b i
çim de a lın m ası an lam ın d a  fa rk lılık  g ö s te rir  ve b u n la ra  ilişk in  Feynm an 
g ra fik le ri Şekil 31 .4c'de g ö ste rilm ek ted ir. D önüşüm ün  gerçek leştiğ in i d ü 
şünebileceğ im iz , ka p a lı dö n g ü le ri (Şekil 31.4d) içeren  b aşk ac a  d ah a  k a r ı
ş ık  y o lla r  d a  m e v c u ttu r  fa k a t b u  "yüksek dereceli" iş lem ler ş im dilik  önem 
siz o la rak  d eğerlend irilecek tir.

(A, B) ç iftin in  k en d is i yo luy la  (C, D) ç iftine  çevrilm iş h a le  geld iğ i iş lem 
le ilg ili to p lam  genliğ i elde etm ek üzere b u  fa rk lı k a tk ıla rın  tü m ü n ü  to p la 
m am ız gerekir; fa k a t b u lu n a n  şey  b u  üç o la s ılık tan  her b ir in in  o ldukça ş a 
ş ır tıc ı b iç im de ayn ı y a n ıtı v e rir  g ö rünm esid ir. Bu tek  y a n ıt tem elde doğru  
y a n ıt o la rak  görünm ek ted ir. Üç y an ıtın  tü m ü n ü  to p lam am ız  gerek irse  bu  
d u ru m d a  o ldukça büy ü k  b ir  şey  elde ederiz. S ırasıy la  Şekil 31.4a, b, c 'de 
verilm iş o lan  üç F eynm an  g rafiğ i derlem esinden  h er b ir i b irey se l şek ilde  
to p la n d ığ ın d a  fizik i o la rak  aynı şeyi te m sil eder! S ta n d a rt F eynm an g ra fi
ği b ak ış  aç ısıy la  b u  "ikilik"584 an laşılm az  gö rünür. B unun la  b irlik te  1970'te 
Jap o n /A m erik a lı fiz ikçi Y oichiro N am bu,585 genç İ ta ly a n  G abriele Venezi- 
ano ta ra f ın d a n  1968'de b u lu n a n  d ik k a t çekici b ir  denklem le ilg ili kendi 
değ erlend irm elerine  d ay a n a rak ,586 tü m  b u n la rın , k end isi yo luy la  b ireyse l 
h ad ro n ik  p a rç ac ık la rın  n o k ta sa l p a rç ac ık la r yerine sicim lerle  m odellendiğ i 
fa rk lı b ir  bak ış aç ısıy la  an lam lı k ılınab ileceğ i so n u cu n a  u la ş tı. Bir sicim  
geçm işi 2 -b o y u tlu  b ir  yüzeydir, böylece s ıras ıy la  Şekil 31.4a, b, c, d 'dek i

584 Not 14.3'le karşılaştırın.
585 Genel b ir sicim kuramı tarihi için bkz. Schvvartz, 2001; özellikle bkz. Veneziano, 1968; Nam

bu, 1970; Susskind, 1970; Nielsen, 1970; ve Goddard vd., 1973.
586 Bu, şeyleri 1777'de muhteşem Euler tarafından bulunmuş olan /? fonksiyonu biçiminde açık

lar. îkiliğe ilişkin ilk önemli açıklama için bkz. Goddard vd., 1973.



Şekil 31.5 Şekil 31.4'ün ilg ili işlemlerine ilişkin sicim geçmişi tablosu (a), (b) ve (c) ara
sındaki denkliğin, bunlar topolojik olarak aynı oldukları için birbirlerine dönüştürülebil- 
diklerinden, bir açıklamasını sunar, (d) Yüksek dereceli işlem ler daha karmaşık topoloji
ye karşılık gelir. Topolojik cins döngü sayısının karşılığıdır (Şekil 8.9'la karşılaştırın).

Feynm an g rafik le rin d e  aç ık lan an  iş lem ler a r tık  Şekil 31.5a, b, c, d 'de  s ı r a 
sıy la  gö ste rilen  çeşitli a l te rn a tif  "boru  te s isa tı"  b iç im inde resm ed ileb ilir. 
Bu "sicim  b ak ış  açısı"yla ilg ili ça rp ıc ı o lan  şey , s ta n d a r t  F eynm an d iyag 
ram  b ak ış  aç ıs ın d an  o ldukça fa rk lı g ö rünen  üç (a), (b), (c) iş lem in in  tü m ü 
n ü n  a rtık  topolojik  o la rak  denk  o lm ası ve a yn ı işlem e b ak m an ın  üç fa rk lı 
b iç im i o la rak  değ erlen d irileb ilm esid ir. Bu neden le  "sicim " ta b lo su , had ro - 
n ik  fiziğe ilişk in  kafa k a r ış tır ıc ı b ir  gerçeği an lam lı k ılm ak  üzere  b ir  yol 
önerir.

Bu yorum  yaln ızca  n ite ld ir  fak a t sicim  ta b lo su  ay rıca , V eneziano 'nun  
denklem ine ilişk in  m a tem atik se l b ir  tü rev  sağ lay an  fiziki b ir  m odel de 
su n m u ştu r. Ek o larak  -s ic im le rin  d ah a  çok, b ir  s ic im in  gerilm e m ik tarıy la  
o ran tılı o la rak  a r ta n  b ir  sic im  g er ilim in e  sah ip  küçük  e la s tik  şe rit le r  g ibi 
d a v ra n d ığ ı-  sicim  m odeli h ad ro n ik  fiziğ in  gözlem lenm iş d iğer b ir  öze lliğ i
ne, d iğer b ir  dey işle R egge yö rü n g ele rin in  düzlüğüne ilişk in  b ir  aç ık lam a 
da su n a r. Regge yörüngeleri, b e lir li b ir  h ad ro n  sın ıfıy la  ilg ili o larak , sp in  
değerin in  k ü tle  karesiy le  değ işim in i g ö ste ren  g ra fiğ in i çizd iğ im izde g ö rü 
len  ç izg ilerd ir. Bu ç izg iler d ikka t çekici b iç im de düzdür. Şekil 31 .6 'da  b u 
n a  ilişk in  b ir  ö rnek  gö ste rilm ek ted ir. B ildiğim  k ad a rıy la  h a d ro n la ra  i l iş 
k in  o la rak  gözlem lenm iş o lan  b u  ça rp ıc ı gerçeğe ilişk in  h â lâ  a lte rn a tif  
h e rh an g i tam  b ir  aç ık lam a m evcu t değ ild ir.587

587 Regge kutuplarım açıklayacak modeli ilk tasarlayan Veneziano’dur, 1968. Genel olarak Reg
ge kuramıyla ilgili Penrose vd., 1978 yanı sıra bkz. Collins, 1977.

Ş e k i l  3 1 .6  A r ta n  s p in l i  p a r ç a c ık  r e z o n a s la r ın a  i l iş k in  
d ü z  "Regge yö rü n g e ler i" n in  k ü tle  k a r e s i k a r ş ıs ın d a k i  
g ra fiğ i. E la s t ik  s ic im  ta b lo s u  b ir  a ç ık la m a  sa ğ la r .



D ahası sicim  k u ram ı, b u  ta b lo y la  b irlik te  h ad ro n ik  fizik le  ilg ili son lu  
b ir  k u ram ın  elde ed ileb ilir  o lab ileceğ ine ilişk in  önem li ve an lam lı b ir  
u m u t o lu ş tu rd u . A çıkçası, geleneksel F eynm an y ak laş ım ın d ak i (§26.8) 
(m orötesi) ıra k sa m a la r ı "düzeltm e"ye h izm et e tti. Bu ırak sa m a la r , n o k ta 
sa l p a rç ac ık la r  b irb ir le r in e  s ın ır  o lm aksız ın  g it gide d a h a  yak ın  hale  gel
dikçe o rtay a  ç ıkan  küçük  uzak lık  e tk ile rin d en  k ay n a k la n ır  b iç im de d ü şü 
n ü leb ilir . S icim ler n o k ta sa l c is im ler değ ild ir, böylelik le  bu , so ru n u  g id e r
m ek üzere  b ir  a lan  açar. G erçekte s ta n d a r t  F eynm an g rafik  ta b lo su n d a  
ırak sa m a  so ru n la r ın a  ned en  o lan  şey kapa lı döngü le rd ir. Sicim  ta b lo su n 
d a  k ap a lı döngü ler b a s it  o la rak . Şekil 31 .4d 'n in  b ir  sic im  versiy o n u  o lan  
Şekil 31 .5d 'de g ö ste rild iğ i üzere, yüksek  topolo jili yüzey le r ta ra fın d a n  
d ev ra lın ır . B unun, F eynm an g ra fik le rin d en  ırak sa k  in te g ra lle r  yerine  so n 
lu  b ir  şey sağ lam ası gerekir. D ahası, tek  b ir  sic im  geçm işi ta b lo su , b irey 
sel o la rak  ırak say ab ilecek  fizik i o lm ayan  p a rç a la r  yerine , b u  ıra k sa m a la 
r ın  b irb ir le r in i sa d e le ş tirm e s i gerek tiğ i v a rsay ılm ak  üzere, son lu  o lm ası 
gereken  b ir  p rob lem e yönelik  to p lam  fizik i y a n ıtı te m sil e tm ek üzere  d ah a  
iyi b ir  o lanak  sa ğ lay a ra k  fa rk lı pek  çok F eynm an d iy ag ram ın ı k a p sa y a b i
lir. A yrıca fa rk lı p a rç ac ık  çeş itle ri b a s it  b iç im de sic im lere ilişk in  fa rk lı 
t it re ş im  m od la rı o la rak  b ir le ş tir ile b ilir . Son o la rak  2 -b o y u tlu  uzayzam an  
sicim  geçm işleri, 8. bö lüm den  an ım sayacağ ım ız  üzere  o la ğ an ü s tü  zengin 
geom etrik  ve a n a litik  özellik lere sah ip  R ie m a n n  yü zey le r i  o la rak  (esasen 
V eneziano 'nun  kayda değer denklem in i tem elleyen  gerçek) k ab u l ed ileb il
m eye ilişk in  d ik k a t çekici ek özelliğe sa h ip tir . A slında D oğanın, gerçek li
ğ in  k u an tu m  sev iyesindek i ta sa r ım ın ın  p a rç a s ı o la rak  g ö rünen  karm aşık  
s ih irle  ilg ili a lan  b u ra d a d ır .

Bu, şü p h e  gö tü rm ez biç im de, o lağan  p a rç a c ık la ra  ilişk in  o lan d an  daha  
d erin  b ir  fizik i aç ık lam a düzey inde ne o lab ileceğ iy le ilg ili en z a r if  m a te 
m a tik se l ta b lo d u r. Bu ta b lo y u  ilk  duyduğum da, b u  f ik ir le r  derlem esin in  
güzeliğ i ve p o tan siy e l gücü  ben i a ş ır ı derecede etk iled i. B ana b u ra d a , hem  
m a tem atik se l o la rak  heyecan  veric i hem  de an la ş ılan , p a rç ac ık  fiz iğ in in  
önem li b ir  a lan ıy la  do laysız  ilişk iye  sah ip  yeni b ir  şey  varm ış  g ib i g ö rü n 
dü. O za m a n la r öncelik li ilg i a lan ım  (33. bö lüm de geleceğim iz) b u rg aç  k u 
ram ıy d ı ve yap tığ ım  şeyle k u lağ a  o ldukça u m u t veric i gelen  bu  yeni f ik ir 
le r  a ra s ın d a  kesin lik le  b ir  b a ğ la n tı ku rm am  gerek tiğ in i düşü n d ü m . B ur
gaç k u ram ı k a rm aşık  (holomorfik) y a p ıla rd a n  çok önem li b iç im de fa y d a la 
n ır  ve tem el sicim  k u ram ın d a , b u  tü r  y ap ıla rın , -e s a s e n  k arm a şık  eğ riler 
o la n -  R iem ann yüzey le rin in  tem el ku llan ım ı yo luy la  fizik i d a v ra n ış ı k o n t
ro l e ttiğ in i g ö rü rüz .588

588 Burgaç fikirleriyle sicim kuramınınkileri bir araya getirmekte daha sonra bazı sınırlı başa-



VVitten'in (2003) o ldukça yen i b az ı ça lışm ala rı d ikka t çekici b iç im de bu 
ilk  a rz u la r ı a r tık  g erçek leştireb ilm ek ted ir. Yüksek b o y u tlu  uzayzam an ı işe 
koşm ayan  b u  o ldukça p o z itif  yen i gelişm elere §31.18 'de döneceğim . Yine 
de b u n la r  henüz geniş k ap sam lı yen i b ir  sicim  k u ram ın ı te m sil etm ez ve 
a ra  bö lüm lerdek i aç ık lam a larım  b u n u n  yerine  "ana akım " sic im  ku ram ı 
den ileb ilecek  şeyle ilg ilid ir.

31.6 Dünyaya ilişkin bir sicim kuramına doğru

Ü zerlerinden  30 y ıld an  faz la  zam an  geç tik ten  so n ra  bu  b aş lan g ıç  f ik ir 
le ri ne d ü rü m d ala r?  K onuyla ilg ili y ılla r  iç indeki gelişm eler b aş lan g ıç  
u m u tla r ın ı ko ru d u  ya da a ş tı mı? B u n lar fa rk lı in sa n la rın  o ldukça fa rk lı
lık  g ö ste ren  y a n ıtla r  vereb ileceğ i so ru la rd ır . Sicim k u ram ı zam an  zam an  
son  derece duygu  yük lü  b ir  konu  h a lin e  b ile  geldi. E sas lı ta ra f ta r la r ın a  
göre (sonrak i b a şk a la ş ım la rıy la  b irlik te) sicim  k u ram ı 21. yüzy ılın  fiz iğ i
d i r  ve fizik i d ü şü n ü ş te , büy ü k  değilse b ile  en az ın d a n  genel görelilik  ya da 
k u an tu m  m ekan iğ in in  tem sil e ttiğ iy le  k a rş ıla ş tır ı lab ilec ek  b ir  devrim i 
tem sil eder. A şırı a le y h ta rla r ın a  göreyse onun  fizik i o la rak  şim diye dek 
b a şa rd ığ ı kesin lik le  h iç b ir  şey söz k onusu  değ ild ir ve geleceğin  fiziğ ine 
ilişk in  o la rak  b e lirli b ir  ro l oynam a o lasılığ ı çok dü şü k tü r.

Benim  iç in  de bu  gelişm elerle  ilg ili o la rak  uygun  b iç im de ta ra fs ız  o l
m aya ça lışm ak  neredeyse o la n ak sızd ır  fak a t en az ın d a n  m aku l b iç im de 
isa b e tli o lm aya ve ed ind iğ im  iz len im lere  ilişk in  n ed en le ri o rtay a  koym aya 
ça lışacağ ım . D aha önce o lduğu  üzere  okuyucuya, pek  çok etk in  ve son  d e
rece yetenek li k u ram sa l fiz ikçin in  gö rüşlerim e k a tılm ad ığ ın a  ilişk in  y asa l 
u yarım ı yapm ak  zorundayım . Yine de şey leri, gö rdüğüm  gib i su n m ak  d ı
ş ın d a  b ir  şey yapam am .

M evcut sic im  k u ram ı p ro g ra m ın a  ilişk in  pek çok görünüm e ilişk in  b a 
kış açım  o lu m lu d an  az o lacağ ın d an  en  az ın d an  okuyucuya b u  o lası denge
siz liğ i ay a rlam a  o lanağ ı sunm alıy ım . îlk  o la rak  konuya ilişk in  gelişm eler
le ilg ili en önem li k iş ile rd en  ik is in in  b ak ış  aç ıs ın ı sunacağ ım . C am bridge 
Ü n iv ersite s in d en  M ichael G reen 'in  kend i sözleriy le :589

Sicim ku ram ıy la  k a rş ıla ş tığ ın ız  ve fizik te  son  yüz y ıld an  faz la  b ir  
za m a n d ır  gö rü len  tem el ge lişm elerin  neredeyse tü m ü n ü n  böylesi 
b a s i t  b ir  b aş lan g ıç  n o k ta s ın d a n  o rtay a  ç ık tığ ın ı -v e  böy lesi b ir  z a 

rılar elde edildi fakat bunlar temel olarak matematiksel doğaya sahiplerdi ve birleşik bir f i
ziki bakış açısı sağlamıyorlardı; bkz. Shaw ve Hughston, 1990, not 31.76.

589 Brian Greene tarafından Michael Green'le 10 Aralık 1997'de yapılmış bir röportajdan alıntı
landı; Greene, 1999.



ra fe tle  o rtay a  ç ık tığ ın ı-  fa rk  e ttiğ in izde , b u  s ıra  d ış ı b iç im de h ey e
can  veric i k u ram ın  kend ine özgü b ir  s ın ıf  o lduğunu  an lıyo rsunuz .

Ve P rin c e to n 'd a k i İle ri Ç a lışm ala r E n s titü sü n d e n  (In s titu te  fo r A dvanced 
Study) Edvvard W itten  m ükem m el b iç im de şöyle yo ru m lad ı:590

"Sicim k u ram ın ın  y irm i b ir in c i yüzyıl fiz iğ in in  şa n s  eseri y irm inci 
y üzy ıla  d üşm üş b ir  p a rç a s ı o lduğu  söy len ir [Danielle Amati]."

O ldukça e riş ileb ilir , an lam lı ve coşkun  ve pek  de e leş tire l o lm ayan  - fa k a t  
m a tem atik se l f ik irle rin  d erin in e  in m ey en - p o p ü le r  b ir  aç ık lam ay la  ilg ili 
o la rak  bkz. G reene, 1999.591

Sicim k u ram ı k o nusuy la  ilg ili, özel av an ta jlı konum um dan  a lm an , zo
ru n lu  b iç im de m aku l o lm asa  d a  tu ta r lı  b ir  b ak ış  aç ıs ı iç in  konunun , b e 
n im  kend i d ü şü n ü şü m ü  n a s ıl e tk iled iğ iy le ilg ili k ab aca  ta r ih i b ir  aç ık la
m ad a  bu lu n m ay ı ta sa rlıy o ru m . Bu yolla, yaln ızca  k u ram d a  o rtay a  çıkan  
d ah a  so n rak i gelişm elerle  ilg ili b ir  şeyi değil fa k a t ay rıca  b u  gelişm elere 
ilişk in  kend i tepk im in  ne o lduğunu  da gösterm eye ça lışacağ ım . Sicim  k u 
ram ın ın  ta ra fs ız  b iç im de d eğ erlen d irilm esin i böy lesine  z o r la ş tıra n  şey 
onun , des teğ in i neredeyse tüm üy le  m a tem atik se l gerek lilik lerce yö n len d i
r ile n  es te tik  y a rg ıla rd an  ed in ip  gelişim  yö n ü n ü n  b u n la ra  göre b e lirlem esi
d ir. K uram ın geride b ırak tığ ı dönüm  n o k ta la r ın d a n  h e r  b ir in i k ay d e tm e
n in  ve neredeyse b u  n o k ta la rd a n  h e r  b ir in in  b iz i gözlem e daya lı o la rak  
o tu rtu lm u ş  gerçek lerden  d ah a  d a  u z a k la ş tırd ığ ın ı b e lir tm en in  önem li ol
d u ğunu  düşünüyorum . Sicim  ku ram ı, te m elle rin i h ad ro n ik  fiz iğ in  deneye 
daya lı o la rak  gözlem lenm iş öze llik lerinden  alm ış o lsa  da, b u  tem elle rden  
se r t  b iç im de kopm uş ve d ah a  so n ra  fizik i dünyay la  ilg ili gözlem e daya lı 
v erin in , o ldukça k ıs ıtlı  b ir  k ılav u zlu ğ u n a  sah ip  o lm uştu r.

Çok gen iş ve tüm üy le  y ab an c ı b ir  şe h ird e k i b e lir li b ir  b in ay ı bu lm ay a  
ç a lışan  b ir  tu r is t  d ü şü n ü n . H içb ir sokak adı, h a r i ta  y a  d a  h an g i yön ü n  k u 
zey, güney ya da h e r  neyse ne o lduğuy la  ilg ili tüm üy le  k ap a lı gökyüzün
den ed in ileb ilecek  h iç b ir  (en az ın d a n  tu r is te  b ir  an lam  ifad e  edecek hiçbir) 
b e lir ti  m evcu t değil. Zam an zam an  yo lda b ir  kavşak  bu lu n u y o r. T u ris t s a 
ğa m ı dönm eli yoksa so la  m ı, ya da b ir  ta ra fa  doğru  g iden  küçük  etk ileyici 
gizli geçid i m i denem eli? D önüşler çoğu kez d ik  açılı değil ve y o lla r da n e 
redeyse h iç düz değil. A ra s ıra  yol b ir  çıkm az sokak tır, b u  neden le  geri 
ad ım  a tılıp  b aşk a  b ir  dönüş y ap ılm ak  zorunda . Bazen d ah a  önce fa rk  ed il
m em iş b ir  ro ta n ın  ay ırd m a  v a r ılab ilir . E tra f ta  yo lu  so rab ilecek  k im se yok,

5W B kz. VVitten, 1996.

5,1 B kz. Greene, 1999. Daha ayrıntılı ve teknik olarak yetkin çalışmalar için bkz. Green vd., 
1987; Polchinski, 1998; ve Green, 2000.



za ten  yerel dil de pek ta n ıd ık  değil. T u ris t en az ın d a n  a ra d ığ ı b in a n ın  m ü 
kem m el güzellik te  b ir  bahçeye sah ip  görkem li b ir  za ra fe tte  o ld u ğ u n u  b ili
yor. S onuçta onu a ra m a s ın ın  tem el seb ep le rin d en  b ir i de bu . Seçtiği so 
k ak la rd an  b az ıla rı, d a h a  e tk iley ici m im aris i ve -b a z e n  y ak ın d an  in ce len 
d ik le rin d e  p la s tik  o ld u k la rı o rtay a  ç ıkab ilecek - m uh teşem  çiçek ve ça lılık 
la r la  bezenm iş güzel av lu la rıy la  d iğ e rle rin d en  çok d ah a  b e lirg in  b ir  e s te 
tik  çekiciliğe sah ip . İzlenecek ro ta d a  pek çok seçim  b u lu n m a k ta  ve tu r is 
tin  h e r  seçim le ilg ili tek  k ılavuzu  a lan d ak i es te tik  çekicilik le b irlik te  şehre  
ilişk in  b ir  ta rz  y a  da h ay a l ed ilen  b ir  tü r  tem el düzenle ilg ili b ü tü n lü k lü  
b ir  genel tu ta rlılık .

Belki d ah a  iy i b ir  benzetm e iç in  s iz in  tu r is t  o lduğunuzu  düşünelim . E t
k ileyici b ir  zekaya, b ilg i b irik im ine  ve d u y arlılığ a  sa h ip  b ir  tu r  rehberince  
y ön lend irilen  b ir  g ru p ta  yer a lıy o rsu n u z  fak a t bu  d u ru m d ak i tek  so run  
reh b e rin  şeh irle  ilg ili h e rh an g i b ir  önbilg iye sa h ip  o lm ayıp  yerel d ille  d a 
h a  önceden  h erh an g i b ir  tan ış ık lığ ı bu lu n m am ası. R ehberin  sizden  daha 
iyi b ir  es te tik  k av ra y ışa  sah ip  o lduğuna ve böyle şey lere ilişk in  kesin lik le  
sizden  d ah a  h ız lı b ir  yarg ıy a  v a ra cağ ın a  in a n ıy o r da o lab ilirs in iz . Zam an 
zam an  reh b e rin  gizli düzen le rle  ilg ili d u y arlılığ ı za ra fe tin in  b e lir li b ir  
k ap sam ı o lan  b ir  b in a  b u lu r. A slında k r ite r le r  s iz in  ku llanm ay ı seçeb ile
cek lerin izden  tem el o la rak  fa rk lı tü rd e  değ ild ir. G rubu ta k ip  edersen iz  en 
az ın d an  d iğ e rle rin in  a rk a d a ş lığ ın a  sah ip  o lacak, o n la rla  çevredeki m im ari 
üzerine  sohbe t edebilecek  ve o rtak  am acın ıza  yönelik  heyecan ı p a y la şa b i
leceksin iz. O am aca u la şm ay ı beklem eseniz b ile  a ra y ış ın  keyfin i ç ık a ra 
caksın ız. Yine de öte ta ra f ta n , am aca n a s ıl u la ş ılacağ ıy la  ilg ili o la rak  tu r  
reh b e rin in  sizden  d ah a  faz la  şey  b ilm ed iğ i h ak k ın d a  g iderek  d ah a  d a  k u ş 
kulu  h a le  gelm eniz neden iy le  belk i de yola kend i b a ş ın ız a  devam  etm eyi 
seçeceksin iz. A rt a rd a  gelen h e r  dönüş seçim i b ir  k u m ar o lacak  ve çoğu 
du ru m d a, reh b e rin  esasen  çok tan  yapm ış o lduğu  seçim den  fa rk lı b ir in in  
d ah a  faz la  u m u t ta ş ıd ığ ın ı h issedeb ileceksin iz .

E lbe tte  önceki bö lüm lerde, büyük  fiz ikçile rin  özel k av ra y ış la rın ın , bu  
k av ra y ış la r  çoğu kez b e lirg in  b iç im de m a tem atik se l b ir  k a ra k te re  sah ip  
olm ak üzere, gücünü  g ö ste rd ik le ri çeşitli ö rnek lere  ta n ık lık  ettik . B un ların  
en e tk iley ic ilerinden  b iri, §24.7 'de aç ık land ığ ı üzere, kesin lik le  D irac 'm  
e lek tron la  ilg ili denklem i b u lm a s ı o lm alıd ır. Yine de es te tik  a tılım  esasen  
yaln ızca , k u an tu m  m ekan iğ in in  deneye daya lı b u lg u la r ın d a n  k ay n ak lan an  
m a tem atik se l k av ray ış ın  sağ lam  gövdesinden  b ilinm eyene doğru  a tıla n  
tek  b ir  adım dı. D irac 'm , e lek tro n u n  k a rş ı-p a rç a c ığ ın a  ilişk in  ta h m in i bu 
tü r  b aşk a  b ir  a tılım  içerir. Yine de bu, önem li b ir  d ikka tle  y ap ıld ı ve a r 
d ın d a n  gözlem le doğ ru land ı. E in s te in 'ın  genel göreliliğ i de ay rıca  k ısm en 
m a tem atik se l e s te tik  d ü şü n cele rle  y ö n len d irild i ve genel görelilik , kuvve



t in i büyük  ölçüde k e n d is in in  derin liğ ine  güzel m atem atik se l y ap ıs ın d a n  
elde e tti. E in s te in  k u ram ı ilk  kez fo rm üle e ttiğ inde , ona ilişk in  o la rak  göz
lem  a lan ın d a  h e rh a n g i b e lirg in  b ir  ta lep  söz k onusu  değild i. Yine de, E ins- 
te in 'm  b a s it  o la rak  m atem atik se l e s te tik  d ü şü n cele rle  y ö n len d irild iğ i gü ç
lük le söy leneb ilir. Yol g ö ste ric iliğ in i öncelik li o la rak  f iz ik ten  ve eşdeğerlik  
ilkesin in  (§17.4) kü tleçek im  k av ra y ış ın ın  m erkezinde o lm a zo ru n lu lu ğ u n a  
in a n m as ın d an  elde etti.

B unun aks ine  sic im  k u ram ı neredeyse tüm üy le  m a tem atik se l o la rak  
g ü d ü len m iştir. Ö ncelikle b u n u n  kend i iç inde, zo ru n lu  o la rak  kö tü  b ir  şey 
o lm ad ığ ın ı açık lam alıy ım . B aşarılı fizik i k u ra m la r ın  tü m ü  sağ lam  m a te 
m a tik se l destek ley ic ile re  sa h ip tir . A slında m a tem atik se l tu ta r lı l ık  fiziki 
b ir  k u ram  için , o k u ram  b ü tü n lü k lü  b ir  an lam  ifad e  etm ek is tiy o rsa  y a 
şa m sa l b ir  öze llik tir. B elirli b ir  m atem atik se l çerçeve b ir  kez o lu ş tu ru ld u 
ğ u n d a  bu  çerçeve iç indek i h a s s a s  m a tem atik se l gelişm eler fizik i dünyay la  
ilg ili güçlü  an la m la ra  sa h ip  o lab ilir. (20. bö lüm de aç ık lanm ış o lan  k lasik  
fiz ik tek i L agrange denklem i ve H am ilton  gelişm eleri b u n u n  etk ileyici b ir  
ö rneğ in i sunar.) B unun la  b ir lik te  b ir  tu ta rs ız lığ ı g iderm ek üzere  d ah a  ö n 
ce in a n ıla n  b ir  k u ram  değ iş tirilm ek  zo ru n d a  o ld u ğ u n d a  so ru n la r  o rtay a  
çıkar. B ir k u ram ın  d eğ iş tir ileb ild iğ i b e lir li yol k u ram c ın ın  özgün m a tem a
tik se l b ilg isine  ve e s te tik  te rc ih le rin e  göre değ işeb ilir. Çok sık lık la  değ i
şik lik  yaln ızca, y e rin i a ld ığ ı ku ram ın  b a şa r ıs ız lık la r ın d a n  belk i de fa rk lı 
o lm asın a  rağ m en  o la sılık la  h â lâ  m atem atik se l tu ta rs ız l ık  b a şa r ıs ız lık la r ı
n a  sah ip  b ir  f ik ir  - h a t t a  belk i de "p arlak  b ir  f ik ir" -  o lacak tır. D aha son ra  
yen i değ işik lik ler gerek ir ve böylece devam  eder. B u n la rd an  çok faz las ı 
söz k o n u su y sa  doğruyu  seçm e o lasılığ ı h e r  se fe rin d e  son  derece azalır.

31.7 Ek uzayzaman boyutlarıyla ilgili sicim güdüsü

Sicim k u ram ı ta b lo su n d a k i ilk  tu ta rs ız l ık la rd a n  b ir i c idd i b ir  an o m ali
n in  o rtay a  ç ıkm asıyd ı. §30.2 'den, an o m alile rin , k la sik  b ir  s im etri y a  da 
değ işm ezlik  özelliği ifade  eden  k la sik  değişm e k u ra lla r ın ın  k u an tu m  çevi- 
ric ile rce  tam  an lam ıy la  gerçek leştirilem em esi d u ru m u n d a  o rtay a  çık tığ ın ı 
ve böylece k u an tu m  k u ram ın ın , k lasik  k u ram ın  b ir  gerek liliğ i o la rak  d e 
ğerlend irileb ilecek  b ir  n ite liğ in i k ay b e ttiğ in i an ım say ın . Sicim  k u ram ı d u 
ru m u n d a  b u  anom ali s ic im in  ta n ım la n m a s ın d ak i tem el b ir  değ işm ezlik  
p a ra m e triz a sy o n u y la  ilg iliyd i. A nom alin in  v a rlığ ı feci o la rak  d eğ e rlen d iri
leb ilecek  e tk ile re  yol açtı. B unun la  b ir lik te 592 u zay zam an  b o y u tla r ın ı 4 'ten  
26 'ya  ç ık a rm an ın  an o m alin in  o rta d a n  kay b o lm as ın a  neden  o lduğu  b u lu n 



du  593 g u n a  göre sicim  ku ram ı k u an tu m  m ekan iksel o la rak  y a ln ızca  26-bo- 
y u tlu  b ir  u zay zam an d a  tu ta r l ı  o la rak  göründü.

Soruna, bu  "26-boyutlu" so nucun  a rd ın d a k i gerekçelend irm en in  kuvve
tin i değerlend irm ek  üzere  a s la  ye terince  göz a tm am ış  o lm am a rağm en  b u 
n a  ilişk in  kend i tepk im  tem el o la rak  "bu c iv ard a  b aşk a  b ir  yol olm alı" şek 
lindeydi. S an ırım  pek çok ları ben zer b ir  tepk i verd i çünkü  k u ram  bu  nok
ta d a  önceki p o p ü le rliğ in i büy ü k  ö lçüde y itird i. B unun la  b ir lik te  2 6 -b o y u t
lu  b ir  evren  m odelin i d ikkate  a lm am aya ilişk in  kend i neden lerim , bu rg aç  
k u ram ın d an  gelen ek b ir  g ird iye  sa h ip ti. §§33.2, 4, 10 'da göreceğim iz ü ze
re, u zayzam an ın  as lın d a  do laysız  b iç im de gözlem lediğim iz b ir  zam an  ve 
üç uzay  b oyu tu  (diğer b ir  dey işle  " 1 + 3  boyut") değerine sa h ip  olm ası, 
kendi özel "burgaçsal" bak ış aç ım la  ilg ili tem el b ir  an la tım d ır.

Bu ek b o y u tla r la  ilg ili o la rak  ne y ap ılm ası gerek tiğ ine ilişk in  bu  so ru 
n a  ek o la rak  h a d ro n la ra  ilişk in  bu  o ldukça b a s it  g ö rünüm lü  sic im  m odeli, 
ö rneğ in  ta k y o n ik  d a v ra n ış ın  (ışık tan  d ah a  h ız lı yayılım ) o rtay a  çıkm ası 
g ib i b aşk a  zo rlu k larla  k a rş ı k a rş ıy a  kald ı. Ayrıca, 25. bö lüm de aç ık land ığ ı 
üzere, s ta n d a r t  m odelin  büyüyen  b a şa r ıs ı, fiz ikçile ri sicim  k u ram la rı g ibi 
b u  tü r  "ilgisiz" önerilerle  öncek inden  d ah a  az ilg ilenm eye yöneltti. Venezi- 
ano, N am bu ve d iğerle rin i sicim  y o lla rın a  d ü şü ren , ü s tte  değ in ilm iş o lan  
h ad ro n ik  fiziğe ilişk in  kafa k a r ış t ır ıc ı özellikler, g lu o n -k u ark  ta b lo su  b iç i
m inde (kısmen) a l te rn a tif  b ir  QCD aç ık lam ası bu ldu .

Ö zellikle h ad ro n  b ile şe n le rin in  "nokta benzeri" doğası deneye dayalı 
o la rak  b e lirg in  h a le  geliyordu  ve bu  sicim  k u ram ın ın  d ah a  so n rak i haliy le  
değil fa k a t s ta n d a r t  m odele ilişk in  k u ark  ta b lo su y la  uyum luydu . Bir sicim  
d ö n g ü sü n ü n  tip ik  büyük lüğü  sic im in  b ağ laşım  kuvvetiy le  ilişk ilid ir  ve 
(yeğin e tk ileşim  b ağ laşım  sa b iti kuvveti yan ı s ıra  b ir  sicim  gerilim i sa b i
tiy le  b irlik te) o rijina l h ad ro n ik  sic im lerle  ilg ili o la rak  bu , o rta lam a  
10~15m 'lik  b ir  döngü ölçeği verir. B ir p ro to n u n  kend i "büyüklüğü"yle kı- 
y a s lan a b ile n  bu  ölçek, hem en  hem en h iç "nokta benzeri" değ ild ir.

Sicim  k u ram ın a  yönelik  çok az ilg in in  b u lu n d u ğ u  yak laşık  b ir  on y ıl
d an  son ra , zam an  zam an  "ilk sü p e rsic im  devrim i" o la rak  a d la n d ır ıla n  şey 
le so n u ç lan a n  b ir  gelişm e o rtay a  çıktı. 1984 y ılın d a  M ichael Green ve 
Jo h n  Schvvarz (daha önce Schvvarz ve Joe l Scherk ta ra f ın d a n  yap ılm ış  baz ı 
önerile ri kapsayan) sü p e rs im e trin in  sic im  ku ram ıy la  (bize yaln ızca  "si
cim ler" yerine  "süpersicim ler" su n m ak  üzere) b ir le ş tir ild iğ i b ir  ta s la k  o r
ta y a  koydu ve b u  yo lla  uzayzam an  b o y u tlu lu ğ u 594 2 6 'd an  10 'a ind irgend i.

S9Î Kuantum çeviricilerinde anomali biçiminde ortaya çıkan ilgili sayı 24 — u’dır. a, uzay boyut- 
lan sayısı eksi zaman boyutları sayısıdır.

594 Süpersimetriyle birlikte, a  önceki dipnottaki gibi olmak üzere, 8 -  a  sıfır olarak ayarlandı-



Bu, ü s tte  değin ilen  "takyonik  so runu" o rta d a n  k a ld ırd ı. D ahası, sic im  geri- 
lim in in  doğası ve ö lçeğindeki rad ik a l b ir  değ işik lik le sic im  k u ram ı artık , 
yeğ in  e tk ileşim lere  ilişk in  b ir  k u ram  olm ak yerine  öncelik le b ir  k u an tu m  
kütleçek im  ku ram ı o la ra k  d eğ e rlen d irilir. S icim lere ilişk in  ti t re ş im  mo- 
d u n d an  k ay n ak lan an  2 -sp in li b ir  k ü tle siz  p a rç a c ık /a la n  o lm ası gerek tiğ i 
za ten  fa rk  ed ilm işti. Bu doğaya sa h ip  h iç b ir  h ad ro n ik  p a rç ac ık  b u lu n m a 
d ığ ın d a n  bu, sic im  k u ram ın ın  o rijina l "hadronik" v ersiyonuy la  ilg ili b ir  
u ta n ç  kaynağıydı. Yine de yeni s ic im ler ve o n la ra  ilişk in  çok d ah a  büyük  
sic im  gerilim le rine  ilg ili o la rak  b u  kü tles iz  a lan ı kü tleçek im le belirlem ek  
a s lın d a  uygun  o lur. T ip ik  b ir  sic im  döngü büyük lüğü , öncek inden  y ak laşık  
20 büyük lük  m erteb es i k a d a r  küçük  ve kesin lik le  h a d ro n ik  ö lçekte n o k ta  
b en zeri o la rak , genel, m in ik  (kütleçekim le ilgili) P lanck  u zun luğu  m e rteb e
s in d e  b ir  şeydir.

Yeni "kütleçekim  ölçekli" sic im lerle  su n u la n  sic im  g erilim in in  d o ğ as ın 
dak i (norm alde p o p ü le r  aç ık la m a la rd a  vu rgu lanm ayan) b ir  tekn ik  fa rk lılı
ğı d a h a  belirtm eliy im . O rijinal h ad ro n ik  s ic im ler d ah a  çok, sic im  gerild iğ i 
ö lçüde gerilim in  germ e m ik ta rıy la  o ran tılı o la rak  a r tm a s ı an lam ın d a , la s 
tik  şe rit le r  g ib iyd i.595 B una rağm en , yeni kü tleçek im  ölçekli süpersic im ler, 
gerilim  m ik ta rın d an  b ağ ım sız  şek ilde , sa b it b ir  hc /a ' gerilim i uygu la r, a', 
sic im  sa b iti o la rak  a n ılan  çok küçük  b ir  sa y ıd ır  (bir a lan  ölçüsü). Bu b a 
k ım dan , o rijina l h ad ro n ik  sicim , ken d isin e  ilişk in  k lasik  b ir  versiy o n u n  f i
ziki b ir  an lam  ifade edeceği o lağan  fizik tek i ta n ıd ık  b ir  v a rlık  tü rü n e  çok 
d a h a  faz la  benziyordu . (Sabit gerilim e sa h ip  yeni sü p e rs ic im in  k la sik  b ir  
v ersiy o n u  neredeyse b ir  an d a  s ıf ır  büyük lüğündek i tek illiğe  büzüşür!)

31.8 Kuantum kütleçekim olarak sicim kuramı?

Bu gelişm eler sicim  k u ram ın ın  genel a lg ılan ış ın ı b ü tü n ü y le  d ö n ü ş tü r 
dü  ve k u ram  h ız lıca  büyük  b ir  p o p ü le rlik  kazand ı. Sicim  k u ram ın ın , s ta n 
d a r t genel göreliliğe ilişk in  yen iden  n o rm alleşe b ilir  o lm am a d u ru m u n u n  
(bkz. §31.1) yeri k u an tu m  kü tleçek im le ilg ili b ü tü n ü y le  son lu  b ir  sicim  k u 
ram ı ta ra fın d a n  değ iş tirilm ek  üzere, "kuan tum  kütleçek im e ilişk in  b ü tü n 
lük lü  b ir  kuram " su n d u ğ u  id d ia la r ı sık lık la  dile g e tir ild i.596 Baskı y ap ıld ı
ğ ın d a  b az ı sicim  k u ram ı y an lıla rı, so n lu luk  id d ia la rın ın  h ep s in in  tüm üyle  
k a n ıtla n m ad ığ ın ı k ab u l ed eb ilse le r de bu , küçük  önem de b ir  konu o larak

ğında anomali artık ortadan kalkar.
595 Hadronik bir sicim olağan lastik bir sicimden, sonuncusu, gerilimin sıfıra düşeceği doğa l  

bir sonlu uzunluğa sahip olmak üzere, küçük bir farklılık gösterir. Hadronik bir sicimle ilgi
li olarak bu "doğal uzunluk" sıfır olur.

596 Bu tü r pek çok iddia Greene'de, 1999, bulunabilir.



d eğ e rlen d irilir. Seçkin b ir  k u ra m sa l fizikçi ve sic im  k u ram cısı şöyle d iy o r
du:597

Sicim  k u ram ı öy lesine açık b iç im de son lu  ki, b ir i b ir  k a n ıt y ay ım la
yacak  o lsa  onu okum akla ilg ilenm em  bile.

D ahası k u an tu m  kütleçekim e ilişk in  sicim  ku ram ı, sicim  k u ram c ıla rı t a r a 
fın d an , k u an tu m  kütleçek im e yönelik  sic im  k u ram ı d ış ın d ak i y ak la ş ım la r  
ü ze rin e  Jo se p h  P olch insk i (1999) ta ra f ın d a n  y a p ılan  şu  yo ru m d a da g ö rü 
leceği üzere, "şeh irdek i tek  oyun" o la rak  değerlend irilm e eğ ilim inded ir:

... h e rh a n g i b ir  a l te rn a t if  söz k o n u su  değil ... tü m  iy i f ik ir le r  sicim  
k u ram ın ın  b ir  p a rç as ıd ır .

K uram ın  so n rad a n  ed ind iğ i gücün  çoğunu sağ lay an ın , ilk  zam an la rd ak i 
son lu lu k  id d ia la r ın ın  ş id d e ti o lm asın d an  k u şk u lan ıy o ru m  (buna rağm en  
bkz. §31.13). E sasen  "kuan tum  kütleçekim " -20 . yüzyıl fiz iğ in in  iki büyük  
devrim i a ra s ın d ak i kayıp  b ir l ik -  a ra y ış ın a  ilişk in  id d ia  ed ilen  bu  keşfin  
hakk ı gerçek ten  k o runm uş o lsayd ı bu , sic im  k u ram ın ı y a ln ızca  o yüzy ılın  
tem el en te lek tüe l b a ş a r ıla r ın d a n  b ir i o la rak  değil fak a t ay rıca  tem el f iz i
ğ in  gelecekteki ile rlem esiy le  ilg ili devrim ci b ir  esas  çerçeve o la rak  da 
o lu ş tu ru rd u .

B ugünün  sicim, k u ram c ıla rın ın  b ile  pek çoğunun, k u an tu m  kütleçek im  
so ru n u n u n  1980'lerde sic im  k u ram ı ta ra f ın d a n  b ü tü n ü y le  "çözüldüğüne" 
ilişk in  id d ia la r ı a b a r tılı o la rak  d eğ e rlen d ireb ild ik le rin i san ıyo rum . Bu in 
sa n la r  a r tık  b u  d ah a  ö lçü lü  konum u ben im sem ekle  öncek inden  d ah a  m u t
lu  o la b ilir le r  çünkü günüm üz sic im  k u ram ı ile rled i ve 1984 'teki h a lin d en  
d ikka te  değer b iç im de fa rk lıla ş tı. Yine de on lar, 1984 sic im  k u ram ın ın  en 
az ın d a n  b u  k u an tu m  kütleçekim  am ac ın a  yönelik  en etk iley ici ad ım ı a tm ış  
o lduğuy la  ilg ili b ak ış ı ben im sem eye y a tk ın d ır la r .

Bu id d ia la rla  ilg ili ben im  tepk im  ned ir?  Yakın m e sle k ta ş la r ım ın  çoğu
n u n  te p k is i g ib i ko rkarım  ki o ldukça olum suz. Bu olum suz tep k in in  se b e
b in in  büyük  k ısm ın ın , b ak ış  açısı, ö rneğ in  b en  ve m e sle k taş la r ım  gibi, 
E in s te in 'ın  genel gö reliliğ ine yönelik  büyük  ilg ide köklenm iş o la n la r la  g ü 
d ü le ri çoğun luk la  QFT ta ra f ın d a n  gelen d iğerle ri a ra s ın d a k i k ü ltü re l a l t 
y ap ıd ak i fa rk lılık la ra  b ağ lan a b ilir . Bakış aç ıs ın d ak i b u  fa rk lılığ ın  an a  e t
k isi, b ir  k u an tu m  kü tleçek im  b irliğ in d e  çözülecek tem el so ru n la r la  ilg ili 
o ldukça fa rk lı gö rüşlere  sa h ip  olm am ızdı. QFT ta ra f ın d a n  gelen le r y en i
den  n o rm alleşeb ilirliğ i -y a  da d a h a  d o ğ rusu  so n lu lu k -  b u  b ir liğ in  önce lik 

5,7 Abhay Ashtekar tarafından, bir dersinde aktarılır; NSF-ITP Kuantum Kütleçekim Atölyesi, 
Kaliforniya Üniversitesi, Santa Barbara, 1986.



li am acı o la rak  k ab u l etm eye y a tk ın d ır. Ö te ta ra f ta n , görelilik  cephes in 
den  gelen  b iz le r k u an tu m  m ekan iğ in in  ilkeleriy le genel gö reliliğ ink iler 
a ra s ın d a k i çözülm esi gereken  derin  k av ra m sa l çe lişk ile ri m erkezi önem 
deki k o n u la r  o la rak  k ab u l ederiz  ve b u n la rın  çözüm ünden  geleceğin yeni 
b ir  fiziğ ine doğru  ile rlem eyi bek leriz . Sicim  k u ram c ıla rın ın  ile ri sü rege l
d ik leri güçlü  id d ia la ra  yönelik  o lum suz tepkim iz b u  kez yaln ızca  a y r ın tı
dak i k o n u la rd a n  y a  da genel güvensiz lik ten  değil (gerçi b u n la r  d a  önemli) 
fak a t b izim , k u an tu m /k ü tleçek im  k o n u su n u n  tü m ü n ü n  m erkezinde o ld u 
ğunu  d ü şü n d ü ğ ü m ü z so ru n la r ın  sicim  k u ram c ıla rı ta ra f ın d a n  v a r  o lduk
la rın ın  b ile  ta n ın m a z  gö rünm esi gerçeğ inden  kaynaklandı!

Bu k o n u la rın  b a z ıla r ın a  §30.11 'de değ in ild i (ve b ir  d iğerine §33.2 'de 
değinilecek). B unun la  b ir lik te  o bö lüm lerde o rtay a  k onan  k onu la rın , genel 
ko v ary an s ilkesin in  GFT'yle (§19.6) b a ğ ın tılı  o la rak  gerek tird iğ i d e rin  çe
lişk ile rin  yüzeyin i hem en  hem en  h iç kaz ım ad ığ ı b e lir tilm e lid ir .598 Bu a ra 
d a  ay rıca  b ir  "kuan tum  uzayzam an  g e o m e tr is in in  gerçek te neye benzem e
s i gerek tiğ i tem el k o nusu  da m evcu ttu r. Sicim  k u ram ı b a s it  o la rak , v a r  ol
m ayan  b a s it  sic im in  k e n d is in in  h iç  ene ıji ta ş ım a y ıp  böylece a rd a la n  uzay- 
zam an ın ı do laysız  b iç im de "eğm em esi" nedeniy le , b ir  sicim  v arlığ ın d an  
do laysız  b iç im de b ile  etk ilenm eyen  p ü rü zsü z  b ir  "klasik" a rd a la n  uzayza- 
m an ıy la  ça lış ır. G örelilik  cam iasın d ak i çoğu in sa n  doğ ru  "kuan tum  ge
o m e tr is in in  ay rık lığ a  a i t  b az ı e lem an la rı b a r ın d ırm a s ı gerek tiğ i y a  da en 
az ın d a n  k lasik  p ü rü zsü z  m an ifo ld  ta b lo su n d a n  fa rk lılık  göste rm esi gerek
tiğ i b ek len tis in e  sa h ip tir .

Bu d erin  k o n u la ra , k en d ile rin e  ilişk in  çözüm lem elere yönelik  be lirli 
y ak la ş ım la rd a  da o lacağ ı g ibi, so n rak i iki bö lüm de d a h a  açık b iç im de yö 
neleceğiz. Özellikle b ir  so n rak i bö lüm de (§32.4) k a rşıla şacağ ım ız  "döngü
ler", çok yüzeysel o la rak  ben zer s ic im ler o lsa la r  da, b u n la rd a n  say ısız  b a 
k ım d an  fa rk lıd ır . U zayzam an  geom etrisi b u  d ö ngü le rin  v arlığ ın d an , 
u za m sa l m etrik  tüm üy le  o n la r  ü zerin d e  yoğun laşıp  herh an g i b aşk a  b ir  
yerde  yok olm ak üzere , d e rin  b iç im de e tk ilen ir; a s lın d a  esasen  yara tılır. 
D iğer ta ra f ta n  sicim  k u ram ın d a  p ü rü zsü z  b ir  uzayzam an , sic im lerle  ilgili 
b ir  a rd a la n  o la rak  h a lih a z ırd a  m evcu t o la rak  k ab u l e d ilir  ve ken d is in e  a it 
m e trik  geom etrisi ü ze rindek i s ın ır la m a la r  yaln ızca , sic im lerle  ilg ili do lay 
lı e tk ile rd en  k ısa  sü re  iç inde geleceğim iz (§31.9) b ir  b iç im de o rtay a  çıkar. 
Ş im dilik  gerçek ten  önem li k u an tu m  kü tleçek im  k o n u la rın ın  sizim  kuram ı 
ta ra f ın d a n  uygun  b iç im de ele a lın ıp  a lın m ad ığ ın a  ilişk in  bu  so ru n u  b ir

598 Kuantum/kütleçekim birliği arayışının OFT’nin kurallarında bir değişim içerme zorunlulu
ğuyla ilgili olarak görelilik camiasının tümü sonuna kadar benim yanımda olmasa da, cami
adan bu bakış açısına ilişkin olarak sürekli biçimde destek gördüm. OFT camiasından gelen 
tepki çok daha az sevimli olma eğilimindeydil



k en a ra  b ıraka lım . B unun yerine , sicim  k u ram cıla rın ın , kütleçek im le ilg ili 
son lu  b ir  k u an tu m  k u ram ın a  sa h ip  o ld u k la rın a  ilişk in  id d ia la r ın ı ele a la 
lım . S ah ip le r m i? Bu bö lüm ün  geri k a lan ı ve so n rak i beş  bö lüm de b u  so ru 
ya yöneleceğim .

Önem li b ir  nok ta  belk i de ifade ta rz ın d a  b u lu n m a k ta d ır. S icim  k u ra m 
c ıla r ın ın  id d ia s ı, genel görelilik  ya da E in ste in  k u ram ın a  değil b ir  "kü tle
çekim  k u an tu m  kuram ı"na sa h ip  o ld u k la rıd ır. E in s te in 'ın  m uh teşem  b i
çim de doğ ru lan m ış genel göreliliğ i değ ilse "kütleçekim "le neyi k as ted iy o r
lar? îlk  o la rak  sicim  k u ram c ıs ın ın  u zayzam an ın ın  a r tık  10-boyu tlu  o ld u 
ğunu  an ım sayalım  (ya da b ira z d a n  (§31.14) öğreneceğim iz üzere  kabaca  
10-boyutlu ; fa k a t ş im dilik  b u n u n  siz i end işe len d irm esin e  iz in  verm em eye 
çalışın!). 10 b o y u tta  kü tleçek im  ned ir?  T ensö r ana liz i 10 b o y u tta  tıpk ı 4 'te  
o lduğu  g ib i iy i iş le r  (bkz. §§14.4, 8), böylece h â lâ  Rab Ricci te n sö rü n ü , t ıp 
kı önceden  o lduğu  gibi, o lu ş tu ra b ilir iz . §19.6 'da gördüğüm üz üzere, o la 
ğan  E in ste in c ı kü tleçekim deki b ir  va k u m la  ilg ili k oşu lu  R icci d ü z lüğüdür, 
böylece sicim  k u ram c ısın ın  kü tleçek im le ilg ili "vakum  denklem i"nin , a rtık
10 b o y u tta  olm am ız d ış ın d a , aynı, d iğe r b ir  deyişle

R ab =  0-

g ö rü n d ü ğ ü n ü  ta h m in  edeb iliriz . "5-vakum "un hem  kütleçek im  hem  de 
e lek trom anyetizm ay ı içerd iğ i 5 -b o y u tlu  K aluza-K lein k u ram ın d a  ne o ld u 
ğ una  ilişk in  b ir  benzeşim  yo luy la  ay rıca , 10 b o y u ttak i bu  denk lem in  de 
kü tleçek im in  yan ı s ıra  kütleçek im le ilg ili o lm ayan  tü m  a la n la rı b a r ın d ır 
m ası gerekeceğini bek leyebiliriz .

S anırım  bu , sicim  k u ram c ıla rın ın  tem el o la rak  an la tm ak  is ted ik le ri 
şeyd ir; en az ın d a n  kabaca . D aha kesin  b ir  b iç im de, Ricci düz lüğünü , a' s i
cim  sa b iti b iç im indek i sonsuz  b ir  ü s lü  se rin in  yaln ızca  ilk  te rim in i im a 
ed e r b iç im de d eğ erlend irirle r. Y üksek dereceli te rim le r  b ize R icci d ü z lü 
ğüne yönelik  "kuantum  düzeltm eleri" su n a r. ((a ')r 'n in  k a tsa y ıs ı eğrilik  
te n sö rle r in e  ilişk in  yüksek dereceli tü re v le r  ve böy lesi ten sö rle rd ek i poli- 
nom  ifad e le rin i içerebilir.) D ahası, 10 -boyu tlu  uzayzam an  üzerindek i m e t
riğe ek o la rak  bu  ta r t ışm a d a  o rtay a  çıkan  b aşk aca  a la n la r  d a  söz k o n u su 
dur. B u n la rd an  b iri as im e trik  te n sö r  a la n ıd ır  ve ay rıca  (toplam  ölçekle- 
m eyle ilg ili olan) d ila to n 599 o la rak  ad lan d ır ılıp  o rijina l K aluza-K lein  k u ra 
m ındak i (istenm eyen) sk a le r  a la n a  o ldukça benzeyen  b ir  sk a le r  a lan  da

m  "Dilaton" terimi, "genişleme"yle (dilation, -çn.) ilgili bir yazım hatası değildir fakat o kavra
mın, metrikteki ölçek değişiminde bulunan uygun serbestlik derecelerinden kaynaklanan bir 
k u a n tu m  versiyonuyla ilgilidir. 26. bölümden, OFT kuralları uyarınca, kuantize serbestlik 
derecelerinin kendilerini bir tür parçacık biçiminde ortaya koyduğunu anımsayın.



m ev cu ttu r. (Bu sk a le rin  K illing v ek tö rü n ü  n o rm alleş tirm ek  yo luy la  o r ta 
d a n  k a ld ırıld ığ ın ı an ım sayalım ; §31 .4 'ün  so n d an  b ir  önceki p a ra g ra fın a  
bakın.) D ila tonun  so n rak i ta r t ışm a la r la  b ir  ilişk is i olacak; bkz. §31.15. Si
cim  sa b itin in  çok küçük  o lduğunu  an ım say ın . A rtık o, P lanck  u z u n lu ğ u 
n u n  k are s in d en  çok h a f if  b iç im de büyük  o la rak  k ab u l ed ilir  (a ' küçük  b ir  
a lan  olm ak üzere):

a ' *  10-68m2.

Böylece 10 -uzayzam an  m etriğ iy le  ilg ili Ricci düzlüğü  m ükem m el b ir  y ak 
laşık lık  tah m in i o la rak  değerlend irilir.

31.9 Sicim dinamiği

Sicim  ku ram ı gerçek ten  yaln ızca , (9 u zam sa l b o y u ta  sa h ip  o lsa da) b ir  
a rd a la n  uzayzam an ı c iv a rın d a  k o şu ş tu ra n  m in ik  sic im lerle  ilg ili b ir  k u 
ram  o lduğundan , u zay zam an  eğriliğ iy le ilg ili bu  ifad e le rin  gerçekte n e re 
den  ge ld iğ in i m erak  ed iyo r o lab ilirs in iz . A slında sicim  d inam iğ in i kon tro l 
eden  denk lem lerle  ilg ili şim diye dek kesin  ifad e le r ku llanm ad ım . Şimdi 
b u n a  bakalım .

A lan k u ram ın d a  a lış ıld ık  o lduğu  üzere b ir  L agrange denklem i (§§20.5,
6 ve §26.6) söz k o n u su d u r. Sicim  L agrange denklem i, l /2 a " n ü n ,  sicim in 
uzay zam an d a  iz in i sü rd ü ğ ü  2 -yüzey  g eçm işin in  a lan ıy la  - d ü n y a  y a p ra ğ ı-  
ça rp ım ı b iç im inde ta n ım la n ır . D ünya y ap ra ğ ı ü zerindek i m e trik  uzayza- 
m a n m  sebep  o lduğuy la  uyum lu  olm alıd ır; k lasik  o la rak  d inam ik , dünya 
y ap ra ğ ın ın  verili u zay zam an  a rd a la n ın d a  b as itç e  (uygun m etrik  im zaya 
sah ip) b ir  tü r  "sab u n  film i" ya da "asgari yüzey" o lm asıd ır. A rdalan  k lasik  
o la rak  h iç b ir  k ıs ıtla m ay a  ta b i değ ild ir. B elirtilen  d inam ik  u y a rın c a  sicim  
e tra f ta  b as itç e  d a lg a lan ır . B unun la  b irlik te  anom ali k o n u su  o lduğundan  
d ah a  büy ü k  g ö rü n ü r ve a rd a la n ın  sü p e rs im etriy le  b ir lik te  10 b o y u ta  sah ip  
o lm a k o şu lu n u n  b ile  a r tık  y e te rs iz  o lduğunu  ve k u an tu m  sic im leriy le  ilgili 
a rd a la n  m etriğ in e  ilişk in  tu ta r lıl ık  k o şu lla r ın ı sağ lam ak  üzere  10-uzay  eğ
riliğ iy le  ilg ili ü s tte k i k o şu lla r ın  da gerekli o lduğunu  görürüz.

Bu E in ste in  denklem i benzeri tu ta r lılık  gerek liliğ ine ek o larak , §31.7 'de 
d eğ in ilip  2 -sp in li k ü tlesiz  b ir  p a rçac ığ ı aç ık la r g ö rünen  k ap a lı b ir  sicim e 
ilişk in  "en düşü k  uyarım " m odunu  an ım sayalım . Ona ilişk in  "2 -sp in li"  do 
ğa o rtay a  çıkar çünkü  m od, sa lın ım m d a  (bkz. §22.11 ve §32.2) b ir  d ö rt k u 
tu p lu  (ya da 1 = 2) y ap ıy a  s a h ip tir  ve esasen  k ü tle s iz d ir  çünkü  o ldukça 
"sert" b ir  sic im in  en d ü şü k  m odudur. M od, o rijina l h ad ro n ik  sic im lerle  i l
gili o la rak  cidd i b ir  so ru n  o lu ş tu rm u ş o lm asına  rağm en , kütleçekim le ilg i
li yen i b ağ lam ın d a  a r tık  ona beğeniy le b ak ılm ak tay d ı çünkü  o lağan  (4-bo-



yutlu) fizik te  b ir  g ra v ito n  (kütleçekim  a lan ın a  ilişk in  b ir  kuantum ) 2 -sp in -
li k ü tlesiz  b ir  p a rçac ık tır . G eleneksel çözüm lem ede bu, (e sonsuz  küçük  o l
m ak üzere, bkz. §32.2, m e triğ in  g a b den  g ab + £hab'ye  sonsuz  küçük  b ir  
kaym asın ı veren  sim etrik  b ir  “hab" ten sö rü y le  tan ım lan an ) m etrik  a la n ın 
daki ted irgem elere  ilişk in  b ir  incelem e yoluyla o rtay a  çıkar. Yeni sicim  
k u ram ın d ak i b ak ış  aç ıs ın ın , -(4  yerine  10 b o y u tta  o lm asın a  rağm en) ü s t te 
ki E in ste in  denklem i benzeri tu ta r lı l ık  gerek liliğ i ve bu  "grav iton  benzeri" 
sic im  uyarım  m odu  b a k ış ıy la -  "sicim  k u ram ı kü tleçekim i içerir" şek linde 
o lduğu  görü lü r. Edvvard VVitten'm (1996) sözcükleriyle:

Sicim  k u ram ı kü tleç ek im i ön g ö rm e  ye ilişk in  d ikkat çekici özelliğe 
sa h ip tir .

VVitten d ah a  so n ra  şu  yo rum da b u lu n u r:600

K ütleçekim in sicim  k u ram ın a  ilişk in  b ir  sonuç o lm ası gerçeği ge l
m iş geçm iş en önem li k u ram sa l a n la y ış la rd a n  b irid ir .

B unun la  b irlik te  b o yu tlu luk  k o n u su n a  ek o la rak  sicim  ku ram ı y ak laş ım ı
n ın  (şim diye dek neredeyse h e r  bak ım dan) yaln ızca , ü s lü  se rile r  b iç im inde 
(ü stte  an ılm ış o lan  V 'd a  d iyelim  fa k a t ü s lü  se rile rle  ilg ili çoğu sic im  k u 
ram ı h esap la m as ı a' sicim  sa b iti b iç im indedir) ifade ed ilen  ted irgey ic i b ir  
k u ram  o lm akla k ıs ıtlan d ığ ı v u rg u lan m alıd ır. Bu k ıs ıtlam a , ü s tte k i değer
len d irm ele ri E in s te in 'ın  genel gö reliliğ indek i g ib i tem elde y a ta n  ayn ı d e
r in  k u ra lla ra  sa h ip  b ir  ku ram  sağ lam ak ta  y e ters iz  gören  görelilik  u y g u la 
y ıc ıla rın ın  çoğu ta ra fın d a n  cidd i b ir  s ın ırla m a  o la rak  değ erlen d irilir.

îfad e  ed ild iğ in i duyduğum  b ir  "sicim  felsefesi" versiyonu , fiziği, 2-bo- 
y u tlu  sicim  d ünya  y ap ra ğ ın ın  ken d isin e  ilişk in  d ah a  ilkel "gerçekliğe" göre 
ik incil o lan  10-boyu tlu  geom etrik  uzayzam an  k av ram ıy la  b ir lik te  "esasen" 
2 -b o y u tlu  b ir  QFT o la rak  düşünm eye ça lışm am ız gerek tiğ ine  ilişk in  o la n ı
dır. H er şey "sicim  u y a rım la rı” b iç im inde aç ık la n m a lıd ır  ve b u n la rsa  y a l
n ızca , dünya  y ap rağ ı üzerindek i 2 k o o rd in a tın  fonksiyon la rı b iç im indek i 
n ice lik le r o la rak  d ü şü n ü lm elid ir. 10 uzayzam an  b o y u tu  b u  u y a rım la r  t a 
ra f ın d a n  sez ilir  fak a t h e r  şey  b ir  tü r  "2 -boyu tlu  y ap ra k  üzerindek i 
alan"d ır.

U zayzam an geom etrisinde d inam ik  se rb e s tlik  d erecesi söz k o n u su  o l
m ak üzere, kü tleçek im i aç ık lam a d erd i o lan  b ir  k u ram a ilişk in  bu  tü r  b a 
kış aç ısıy la  o ldukça faz la  m ik ta rd a  so ru n a  sah ib im . §16.7 'den, d a h a  b ü 
yük bo y u tlu  b ir  uzay  üzerinde, küçük  b o y u tlu  b ir  u zay d a  o ld u ğ u n d an  çok

“° Edvvard VVitten'le Brian Greene tarafından 11 Mayıs 1998’de yapılan bir röportaj, Greene, 
1999, s. 210'da aktarılır.



d a h a  faz la  fonksiyon  ya da a lan ın  b u lu n d u ğ u n u  an ım sa y ın  (ve ü s tte  
§31.4 'teki ta r t ışm a y la  a ltta k i §§31.10-12, 15-17 'dek ile re bakın). Bu d u 
rum , fonksiyonun  (alanın) h e r  b ir  n o k ta d a  sa h ip  o lab ileceğ i bağ ım sız  b ile 
şen  sa y ıs ın d a n , bu  b ile şe n le rin  say ıs ı son lu  o lm ak üzere, bağ ım sızd ır. D a
h as ı, h e rh a n g i o lağan  b ir  "sicim  uyarım ı" k av ram ıy la  ilg ili o la rak , nok ta  
b a ş ın a  dü şen  b u  b ileşen  sa y ıs ı a s lın d a  so n lu d u r (çünkü d ü n y a  y ap ra ğ ın ın  
h e r  n o k ta s ı yaln ızca , o rtam  u zay ın d ak i son lu  say ıd a  bağ ım sız  yönde yer 
değ iş tirileb ilir). Bu b e lirli "sicim  felsefesi", şey lere b ak m an ın  o ldukça y a 
n ıltıc ı b ir  yo lu  g ib i gö rünü r. B una pek çok sicim  k u ram c ıs ı ta ra f ın d a n  g e r
çek ten  sık ı b iç im de bağ lı k a lın d ığ ın ı düşünm em em e rağm en  b az ıla rın ın  
b u  tü r  b ir  b ak ış  aç ıs ın ı ağ ırlam ay a  h az ır lan m ış  o lm ala rı gerçeğ i belk i de 
pek çok sic im  k u ram c ıs ın ın  u zay zam an  b o y u tlu lu ğ u y la  ilg ili, gö rünüşe  
göre gözü pek b ir  tu tu m  ta k ın m a la r ın ın  işa re tç is id ir . G özlem lenm iş  uzay- 
zam anım ız ın , belk i b ir  "düşük  enerji e tk isi" o la rak  d ü şü n ü le n  4—b o y u tlu 
luğu , görece d ah a  az önem e sah ip  b ir  konu o larak  kabu l e d ilir  gö rünm ek
tedir!

H er ne o lu rsa  o lsun , 10 b o y u tta  b ile , sic im  k u ram ın a  ilişk in  "E instein  
vakum  denklem i" yaln ızca, sic im in  2 -b o y u tlu  dünya y ap ra ğ ın a  ilişk in  t u 
ta rlılığ ın  b ir  sonucu  o la rak  değ erlen d irilir. A yrıca Ricci düzlüğü , sicim  
dünya  y ap ra ğ ın ın  k en d is in in  b ile  y e rin in  b e lir len m ed iğ i o k o n u m la rd a  ge
çerli o lm aya devam  etm ek zo ru n d a  o la rak  k ab u l edilir! K uantum  ku ram ı 
gerçek ten

h arek e t eden  sic im i içeren  a rd a la n  9 -uzay ı

ta ra f ın d a n  b e lir tile n  b ir le ş tir ilm iş  k la sik  s is tem in  k u an tize  o lm a d in a m i
ğ in i aç ık la say d ı bu  d u ru m d a  a rd a la n  eğriliğ i üzerindek i tu ta r lı l ığ ın  y a l
n ızca  sic im in  y erin in  b e lir len d iğ i yerde geçerli o lm asın a  gerek duy u lu rd u . 
Öyleyse k u an tize  o lan  k lasik  s is tem in  b u  s is tem  o lm ad ığ ına ilişk in  gö rüşü  
k ab u l etm ek zorunday ız. A slında b ir  kü tleçek im  k u ram ı o lduğu  id d ia  ed il
m esine k a rş ın  sicim  ku ram ı, u zay zam an  m etriğ indek i d inam ik  se rb es tlik  
derece lerin i aç ık lam a so ru n u y la  gerçek ten  uygun  b iç im de uğ raşm az. 
U zayzam an b a s it  o la rak , s ic im lerin  k en d ile rin in  tam  se rb e s tliğ e  sah ip  o l
m a la rın a  o lan ak  tan ıy acak  b e lir li b iç im le rde  k ıs ıtla n m ış  s a b it  b ir  a rd a la n  
sağ lar.

31.10 Ek uzay boyutlarını niçin görmüyoruz?

10-boyu tlu  uzay zam an a ilişk in  tü m  d inam iğ i a r tık  cidd iye a lacak sak  
10 -boyu tlu  uzaydak i d ev asa  ek fonksiyonel se rb e s tliğ i o lağan  b ir  fiziki 
k u ram d ak i d ö r t uzayzam an  b o y u tu y la  ilg ili uygun  o lan  şeye n a s ıl g e tire 



ceğim ize ilişk in  z ıt so ru n la  d a  yüzleşm ek zorunday ız. On b o y u tta k i R icci 
düzlüğü , n o k ta  b a ş ın a  N b ağ ım sız  b ile şen  a lan  (§16.7 ve §31.4) o lağan  b ir  
4 -u za y  a lan  k u ram ın d a  sa h ip  o lduğum uz tek  b a ş ın a  o o ^ ' t e n  çok d ah a  
büyük  o lan  b ir  oo70°°9 fonksiyonel se rb es tliğ in e  (bkz. §16.7) o lanak  sağ lar. 
(10-boyutlu  b ir  "Ricci düzlüğü" ku ram ı esasen  70 bağ ım sız  fonksiyona 9 -  
bo y u tlu  b ir  b aş lan g ıç  uzayı üzerindek i se rb e s t veri o la rak  sa h ip  o lur.)601 
Ek büyük lük  9 'u n  3 'ten  büyük  o lm asın d an  kaynak lan ır. Öte ta ra f ta n  70 ve 
A/'yle ilg ili b üyük lük le r bu  fonksiyonel se rb es tlik  p a tla m a s ın a  göz a rd ı 
ed ileb ilir  b ir  katk ı sa ğ la r.602 10-boyu tlu  (orijinal K aluza-K lein k u ra m ın d a 
ki K illing vek tö rü  ta ra fın d a n  k a ra r  verilm iş s im etri g ib i b ir  k ıs ıtla m an ın  
olm adığı; bkz. §31.4) b ir  uzay zam an d ak i o lağan  b ir  kla sik  a lan  ku ram ı 
gözlem lenm iş evrenim izle, bu  korkunç fonksiyonel se rb e s tlik  faz la s ı n ed e
n iy le kesin lik le  büyük  b ir  çe lişk i iç inded ir. Bu konuya §§31.12, 16 'da yen i
den geleceğiz.

Sicim  k u ram cıla rı bu  fonksiyonel se rb e s tlik  faz lasıy la  n iç in  özel o la rak  
so ru n  y a ş a r  görünm ezler? B unun ned en in in  b ir  p a rç as ı, uygun  b iç im de 
k u an tize  o lm uş b ir  sic im  k u ram ın d a , sic im in  fonksiyonel se rb e s tliğ in i e t
k in  b iç im de ind irgeyen  k u an tize  sic im lere  ilişk in  tu ta r lıl ık  g erek lilik le rin 
den gelen ek uzayzam an  k ıs ıtla m a la r ın ın  da söz k onusu  o lab ileceğ ine il iş 
k in  be lirg in  u m u tla ra  sah ip  o lm a la rı o la rak  görünm ek ted ir. Bu u m u tla ra  
§31 .16 'da b ir  göz atacağ ız . Yine de genellik le d illen d irilen  tem el argüm an , 
"ek" a ltı b o y u tu n  a ş ır ı b iç im de "küçük" o lduğu v a rsa y ılırsa  (diyelim  ki 
10-35m 'lik  b ir  P lanck ölçeğinde) bu  d u ru m d a  -g ü n ü m ü z  fiziki d ü n y as ın d a  
e riş ileb ilir  o lan  enerjile rle  ilg ili o la ra k -  k u an tu m  m ekan iksel d eğ e rlen d ir
m elerin  y a rd ım a  gelm esi gerek tiğ i ve ek uzam sa l b o y u tla r la  ilg ili s e rb e s t
lik  d erecelerin i etk in  b iç im de "yok edeceği"ne ilişk in  b ek len tiden  k ay n ak 
lan ır.

B unun ne şek ilde işlem esi gerekir? Ü stte  b e lir tild iğ i üzere sic im  k u 
ra m sa l d eğerlend irm elerin  neredeyse tüm ü , yaln ızca , b e lirli b a s it  b ir  m o
delden  uzak  küçük  ted irg em elerin  incelend iğ i ted irgey ic i b ir  çerçevede 
g erçek leştirilir. B urada , n o rm al M inkow ski 4—uzay ıy la  verili u zay sa l tık ız 
b ir  R iem anncı y  6 -uzaym ın , b u  b e lir li l/ 'y e  ilişk in  to p lam  "büyüklük" çok 
küçük, diyelim  ki 10-35m 'lik  P lanck  ölçeğinde, olm ak üzere, ça rp ım ı, MIx 
y ,  o lan  b a s it  b ir  uzayzam an  o la rak  ele alm ak d u rum unday ız . M x,y 'd e n  
uzak  küçük ted irgem eleri a ram alıy ız .

601 70 sayısı, Ricci düzlüğüne sahip n-uzaydaki bir başlangıç (n — l)-yüzeyindeki nokta başına 
bağımsız bileşen sayısıyla ilgili olarak, n(n -  3) denkleminden gelir; bkz. Wald, 1984; Lich- 
nerovvicz, 1994; Choquet-Bruhat ve DeVVitt-Morette, 2000.

602 Bkz. Penrose, 2003; Bryant vd., 1991; Gibbons ve Hartnoll, 2002.



îlk  o larak , hem  A  m -u z a y ı hem  de B n -u za y m ın  h e r  b ir i (sözde) Rie- 
m anncı m an ifo ld la r  o la rak  kabu l edilm ek üzere, A x B  "çarp ım  m anifo l- 
du"nun  ne o lduğuy la  ilg ili d ah a  açık  b ir  ta b lo y a  gerek duyarız . §15.2 'den, 
A x B 'n in  n o k ta la rın ın , a A 'y a  ve b B 'ye a it olm ak üzere, (a, b) ç iftle ri b iç i
m inde ta n ım la n d ığ ın ı an ım say ın , böylece c/ZxB'nin b o y u tu  m  + n  o lu r 
(bkz. a lış tırm a  [15.1]). A x B  ü ze rindek i (sözde) R iem anncı m etriğ i n a s ıl t a 
n ım lam alıy ız? o4xB 'yle ilg ili o larak , (x 1, . . . , x m) ve (y 1, . . . , y n) s ıra s ıy la  A  
ve B 'y le  ilg ili yerel k o o rd in a tla r  olm ak üzere, (x 1, . . . , x m, y 1, . . . , y n) yerel 
k o o rd in a tla r ın ı k u llan ab ilir iz . Böylece A x B 'y e  ilişk in  g i;- m e trik  b ile şe n le 
ri, s ıra s ıy la  A  ve B 'y le ilg ili m e trik  b ile şen le rin  do la ys ız  to p la m ın ı aç ık la 
y an  (m atris le re  ilişk in  b ü tü n ü y le  in d irg e n eb ilir  b ir  göste rim  için §13.7 'de 
g ö ste rilm iş  o lana benzer) "blok köşegen b içim i"ne sah ip  olur: A x B 'd e k i  
m e trik  uzak lık  k a resi tek il o la rak  A  ve B ’dek ile rin  to p la m ıd ır  (Şekil 31.7).

D aha so n rak i an lam a  ilişk in  k ilit b ir  gerçek  {bkz. §31.14), A  ve B m e t
r ik le rin in  h e r  ik isi de (Ricci te n sö rü n ü  yok eden; bkz. §19.6) R icci d ü z lü ğ ü 
ne sa h ip se  bu  d u ru m d a  A x B 'y e  ilişk in  do laysız top lam  m e triğ in in  de R ic
ci düz lüğüne  sah ip  o lacağ ıd ır .131-31 M x y  ça rp ım ım ızdak i y  uzayı esasen  
R icci düz lüğüne  sa h ip  o la rak  kabu l ed ilir  ve M 'nin kend isi, düz o larak , ke
sin lik le  R icci düzlüğüne sa h ip tir . A yrıca gerek li o lacağı ü zere  M x y  ç a rp ı
m ı d a  R icci düzlüğüne sa h ip tir .

y  t ık ız  uzayım , genel P lanck ölçeği düzey indek i b ir  to p lam  uzam sa l 
büyük lüğe, ya da b iraz  d ah a  faz la s ın a , sa h ip  o larak  k ab u l etm ek d u ru 
m unday ız. (Tıkızlığın §12.6 ve Şe kil 12.14'te aç ık lanm ış o lan  an lam ın ı 
an ım sayın .) Mlx,y 'd e n  uzak  ted irgem eler n a s ıl aç ık lanm alıd ır?  B unlar, 
M XI/ m e triğ in d e  so n su z  küçük  b ir  değ işik lik  su n an , §31 .9 'dak i hab'ye b e n 
zeyen, İ x 1 /  üzerindek i (tensör) a la n la rın c a  verilir.

M x,y  üzerindek i a la n la r ı  ça lışm ak  üzere b ir  b aş lan g ıç  değeri p rob lem i 
b iç im inde d üşünm ek  fay d a lı olur; böylece, öklitçi E1 1 -uzay ı b ir  t  zam an  
k o o rd in a tıy la  ve ök litçi E3 3 -u zay ıy sa  uzay la  ilg ili o lm ak üzere, M 'yi 
M =  E xx E 3 b iç im inde g ö ste ririz . D aha so n ra  b u  a la n la rı E3x y  ü zerindek i 
n o rm al m o d la r  b iç im inde çözüm leyebiliriz. Bkz. Şekil 31.8. ("Normal mod" 
k av ram ın ı §20.3 'te ve §§22.11, 13'teki k u an tu m  b ağ lam ın d a  k lasik  o larak  
aç ık lan d ığ ı b iç im de an ım sayın .) Bu n o rm al m o d la r neye benzer? E3x ‘î/ 'n in  
"çarpım " y ap ıs ı neden iy le  bu  m o d la rın  h e r  b ir in i b a s it  o la rak  E 3 ü z e rin d e 
ki b ir  m od la  y  üze rindek i b ir  m o dun  o lağan  ça rp ım ı b iç im inde g ö s te re b i
liriz . E 3 'e ilişk in  m o d la r  y a ln ızca  m om entum  d u ru m la rıd ır  (§21.11) ve s ü 
rek li b ir  a ile  o lu ş tu ru r la r, ■y'nin no rm al m od la rıy la  ilg ili o la rak  tık ızlık  
o n la rın , h e r  b ir i son lu  b ir  öz değer küm esi ta ra f ın d a n  n ite len en  a yr ık



Ş e k il  3 1 .7  (S özde) R ie m a n n c ı o la n  ik i 
M v e -B  u z a y ın ın  -A x ‘B çarpım , m ani- 
fo ld u n u n  k e n d is i  d e  (sö zde) R ie-
m a n n c ıd ır  (bkz. Ş ek il 15 .3a , §15.2). J l  
v e  B 'n in  ik is i  d e  R ic c i d ü z lü ğ ü n e  s a 
h ip s e  b u  d u r u m d a  M x'B 'de  s a h ip tir .

b ir  a ile  o lu ş tu rm a la rın ı sağ lam a alır. (§22.13'ün so n u n d ak i ta rtışm a y ı 
an ım sayın .) Bu m odlar, b a s it  E3xy  g eo m etris in in  b aşk a  b ir  şeye çevrilece
ği b iç im de n a s ıl "uyarılır"?

A lışıld ık  sicim  k u ram c ısın ın , y  'ye ilişk in  ted irgem elere , en az ından  
m evcu t kozm olojik çağda, a ld ır ış  etm eyebilm em ize ilişk in  a rgüm anı, 
■y'nin h e rh a n g i b ir  m odunu  u y a rm a k ta  gerekli o lan  enerjin in , özel b ir  b e 
lir li s ıf ır  enerji m od la rı küm esiy le ilg ili (bizim  iç in  §31.14 'te önem li o la 
cak) o lan  d ış ın d a , d ev asa  o lm asıy la  ilg ili b ir  bek len tiye  b ağ lıd ır . Bu en e r
jin in  n iç in  bu  k a d a r  büyük  o lm ası bek len ir?  Neden, î / 'n in  ken d isin e  ilişk in  
çok küçük ölçeğe dayan ır?  y  ü ze rindek i b ir  "kalıcı dalga", ~ 10 -3Sm 'lik  
P lanck  uzak lığ ıy la k a rş ıla ş tır ı la b ile c e k  küçük b ir  dalga  boyuna  ve böylece 
de ~ 10 -43s g ib i b ir  P lanck  fre k an s ın a  sah ip  o lur. Böylesi b ir  m odu u y a r
m ak üzere gerekli enerji, s ıra d a n  p arçac ık  e tk ileşim le rindek i en büyük 
enerjiden  y ak laşık  y irm i büyük lük  derecesi k a d a r  d ah a  büyük  o lan  genel 
b ir  P lanck  enerji düzeyinde, d iğe r b ir  dey işle yak laşık  1012 jo u le  k a d a r  
olur! B u rad an  h arek etle  ■y'nin g eo m etris in i etk ileyen  m od la rın , bug ü n  b i
linm ekte  o lan  fiziki ey lem ler iç in  önem li p a rçac ık  fiziği iş lem lerin in  tü 
m ünde , u y arılm am ış b iç im de kalacağ ı id d ia  ed ilir. T ablo , ev ren in  çok e r 
ken dönem lerinde , a ltı b o y u t k ab a ca  b ir  y  Planck  ölçeğiyle aç ık lan an  d ü 
zenlem eye yerleşm işken  k a lan  üç u zam sa l bo y u tu n , günüm üz kozm oloji
siy le uyum lu  o lan  u zam sa l o la rak  neredeyse düz b ir  3 -b o y u tlu  evren  v e r
m ek üzere  d ışa  doğru  m ü th iş  b iç im de gen işled iğ i şek ilde su n u lu r , y  u za y 
la rı, ev ren in  v a r  o lu şu n a  ilişk in  ilk  P lanck  a n la r ın d a n  çok d a  so n ra  o lm a
yan  b ir  a n d a n  itib a re n  tem el o la ra k  ra h a ts ız  ed ilm em iş b iç im de k a lm ıştır.

Bu a rg ü m a n a  b iraz  d ah a  a y rın tılı b iç im de göz a ta lım . İş le r i b a s itle ş 
tirm ek  üzere, 'î/'n in , §31.4 'teki o rijina l K aluza-K lein k u ram ı ve Şekil 
15.1'de g ö ste rilen  h o rtu m  b en zetm esin d e  o lduğu  g ib i yaln ızca , o ldukça 
küçük  b ir  p y a rıç ap lı b ir  S1 çem beri o lduğu  d u ru m u  göz önüne alın . S^e 
ilişk in  o larak , p6  çem ber e tra fın d ak i gerçek uzak lığ ı ölçm ek üzere, gerçel 
b ir  8 k o o rd in a tı (0 +  2;r'yle b e lir len m iş b ir  0 'yla) seçebiliriz , y 'n in  m odları



Şekil 31.8 E3x y  üzerindeki (Laplaca denklemiyle ilgili) tedirgem e m odları E3 üzerindeki 
m odlarla  y  üzerindeki m odların  çarpım ıdır.

artık , n b ir  tam say ı, d iğe r b ir  dey işle  §9.2 'de k a rş ıla ş tığ ım ız  F o u rie r m od- 
la r ı olm ak üzere, b a s it  o la rak  elnB n ice lik le rid ir. E3 üzerinde, o lağan  
( x ,y ,z )  K artezyen k o o rd in a tla r ıı seçeb iliriz . §22.11'den  "m odlar"ı b u lm ay a  
ilişk in  so ru n a  yönelm enin  b ir  yo lu n u n  (uygun) L aplace iş lem cisin e  a it öz 
d u ru m la rı a ram ak  o ld u ğ u n u  an ım sayalım . M evcut b ağ lam d a  bu, b ir  y ak 
la şık lık  ta h m in i (ya da y a ln ızca  b ir  "model") o la rak  d eğ e rlen d irileb ilir. D a
h a  doğru  b iç im de, g eom etrin in  evrim iyle ilg ili K  H am ilto n ın a  a i t  öz d u 
ru m la rla  ilg ilenm eliy iz. R icci düzlüğüne sa h ip  5 -u z a y la rla  (gerekli JVfxSx 
ted irgem elerim izle) ilg ili o la rak , b eş -b o y u tlu  genel gö reliliğ in  k a rış ık  o lan  
uygun  H am ilton  fo rm ü lasy o n u n a  gerek duyarız . B unun la  b irlik te  b u n a  
ilişk in  b a ş lıc a  te rim  esase n  b ir  L aplace iş lem cisid ir  ve bu , m evcu t ta r t ı ş 
m am ız iç in  y e te rli o lacak tır.

2 -b o y u tlu  V2=  d 2l d x 2 + d 2/ d y 2 L aplace işlem cisiy le  ilk  o la rak  §10.5 'te
k a rş ıla ş tık . B u rad a  d ö r t b o y u ta  y ap ılacak  b ir  genellem eye gerek duyarız
fa k a t E3xS1 uzay ım ızın  m e triğ i h â lâ  d üzdü r, böylece §22 .11 'dekine benzer 
d a h a  a y rın tılı b ir  ifadeye gerek duym ayız. B u rad a  tü m  gerek  d u y d u ğ u 
m uz, değişken  sa y ıs ın ı dö rde ç ık arm ak tır , böylece L aplace işlem cisin i, 
d ö rd ü n cü  koo rd in a tım ız  S1 iç in  gerek li pö o lm ak üzere,

2_  d2 d 2 d2 1 d 2
^  d x 2 d y 2 d z2 p 2 d d 2

b iç im inde  y az ab ilir iz .13141 "M odlar"ım ızı b u lm ak  üzere, b u  V2'ye ilişk in  öz 
d u ru m la rı a ra rız . İş lem  d ah a  özgül b iç im de yaln ızca , E3xS1'in  S1 k ısm ıy la  
ilg ili m od çözüm lem esiyle u ğ raşm a k  ve E3 k ısm ın ı o lağan  b ir  a lan  o la rak  
b ırak m ak tır . B u radan  h arek e tle  a lan la rım ız ı, h e r  b ir i, eıne b iç im ine a it



9 'ya ü s tte  aç ık land ığ ı üzere  b ir  bağ ım lılık  vererek  fa rk lı b ir  "n" ta m sa y ıs ı
n a  sa h ip  o lan  fark lı b ile şen lere  ay ırırız . Böylece, n 'in c i dereceden  b ir  S1 
m oduy la  ilg ili o la rak  E3xS1 b aş lan g ıç  4 -uzay ım ız  üzerinde, ı/ı o lağan  x ,y ,z  
u zay  k o o rd in a tla r ın a  ilişk in  b ir  fonksiyon  olm ak üzere,

y _  eine^,

ifad e s in i y azab iliriz . Bu tü r  h e rh an g i b ir  n 'in c i dereceden  V  m oduyla ilg ili 
o la rak , ü s ttek i L aplace işlem cisi ifadem izdeki p~2d 2/d d 2 te rim i b a s it  o la 
rak  —rı2/ p 2'y le d eğ iş tir ile b ilir:13151

1 3  n2
p 2 302 p 2'

K alan x ,y ,z  değ işken leriy le  ilg ili o la rak  Laplace işlem cim iz a r tık  o lağan
3 -u zay  h a lin e  geri dö n er fak a t bu  3 -u zay  L aplace işlem cisine  eklenm iş s a 
b it  - n 2/ p 2 te rim in e  sa h ip  o luruz.

O lağan Minkovvski M u zay zam an ın d ak i p  kü tle li (spinsiz) o lağan  b ir  
p a rçac ığ a  ilişk in  a lan  denklem ini an ım sayalım . [ ]  =  d 2/ d t 2 — d 2/ d x 2 — 
d 2/ d y 2 — d 2/ ö z 2 o lm ak üzere bu,

(□+£)*=»
"K lein-Gordon" dalga denk lem id ir (bkz. §24.5). Bunu (QFT'ye yönelik  b ir  S- 
m a tr is i yak laşım ın d a  uygun  o lacağı üzere, bkz. §26.8) "gelen se rb e s t b ir  
parçacık" o la rak  dü şü n eb ilir iz . B unun la  b irlik te  M xS1 5 -u zay ın d a , [ ]  d a l
ga iş lem c isin d e  ek b ir  —p~2d 2/d ö 2 te rim in e  sah ip  o luruz. Bu 5 -u zay  p a r 
çacığ ın ın , S ^le  ilg ili b ir  n -m o d lu  öz d u ru m d a  b u lu n d u ğ u n u  k ab u l edersek  
bu  te rim  ü s ttek i g ibi n 2/ p 2 te rim iy le  d eğ iş tir ilir. B u radan  hareketle , o la 
ğan  Minkovvski 4 -u za y  b ak ış  aç ıs ın d an , n -m o d lu  5 -u zay  K lein-G ordon 
parçacığ ım ız

4 -u za y  denklem in i sağ lar. Bu y ine tam  o la rak  K lein-G ordon denk lem id ir 
fak a t a r tık  p 2/ h 2 y erine  p 2/ h 2 + n 2/ p 2 gelm iştir. Böylece yen i b ir  p a rç ac ık 
la ilg ili 4 -u zay  K lein-G ordon  denklem ine, k ü tlen in  p 'den
7  (.P2 +  h2n 2/ p 2) 'ye a r tır ılm ış  haliy le  sa h ip  oluruz.

Şu ha lde , Doğaya a it gözlem lenm iş h erh an g i b ir  p arçac ık  (seçtiğim iz p 
değeri için) k ab aca  h /p  o lan  P lanck  değerinden  son  derece d ah a  küçük b ir



ix k ü tle s in e  (bkz. §31.1) sa h ip  o lur. Bu yeni p a rçac ık  n =£ 0 o ld u ğ u n u  v a rs a 
y ara k  en az ın d a n  P lanck  m erteb es in d e  b ir  kü tleye (hn/p , / /d e n  çok d ah a  
büyük  olm ak üzere) sa h ip  o lur, böylece o, h a lih a z ırd a  k u lla n ıla n  parçac ık  
h ız lan d ırıc ıla rın ın  m enzilinden  epeyce u za k ta  b u lu n u r. B u rad an  h arek etle  
sic im  k u ram cıla rın ca , m evcu t kozm olojik çağda u y g u la n ab ilir  o lan  h e r 
h an g i b ir  p a rçac ık  fiziğ i iş lem inde  h iç b ir  n =£ 0 m od u n a  u la şılam ay acağ ı 
sonucu  çıkarılır!

E sasen  aynı a rg ü m an  tüm üy le  P lanck b o y u tu n d ak i tık ız  y  u zay ın d a  da 
geçerli o lur. K endim izi b u g ü n  iç inde b u lduğum uz o ldukça d üşük  enerji 
d u ru m u n d a  n *  0 iç in  y ' y e  a it u y arım  m o d la rı b iz im  iç in  deneye dayalı 
o la rak  e riş ilm ezd ir, öyleyse sic im  k u ram c ıla rı h ak lıd ır . Bu nedenle , ek 
u zam sa l b o y u tla r  h ipo teziy le  gözlem e daya lı günüm üz fiziğ i a ra s ın d a  h e r 
h an g i b ir  çelişk i b u lu n m ad ığ ı ile ri sü rü lü r.

31.11 Kuantum kararlılık argümanını kabul etm eli miyiz?

Peki b u  gerekçelend irm e uygun  m udur? B unu so rg u lam an ın  d erin  n e 
den leri b u lu n d u ğ u n u  san ıy o ru m .603 U zam sal üç b o y u tu n  k a lan  a ltıs ın d an  
n iç in  bu  k a d a r  fa rk lı d av ra n d ığ ıy la  ilgili y an ıtla n m am ış  b ilm eceyi b ir  ke
n a ra  b ırak sa k  bile , y  g eo m etris in in  ev ren in  d ah a  so n rak i evrim i s ıra s ın 
daki değ işim lere b ağ ış ık  o lm asın a  d ay an an  bu  "parçac ık  fiziği" gerekçe
lend irm esiy le  ilg ili son  derece d ikka tli o lm ak zorundayız.

B unun la  b irlik te  T/'yle ilg ili P lanck  enerji ted irg em eleri k o n u su n a  g ir 
m eden  önce §31.10 'da göz a rd ı e tm eyi seçtiğ im  ■y'nin s ıf ır  enerji m odları- 
n a  geri dönm eliyim . §31.14 'te, sic im  ku ram ı p ro g ra m ın d a  bu  m odların , 
s ta n d a r t  parçac ık  fiz iğ indek i s im etri g ru p la rıy la  (§§25.5, 7) k u ru lac ak  g e r
çek ilişk ile rle  ilg ili u m u t v a a t etm eleri nedeniy le , beğeniy le d eğ e rlen d iril
m e eğ ilim inde o lduğunu  göreceğiz. M atem atik sel o la rak  y ine de, m o d ü lle r  
so ru n u  o la rak  ad lan d ır ılm ış  o lan  cidd i b ir  güçlüğe yol aç a rla r. B ir Ri- 
em ann  yüzeyiyle ilg ili o la rak  (bkz. §8.4), ele a lın an  ^ -u z a y ı  tü rü n ü n  özgün 
b iç im in i ta n ım lay an , m o d ü lle r  o la rak  a d la n d ır ıla n  b e lir li p a ra m e tre le r  
söz konu su d u r. (§31.14'te, te rc ih  ed ilen  'y 'le rin , m o d ü lle ri genellik le b ir  
k a rm a şık  say ı a iles i o lu ş tu ra n  ve "C alabi-Y au" u za y la rı o la rak  a d la n d ır ı
lan  b e lirli karm aşık  3 -m a n ifo ld la r  o lduğunu  göreceğiz.) S ıfır enerji m odla- 
n  b u  m od ü lle rin  değişim iy le ilg ilid ir. Bu değ işim in  u zam sa l b ir  E3 b ağ ım 
lılığ ın a  sa h ip  o lm asına  o lanak  ta n ım a y ı seçeb iliriz  fa k a t b u  bize yaln ızca, 
N, b ağ ım sız  (gerçel) m od ü lle rin  gerçek sa y ıs ın a  k a rş ılık  üzere, k ab u l ed ile 
b ilir  b ir  oow°°3 verir. B unun la  b irlik te , içeris in d e , m od ü lle rin  tek il b ir  y~



uzay ın a  yol açarak  seri b iç im de s ıf ıra  küçü ldüğü  m o d la n n  v a r  o lduğu aç ı
ğa çıkar. F elakete yol a ç a r  g ö rünen  bu  k a ra rs ız lık  esasen  sic im  k u ram c ıla 
r ın ın  "m odüller so ru n u "d u r (ayrıca bkz. §31.14).604 Y an ıtlanm ad ığ ı görü lür; 
b u n a  rağm en  genellik le göz a rd ı ed ilir.

Bunu da göz a rd ı etm eyi seçtiğ im izi düşünün)!). Bu d u ru m d a , a l tı ek 
bo y u tu n  titre ş im iy le  ilg ili (Planck ölçekli) p o z itif  enerji m o d la rı u y a r ım 
la rd a n  b ağ ış ık  m ıdır? N orm al p a rçac ık  fiziğ i enerjile riy le  k ıy aslan d ığ ın d a  
P lanck  enerjisi esasen  çok büyük  o lm asına  rağm en  y ine de o hâ lâ , y ak la 
şık  b ir  to n lu k  TNT k a lıb ın ın  p a tlam as ıy la  aç ığa  çıkan enerjiy le  k ıy a s la n a 
b ilecek  k a d a r  büyük  b ir  enerji değ ild ir. E lbe tte  b ilin en  evrende b u n d an  
çok d ah a  faz la  k u lla n ıla b ilir  enerji m evcu ttu r. Ö rneğin g ü n eş ten  gelip 
dünya  ta ra f ın d a n  b ir  san iyede  a lın an  enerji b u n u n  yak laşık  10® katı k ad a r 
d a h a  büyük tü r! Y alnızca enerji te rim leriy le  bu , y  u zay ın ı tü m  evren  için  
uy arm ay a  yetecek o lan d an  çok d ah a  fazlad ır!

Sicim  k u ram cısın ın  g erekçelend irm esinde b u  enerji, yerel b ir  p arçac ık  
e tk ileşim inde  ile til ir  ve b iz  de onu  o lağan  uzay ın  küçük  b ir  bö lgesinde 
id a re  ed ilir  o la rak  haya l etm e eğilim i g ö ste ririz , y ' n i n  u y arım ın a  ilişk in  
erişilm ez o lm ası gereken gerçek m o d la r y ine de, E3x y  ted irgem elerim izde 
E3'ü n  b ü tü n ü n e  düzen li b iç im de yayılır. E3x ,y 'n in  uyarım  m o d la rın ın  b a 
s i t  b iç im de E3 üzerindek i m o d la rla  y  üzerindek i m o d la n n  ça rp ım ı o ld u 
ğ u n u  an ım say ın . B urada ele a lm ak ta  o lduk larım ız  yaln ızca  E3 boyunca s a 
b ittir . B un ların , o lağan  fizik i u zaydak i yere lleşm iş b ir  bölgeye y e r le ş tir i l
m eleri gerek tiğ iy le ilg ili söylenecek h iç b ir  şey  yoktur.

B unun la  b irlik te  bu , kendi iç inde, yerel p a rçac ık  e tk ile şim le rin in  böy- 
lesi m o d la rı u y arm an ın  uygun  b iç im i o lm ası k a rş ıs ın d ak i b ir  a rg ü m an  d e
ğ ild ir. E3'ü n  tü m ü n e yay ılm ış o lm ala rı, p a rçac ık  fiziği b ak ış  aç ıs ın a  k a rş ı 
çıkm az. §26.2 'deki y a ra tm a  ve yok etm e işlem cile riy le  §§26.7, 8 'dek i Feyn- 
m an  g rafik le rine  ilişk in  ta r t ışm a d a n , Û FT'deki p a rç a c ık la r  ve e tk ileşim le
r in in  genellik le m om entum  d u ru m la rı b iç im inde aç ık lan d ığ ın ı a n ım sa y a 
lım . Böylesi d u ru m la r  esasen , §21.11'de özel o la rak  v u rg u lan d ığ ı üzere, 
E3'ü n  tü m ü n e  "yayılır". "K uantum  p a rç a c ık la r ın ın  h iç b ir  b iç im de u zam sa l 
o la rak  y ere lleşm esi gerekm ez. Belki de bu  k o n u la n  d ü şü n m en in  d ah a  iyi 
b ir  yo lu  p a rç a c ık la r  yerine  "kuan ta ''y a  b aşv u rm a k tır . Konu, P lanck  en e rji
s in in  tek  b ir  k u an tu m u n u n  b ir  y  m odu içerisine , ne b iç im de o lu rsa  o lsun , 
y e rle ş tir ile b ilm esin i bek lem enin  m a n tık lı olup o lm ayacağ ıd ır. B unun la 
b irlik te , b u  b içim i zo ru n lu  şek ilde yerel p a rç ac ık  e tk ileşim le ri ve ö rneğin  
tü m  uzayzam an  g eom etris ine  ilişk in  çizgisel o lm ayan  b ir  ra h a tlık  g ib i b ir  
şey o la rak  düşünm em iz g erek tiğ in i sanm ıyorum .



B aşkaca b iç im le r o lm ası gerek tiğ ine  inanacağ ım ız  se b ep le r m evcut 
m udur?  A slında b a n a  göre b u n u n la  ilg ili u ğ raşacağ ım ız  seb ep le r söz ko 
n u su d u r. H ortum  benzetm em ize yen iden  dönelim  (Şekil 31.3). H ortum u, 
(E3'le  benzeş) "büyük" b o y u tu n d a  esasen  düz o larak  ve küçük  b ir  p  y arı- 
çap lı çem ber o lan  (X/'yle benzeş) s a b it  b ir  S1 a ra  k es itin e  sah ip  b iç im de 
d ü şü n ü n . H ortum un  u y arım  m od la rı kend i boyu ü ze rin d e  b ir  yöne ya da 
d iğerine  yo lcu luk  eden  çeşitli d a lg a la rd a n  ("E3 m odları") ve çem berse l a ra  
k es it b iç im indek i çeş itli ça rp ık lık la rd an  (“y  m odları") o lu şab ilir. G ördü
ğüm üz üzere b u  so n rak i m o d la rd an  h e rh a n g i b ir is i tü m  h o rtu m  boyunca 
e şzam an lı b iç im de o rtay a  çıkab ilir, v tit re ş im  fre k an slı böy lesi b ir  m oda -  
b ir  e k s ito n -  ilişk in  tek  b ir  k u an tu m  u y arım ın d ak i enerji, k u an tu m  m eka- 
n ik se l o la rak  27rftv'dür (bkz. §21.4) ve h o rtu m  u z u n lu ğ u n d an  bağım sızd ır!

S onsuz u zu n lu k tak i b ir  h o rtu m  iç in  bu , tek il h e r  b ir  ek s ito n la  ilg ili o la 
rak  s ıf ır  yoğun luk lu  b ir  enerji verir, bu  d u ru m d a  h o rtu m u n , d iyelim  ki 
R »  p o lm ak üzere R y a rıçap ın d ak i, çok büyük  b ir  çem ber o la rak  b ü k ü ld ü 
ğünü  düşünm em iz d a h a  az kafa  k a rış tır ıc ı o lab ilir . Şim di, b e lir li b ir  y  t i t 
reşim  m odunu  b e lirli b ir  v frek an sıy la  b ir lik te  d ü şü n ü n . Bu eksitondak i 
to p lam  2nhv enerjisi a s lın d a  ft'den  bağ ım sızd ır. Bu, k afa  k a r ış t ır ıc ı g ö rü 
le b ilir  çünkü  R 'y i ne k a d a r  büyük  a lırsak  titre ş im d e  yerel o la rak  v a r  o la 
cak enerjin in , 1 /ft'y le  o ran tılı b iç im de, o k a d a r  küçük  o lacağ ın ı im a eder. 
Bu b ir  çe lişk i d eğ ild ir  fak a t bize, h o rtu m  u zun luğu  ne k a d a r  büyük  o lu rsa , 
s a b it  b ir  titre ş im se l y  m oduy la  ilg ili o la rak  b ir  ek s itondak i titre ş im  g en li
ğ in in  o k ad a r küçük  o lacağ ın ı söyler. R -> oo lim itin i a lırsak  m odda  yerel 
o la rak  depo lanm ış enerji s ıf ıra  gider. B undan , h o rtu m u n  yerel o la rak  t i t 
reşeb ileceğ i h e rh a n g i b e lirli b ir  b iç im in , h o rtu m u n  sonsuz  h a lin e  geldiği 
lim itte , tek il h e r  b ir  k u an tu m u n  e tk is i aza lırk en  g it g ide d ah a  faz la  say ıda 
k u a n ta  içerm ek zo ru n d a  o ld u ğ u n u  öğren iriz . Böylece h o rtu m  d av ra n ış ın a  
ilişk in  b ir  k u an tu m  aç ık lam ası yerine  kla sik  b ir  aç ık lam an ın  d ah a  uygun 
h a le  geleb ileceğ in i düşünm eye zo rlan ırız .605

Bu, büyük  k u an tu m  sa y ıla rıy la  ilg ili b ir  k u an tu m  sis tem in e  ilişk in  kla 
s ik  s ın ır  kon u su n u  ve b u n u n la  ilgili, böy lesi k lasik  b ir  düzenlem eye y öne
lik  R d u rum  in d irg em esi kon u su n u  o rtay a  ç ıkarır. Ö zellikle 29. bö lüm deki 
ta r t ışm a d a , R k o n u su n u n  günüm üz k u an tu m  k u ram ı çerçevesi iç inde  g er
çek ten  b ü tü n ü y le  çözüm lenem eyeceğini g ö rm ü ştü k .606 Yine de iyi b ir  fiz ik 
çi, b ir  k u an tu m  aç ık lam ası k u llan m an ın  ne zam an  uygun  o lacağ ıy la  ve 
k lasik  b ir  aç ık lam a k u lla n m a n ın  fizik i o la rak  ne zam an  d ah a  faz la  an lam

605 Bir OFT çerçevesi içinde kalmak tercih edilip klasik bir açıklama yerine uyumlu bir durum, 
§26.6, kullanılabilir. Bununla birlikte bu, burada ortaya konan konulan savuşturmaz.

6“  Pek çok sicim kuramcısının R'yi dinamik bir işleme dahil etmeye heveslendiğinden kuşku- 
lansam da dikkat çekici bazı istisnalar da söz konusudur; bkz. Ellis vd., 1997a, 1997b.



ifad e  edeceğini b ilm elid ir. §22.10 'da ta r t ış ılm ış  o lan  o lağan  aç ısa l mo- 
m en tum  d u ru m u n u  an ım say ın . Çok büyük  b ir  aç ısa l m om en tum a sah ip  
b ir  cisim  en iyi şek ild e  k la sik  b ir  s is tem  o la rak  ele a lın m a eğ ilim inded ir, 
böylece çok iyi ta n ım lı b ir  dön d ü rm e ekseni elde ederiz. B una yaln ızca  çok 
b üy ü k  b ir  j  değerine sa h ip  b ir  k u an tu m  s is tem i o la rak  d av rand ığ ım ızda , 
genellik le e tra ftak i h e r  yönü  iş a re t eden pek çok sp in  yönüne sa h ip  b ir  
M ajo rana aç ık lam ası elde ederiz. P ra tik te  k lasik  açık lam a çok büy ü k  a ç ı
sa l m o m en tu m larla  için  k u lla n ıla n  aç ık lam ad ır ve bu  fizik i gerçekliğe il iş 
k in  iy i b ir  tab lo  su n a r. D aha genel o la rak , k lasik  aç ık lam alar, k u an tu m  s a 
y ıla rı a ş ır ı şek ilde büyük  hale  geld iğ inde fiziki o la rak  uygun  k ab u l edilm e 
eğ ilim inded ir. Açısal m om entum  d u ru m u n d a  ilg ili k u an tu m  say ısı, d iğer 
b ir  dey işle  j ,  h 'ye ilişk in  b ir im le r  b iç im inde ö lçü lü r, bu  d u ru m d a  k u an tu m  
m erteb es in d en  ne zam an  u zak la ştığ ım ız ı söyleyen m aku l gö rünüm lü  b ir  
k ıs ta s  düşü n eb iliriz : h b ir im le rin d e  y 'n in  değeri o ldukça büy ü k tü r. Bir 
h o rtu m d a , p uzak lığ ın ın  küçük lüğünün  bize b ir  "kuantum " aç ık lam asın ın  
k lasik  o lan  b ir  aç ık lam ad an  d ah a  e lverişli o lduğunu  söylem ek üzere, k en 
d iliğ inden  uygun  b ir  ö lçü  o lm ad ığ ın ı gö rü rüz . S ab it b ir  p için, yerel h o r 
tu m  titre ş im le rin e  ilişk in  aç ık lam an ın , R 'yi ne k a d a r  büy ü k  a lırsak  o k a 
d a r  "klasik" hale  geld iğ i g ö rü lü r  çünkü giderek  a r ta n  say ıda , g it g ide d ah a  
çok titre ş im se l k u an tu m  say ıs ı içeren  eksitonu  d ah il etm eye gerek duyarız  
[y m odları).607

"Küçük" o la n la r  (bana göre göre k u an tu m  m ekan iğ in in  y ap ıs ın d a  
§§30.9-12 h a t tın d a  b ir  değ işim in  gerekli olduğu) k u an tu m  k u ra lla r ın a  u y 
gun  o la rak  d av ran ırk en  ne k a d a r  "büyük" s is tem le rin  k lasik  b iç im de aç ık 
la n ır  hale  geleceğini söyleyen b ir  k u ram ın  yokluğunda , ’y 'n in  u y a r ım la r ı
n a  ilişk in  ile ri sü rü len  erişilem ezlik le  ilg ili h e rh an g i kesin  b ir  sonuca  v a 
ram ayacağ ım ız  görü lü r. (30. bö lüm dek i d eğ erlen d irm eler b ize henüz h e r 
h an g i kesin  b ir  y a n ıt ve kesin lik le  ta r t ışm a s ız  o lm ayan  b ir  y an ıt da su n a r  
görünm em ekted ir.) Yine de, "J/'ye ilişk in  gerçek ted irg em e lerin  bizi, tekil 
h e r  b ir  k u an tu m u n  y  g eo m etris in i hem en hem en  hiç etk ilem ediğ i çok b ü 
yük say ıd a  k u an tay a  ve büy ü k  k u an tu m  sa y ıla rın a  sah ip  b ir  k u an tu m  ta b 
lo su n a  yöneltm esi gerçeği b ak ış ıy la , "küçük" y 'ye sah ip  b ir  M x y  evren ine 
ilişk in  ted irgem elerin , b u n la rı k u an tu m  m ekan iksel b iç im  yerine  klasik  
o larak  ça lış ırsak , n a s ıl d av ran acağ ıy la  ilg ili d ah a  faz la  kav ray ış  elde ed e
b ileceğim iz görü lü r. Şim di gelin  b u n u  ele alalım .

607 Eksitonlar hortum titreşimlerine ilişkin bir kuantum alan kuramsal açıklamasında bozonlar 
gibi davranır, §22.13, §23.8, §26.2, böylece herhangi belirli bir y  modunda pek çok kuanta 
söz konusu olabilir. Böylesi bir kuantum açıklamasının uygun olabileceği gerçek bir fiziki 
sistem uzun ve dar optik dalga kılavuzu, diğer bir deyişle optik bir lif, olur.



31.12 Ek boyutlara ilişkin klasik kararsızlık

10-uzay  m odelin i a s lın d a  tüm üy le  k lasik  b ir  m odel o la rak  a lırsak  ne 
söy leneb ilir?  Bu en az ın d a n  b ize ta m  k u an tu m  m ode lin in  esase n  n as ıl 
d av ran acağ ıy la  ilg ili b ir  yön lend irm e sağ lar. §31.10 'un  b a ş ın d a , k lasik  b ir  
(1 9 )-u z ay z am a n d a  (diğer b ir  dey işle  b ir  zam an  ve dokuz uzam  boyu
tunda) kabu l edilem ez b ir  se rb e s tlik  derecesi faz la s ı bo lluğu  (ooMoo'! »  
oo<vco3) sgz k o n u su d u r. Bu y e terin ce  c id d id ir  fak a t b a n a  göre şey ler esasen  
b u n d a n  çok d ah a  k ö tü d ü r. K lasik b ir -R ic c i  düz lüğüne  b a ğ lı-  M x y  ev ren i
n in  küçük  ted irgem elere  k a rş ı son  derece k a ra rs ız  o lduğunu  bu lacağ ız , y  
tık ız sa  ve P lanck b ü y ü k lüğündeyse  bu  d u ru m d a  u zay zam an  tek illik le rin in  
(§ 27.9) b ir  san iy en in  küçük  b ir  k es ri iç inde  so n u ç lan m ası beklen ir.

ilk  o la rak  y a ln ızca  y  g eo m etris in i ra h a ts ız  ed ip  b u ra d a n  h arek etle  
u za m sa l E3'e  "sızm ayan" M x y  ted irg em elerin i ele a lalım . Demek o luyo r ki, 
tü m  (1 +  9 )-u zay zam an  Z x E3 olm ak üzere, "kendine özgü" b ir  R icci d ü z lü 
ğüne sa h ip  Z  (1 + 6 )-u zay zam an ın ı ('î/'ye ilişk in  h u zu rsu z  evrim i) in ce le
yeceğiz. Z ' n in  y ' y e  "yakın" o lan  b ir  6 -u zay ın  zam an  evrim i o lduğunu  d ü 
şü n ü rü z  böylece Z,  d ah a  so n rak i z a m a n la rd a  E1x y ' d e n  önem li ö lçüde s a 
pab ilecek  o lm asına  rağm en , y ' ye ilişk in  E1x y  (değişm eyen) "zam an ev ri
m in e  yak ın  b iç im de b a ş la r  (Şekil 31.9). B u rada M 'yi §31 .10 'da o lduğu  gibi 
(E1 zam an  b o y u tu n u  ve E3 uzay  b o y u tla r ın ı aç ık lam ak  üzere) M = E1x E 3 
b iç im inde ifade ed iyorum  böylece M x y  u zay zam an ın ı (y 'ye  ilişk in  zam an 
evrim in i ça rp ım d a  öne alarak) (E1x 'î/)x E 3 o la rak  d ü şü n ü rü z; bkz. Şekil 
31.9a.

1960 'ların  so n u n d a  S tephen  Havvking ve ben , Z  tek il o lm asın ı b ek le
m ek zo ru n d a  o lduğum uzu  g ö ste ren  b ir  tek illik  teo rem in i k an ıtla d ık .608 
Açıkça b e lir ttiğ im iz  üzere  bu  teo rem  (1 +  6 )-u z ay z am a n d a  da (ve (1 + 9 )-  
uzayzam anda) tıp k ı o rijina l o la rak  ele ald ığ ım ız geleneksel (1 -I- 3 )-uzay- 
za m a n d a  o lduğu  g ib i geçerlid ir. Bu teo rem in  so n u ç la rın d a n  b ir in e  göre 
u za y sa l tık ız  b ir  h ip e r  yüzey içerip  b e lir li b ir  özel an lam d a  "kendine özgü" 
o lan 609 (ve zam an sa l k ap a lı eğ rile rd en  bağ ım sız , bkz. § 17.9 ve Şekil 17.18) 
R icci düzlüğüne sa h ip  h e rh a n g i b ir  uzayzam an  e sase n  tek il olm ak zo ru n 
dadır!

601 Bkz. Havvking ve Penrose, 1970.
609 Koşul, her zamansa] ya da sıfır jeodezinin "kendine özgü" eğrilikle, bu tür her jeodezi üze

rinde bir yerde, ka sıfır vektörü jeodeziye tanjant olmak üzere, k̂ aRb ĉd êk^ *  0 olması anla
mında karşılaşmasıdır. Serbestlik derecelerine ilişkin basit bir dolaysız değerlendirme bu 
koşulun her tü r "kendine özgü" uzayzamanda kesinlikle sağlandığını gösterir. Teoremin Ric
ci düzlüğünden çok daha genel koşullarda geçerli olduğu belirtilmelidir. Yalnızca Ricci ten- 
sörünün uygun bir "negatif olmayan eneıji koşulu"nu sağlamasını bekleriz; bkz. §27.9, özel
likle not 27.20 ve §28.5.



Şekil 31.9 y  "küçük" b ir Calabi-Yau uzayı olmak üzere b ir tekillik teoremi M x y  tedirge- 
m elerinde geçerlidir. (a) M = E*xE3 olarak ifade ettiğim iz, E1'in  zam anla ilgili olduğu te 
kil olm ayan M x y  kanonik durum , (b) y ' y e  ilişkin genel b ir y '  tedirgem esi tekil olan b ir Z  
uzayına evrim leşir, böylece E3'e etki etmeyen genel E3x y  tedirgem eleri tekil olmayan 
E3x Z  uzay lanna  evrimleşir.

dadır! O rijinal E1x ,y  tek il o lm ak tan  k u r tu lu r  çünkü  b u  d u ru m d a  kendine 
özgülük koşu lu  b a şa r ıs ız  o lur. B unun la  b irlik te  kend ine özgü b iç im de h u 
zu rsu z  o lan  Z  tek il olm ak zo ru n d ad ır.

Böylesi "tekillik  teoerem leri"nde eğ rin in  sonsuz  b ir  değere ıra k sa m a s ı
n ın  do laysız  b iç im de sa p tan a m ay a ca ğ ı fak a t yaln ızca, zam an sa l ya da s ı
f ır  jeo d ez ile rin  u zayzam an  içeris in d e  sonsuz  uzu n lu ğ a  (ya da s ıf ır  jeo d ez i
leri d u ru m u n d a  sonsuz  afin  u zun luğuna; bkz. §14.5) g en iş le tile b ilir  o lm ası 
ö nünde b ir  engel söz k onusu  o ld u ğ u n u n  sap tan ab ileceğ i b e lirtilm e lid ir. 
N orm al bek len ti bu  engelin  esasen  ırak sa m a  eğ ris in in  v arlığ ın d an  k ay 
n ak la n m a s ıd ır  fak a t teorem  b u n u  do laysız  b iç im de gösterm ez. B ununla 
b irlik te  bu  teo rem  bize Z 'n in  şu  y da bu  b iç im de tek il h a le  geleceğini söy
ler. "y'den u za k la şan  ted irgem e l / 'n in  k end isi g ib i ayn ı genel ölçeğe (diğer 
b ir  dey işle  P lanck  ölçeğine) sa h ip se  bu  d u ru m d a  Z 'd ek i tek illik le rin  k a rş ı
la ş tır ı la b ili r  b ir  zam an  ö lçeğinde (~1043s) o rtay a  ç ıkm asın ı beklem em iz 
gerek ir  fa k a t b u  zam an  ölçeği, ted irg em e le r ■y'nin k en d isin d en  o ran tılı b i
çim de d ah a  küçük  b ir  b üyük lük teyse  b ir  b iç im de d a h a  uzundur.

■y'yi kend ine özgü biç im de, tü m  M x'y (1 +  9 )-u z ay ın a  ilişk in  tek il o l
m ayan  b ir  ted irgem e elde edeceğim iz şekilde ra h a ts ız  etm e o la sılığ ın a  s a 
h ip  olm ak is te rsek  bu  d u ru m d a  uzay zam an m  M k ısm ına  da b e lirg in  b i
çim de ta ş a n  ra h a ts ız lık la r ı dü şü n m ek  zo ru n d a  olm am ız so n u cu n a  varırız . 
B unun la  b irlik te  böy lesi ra h a ts ız lık la r  b e lirli b ak ım la rd a n  "olağan" u zay 
zam an  tab lo m u za  yönelik  o la rak  tek  b a ş ın a  T/'yi e tk ileyen lerden  b ile  daha 
teh like li o la b ilir  çünkü  ■y'de v a r  o lm ası o la sı P lanck ölçekli büyük  eğ rilik 



le r610 gözlem le to p ta n  çe lişk ili o la rak  o lağan  uzaya ta şa c a k  ve çok k ısa  b ir  
sü red e  uzayzam an  tek illik leriy le  so n u ç lan a ca k tır .611

E lb e tte  k lasik  ku ram d ak i k ab u l edilem ez tek illik le r b ize böy lesi k u su r
la rın  o k u ram a ilişk in  uygun  k u an tu m  v e rsiy o n u n d a  zo ru n lu  b iç im de d e
vam  edeceğini söylem ez. §22 .13 'te gö rdüğüm üz üzere, k u an tu m  m ekaniğ i 
o lağan  k la s ik  a to m la rın  fe lake te  yol açan  k a ra rs ız lık la rın ı, e lek tro n la rın  
çek irdek  iç ine e lek trom anyetik  ış ın ım  yayım ı yo luyla sa rm a l y ap m asın ı 
sa ğ lay a ra k  iy ile ş tirir . B unun la  b ir lik te  tek  b a ş ın a  "kuan tizasyon  işlem le- 
r i ''n in  su n u m u  k lasik  tek illik lerin  zo ru n lu  b iç im de o r ta d a n  k a ld ır ılm a s ın ı 
sağ lam az. K uantizasyon  so n ra s ı tek illik le rin  devam  e ttiğ i (kuan tum  kütle- 
çekim e ilişk in  oyuncak m o d e lle rin in  çoğundak i gibi)612 pek çok ö rnek  söz 
k onu su d u r.

Ayrıca, (1 +  9 )-b o y u tlu  R icci d ü z lü ğ ü n ü n  sic im  k u ram ın ın  kesin  b iç im 
de ta lep  e ttiğ i gerek lilik  o lm ad ığ ı gerçeğ in i de -b kz . §31.8- n o t etm eliyiz. 
Ricci d ü z lü ğ ü n ü n  yaln ızca , bu  gerek liliğe yönelik , a' sic im  sa b itin d e k i en 
d ü şü k  dereceli te rim d en  d a h a  yüksek  dereceli o la n la r  göz a rd ı ed ild iğ inde 
o rtay a  ç ıkan  m ükem m el b ir  y ak laşık lık  ta h m in i o la rak  d eğ e rlen d irild iğ in i 
an ım sayalım . Belki, a' sic im  sa b itin d e k i tü m  dereceleri içeren  "tam " ge
rek lilik  ü s tte k i tek illik  teo rem in d en  sak ın ab ilir . B unun la  b irlik te  b u  ge
rek lilik  b ize  Ricci te n sö rü  ü ze rin d e  a lış ıld ık  yerel enerji po z itifliğ i ta le p le 
r in in  sa ğ lan d ığ ı b ir  koşu l s u n a rsa  (özellikle bkz. n o t 27.9 ve §28.5) b u  d u 
ru m d a  tek illik  teorem i h â lâ  geçerli o lur. Öte ta ra f ta n  böy lesi yerel enerji 
k o şu lla r ın ın  ç iğnenm esi Q FT'de kesin lik le  o rtay a  ç ık ab ilir  (§24.3), öyleyse 
b u  k o n u la r  kes in leşm iş o lm ak tan  uzak tır.

610 Bir S1xS1xS1xS1xS1xS1 "hiper simit" topolojisine sahip y  sıfır eğriliğine ilişkin olağanüstü 
durumlar söz konusudur. Bununla birlikte bunlar günümüz sicim kuramcılarınca beğenilen
y  modelleri değildir; §31.14. Dahası hiper simide ilişkin çoğu tedirgeme düz olmaz.

6,1 Bu sonuç daha önce değinilip M  uzayzamanmın tümünde dolaysız biçimde geçerli olan te
killik teoreminin diğer bir uygulamasından ortaya çıkar. Bu uygulamada tıkız bir uzaysal 
hiper yüzeyin mevcut olması koşulu, C gelecek ışık konisi tüm yönlerde "kıvnlıp kendisiyle 
buluş"an bir p noktasının varlığı koşuluyla yer değiştirir. C geometrik yeri, p  geçmiş bitiş 
noktasına sahip ve geleceğe doğru belirsiz biçimde genişleyen İ ışık ışın lan  ailesi, diğer bir 
deyişle boş konileri, bkz. § 28.8, tarafından taranandır. Teknik olarak gerekli koşul bu tür 
her f'nin, kendisiyle ilgili olarak p'den q'ya, katı biçimde geleceğe doğru uzanan zamansal 
bir eğrinin bulunduğu bir q noktası içermesidir. Henüz açıklanmış olan tam Mxy  modelle
rinde koşul başarısız olur (bir zorunluluk sonucu çünkü M  x y  tekil olmayabilir) fakat çok  
a z  bir farkla. Esasen gerçekleşen, 8-boyutlu i ışık ışınları ailesi arasında, uzayzamanm "y 
kısmı"na doğru gidip geri gelerek C'nin içine doğru kıvrılmakta başarısız olan yalnızca 2- 
boyutlu bir alt aile söz konusudur. C tarafından karşılaşılan kendine özgü fakat küçük bir 
tedirgemeyle, bu kurtarıcı özelliğin yok olacağı ve üstte değinilmiş olan tekillik teoreminin 
esasen geçerli olacağı gösterilebilir. Bu argümana ilişkin ayrıntılar başka b ir yerde sunula
caktır.



B ana göre d ah a  cidd i o lan ı esasen , a' sic im  sa b itin d e k i tü m  dereceleri 
içeren , s ın ırla n m a m ış  d ife ran s iy e l derecedeki d ife ran s iy e l denklem lere 
ilişk in  so n su z  b ir  s is tem  gerçeğid ir. B una göre, b ir  b aş lan g ıç  9-yüzeyi 
üzerindek i tü m  veri, (olağan a la n  k u ra m la rın d a  gerek li o lan  y a ln ızca  b i
rin c i ya da ik inci dereceden  tü re v le r  yerine) a lan  n ice lik le ri b iç im indek i 
tü m  tü rev  d erecelerin i içerir. Böylece 9 -yüzey  üzerindek i n o k ta  b a ş ın a  ge
rek li p a ra m e tre  say ıs ı so n su zd u r, böylece h e rh an g i p o z itif  b ir  M ta m sa y ı
sı iç in  coMoo,'d an  d a h a  b ü y ü k  b ir  fonksiyonel se rb e s tlik  elde ederiz. Bu, 
fonksiyonel se rb e s tlik  faz la s ı so ru n u n u  öncekinden  de kö tü  h a le  getirir! 
Bu ta m  gerek lilik le  ilg ili m a tem atik se l b iç im li h e rh a n g i cidd i b ir  t a r t ı ş 
m a d an  h a b e rd a r  değilim  ve b u n u n la  ilg ili ne tü r  b aş lan g ıç  v e ris in in  u y 
gun  o lab ileceğ in i b ilm iyorum .

31.13 Sicim ÛFT'si sonlu mudur?

Ü stte  verm iş o lduğum  arg ü m an  tü rü , sicim  k u ram sa l m ode lle rin  E ins- 
te in 'ın  (1 + 3 )-b o y u tlu  genel gö reliliğ in i h e r  tü r  d u y arlı "k lasik  lim it''te  ço
ğ a ltm a s ın ın  o lası o lduğuna ikna ed ilm ek te n iç in  a ğ ır  so ru n la r  yaşad ığ ım ı 
örnekler. Sicim  k u ram ın ın  id d ia s ın ın , (sonuçtak i ku ram  a s lın d a  fiziki o la 
rak  ne an lam a  gelirse  gelsin) tu ta r lı b ir  son lu  QFT o ldu ğ u n a  ilişk in  d iğer 
k ısm ın d an  ne haber? Bana öyle geliyor ki, sab itle n m iş  b ir  sic im  dünya 
y ap rağ ıy la  ilg ili o la rak  son lu  b ir  gen liğ in  elde ed ild iğ i du ru m  a s lın d a  ön 
sicim  a rg ü m an ın a  ilişk in  en sağ lam  p a rç ad ır . Bu sonuç sic im  fik rin in  o r i
jin a l ü s tü n lü k le rin e  ilişk in  doğru  b ir  y an s ım a  sa ğ la r  g ib i gö rü n ü r. Yine de 
b u ra d a  b ile  o rtay a  konm ak zo ru n d a  o lan  tem el so ru la r  söz konu su d u r.

B aşlam ak  gerek irse  sicim  k u ram ıy la  ilg ili o la rak  h e r  zam an  b e lirli b ir  
endişeye sa h ip  oldum . O, d ü n y a  y ap ra k la rı zam an sa l o lan  ve böylece u y a 
rılm ış "m etriği" (1 + l ) -b o y u tlu  L oren tzci b ir  m e trik  o lan  sic im  benzeri 
y ap ıla ra  ilişk in  fiziki b ir  k u ram  o la rak  su n u lu r. Yine de (pozitif belirli) b ir  
m etriğe  sa h ip  o lan  sicim  d ü n y a  y ap ra k la rın d a , R iem ann yüzey k u ram ın ın  
z a r if  f ik irle rin e  (8. bö lüm dek i gibi) b aşv u ru lab ilecek  şe k ilde m atem atik  
uy g u lan ır , bkz. Şekil 31.10. Z am ansa l dünya  y ap ra ğ ı ü zerin d e  ışık  h ız ıy la  
so la ya da sağ a  yo lculuk eden  ra h a ts ız lık  m o d la rın d an , öncekiyle uyum lu  
o la rak  b ah sed ilir . (B unlar L orentzci d ünya  y ap ra ğ ı ü zerindek i s ıf ır  eğ rile 
ri boyunca yayılır.) K uram ın R iem anncı v e rs iy o n u n d a  b u  "sol" y a  d a  "sağ" 
m o d la rı R iem ann  yüzeyi ü zerindek i "holom orfik" ya d a  "karşı-ho lom orfik" 
fon k siy o n la r h a lin i alır. Y aklaşım , h esa p la m a la r ın  esasen  p o z itif  b e lir li 
R iem ann yüzeyi ta b lo su n d a  y ap ıld ığ ı b iç im de g ö rü n ü r ve d a h a  son ra , i s 
ten en  L oren tzci sicim  k u ram ın ı d ışa rı ç ıkarm ak  üzere  b ir  "W ick döndür-



Ş e k il  31 .1 0  S ic im  k u r a m ı m a te m a tiğ i  
( p o z i t i f  b e lir li)  R ie m a n n c ı m e tr iğ e  s a 
h ip  R ie m a n n  y ü z e y le r i  o la n  "sicim  
g e ç m iş le r i”n i k u lla n ır . B u n u n la  b i r 
l ik te  s ic im  g e ç m iş le r i  f i z i k i  o la ra k  Lo- 
r e n tzc id ir .  B ir in d e n  d iğ e r in e  g e ç m e k  
b ir  tü r  "W ick  d ö n d ü rm e s i" iç e r ir .

m esi" (§28.9) g erçek leştirilir. Bu iş lem in  b u ra d a  ta tm in  ed ici o lm ası k es in 
lik le o la s ıd ır  fak a t bu , özel b ir  gerekçelend irm e o lm aksız ın  b a s it  b iç im de 
v arsay ılam az . Ö rneğin  bu , önem li b iç im de, genlik  h esa p la m a la r ın d a  y a 
p ılm ış  o lm ayan  yak laşık lık  ta h m in le rin e  b ağ lıd ır . Aksi ha lde , d ah a  önce 
k u an tu m  kütleçekim e yönelik  Havvking y ak laşım ı ve QFT'ye yönelik  a n a li
tik  sü rd ü rm ey i de içeren  (bkz. §28.9) d iğer y ak la ş ım la r  tü rü n d e k i iş lem ler 
h ak k ın d a  c idd i so ru  iş a re tle r i söz k o nusu  o lab ilir . Benim  an lay ış ım  R i
em ann  yüzey  h esa p la m a la r ın ın  esasen  is a b e tli  o ld u ğ u n u n  d ü şü n ü ld ü ğ ü  
y ö n ü n d ed ir, böylece W ick d ö n d ü rm esin in  g ü v en ileb ilir  o lduğuy la  ilgili 
u m u tlu  olm ak iç in  b ir  sebep  söz k o n u su  olur. Yine de b ir  W ick d ö n d ü rm e
sine  ilişk in  açık gerekçelendirm e, (tedirgeyici olm ayan) c idd i genel g ö re li
likle u ğ raş tığ ım ızd ak i d u ru m  olm ayacak  olan, a rd a la n  u zay zam am n ın  düz 
o lm asın a  b ağ lıd ır , böylece b u n u n  biz i gerçek kü tleçek im le ilg ili b ir  k u a n 
tu m  k u ram ın a  doğru  ne k a d a r  gö tü receğ i b e lirs iz liğ in i korur.

Bu tü r  düz uzay  d eğ e rlen d irm e lerin in  geçerliliğ ine güvensek  bile , s a b it 
h e r  R iem ann  yüzey  topo lo jisiy le  (diğer b ir  deyişle g  o lağan  b ir  Feynm an 
g rafiğ iy le  ilg ili "döngü say ısı"na k a rş ılık  gelm ek üzere, bkz. §26.8 ve Şekil 
31.5d, §31.5, sa b it  g  tü rü y le , bkz. §8.4) ilg ili o la rak  top lam  genliğ in  a s l ın 
d a  son lu  o ldu ğ u n a  ilişk in  id d ia la r ı destek lem ek zo ru n d a  m ıyız? A slında 
b u  b e lir len m em iştir . Y inelenen güvencelere k a rş ın  id d ia  ed ilen  b u  sonlu- 
lu k la  ilg ili h iç b ir  m a tem atik se l gösterim  su n u lm am ıştır . Sonluluk id d ia la 
r ı yaln ızca , k u an tu m  a la n  k u ram c ıla rın ın  k end ile rin i en teh likede h is s e t
tik le r i m orö tesi (büyük m om entum , küçük  uzaklık) ıra k sa m a la r la  ilg ilid ir 
fa k a t b u n la r  bile şim diye dek y a ln ızca  2 -d ö n g ü  düzey inde b e lirlen m iştir . 
D ahası, k ız ıla ltı (küçük m om entum , büyük  uzaklık) ıra k sa m a la r ın  (§26.9) 
yok ed ild iğ i id d ia  ed ilen  h iç b ir  a rg ü m an ın  söz k o n u su  o lduğu  görülm ez. 
Bu tü r  ıra k sa m a la r  n o rm ald e  m o rö te si o la n la rd an  d a h a  az önem e sah ip  
o la rak  d eğ e rlen d irilse le r de, kesin lik le  göz a rd ı ed ilem ezler ve b u n la rla , 
"sonluluk" id d ia s ı gerekçelend irilecekse  b ir  b iç im de u ğ raş ılm as ı gerekir.



Sonluluk tü m  sicim  fik rin in  tem el ta ş ı  o lduğu  iç in  bu  bizi, tü m  p ro g ram la  
ilg ili b ir  b e lirs iz lik  iç inde  b ıra k ır .613

Belki de b u n la r  yaln ızca , gelecekteki m atem atik se l gelişm eler ta ra f ın 
dan  ü s te s in d e n  gelinecek o lan  ra h a ts ız  ed ic i a y r ın tıla rd ır . B unun la  b ir lik 
te, s a b it  h e r  topolojiye ilişk in  son lu  gen lik lere sa h ip  o lduğum uzu  kabu l 
etsek  b ile  so n u ç tan  o ldukça uzağız. Öyleyse ifad e le r  to p la n m a k  zo ru n d a 
dır. Ş im diyse as lın d a  bu  to p la m ın  b e lirg in  b iç im de ırak sa m a sıy la  ilg ili b ir  
so ru n  söz k o n u su d u r.614 S o n lu  o lm ası am aç lan an  k u ram  sonuç o la rak  g er
çekte son lu  değildir! B unun la  b ir lik te  bu  b e lir li ırak sak lık  sicim  k u ram c ı
la rın ı k ay g ıland ırm az  g ö rü n ü r çünkü  o n la r  bu  se riy i to p lam  genliğe i l iş 
k in  uygunsuz b ir  gerçek leştirm e b iç im inde k ab u l ederler. Bu genlik , k en 
d is in e  "yanlış nok ta  (diğer b ir  dey işle  genlik le iç in  tek il o lan  b ir  nokta) do 
lay ın d a  genişlem ek" yo luy la b ir  ifade  bu lm aya ça lışan  ü s lü  se riye  (bu b i
raz  logz iç in  z  — l 'in  ü s le ri b iç im inde  genişleyen  b ir  ü s lü  se ri yerine  z =  0 
do lay ın d a  gen işleyen  b ir in i b u lm ay a  ça lışm aya benzer; o b e lirli ö rnek te 
bu  se ri e sa se n  sonsuz k a tsay ıy a  sa h ip  o lsa d a  bkz. § 7.4) sa h ip  a n a litik  b ir  
n icelik  o la rak  kabu l ed ilir. B u rad a  k a rş ıla ş ıla n  ırak sak lık  o ldukça kon tro l 
edilem ez ("Borel to p la n a b ilir  olm ayan") b ir  tü rd e  g ö ste rilm iş  o lm asına 
rağm en  b u n d a  b ir  so ru n  o lm ayab ilir. Gerekli "Eulerci" tip tek i (örneğin 
1 +  22 + 24 +  26 + 28 H—  = — j  ü veren  tü rü n d e ; bkz. § 4.3 ve § 26.9) gerek

çelend irm ey i an lam lı k ılm ak  üzere, b ir  m ik ta r  d a h a  k ap sam lı iş lem in  ge
rek tiğ i g ö rü lm ek ted ir.615 D ahası, s ic im  k u ram sa l (tedirgem eyle ilgili) h e 
s a p la m a la r  gerçek ten  "yanlış n o k ta  do lay ındaki" gen işlem elerse , b u  d u 
ru m d a  tü m  b u  ted irgey ic i h e sa p la m a la ra  n as ıl güvenebileceğ im iz b e lirs iz 
dir! Bu neden le  henüz sic im  Û FT 'sin in  gerçek ten  son lu  olup o lm ad ığ ın ı 
b ilm iyoruz. Sicim  k u ram ın ın  b ize gerçek ten , şü p h e  gö tü rm eyen  tü m  e tk i
leşim leriy le  b irlik te , kü tleçekim e ilişk in  b ir  k u an tu m  k u ram ı su n u p  s u n 
m ad ığ ı so ru su y la  baş  b aşa  kald ık .

31.14 Sihirli Calabi-Yau uzayları; M-kuramı

B unun la  b irlik te  sic im  k u ram ın a  ilişk in  sa h ip  o lduğum  b elirli ön ko 
şu lla r, §§31 .8-13 'te  ifad e  ed ild iğ i üzere, sic im  k u ram c ıla rın ı k ay g ılan d ırır  
g ö rü n en le r değild ir. O n ların  b aş ı, ş im d iye  dek değ inm ediğ im  b aşk a  ko n u 

613 Bkz. Smolin, 2003 ve Nicolai, 2003.
614 Bkz. Smolin, 2003; Gross ve Perivval, 1988; Nicolai, 2003.
615 1 + 22 + 24 + 26 + 28 H—  serisi de, bu toplam a ilişkin "Eulerci" — i  değeri kesin bile olsa, 

analitik  sürdürm e, §7.4, kullanılarak  görülebileceği üzere Borel top lanab ilir değildir. Böyle
si işlem lerin toplam  sicim  genliklerine uygulanm ış olup olm adığını bilmiyorum.



la rla , d iğe r b ir  dey işle  k u ram ın  benzersiz liğ i so ru n u y la  b e lad ad ır. B aş lan 
g ıç ta  b u , sic im  k u ram ın ın  evrene ilişk in  benzersiz  tek  ta s la ğ ı vereb ilece
ğiyle ilg ili büyük  u m u tla rd a n /b a şa r ıla rd a n  b ir i o la rak  d eğ e rlen d irilm işti 
ve v a rsa y ıla n  b u  b en zersiz lik te  çok faz la  şey  b ir ik tir ild i. Açık b ir  konu, 
10 -boyu tlu  ev ren in  büyük  o ra n d a  iç ine do land ığ ı d ü şü n ü le n  P lanck  ölçek
li tık ız  y  6 -m an ifo ld u y la  ilgiydi. Bu 6 -m an ifo ld la r  ney in  nesid ir?  Evren 
n iç in  b u n la r  yerine  b aşk a  b a z ıla r ın a  do lanm a eğ ilim inde değild ir. B aş lan 
g ıç ta  sü p e rs im etri, uygun  b o y u tlu lu k  ve R icci düzlüğüne ilişk in  sıkı g e 
rek lilik le r tem el baz ı fiziki gerek lilik lerle  b irlik te  benzersiz  y a n ıtla ra  yol 
aç a b ilir  şek ilde  g ö rü n m ü ştü  fa k a t d a h a  so n ra  çok geniş sa y ıd a  a l te rn a t i
fin  eşdeğer b iç im de o la s ı o lduğu  görü ldü .

Bazı erken f ik irle r y  u zay ın ın  s ıf ır  eğriliğe sa h ip  b ir  S1xS 1xS1xS1xS 1x 
S1 h ip er s im it  o lab ileceğ i y ö nündeyd i (bkz. n o t 31.45; S1xS1'le  ilg ili "sim it" 
te rim in i an ım say ın , bkz. şek ille r 8.9, 8.11 ve 15.3). B unun la b irlik te  d ah a  
so n ra  h ip e r  s im it ta b a n lı  s ic im  ku ram ın ın , s ta n d a r t  m odele ilişk in  aynal 
g ö rü n ü m le ri616 (§ 25.3 'ü  an ım sayın) b ir le ş tir ir  hale  getirem ed iğ i açığa çık tı 
ve d ah a  k ap sam lı b ir  şeye gerek duyu ldu . "Sıkı gereklilik ler" d ah a  so n ra  
C alab i-Y au  u za y la rı o la rak  a d la n d ır ıla n  bu  6 -m an ifo ld la ra  yol aç tı.617 
B un lar tüm üy le  önem li m atem atik se l an lam a  sa h ip  u za y la rd ır  ve d ah a  ö n 
ceden  b u  tü r  seb ep le r neden iy le  E ugenio C alabi ve S h ing-T ung  Yau ta r a 
f ın d an  ça lış ılm ış la rd ır . Hem  gerçel R iem anncı m e trik leri hem  de karm aşık  
y ap ıla r , bu  ik i yap ı b irb ir iy le  uyum lu  olm ak üzere (ayrıca s im p le k tik  m a- 
n ifo ld la r  o lm a la rı so n u cu  m etrik  b a ğ la n tın ın  k a rm aşık  yap ıy ı ko rum ası 
an lam ın d a ;13161 ilg ili k a v ra m la r  iç in  bkz. §12.9 ve §§14.7, 8), o lm ala rı a n la 
m ın d a  (böylece k a rm aşık  3 -m an ifo ld la r  o la rak  y o rum lanab ilirle r), K âhler  
m a n ifo ld la rı o la rak  a d la n d ır ıla n  şey lerin  ö rnek le rid ir. C alab i-Y au  u za y la 
r ı s ic im  p ro g ram ıy la  ilg ili o la rak  gerek li o lduğu  v a rsa y ıla n  ek özelliklere 
sa h ip tir : R icci d ü z lü ğ ü n ü n  b u lu n d u ğ u  m etrik lere  sa h ip tir le r  ve on lara , 
m e trik  b a ğ la n tıs ın a  göre sa b it  o lan  sp in ö r  a lan ları v e rilm iştir. Bu sa b it 
sp in ö r a la n la rı sü p e rs im e tri ü re te ç le ri o la rak  önem li ro lle r  oynar. O nlar- 
sız sü p e rs im e tri o lanak lı o lm azdı. V erili b ir  C alab i-Y au uzay ı iç in  böylesi 
çeş itli sp in ö r a la n la rı b ir  s im e tr i g ru b u  eylem i ta ra f ın d a n  (biçim sel o la 
rak) "b irb irin e  döndürü l"eb ilir. Böylece bu  g rup , p arçac ık  fiziğ indeki s i 
m e tri g ru p la r ın ın  oynadığ ı tü rd e  b ir  ro l oynar.

616 Bu uyan , kısa süre içinde göreceğimiz, temel sicim çerçevesinin kendileriyle ilgili olarak ha- 
lihazırda aynal olduğu hetero tik  sicim lerde geçerli değildir.

617 En yakın kaynak Gross vd., 2003 olarak görünüyor. Smolin, 2003 sicim  kuram ındaki bu ma- 
n ifo ld lara  ilişkin başkaca kaynaklar su n a r ve b u n lan  Polchinski def 1998, ta rtış ır.

££  [31.61 Bunların sonuç olarak niçin sim plektik m anifoldlar olmak zorunda olduğunu görebili
yor m usunuz? îpucu: gab m etriği ve /£ karm aşık yapısından Sa6'yi o luştu run  ve sonra dS = 0 
olduğunu doğrulayın; Saö'n in  tekil olm adığını varsayın.



Bu s im etrin in , C alab i-Y au  u za y la rın ın  kend isine , b ir  lif  dem etindek i T  
lifine  15. bö lüm deki ta r t ışm a d a  aç ık land ığ ı üzere u y g u lan an  b ir  sim etri 
b iç im inde , do laysız  o la rak  u ygu lanam ayacağ ı b e lirtilm e lid ir. A slında C a
lab i-Y au  u za y la rı (sürekli) h iç b ir  sim etriye  sa h ip  d eğ ild ir  ve 10-uzayım ı- 
zı, o lağan  4 -u zay zam an  ü zerindek i C alab i-Y au  6 -u za y la rın a  ilişk in  
(önem siz olm ayan) b ir  l if  dem eti b iç im inde değerlendirem eyiz . P arçacık  
(iç) s im etr ile ri b u n u n  yerine  o n la r  üzerindek i s a b it  sp in ö r a la n la r ın a  i l iş 
k in  "döndürm eler"le  ilg ilid ir. Gerçek C alab i-Y au u zay la rı s im e tr in in  eyle
m i ta ra f ın d a n  etk ilenm ez.618

Bu neden le  sicim  k u ram ı çok özel fak a t a lış ılm ad ık  tip te  b ir  GUT k u ra 
m ına [bkz. § 25.8 ve §§28.1-3) yol açar. P arçacık  fiz iğ in in  tü m ü n ü n  uygun  
sicim  k u ram sa l ta s la k ta  b u lu n m a s ı am aç lan ır. Bu b iç im de o rtay a  çıkan 
s im etri g ru p la rı s ta n d a r t  m odeldek ilerden  (§§25.5-7) çok d ah a  b ü y ü k tü r  
fa k a t d iğe r GUT k u ram la rın d a  o lduğu  üzere (§25.8), g ru p la rı s ta n d a r t  m o 
delle  d ah a  do laysız b ir  ilişk iye sah ip  o la n la ra  ind irgem ekle ilg ili o larak , 
b u  p ro g ram  henüz b a ş a r ılı b iç im de g erçek leştirilm em iş o lsa  da, s im etri 
k ırılım ın ın  b ir  tü rü n ü n  so rum lu  o lduğu  k ab u l ed ilir.

B enzersizlik  k o n u su n d an  ne haber?  Ne yazık  ki C alab i-Y au uzay la rıy la  
ilg ili n ite lik  b ak ım ın d an  fa rk lı o lası on b in le rce  a l te rn a t if  s ın ıf  söz k o n u 
su d u r, böylece ta s lak , aç ık land ığ ı üzere, benzersiz  o lm ak tan  u zak tır . As
lın d a  b e lir li b ir  C alab i-Y au  uzayı s ın ıfı içerisinde , tıpk ı b ir  R iem ann y ü 
zeyiyle ilg ili o la rak  o lduğu  g ib i (§8.4, Şekil 8.11) ken d isin e  ilişk in  b içim i 
ta n ım lay ıp  (Şekil 31.11) m o d ü lle r  (bkz. §31.11) o la rak  a d la n d ır ıla n  b e lirli 
p a ra m e tre  değerlerince  a y ır t ed ilen  son  derece fa rk lı o la n la rı m evcu ttu r. 
Bu m od ü lle rin  varlığ ı iyi b ir  şey o la rak  d eğ e rlen d irilir  çünkü  o n la rı d eğ iş
tirm ek , fizik i o la rak  g erç ek le ş tir ile b ilir  k ab u l ed ilen  ve p a rçac ık  fiziğ i ve 
sic im  k u ram ın ın  gözlem e daya lı so n u ç la rın a  ilişk in  gerekli ro tay ı sa ğ la 
y an  y  u zay ın ın  sa lın ım ıy la  ilg ili (§31.11'de anılan) s ıf ır  enerji m od la rın ı 
sağ lar. B unun la  b irlik te  §31.11'de b e lir tild iğ i üzere  b u n la r  k a ra rs ız lık la ra  
yol açab ilir.

Ş e k il  31.11 B i r y  C a la b i-Y a u  u za y ın ın  
"biçim"i b ir  m ik ta r  m odü l ta ra fın d a n  
aç ık la n ır  (Şekiller 8 .10  ve  8 .11'i 
karşıla ştır ın ). B u  m o d ü lle rd ek i deği- 
ş im le r y 'n in  titre ş im in d e k i s ı f ır  enerji 
m od la rın ı sağlar.

618 Bununla ilgili belirli b ir  sorunum  var çünkü spinör alan ları esasen geom etrik b ir yorum a 
sah ip tir. Bu, ortam  uzayının kendisinde uygulanm aksızın "çevril"emezler, böylece açık ko
nuşm ak gerekirse "ayarlan"am azlar, §§15.2, 7; bkz. Penrose ve Rindler, 1984.



B unun la  b irlik te , C alab i-Y au b en zersiz  o lm ay ışın d an  b ile  d ah a  cidd i 
o lm a iz len im i veren  b aşk a  b en zersiz  o lm ayış tü r le r i  de söz k o n u su d u r. Sü- 
p e rs im e tr in in , içerisinde , sicim e ilişk in  "bozonik" ve "ferm iyonik" titre ş im  
m o d la rıy la  b ağ lan tı k u rd u ğ u  a y rın tılı b iç im e ilişk in  o la ra k  o ldukça ayrı 
o lası beş ad e t b ü tü n lü k lü  ta s la k  b u lu n d u ğ u  o rtay a  çıkar, b u  neden le  beş 
fa rk lı sic im  ku ram ı söz k o n u su d u r. B u n lar T ip I, Tip IIA, T ip IIB, H etero- 
tik  0(32) ve H etero tik  E8xE8 o la rak  a d lan d ır ılır . 0(32) ve E8xE8 g ru p la rı bu  
bö lü m ü n  önceki p a ra g ra fın d a  öze tlenen  b iç im de o rtay a  ç ık an la rd ır. (Oku
yucu  b u  g ru p la ra  ilişk in  n o ta sy o n u , Es o la ğ a n ü s tü  Lie g ru p la r ın ın  en  b ü 
yüğü  olm ak üzere, §13 .2 'den an ım sayab ilir.)  T ip I k u ram la rı k ap a lı dön g ü 
le rin  y an ı s ıra  açık uçlu  s ic im leri işe  koşa r, tü m  d iğerle ri y a ln ızca  kapa lı 
o la n la r la  işler. R a h a ts ız lık la r  tü m  bu  m odelle rde sa ğ -e lli ya d a  so l-e lli b i
çim de yolcu luk  ed eb ilir.619 Tip IIA ve IIB b u  sağ  ve so l-e lli ra h a ts ız lık la rın  
b irb ir iy le  n a s ıl ilişk ilenecek leri n o k ta s ın d a  fa rk lılık  g ö ste rir. H etero tik  s i 
cim ler, so l ve sa ğ -h a re k e tli ra h a ts ız lık la rın  fa rk lı b o y u tlu lu k la rd ak i (s ıra 
sıy la  26 ve 10) iki uzay zam an a a i t  o lm ası an lam ın d a  özellik le tu h a ftır . Bu, 
geom etrik  o la rak  hem en  hem en h iç b ir  an lam  ifade  etm ez -b a n a  kesin lik le  
etm ez (!)- fa k a t b iç im sel o la rak  uygun  an lam ı o lu ş tu rd u ğ u  görü lü r. Bakış,
10 -b o y u tlu  ta b lo n u n  geom etrik  o la rak  uygun  o lduğu  g ib i g ö rü n ü r fak a t 
so l-h a re k e tli rah a ts ız lık la r, 2 6 -b o y u tlu  b ir  o r tam  u zay ın d a  b u lu n m a sı ge
reken  §31 .5 'in  (sü p ersim e trik  olm ayan) esk i "bozonik sic im ler''in ink ile rle  
ayn ı b iç im de d av ran ır. D aha önce gördüğüm üz üzere  sic im  k u ram cıla rı 
u zay zam an  b o y u tu n d ak i b e lirg in  tu ta rs ız lık la rla , b u  b o y u tlu lu ğ u  genel
likle "enerji bağım lı" b ir  etk i b iç im inde d eğerlend ire rek  (§31.10), faz laca  
so ru n lu  görünm ezler. K ısa sü re  iç inde ve §§31.15, 16 'da b u n a  ilişk in  o la 
rak  d ah a  çok şey göreceğiz.

F ark lı sicim  m o d e lle rin in  çoğalm ası, pek  çok k u ram c ın ın  d a h a  faz la  
ilerlem eye yönelik  u m u tla r ın ı b ir  sü re  iç in  y itirm esin e  neden  oldu. Bu
n u n la  b irlik te , açık b iç im de o ldukça fa rk lı o lan  b u  m ode lle r a ra s ın d a  b e 
lir li o la s ı iç ilişk ile ri b e lir te n  d ikkate  değer b az ı gelişm eler o rtay a  ç ıkm a
ya b a ş la d ı. D aha so n ra  1955'te Edvvard W itten , "ikinci sü p e rsic im  d ev ri
mi" o la rak  b ilin ir  h a le  gelm iş o lan  şeyi b a ş la ta n  ü n lü  b ir  ders verd i.620 Bu 
d e rs te  W itten  sicim  k u ram ın ın  gelişim ine ilişk in  o larak , k o n u n u n  ele a lın 
d ığ ı b iç im i tüm üy le  d ö n ü ş tü re n  b ir  p ro g ram  özeti su n d u . Yeni tem el özel
lik, b e lirli tü rd e  gizem li ("yeğin-zayıf ikiliği" ya da "ayna s im etris i"621 ve

619 Bir Riem ann yüzeyi elde etmek üzere "Wick döndürm esi" uygulandığında ayrım , §31.13'te 
belirtild iğ i üzere, holom orfik ve karşı-holom orfik  arasındadır.

620 Greene, 1999; Smolin, 2003 bilinen ikiliklerin tüm ünü, konum larını ve kaynaklarını sıralar.
621 Bu "ayna sim etrisi" kavram ı §25.4'te ta rtış ılıp , P 'yle gösterilen uzay yansım a sim etrisinden, 

parity , tüm üyle farklıdır.



bazen  S ik ilik leri ya da S-, T -  ve U -ikilik leri o la rak  ad land ırılan ) "sim etri 
işlem leri"ni yard ım a çağ ırm ak  yoluy la bu fark lı sicim  k u ram ların ın  b irb ir-  
leriy le ilgili, esasen  açık o la rak  eşdeğer  sicim  k u ram ları o la rak  kabu l ed ile 
bilecekleri, çok derin  ilişk ile re  sa h ip  o ld u k la rın ın  açığa ç ıkarılm asıd ır. Bu 
k u ram lard an  b az ıla rın ın  küçük ölçekli s ın ırla r ı d iğerlerin in  büyük  ölçekli 
s ın ırla rıy la  (uygun b ir  anlam da) özdeş o larak  g ö rü n ü r ve o lağan  elek tro 
m anyetik  kuram dak i e lek trik  ve m anyetizm a a ra s ın d ak i ikilikle benzeş 
o lan  b ir  Y ang-M ills kuram ı (§25.7) ik iliğ inden  kay n ak lan an  bu  genel tü rd e 
ki s im etri ilişk ile rin in  b aşk a  tü r le ri de söz k o nusudu r. (Ayrıca §25.8 'de k ı
saca  açık lanm ış o lan  C han-T sou  k u ram ın d an  k aynak lanan  ikilikle de k a r
şılaştırın .) D ahası fark lı C alab i-Y au  u zay la rın ın  b irb irle riy le  çeşitli b iç im 
lerde ikili o lduk ları da açığa çıkar. Konuyla ilgili b ilg im  o lduğu  kad arıy la  
şim diye dek bu  ilişk ile rin  tü m ü  m atem atik se l so n u ç ları o lacak b iç im de k a 
n ıtlan m a m ış tır .622 K oşullara bağ lı baz ı etkileyici k an ıtla rla  b irlik te  sicim  
k u ram ın d an  gelen b aş lan g ıç  v arsay ım la rı, C alabi-Y au m an ifo ld ları ve o n 
la r  a ra s ın d ak i ilişk ile rin  d ah a  d erin  b ir  k av ra n ış ın a  yol açan  tüm üyle m a 
tem atik se l o lan  çok önem li b ir  incelem eyi h arekete  geçird i.623

Bu "koşu llara  bağ lı kan ıt"a  ilişk in  özellikle ça rp ıc ı b ir  ö rneği a n la tm a 
ya değer. Bu örnek, s ı r f  m a tem atik ç i (cebirsel geom etrici) o lan  b e lirli b a z ı
la rın ın  ilg ilenm iş o ld u k la rı tü m ü y le  m a tem atik se l özel b ir  so ru n la  ilg ili
dir. S orunun fizikle b e lirg in  h iç b ir  ilişk isi yoktu , o d ah a  çok, b e lir li k a r 
m aşık  3 -m an ifo ld la rd ak i rasyonel eğ rileri saym akla  ilg iliyd i.624 R asyonel 
b ir  eğri s ıfır  cinse  sah ip  k a rm a şık  b ir  eğ rid ir  (diğer b ir  dey işle  b ir  R i
em ann yüzeyi; bkz. 8. bölüm ); dem ek o luyor ki b ir  S2 küre  topo lo jisine  s a 
h ip tir . Bu k arm aşık  3 -m an ifo ld la ra  ilişk in , -" ik in c i sü p e rsic im  devri- 
m i"nin önerm eleri u y a r ın c a -  sic im  k u ram ı is tem lerin in , ay n a  s im e tr is i yo 
luy la , b e lirli d iğer C alab i-Y au  u zay la rıy la  ilişk ili o lm asın ın  gerek tiğ i Ca- 
lab i-Y au  u zay la rı o lduğu  aç ığa çıkar. Ayna s im etris i, b e lirli b ir  an lam da , 
karm aşık  yapıy ı s im plek tik  y ap ıy la  y e r d eğ ştirir ; b u n a  göre rasyone l (ho
lom orfik) eğ rileri (teknik o la rak  o ldukça zor b ir  so ru n  olan) saym a so ru n u  
"ayna" C alab i-Y au  u zay ın d a  çok d ah a  b a s it  ve fa rk lı g ö rünen  b ir  saym a 
so ru n u n a  çevrilir. N orveçli iki m atem atik ç i, G eir E llin g s tru d  ve S tein Aril- 
de S trom m e, kendi u za y la rın d a k i (1, 2, 3, ... a rd ış ık  düzenindeki)625 ra sy o 

622 Böylesi fikirlre ilişkin mükemmel b ir  kapsam  için bkz. Cox ve Katz, 1999.
623 örneğ in  bkz. Kontsevich, 1994; Strom inger vd., 1996; daha yeni gelişm elerin bazıları için 

bkz. Yui ve Lewis, 2003.
624 Bu özel m anifoldlar , "5'inci dereceden" olduklarını ifade eden "quinticler" olarak ad land ırı

lan karm aşık 3-yüzeylerdir. CPm'deki karm aşık b ir  n-yüzeyinin derecesi CPm'deki genel b ir 
karm aşık (m  — n)-düzlem iyle bu luşan  nokta sayısıdır.

62s Karmaşık b ir  eğrinin "düzen"iyle ilgili olarak bkz. önceki not, 31.59. Burada n =  l 'd ir .



nel eğri say ıs ın ı say m an ın  do laysız  yön tem lerin i g e liş tird ile r , tik  üç d u 
ru m la  ilg ili o la rak  a rk a  a rkaya

2875, 609 250, 2 682 549 425

sa y ıla rın a  u la ş tıla r . B unun la  b ir lik te  ay n a  s im etri ilişk is in in , çok daha  
b a s it  saym a iş lem in in  uygu lanab ileceğ i şek ilde , geçerli o lduğu  v a rsa y ım ı
n ı k u lla n a rak  P h ilip  C andelas ve iş a rk a d a ş la rı

2875, 609 250, 317 206 375

sa y ıla rın a  u la şm ay ı b a şa rd ıla r . Z am anında ayna  s im e tr is i yaln ızca  k a n ı t
lan m am ış b ir  "fizikçi varsay ım ı" o ld u ğ u n d an  ilk  iki d u ru m d ak i uyum un  
ra s tla n tıs a l  o lduğu  ve C andelas ve a rk a d a ş la r ın ın  u la ş tığ ı 317206375 s a 
y ıs ın ı k ab u l etm ekle ilg ili h e rh an g i b ir  sebep  b u lu n m ad ığ ı v arsay ıld ı. Bu
n u n la  b irlik te  N orveçli m a tem atik ç ile rin  sa y ıs ın ın  b ir  b ilg isa y a r  yazılım ı 
h a ta s ı  neden iy le  y an lış  o lduğu  o rtay a  çık tı ve a s lın d a  doğru  değer tam  
o la rak  ay n a  s im etri a rg ü m an ıy la  elde ed ilm iş o lan  değerdi! D aha so n ra  bu  
ay n a  s im e tr is i k u lla n ıla ra k  so n ra  gelen  pek  çok say ı h esap la n d ı. Ö rneğin 
ü s ttek i yüksek dereceli (4, 5, 6 ,.. . ,  10) rasyone l eğ rileri saym a d iz is in e  i l i ş 
k in  genişlem e gibi:

242 467 530 000 

229 305 888 887 625 
248 249 742 118 022 000 

295 091 050 570 845 659 250 

375 632 160 937 476 603 550 000 
503 840 510 416 985 243 645 106 250 

704 288 164 978 454 686 113 488 249 750

11-boyutlu süper kütleçekim

Ş ek il 31.12 E sra re n g iz  "M -kuram ı" id d ia s ı, tü m ü  S-, T -  ve U -ik ilik leriy le  11 -b o y u tlu  s ü 
p e r  k ü tleçek im  yo luy la  ilişk ili, b eş fa rk lı  ç e ş it sic im  k u ra m ın ın  a ltı  fa rk lı g ö rü n ü m e s a 
h ip  ve h â lâ  ayn ı k eşfed ilm em iş y a p ıd a k i b ir  ku ram  o lduğudur.



p-boyut Şekil 31.13 M em brardar (ya da  
p -za r la r  ya  d a  ya ln ızc a  zarlar) 
d ü n y a  yaprağı (1 +  p ) -b o y u t lu  
o lm a k  üzere  p  u za m sa l b o y u ta  
ve  1 za m a n  b o y u tu n a  sah ip tir .
B u  ya p ıla r  o lağan  sic im le r le  
(1-zarlar) b ir lik te  
ta n ım la n m a m ış  M -k u ra m ın ın  
b ir  p arçası o larak  içerilir.

Bu, a s lın d a  "sahne a rk a s ın d a  devam  etm ek te o lan  b ir  şeyler" o lduğunu  
güçlü  b iç im de b e lir ten  çok d ik k a t çekici b ir  ö rnek tir. V ar o lan  haliy le  bu , 
b e lirg in  b iç im de e s ra ren g izd ir. M atem atik te  çözülm esi gereken  kesin lik le  
h iç  de açık o lm ayan  b ir  şey  söz k o n u su d u r ve o ldukça yeni b az ı m a tem a
tik se l gelişm eler b u n u  gerçek leştirm eye doğru  b ir  m ik ta r  yol alm ış g ö rü n 
m ek ted ir.626 D iğer ta ra f ta n  d ah a  önem li o lan  so ru  b u  so n u ç la rı fiziki ö n e
m ine ilişk in  o lan ıd ır. Sicim  k u ram ın ın  m a te m a tiğ e  d erin  ve d a h a  önceden 
bek lenm eyen  k av ra y ış la r  su n m a s ın a  ilişk in  şü p h e  gö tü rm ez gerçek ten  
onun  ay rıca  d erin  b ir  f i z ik i  doğ ru lu ğ a  sa h ip  olm ak zo ru n d a  o lduğu  ç ık a r
sa m as ın ı y apm aya hak  k a z a n ır  m ıyız? Bu gizem e ilişk in  bu  y a n ıt aç ık lık 
ta n  u zak tır . VVitten, o an a  dek an la ş ıld ığ ı k ad a rıy la  sicim  ku ram ın ın , buz 
dağ ın ın  yaln ızca  tep esi o ld u ğ u n u  ile ri sü rd ü ; ya da o d ah a  çok, VVitten'in 
"M -kuram ı" o la rak  ad lan d ırd ığ ı h â lâ  b ilinm eyen  gizem li b ir  k u ram a i l iş 
k in  beş tepey i tem sil eder, bkz. Şekil 31.12. Bu yen i ku ram , b u lu n d u ğ u n d a , 
d a h a  önce o rtay a  konm uş fa rk lı tü m  sicim  k u ram la rın ın  ayağ ın ı kayd ırıp  
o n la rın  yerine  geçm elidir.

Bu gizem li M -k u ram ı y a ln ızca  tü m  bu  sic im  k u ram la rın ı kap sam ay ı 
am açlam az fak a t ayn ı zam an d a  onun  sicim le ve sü p e rs im etriy le  ilg ili b ir  
m ik ta r  d iğe r fik ri de ken d is in e  d ah il e tm esi gerek ir. S icim ler a r tık  y a ln ız 
ca, yüksek  (ve h a t ta  düşük) b o y u tlu  y ap ıla r ı içeren  d ah a  genel b ir  k a v ra 
m a ilişk in  özel b ir  d u ru m  o la rak  d eğ e rlen d irilir. B unlar, d ü n y a  y ap rağ ı 
(1 +  p )-b o y u tlu  olm ak üzere  p u zam sa l b o y u ta  sa h ip  m e m b ra n la r  (ya da 
p -z a r la r  ya d a  yaln ızca  zarlar) o la rak  ad lan d ır ılır . Bkz. Şekil 31.13. D -zar- 
la r  o la rak  a n ılan  ilg ili b az ı za m a n sa l y a p ıla r  da d ah il ed ileb ilir; §31.17'de 
b u n la rla  ilg ili söylenecek b ir  şey ler olacak.

B aşka b ir  gelişm ede, M -k u ram ın ın , d ah a  önce bu  bö lüm de geride  b ı
rak tığ ım ız  (§31.4) 11 -boyu tlu  sü p e r  kü tleçek im  k u ram ın ı da kap say acak  
şek ilde d ü şü n ü lü r. A slında M -k u ram ın ın  k en d is in in  k ab a ca  11-boyu tlu  
b ir  k u ram  o la rak  d ü şü n ü ld ü ğ ü  gö rü lü r, öyleyse belk i de b o y u tsa l gizem



on u n  11 -boyu tlu  sü p e r  kü tleçek im  yerine  d ah a  çok 10 -b o y u tlu  çeş itli s i 
cim  k u ram larıy la  ilişk is in d e  y a ta r . 11 b o y u tu n  tu ta r l ı  b ir  sicim  tü rü  k u 
ram la  ilg ili o la rak  a rtık  "kabul ed ileb ilir"  g ö rü lm esin in , "b ir a r tı  dokuz" 
b o y u tu n  §31.7 'de değ in ilm iş o lan  sic im  ano m alis in i k a ld ırm a  gerek liliğ ine 
ilişk in  o rijina l a rg ü m an ın , b ir  an lam d a , gerçek ten  b ir  yak laşık lık  tah m in i 
o la rak  d eğerlend irilm esi gerek tiğ i ve d ah a  doğru  y a n ıtın  a s lın d a  11 (= 1 + 
10, d iğer b ir  dey işle 1 zam an  10 u zam  boyutu) o lduğuy la  ilg ili VVitten'e a it 
ç ık a rsam a o lduğu  g ö rü lü r.627 Yine de 11 b o y u t sicim  k u ram c ıla rın ı h â lâ  
ta tm in  etm eyebilir. H âlâ  d ah a  faz la  boyu ta , 12 (= 2 +10) b o y u ta  sah ip  
(böylece 2 zam an  b o y u tu  nevcu ttu r) d ah a  d a  gizem li (ve h a t ta  d ah a  az k e ş 
fedilm iş) "F -kuram ı"na geçilm esi gerek tiğ iy le ilg ili b az ı d ü şü n c e le r m ev
c u ttu r .628

11-boyu tlu  (ya d a  belk i 12-boyutlu) b ir  "uzayzam an"a sah ip  b ir  k u ra 
m ın, b e lir li düşü k  enerji ve yüksek  enerji s ın ırla r ın d a , h e r  b ir i 10 -boyu tlu  
b ire r  u zayzam ana sah ip  o lan  çeşitli k u ram la ra  ö ze lleşir b ir  şey  o lab ilm esi 
n a s ıl söz k onusu  olur? U zayzam an b o y u tlu lu ğ u n d ak i b u  uy u şm azlık  özel 
önem e sa h ip  b ir  şey  o la rak  değil y ine b ir  "enerji etk isi" o la rak  d eğ e rlen d i
r il ir  gö rü n m ek ted ir  (§31.10). G iderek d ah a  yüksek  enerjile rde  a ra ş t ır ı ld ık 
ça g it g ide a r ta n  sa y ıd a  u zay zam an  b oyu tu  a lg ılanab ileceğ i dü şü n ü leb ilir. 
Bu tü r  b ir  yo lla  sic im  k u ram c ıla rı, u zayzam an  b o y u tla r ın a  yönelik  g ö rü 
n ü ş te  gözü pek tu tu m la r ın ı gerek çe len d irir  gö rünürler! Bu tü r  a rg ü m an la  
ilg ili önem li rah a ts ız lığ ım ı §§31.11, 12'de za ten  ifad e  e tm iştim . B ana göre 
fa rk lı say ıd a  b o y u tla rd a  b u lu n a n  fonksiyonel se rb e s tlik tek i gen iş fa rk lı
lık la rd an  kaynak lı güçlük ler629 doyurucu  b iç im de ele a lın m a k tan  o ldukça 
uzak tır . A yrıca b u  konu, h a lih a z ırd a  pek çok sicim  k u ram c ıs ın ın  u ğ raş tığ ı 
d iğe r k o n u la rd a  o ld u ğ u n d an  da büyük  görünüyor. Ş im di b u n la ra  k ısaca  
değineceğim .

31.15 Sicimler ve kara delik entropisi

§27.10 ve §30 .4 'ten  B ekenstein-H avvking denk lem in in  b ir  k a ra  deliğe, 
u fk u n u n  yüzey a lan ıy la  o ra n tılı  b ir  erıtropi a tad ığ ın ı an ım say ın . Bu so n u 
cu destek leyecek  fa rk lı pek çok arg ü m an  verilm iş o lm asın a  rağm en  b u n la 
r ın  h iç b ir i k a ra  delik  e n tro p is in i b ir  faz uzay ı h acm in in  lo g a ritm asın a , 
B o ltzm ann  denk lem in in  ta lep  e ttiğ i g ibi (§27.3), aç ıkça a n la ş ı lır  b iç im de

627 Bkz. Smolin, 2003, özellikle kaynak 171; W itten, 1995; popüler b ir  açıklam a için, Greene, 
1999, s. 203.

621 Bkz. Vafa, 1996; ya da Bars, 2000.
629 Bkz. B ryant vd., 1991; no t 31.37.



eşitlem ez .630 Bu, "delik teki kayıp" se rb e s tlik  derece lerin in  do laysız  b ir  s a 
yım ı an lam ın a  gelir; say ım  uygun  k u an tu m  kütleçek im  k u ram ı u y arın ca  
g erçek le ştir ilir. D aha so n ra  1966 'da A ndrew  S trom inger ve C um run  Vafa, 
s ic im ler ve m e m b ra n la n  k u lla n a rak , B ekenstein-H avvking en tro p i denk le
m ine ilişk in  b ir  yorum u  b u  yo lla  "serb estlik  derece lerin in  sayım ı" b iç i
m inde destek leyen  b ir  h esap la m a  su n d u la r .631 Bu, sic im  k u ram c ıla rın ca  şu  
ifad e lerle  a lk ışland ı: "Çeyrek yüzy ıllık  eski b ir  b ilm ece çözüldü."632

B öylesi sic im  k u ram sa l b ild irg e le rd e  a lış ıld ık  g ö rü ldüğü  üzere, bu  so 
nuç çok büyük  ölçüde a b a r tılm ış tır . Ö rneğin, o rijina l S trom inger-V afa  h e 
sa p lam as ı y a ln ızca  5 -b o y u tlu  b ir  uzayzam andak i k a ra  delik lere ilişk ind ir. 
D aha so n rak i so n u ç la r  o lağan  4 -u za y zam an d a  d a  g eçerlid ir  fak a t ü s ttek i 
b ild irg e  g ib ile rin e  yol açan  b aş lan g ıç  u y arım ı o rijina l 5 -b o y u tlu  h e s a p la 
m a ta ra f ın d a n  açığa ç ıkarılm ış g ib i gö rünü r. D ahası, b u  sic im  k u ram sa l 
so n u ç la rın  tü m ü  yaln ızca , Havvking sıcak lığ ın ın  (§30.4) s ıf ır  o lduğu  ve d e 
liğ in , b ilin en  fizik te  açık  b ir  gerekçelend irm esi b u lu n m a y an  ek sü p ersi-  
m e trik  Y ang-M ills tip i a la n la r  içerd iğ i son  derece özel b ir  s ın ırla y ıc ı "a ş ı
rı u ç tak i delik" d u ru m u y la  (ya da b u n u n  uzağ ındak i ted irgem elerle) ilg ili
d ir. Ek o larak , gerçek h e sa p la m a la r  h iç b ir  gerçek o lay  u fk u n u n  b u lu n m a 
dığı d ü z  u za y d a  g erçek leştirild i. B u n ların  ay rıca  b e lirg in  b iç im de eğik b ir  
k a ra  delik  m e triğ in d e  de geçerli o lm ası gerek tiğ in i id d ia  etm ek b ir  kesti- 
rim  kon u su d u r.

B irkaç cüm leyle aç ık lam aya  ça lışay ım . U zayzam anın  4—b o y u tlu  o lduğu
vakum la  ilg ili o lağan  genel gö relilik  k u ram ın d a  d u rağ a n  y a lıtık  b ir  k a ra
deliğ in , m  k ü tle  ve ax m  aç ısa l m om entum  olm ak üzere  (doğal b irim lerde),
y a ln ızca  (negatif olm ayan) ik i gerçel m  ve a p a ra m e tre  değeriy le  n ite len en
K err m etriğ iy le  aç ık land ığ ın ı g ö rm ü ştü k  (§27.10). Ç ıplak b ir  tek illik  (§28.8)
y erine  b ir  k a ra  deliği gerçek ten  aç ık layacak  b ir  K err geom etrisi iç in , m >  a
o lm asına  gerek duyarız . (Örneğin b u  e ş its iz liğ in  §27.10 'daki b ir  K err delik

1
u fk u n u n  A a lan ıy la  ilg ili A =  87rm[m + (m 2 -  a 2)z]G2/ c 4 denklem i iç in  ge
rek li o ldu ğ u n a  d ikkat edin.) O lağan b ir  k a ra  deliğe ilişk in  a ş ın  u ç  d u ru 
m u, onu  y a ln ızca  b ir  "kara delik" o la rak  n ite leyen  m  = a söz k o nusu  o ld u 
ğ u n d a  o rtay a  çıkar. Bu gerçek ten , ken d isin e  a it Havvking sıcak lığ ı s ıf ır  
o lan  o lağan  b ir  k a ra  delikle ilg ili (astro fiz iksel o la rak  elde edilem ez) s ın ır 
lay ıc ı b ir  d u rum dur.

Bu, k end is i de Havvking s ıcak lığ ın ın  yok o lm ası an lam ın d a  "a şırı uç" 
olup sicim  k u ram c ıs ı ta ra f ın d a n  ele a lm an  açık "kara delik"le m eydana

630 Bununla b irlik te fik ir verici b ir  argüm an için bkz. Thom e, 1986.
631 Bkz. Strom inger ve Vafa, 1996.
632 Bkz. Greene, 1999, s. 340.



gelen şeyle k a rş ıla ş tır ı la b ilir . B unun la  b irlik te  b u  sic im  h e sa p la m a la rın ın  
n eredeyse  tü m ü  b ü tü n ü y le  fa rk lı b ir  tü r  y a ra tık la  ilg ilid ir! D öndürm e ye
rin e  -a  K err p a ra m e tre s in in  v a rlığ ın ca  o lanak  ta n ın d ığ ı ü z e re -  ek fiziki 
a la n la r  su n u lu r. Sicim  k u ram c ıs ın ın  "deliği" b u n u n  yerine , E in s te in  d enk 
lem in in , K err çözüm ünün  aksine, kü rese l o la rak  s im etrik  o lan  R e issn e r-  
N o rd s tre m  çözüm ü ü ze rin d e  m odellen ir. K err'in  a 's ı  yerine  deliğ in  top lam  
elek trik  y ü künü  ölçen b ir  e p a ra m e tre s i söz k o n u su d u r. R e issn e r-  
N o rd stro m  m etriğ i E in ste in -M ax w ell denk lem lerin in  (§ 31.4), d iğe r b ir  d e
y işle  enerji m om entum  te n sö rü  k aynak  se rb e s t b ir  M axw ell a lan ın m k i 
o lan  E in s te in  denk lem lerin in , b ir  çözüm üdür.633 U fuk a lan ı a r tık  çok b e n 
ze r gö rünüm lü

A = 8n[m  +  (m 2 — e 2)2]2G2/c 4

denklem ince verilir, b u  m e tr iğ in  ç ıp lak  b ir  tek illik  y erin e  b ir  k a ra  deliği 
te m sil e tm es in in  k o şu lu  m  > \e\ ve deliğ in  aşırı u ç  (sıfır sıcaklık) o lm a ko 
şu lu y sa  m  = |e l 'd ir. (M odül çizg ileri, §6.1, b a s it  o la rak  n e g a tif  e 'ye o lanak  
tan ır.)

Sicim  k u ram c ıla rın ın  tem el o la rak  ilg ilend ik leri "kara  delik" tü rü  e sa 
sen  R e issn e r-N o rd s tra m  d u ru m u n d ak iy le  a y n ıd ır  fa k a t b u ra d a  M axw ell 
a lan ın ın  yerin i Y ang-M ills a la n la r ın a  (§25.7) ilişk in  b ir  sü p e rs im e tri a iles i 
a lır. A slında tüm  çözüm , sü p e rs im e tri, d u rağ an lık  ve a sg a ri enerji g erek li
lik le rin in  çözüm ü b e lirled iğ i b ir  BPS d u r u m u  ("BPS", "B ogom oln 'y i-Pra- 
sad -S om m erfeld" yerine  k u llan ılm ak  üzere) o la rak  a d la n d ır ıla n  şey in  b e 
lir li  b ir  ö rneğ id ir. B unun  an lam ın ın  ay rın tıla r ıy la  uğ raşm ayacağ ım . Böy
lesi şey  1er sicim  k u ram c ıla rı ve sü p e rs im etriy le  ilg ilenen  d iğer in sa n la r  
iç in  b e lirg in  b ir  u ğ raş ı a lan ı o lsa  d a  gerçek fizik i d ü n y ay la  b a ğ la n tılı  o l
d u k la rın a  ilişk in  henüz h iç b ir  k a n ıt söz k o nusu  d eğ ild ir  (bkz. §31.2).

Sicim  se rb e s tlik  derece lerine  ilişk in  b e lirli h e sap la m a la rın , h iç b ir  olay 
u fk u n u n  v a r  o lm adığ ı düz u zay d a  gerçek leştirilm esi gerçeğ in in  an lam ı n e 
d ir? E in s te in  genel görelilik  k u ram ı a lty a p ıs ın a  sa h ip  b ir i o la rak  b u n u , s i
cim  k u ram c ıla rın ın  id d ia la rın ın  en kafa k a r ış t ır ıc ı g ö rü n ü m le rin d en  b iri 
o la rak  görüyorum . K ara delik lere ilişk in , o lu şu m u n d ak i "bilgi" o lay  u fk u 
n u n  a rd ın d a  tu ts a k  ed ilm iş olm ak üzere, k a ra  deliğ in  o ldukça eğik u za y 
zam an  geom etrisine  b ü tü n lü k lü  b ir  ilgi g öste rm eksiz in  ne g ib i k es in  so 
n u ç la ra  u laşılab ileceğ in i k es tirm ek  güçtü r.

63î Okuyucu, kaynak se rbest b ir  Maxwell alan ın ın  sıfır  olm ayan b ir yüke nasıl yol açabildiğiyle 
ilgili m eraklanabilir. B urada h içb ir çelişki yoktur çünkü kara delik, yük kaynakların ın  tüm ü 
delik içinde kaybolm ak üzere, yüklü b ir  malzeme kü tlesin in  çökm esinden ortaya çıkmış o la
bilir.



Sicim  arg ü m an ın  n a s ıl geliştiğ iy le  ilg ili k ab aca  b ir  f ik ir  edinm eye ç a lı
şa lım .634 B aşlangıç o larak , fizik i se rb e s tlik  derece lerin in  say ıs ın ı, diyelim  
ki s a b it  b ir  y a rıç ap a  sa h ip  k ü rese l b ir  hac im  içeris indek i P lanck  ölçekli 
b ir  kafes üzerin d e  l u zu n lu ğ u n d ak i o lası fa rk lı sic im  döngü lerin in , b u  s i 
c im ler b e lirli b ir  M to p lam  k ü tle  enerjis ine  k a tk ıd a  b u lu n m ak  üzere, sa y ı
s ın ı saym ak  yo luy la  h esap la n d ığ ın ı dü şü n ü n . Nevvton kü tleçek im  sa b iti 
G 'nin gerçek değerin in  k u llan ım ım ıza  h az ır  o lduğunu  v arsay m ak  d u ru 
m unday ız. Y eterince küçük  G iç in  h iç b ir  k a ra  delik  söz k onusu  olm ayacak  
ve G 'nin s ıf ıra  g ittiğ i lim itte  u zay zam an  esasen  düz hale  gelecektir. B u
n u n la  b ir lik te  k afam ızd a  G'yi derece derece ("Nevvton sa b itin i ha rek e te  ge
çirerek") a rtırd ığ ım ız ı ca n la n d ırırsa k , genel görelilik  uy arın ca , sonuç o la 
rak  iç e ris in d e  b ir  k a ra  deliğ in  o lu ş tu ğ u  d u ru m a u la ş ır ız  ("Nevvtoncı b ir  
k a ra  deliğin" y arıçap ıy la  ilg ili 2M G /c2 M ichell ifad e s in i an ım say ın ; bkz. 
§27.8). Sicim  k u ram ın d a  G, sic im  bağ laşım  sa b iti o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  
g s p a ra m e tre s in e  b ağ lıd ır  ve g s b ü y ü tü ld ü k çe  G 'nin de d ah a  büyük  hale  
geld iğ i o rtay a  ç ıkar (G~gs2). Küçük G s ın ırın d a  (küçük gs), sic im  se rb es tlik  
d erece lerin in  (§27.3) say ım ı, o r ta d a  h iç b ir  k a ra  delik  o lm asa  b ile  b ir  k a ra  
delik le ilg ili B ekenstein-H avvking değerin in  ay n ıs ı o lan  b ir  en tro p i verir. 
Bu b ağ ın tın ın  G arttık ça , k a ra  delik  a şam a s ın a  gelind iğ inde gerçek Be
kenstein-H avvking denklem i elde edilecek şe k ilde aynı ka ld ığ ın ı g ö s te r
m ek üzere  ölçeklem e a rg ü m a n la rı su n u lu r.

Bu, sic im  se rb e s tlik  dereceleri say ım ıy la  SBH =  j A x k c 3/G h  B ekenste in - 

Havvking denklem i a ra s ın d a , sicim  en tro p is iy le  A k a ra  delik  yüzey a lan ı 
a ra s ın d a k i k ab aca  b ir  o ran tılılığ ı d o ğ ru lay a rak  yaln ızca  n ite l b ir  u y g u n 
luk  sağ lar. F orm üldeki ^ ’n ın  kesin  değerin i elde etm ek üzere  S trom inger 

ve Vafa, sü p e rs im e tri gerek lilik le rin in  k ü tlen in  (sü p ersim e trik  Y ang-M ills 
a lan la rıy la  ilgili) çeşitli "yük" değerleri b iç im inde sab itlen m es in e  o lanak  
ta n ıd ığ ı ve "saym a"m n sicim  düzen lem elerin i n u m a ra lan d ırm ak  yerine  a r 
tık  to p la m a katk ı su n an  fa rk lı tü m  BPS d u ru m la rın ı635 (verili yük k ü m esin 
deki tü m  BPS du rum ların ı) n u m a ra lan d ırd ığ ı, b ir  BPS d u ru m la rı değerlen 
d irm esin e  b aşv u rd u la r . Bu y e terin ce  açık b iç im de y ap ıla b ilir  ve bu  sa y ı
n ın  lo g a ritm as ı | / l 'n m  değerin i (aşırı uç durum unda), d ikkate değer b ir  b i

çim de, kesin  o la rak  verir. Y alnızca b u ra d a  değil fa k a t (sonraki ça lışm a la 
r ın  g ö ste rd iğ i üzere) a ş ır ı u ç lu lu k ta n  (diğer b ir  dey işle  s ıf ır ın  sonsuz  k ü 
çük b iç im de üzerindek i Havvking s ıcak lık larında) uzak  ted irgem elerde  de 
en tro p i, Havvking ış ın ım ın ın  tüm üy le  "kara cisim " d o ğ as ın a  yönelik  b e lirli 
h a f if  düze ltm ele rde  o lduğu  gibi, y ine doğru  o la rak  o rtay a  çıkar. D ahası

634 Bu konularla ilgili güzelce okunabilen b ir inceleme için bkz. Horovvitz, 1998.
635 Sayım, §31.17'de ele alacağım ız "D -zarlar“ olarak  adlandırılan  yapıları içerir.



ayn ı şeyin  döndürm e v a rlığ ın d a  ve 4 -b o y u tlu  uzay zam an d a  da geçerli o l
duğu  aç ığa  çıkar.

D ikkatli okuyucunun, sic im  k u ram ın d a , h e r  şey in  L agrange d enk lem in 
de gö rü len  gerçek tek  p a ra m e tre  o lan  a ' sic im  sa b iti (§§31.8, 9) ta ra fın d a n  
sa b itle n m iş  o lm ası gerek irken  n iç in  "diğer b ir  sab it"  g s'n in  v a r  o lduğuy la 
ilg ili k a fa sı k a rışa b ilir . B unun y an ıtı şey lerin  gerçek ten  sab itlen m em iş o l
m ası gerçeğ inde y a ta r  çünkü  d ila to n  a lan ıy la  (§ 31.8) ilg ili o la rak  b ir  d e 
ğere k a ra r  verm ek gerekir. g s değeri bu  d ila to n  a lan ın a  ilişk in  s a b it  o ld u 
ğu v a rsa y ıla n  b ek len ti değeriy le636 verilir. G enelde d ila to n  a lan ın ın  sa b it 
o lm ası gerekm ez fak a t uygun luk  gereğ i (üsttek i ta r t ışm a d a  o lduğu  üzere) 
sık lık la  öyle d av ran ılır . Ona ilişk in  değer, P lanck  ö lçüsündek i y  uzay ın ın  
b e lir li seçim i ve sicim  k u ram ı tü rü  (Tip I, IIA, IIB, H ete ro tik  0(32) y a  da 
H ete ro tik  E8xE8; bkz. §31.14) d iğe r b ir  deyişle seçim i g ib i çeşitli şeylere 
b ağ lıd ır . E sasen  bu  bağ ım lılık , b ir  k u ram a ilişk in  g s, "ikili" k u ram a ilişk in  
,gs'n in  te rs i  olm ak üzere §31.14 'teki y eğ in /zay ıf  ik iliğ in i vu rg u lar.

O kuyucu, ü s ttek i a rg ü m a n la rı, b az ı d ik k a t çekici u z la ş ıla ra  k a rş ın , 
Sgtf'nin gerçek b ir  sicim  k u ra m sa l tü re tim in d e n  oldukça u zak  bu lm am ı a l
g ılay acak tır. A yrıca b a şk ac a  genel gö relilikçilerin  de, özellikle b ir  k a ra  d e
liğe ilişk in  tem el u fu k  özelliğ in in , k a ra  deliğ in  çok büy ü k  en tro p is in i b e 
lirlem ede pek de gerçek b ir  ro l oynam az g ö rünm esi gerçeğ ine ilişk in  o la 
rak  h a t ır ı  sa y ılır  b iç im de h u zu rsu z  h is se ttik le r in i b iliyorum . (Bu, §32.6 'da 
k ısaca  göreceğim iz k a ra  delik  en tro p is in e  ilişk in  döngü  değ işken i t a r t ı ş 
m asıy la  tüm üy le  çe lişk ilid ir.) A slında, sic im  k u ram ı ta b lo su n d a , b ir  k a ra  
delik  o lu şum u  an ın d a  en tro p i, (§27.10'da aç ık lanm ış olan) a lış ıld ık  o la n 
d an  tüm üy le  tüm üyle  fa rk lı b ir  b ak ış  aç ıs ı verecek  b iç im de, n eredeyse  hiç 
a rtm az.

Ek o larak , sicim  a rg ü m an ın ın  v erili h a lin e  ilişk in  o la rak  özel b ir  tekn ik  
güçlüğü  be lirtm eliy im .637 Bu, n o rm al k a ra  delik lere ilişk in , küçük  aç ısa l 
m om entum  iç in  o n la rın  n e g a t i f  ö zgü l ısıya sa h ip  o lm ası te rm od inam ik  
özelliğiyle ilg ilid ir  (not 27.2 'ye bakın). B ir c ism in  özgül ıs ıs ı, ken d isin e  k ü 
çük m ik ta rd a  b ir  ıs ı enerjisi su n u ld u ğ u n d a  s ıcak lığ ın ın  ne k a d a r  a r ttığ ın a  
b ak ıla ra k  ö lçü lür. S ırad an  b ir  cisim  iç in  b u  p o z i t i f  b ir  değerd ir; n o rm al 
deney im im izden  de b ild iğ im iz  üzere b ir  cism e ıs ı v erild iğ in d e  sıcak lığ ı a r 
ta r. B unun la  b irlik te  b ir  k a ra  delik te , onun  sıcak lığ ın ın  d ü ş tü ğ ü n ü  b u lm a 
eğ ilim indeyiz . Isı enerjisi deliğe (E = m c 2 yoluyla) k ü tle  su n a r, böylece d e
lik  d a h a  iri kü tle li h a le  ge lir ve b ir  S chw arzsch ild  deliğ ine (§30.4) ilişk in  
o la rak  H avvking'in TBH -  8 n /m 's i  ü ze rin d en  deliğ in  sıcak lığ ı düşe r, b u  d u 
ru m d a  özgül ıs ı esasen  n e g a tif tir . B ir k a ra  deliğ in  özgül ıs ıs ın ın  bu  tu h a f

636 Bkz. not 22.11.
637 Bana Abhay A shtekar ta ra fın d an  işa re t edilm iştir.



n eg a tifliğ in in , a ş ır ı uç d u ru m u n a  yak ın  o lm ayan  k a ra  delik le re  u y g u la n a 
cak  o lsa  k a ra  delik  en tro p is in e  ilişk in  ü s ttek i sic im  k u ram sa l a rg ü m an la  
ilg ili b ir  zo rluk  ç ıkard ığ ı g ö rü lü r  çünkü  a rg ü m a n la  ilg ili o la rak  p o z itif  b ir  
özgül ıs ı gerek tiğ i gö rü lü r; b ir  k a ra  deliğ in  özgül ıs ıs ı, o y a ln ızca  a ş ın  uca
yak ın  o ld u ğ u n d a  p o z itif  o lur. A slında özgül ıs ın ın  K err d u ru m u n d a  yal- 

l/2
m zca  m  > a > (2V3 — 3) o ld u ğ u n d a  ve R e issn e r-  N o rd stro m  d u ru m u n 
da m  > e > mV3/2 o ld u ğ u n d a  p o z itif  o lduğunu  gö rü rü z  ve ayn ı tü r  şey  d i
ğ e r Y ang-M ills yüklü  a la n la rın ın  tü m ü n d e  geçerlid ir.

Bu sic im  k u ram sa l h e sa p la m a la r  sonucu  o rtay a  çık tığ ı gö rü len  ş a ş ır t ı 
cı b az ı ilişk ile r  söz k o n u su d u r. B unun la  b ir lik te  b a n a  göre b u n la r  Bekens- 
te in -H aw k in g  en tro p i denklem ine bağ ım sız  b ir  gerekçelend irm e su n m a 
n ın  o ldukça u zağ ın d a  b u lu n u y o rla r. Bu so ru n a  yönelik  (§ 32 .6 'da k ısaca  
ele a lın acak  olan) döngü  değ işken i yak laşım ı, so ru n a  çok d a h a  etk ileyici 
b ir  k u an tu m  kütleçek im  tem elli a ta k  d ü zen le r gö rünm ek ted ir.

31.16 "Holografik ilke"

Ü stte  değ in ilen  sic im  a rg ü m a n la rı neredeyse tü m  sic im  h e sa p la m a la 
r ın d a  o lduğu  g ib i ted irgey ic i b ir  doğadad ır. B unun la b ir lik te  yak ın  z a 
m an d a , b ü tü n lü k lü  so n u ç la r  su n m ak  am acıy la  b e lir li g ö rü ş le r  ile ri s ü rü l
dü. B unlar, b ir  b iç im de ho logra fik  ilkeye  ev rilm iş o lan  "holografik  v a rs a 
yım" o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  şey in  çeşitli ö rnek le rine  b ağ lıd ır . Bu "ilke"ye 
ilişk in  fik ir, b e lir li uygun  k o şu lla rd a , b ir  M  uzayzam an ı ü zerin d e  ta n ım 
lan m ış o lan  b ir  (kuantum ) a lan  k u ram ın a  ilişk in  d u ru m la rın  b a şk a  b ir  k u 
a n tu m  a la n  ku ram ın ın  d u ru m la rıy la , ik inci QFT d ah a  d ü şü k  b o y u ttak i 
b aşk a  b ir  £ u zay zam am n d a ta n ım la n m ış  o lm ak üzere, do laysız  b iç im de 
l 'e  1 uyum lu luğa  soku lab ileceğ iyd i. £ sık lık la , M 'y e  ilişk in  (zam ansal) b ir  
s ın ır, ya da en az ın d an  M ’ye  ilişk in  konform al o la rak  p ü rü zsü z  zam an sa l 
b ir  a l t  m an ifo ldm uş g ib i su n u lu r  (bkz. Şekil 31.14). B unun la  b irlik te  bu, 
k ısa  sü re  iç inde  inceleyeceğim iz b ilin d ik  örnek tek i d u ru m  değ ild ir. H olog
ra fik  ilke, b ir  an lam da , (tem el olarak) 2 -b o y u tlu  b ir  yüzeye b ak ıld ığ ın d a
3 -b o y u tlu  b ir  g ö rü n tü n ü n  a lg ılan d ığ ı b ir  ho logram a  b en z e ş tir .638

Bu "holografik  ilke"nin  en ta n ın d ık  b içim i, Ju a n  M ald acen a 'n ın  
1998'deki ça lışm as ın d an  ile ri g e lir  ve zam an  zam an  M aldacerıa  v arsay ım ı 
ya da ADS/CFT v arsay ım ı o la rak  an ılır. B u rad a  M , (1 + 9 )-b o y u tlu  b ir  
AdS5xSs ça rp ım ı o lm alıd ır. AdS5 ("çözülmemiş") (1 +  4 )-b o y u tlu  k a r ş ı-d e  
S itte r  u za y ıd ır  (bkz. §28.4, şek ille r 28.9 ve 28.10c, d; fa k a t b u ra d a  d ö rt



uzay  b o y u tu  söz konusudur). S5, y a rıç ap ın ın  kozm olojik boyu tu , M (nega-
1

tif) kozm olojik AdS5 sa b iti o lm ak üzere (§19.5), (—yl')z'ye e ş it o lan  uzayben- 
zeri b ir  5 -k ü red ir. D aha küçük  £  uzayı AdSs'in  4 -b o y u tlu  "scri"si (diğer b ir  
dey işle  konform al sonsuz; bkz. §27.12) o lm alıd ır; bkz. Şekil 31.15. Bu d u 
ru m d a, 4r-boyutlu o lan  £ 'u n , M  =  AdS5xS5'in  1 0 -boyu tlu  o lm ası n ed en iy 
le, kesin lik le  M 'ye ilişk in  s ın ır  o lm ad ığ ına  d ikkat edelim . B unun  yerine 
M 'ye ilişk in  "sınır", d iğe r b ir  dey işle "seri", £ x S 5 o la rak  d üşünü leb ilir. 
M aldacena  v arsay ım ı AdS5xS5 üzerindek i sic im  k u ram ın ın  £ ü zerindek i 
b e lir li b ir  sü p e rs im e trik  Y ang-M ills k u ram ın a  eşdeğer o lduğunu  ile ri sü 
rer.

B urada , M  ü ze rindek i o lağan  b ir  a lan a  ilişk in  fonksiyonel se rbestlik le , 
ooM°°9, £ üzerindek i o lağan  b ir  a lan , oo£“ 3, a ra s ın d a k i büyük  çelişk iy i m a 
zu r gösterm ek  üzere, §31 .10 'da o rtay a  konm uş o lan  "kuan tum  enerji" a r 
güm an  tü rü n e  b a şv u rm a n ın  h iç b ir  yo lu  yok tu r. M 'n in  ek b o y u tla r ı -k o z 
m olojik ölçekli o la ra k -  h iç b ir  b iç im de "küçük" o lm ad ığ ından , a lan la rın  
M  'n in  S5 k ısm ına  b ağ ım lılığ ın d an  k ay n ak lan an  ek se rb e s tlik  derecesi b o l
luğu  ik i a la n  k u ram ı a ra s ın d a k i h e rh a n g i b ir  uyum  o la sılığ ın ı b e rb a t eder. 
A ynısı, M  ve £ ü ze rindek i o lağan  Û FT 'ler iç in  de g eçerlid ir  çünkü  tek  p ar-

Ş e k i l  31.14 "H olografik ilke?" B ir  £  u za y za m a n ı d iğer  
b ir  M  u za y za m a n m a  i l iş k in  izam ansa l) b ir  s ın ırd ır . £  
ü ze rin d e  ta n ım lı u y g u n  b ir  O F T'nin  M  ü zerin d ek i b ir  
s ic im  OFT'sirıe eşd eğ er  olab ileceğ i ileri sü rü lür.

Ş e k il  31.15 AD S/CFT (Maldacena) 
varsa y ım ı. B u ra d a  £, 1 0 -b o y u tlu  
M  =  AdSsxS s yerine, AdS5 k a r ş ı-  
de S it te r  5 -u za y ın ın  (bkz. Şekil 
28.9b) 4 b o y u tlu  “scri"si (konform al 
so n su z , §27.12) o lm a lıd ır  fa k a t  M  
ü ze rin d ek i s ic im  kuram ı, £  ü ze r in 
d ek i sü p e rs im e tr ik  b ir  Y ang-M ills  
k u ra m ın a  eşdeğerdir.



çacık lı d u ru m la rın  kend ile ri b a s i t  b iç im de "olağan a lan la r" la  aç ık lan ır  
(bkz. §26.2). Bu u za y la rla  ilg ili ho log rafik  ilken in  gerçek ten  doğru  o lm a sı
n ın  tek  o lanağı, ele a lm an  Û FT 'lerin  "o lağan"dan  uzak  o lm asıd ır.

M  üze rindek i sicim  ku ram ı d u ru m u n d a , ooMo°9 fonksiyonel se rb e s tliğ i
n i ş id d e tli b iç im de ind irgeyen  o ldukça sağ lam  tu ta r lı l ık  k o şu lla r ın ın  o l
m ası kesin lik le  m aku ldu r. Yine de g ö rü n ü şe  b a k ılırsa  bu  pek o lası g ö rü n 
mez. 21. bö lüm den , §22.8 ve §16.7 'den, (1 -I- n )-b o y u tlu  u zayzam andak i te 
kil b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  k u an tu m  d u ru m u n u n , P p a rçac ığ a  ilişk in  iç ya da 
dönel se rb e s tlik  d erecelerin i (diğer b ir  dey işle  spin) ta n ım la y an  p o z itif  b ir  
ta m sa y ı olm ak üzere, coPc°n fonksiyonel se rb estliğ in e  sa h ip  o lduğunu  
an ım say ın . Tekil b ir  sic im in  k u an tu m  d u ru m u  çok d a h a  b ü y ü k  b ir  fo n k si
yonel se rb es tliğ e  sah ip  g ö rü n ü r çünkü kla sik  b ir  sicim  son  derece faz la  
se rb e s tlik  d erecesine  sa h ip tir . <x>Pc°n sa y ıs ın ın  b ir  b iç im de ind irgenm esi 
gerek irse  bu  d u ru m d a , belk i de §31.7 'de an ılm ış o lan  uzayzam an  b o yu tu  
ya da eğ riliğ ine ilişk in  k ıs ıtla m a la ra  yol açan  tü rd e  devasa  s ın ır la m a la r  
olm ak z o ru n d a d ır  fak a t h e r  d u ru m d a , sicim  d u ru m la rın ın  say ım ın ı 
§31.15 'te o lduğu  g ib i ş id d e tli b iç im de etkileyecek o lan , önerilm iş b u  tü r  
h e rh an g i b ir  s ın ırla m a d an  h a b e rd a r  değilim .

Geri k a lan  o lasılık , £ ü zerindek i sü p e rs im e trik  Y ang-M ills a la n la rın ın  
fonksiyonel se rb e s tliğ in i büyük  ölçüde a r tıra c a k  b ir  yol bu lm ak tır. Bunu 
gerçek leştirm ek le  ilg ili o la rak  göreb ild iğ im  tek yol, N - »  °o lim itin i a la rak  
erişileb ilecek  (N sü p e rs im e tri ü re teç le ri say ıs ı olm ak üzere) sonsuz  say ıda  
böylesi a la n a  sah ip  o lm aktır. B unun la b irlik te  v a rsay ım ın  b ilin d ik  b iç i
m inde, sü p e rs im e trik  eş ler üzerine  etk i eden  fak a t Y ang-M ills p o ta n s iy e l
le rin i değ işm em iş ha lde  b ırak a n  b ir  SO(6) "iç g rubu"nun  v a r  o lm ası için  
N =  4 o la rak  kabu l ed ilir .639 Bu iç sim etri, AdS5xSs 'te  ro l oynayan  S5'e a it 
SO(6) s im e tr is in i eş leş tirecek  şe k ild e  a lın ır. Kendi b ak ış  açım a göre, b ir  
"uzayzam an sim etris in i"  bu  tü rd e  b ir  iç g ru p la  eş leştirm eye ça lışm ak , 
u zayzam an  s im e tr is i o rijinal K aluza-K lein  k u ram ın d a  (§33.4) o lduğu  g ib i 
K illing a la n la rın ın  varlığ ı ta ra fın d a n  tam  o la rak  b e lirlen ip  uzayzam an  
üzerindek i tüm  fiziki a la n la r  ta ra f ın d a n  kabu l edilm edikçe, tem elden  y a 
n ıltıc ıd ır. ooM°°9'dak i se rb es tlik  derecesi faz lası, kesin  b iç im de > f 'n in  S5 
k ısm ı üzerinde  be lirlenm iş böy lesi h iç b ir  s im etri b u lu n m a m a sı nedeniy le  
o rtay a  çıkar.

B ana göre fonksiyonel se rb e s tlik tek i b u  tü r  uyuşm azlığ ın  önem i d erin  
b iç im de hafife  a lın m ış tır . Fock u za y la rın ın  (bkz. §26.6) "büyüklükler"i, 
k lasik  a lan la rd a k i fonksiyonel se rb e s tliğ in  tüm üy le  fa rk lı o lduğu  h e r  za 
m an  b ü tü n ü y le  fa rk lı o lacak tır. Û FT'deki 1 -parçac ık lı d u ru m la rd a  ta lep

639 Bu, oldukça zor b ir fikirler küm esidir. Gerçek b ir meydan okuyuş için bkz. M aldacena, 1997 
ve W itten, 1998.



ed ilen  p o z i t i f  fr e k a n s  k o şu lu n u n  k lasik  a la n la rla  ilg ili "coMq°n" s e rb e s tliğ i
n i değ iş tirm ed iğ i b e lirtilm e lid ir. Bu b a s it  o la rak , b ir  QFT ta n ım la m a s ın a  
geçtiğ im izde b u  k lasik  a la n la r ın  k a rm a ş ık la ş tır ılm a  gerek liliğ i gerçeğini 
dengeler; bkz. §26.3.

ADS/CFT v arsay ım ı n iç in  b u  k a d a r  cidd iye a lın ır?  B unun la  ilg ili d e s te 
ğin, M aldacena ta ra fın d a n  fa rk  ed ilm iş o lan  iki ta ra f ta k i BPS d u ru m la rı 
a ra s ın d a k i u y u m lu lu k tan  ve b ir  m ik ta r  d iğer u y u m lu lu k tan  geld iğ i g ö rü 
lü r. S on rak ile rin  pek çoğu, tüm üyle , iki ta ra f ta k i a lan  k u ram la rın a  ilişk in  
s im etri g ru p la rı (SO(2, 4) x SO(6)) a ra s ın d ak i u y u m lu lu k tan  a n la ş ıla b ilir  
fa k a t ay rıca  açık lam a gereğ i o lduğu  görü len  ek b az ı " ra s tla n tıla r"  da söz 
k o n u su d u r. ADS/CFT'nin doğ ru  o lm asın ı um m aya ilişk in  b ir  sebep , onun, 
o lağan  ted irgey ic i yön tem lere  b aşv u rm ak sız ın  b u  tü r  yö n tem le rin  sah ip  
o lduğu  tü m  ş id d e tli s ın ırlı lık la ra  rağm en , b ir  sicim  k u ram ın ın  neye ben- 
zeyebileceğine ilişk in  b ir  tu ta m a k  n o k tası sağ lam asıd ır.

£ ta ra f ı  üzerindek i h e sap la m a la r , £ u zay ın ın  konform al o la rak  düz (ve 
bazen , ken d isin e  yaln ızca  kon fo rm al m etrik  -I----------im zası d ış ın d a  a ta n 
m ış gerçek h erh an g i b ir  m etriğe  sa h ip  o lm am asın a  rağm en  "düz" o la rak  
anılır) o lm ası gerçeğiyle kolay  hale  g e tirilir . Bu, §33.3 'te geleceğim iz " tı
k ız la ş tır ılm ış  Minkovvski u z a y a n ın 640 S3xlE1 topo lo jisine  sa h ip  ev rensel 
ö rten  uzay ıd ır. S3xE 1 m e tr ik  u zay ı bazen , 1917-1929 y ılla rı a ra s ın d a , a lan  
denklem ine kozm olojik b ir  sa b it  eklem lediğ inde (§19.7) E in s te in  ta ra f ın 
d an  d estek lenm iş kozm olojik m odel o lm ak üzere, "E instein  s ilin d iri"  ya da 
"E inste in  evreni" o la rak  a d la n d ır ılır .641

ADS/CFT v arsay ım ı, B ekenstein-H avvking k a ra  delik  en tro p i denk lem i
n in  (§31.15) sic im  "tü re tim "ine fa rk lı b ir  b iç im de b ak a rak  o rtay a  çıktı. B u
n u n  iç in  b ir  "kara delik", £ ü zerindek i b ir  "ısıl durum " o la rak  g ö ste rilir . En 
iyi d u ru m d a  bu , yaln ızca  kozm olojik  büyük lük tek i k a ra  delik lerle  ilg ilid ir  
ve B ekenstein-H avvking ifad e s in in  gerçek b ir  tü re tim i yerine , fa rk lı b iç im 
lerde yap ılm ış  "en trop i h esap la m ala rı"  a ra s ın d ak i kayda değer uyum a d a 
y an a n  b ir  "varsayım " sunar.

31.17 D-zar bakış açısı

Ü sttek i ta r t ışm a n ın  çe ş itli yerle rinde, özellikle §§31.11, 12, 15, 16'da, 
sicim  k u ram ın d a  yüksek b o y u tlu  uzayzam an  k u llan ım ıy la  ilg ili ra h a ts ız lı
ğım ı ifad e  e ttim . B una ilişk in  y aşad ığ ım  tem el zo rlu k la rd an  b iri, yüksek 
b o y u tlu  k u ram lard ak i fonksiyonel se rb e s tliğ in  devasa  a r t ış ıd ır  ki ((1 +

640 Garry Gibbons, burgaç kuram ıyla bile bağ lantılı görünen bu ilgi çekici geom etriyle ilgili b ir  
tabloya işa re t etti. Bu yapıyla ilgili çeşitli konular Penrose'da, 1968, aranm alıdır.

641 Bkz. Nair, 1988; VVitten, 2003; Cachazo vd.f 2004.



M )-boyutlu  b ir  uzayzam an la  ilg ili ooPc°M) bu  ek se rb e s tliğ i d o n d u rm an ın  
b irtak ım  a ra ç la rın ın  d ü şü n ü lm esi gerekir. Şekil 15.1 ve Şekil 31 .3a 'da  gös
te rilm iş  o lan  h o rtu m  b enzetm esin i an ım say ın . B ir "uzayzam an nok tası" 
o la rak  alg ılad ığ ım ız şey, b u ra d a  genellik le yüksek b o y u tlu lu k tak i b ir  çem 
b e r o la rak  aç ık lanan , tüm üyle  d inam ik  b ir  k av ra m d ır  ve b ize d ev asa  ek 
se rb e s tliğ i sağ layan  şey  b u d u r. K aluza ve K lein 'ın  b u  se rb estliğ i, b iz i 
"hortum " e tra fın a  gö tü ren  b ir  K illing v ek tö rü n ü n  v arlığ ın ı ile ri sürerek , 
esasen  uzayzam an ı 4—b o y u ta  ind irgeyerek  em irle yok etm e y o lu n a  g itt ik 
le rin i an ım sayalım . M atem atik sel o la rak  b u  m ükem m el derecede sayg ın  
b ir  iş lem d ir fak a t sicim  k u ram ın d a  h iç b ir  zam an  cidd i b iç im de ile ri sü rü l
düğü görülm ez. B unun yerine , §31.10 'da o lduğu  g ib i, sic im  k u ram c ıla rın ın  
n orm alde, bu  ek b o y u tla rd ak i sa lın ım la rı u y arm a sı gereken enerjin in  b ü 
yük lüğüne d ay an d ık la rı gö rü lü r. §§31.11, 12'de gördüğüm üz üzere  b u  a r 
güm an  h a ttın d a n  kuşku  duym ak iç in  h e r  tü r lü  nedene sah ib iz .

Yine de sic im  ku ram ı eylem ine ilişk in  doğa, §§31.11, 12, 16 'da b e lir ti l
m iş o la n la r  g ib i be lirli a rg ü m a n la r  yo luy la  a tak  g e liş tirm en in  zor o lacağ ı 
b ir  d u ru m d ad ır, konu h e r  zam an  b a şk a  b ir  b iç im e b aşk a la şm a y a  elverişli 
o lduğu  için, böylesi a ta k la rın  h an g i n o k ta la rd a  v a rsa y ıld ığ ın ın  b ir  önem i 
y ok tu r.642 A slında, yüksek b o y u tla ra  b ak m an ın  baz ı yen i b iç im leri u y a r ın 
ca tü m  felsefe, an layab ild iğ im  k ad a rıy la  h erh an g i cidd i b ir  değ işik lik  o l
d u ğ u n a  ilişk in  kam uya yönelik  b ir  aç ık lam a o lm aksız ın , a l t  ü s t  o lab ilir. 
Zorunlu b iç im de "ana akım" sic im  k u ram c ıla rın ın  b e rrak  b ak ış  aç ıs ı (bu 
ne o lu rsa  olsun) o lm asa da, b e lirli b ir  "D -zar felsefesi" su n u m u n u n  bu  ka-

Ş e k il  31.16 A ç ık  b ir  s ic im in  ik i ucu, b ir  D -za r  
ya  d a  D -q -za r  o larak a d la n d ırıla n  uzayza-  
m a n ın  za m a n sa l b ir  (q + l ) -b o y u t lu  b ir  a lt 
u za y ın d a  y e r  a lır b iç im d e  d ü şü n ü lü r . B ir  D -za r  
esasen , 11 -b o y u tlu  sü p e r  k ü tle ç e k im  k u 
ra m ın ın  (bir tü r  "BPS durum u") b ir  ç ö zü m ü n ü  
te m s il ed en  (süp ersim etr i ö ze llik ler in e  sah ip  
olsa  da) k la s ik  b ir  nesned ir.

İlk  o la rak  D -za rla r  ned ir?  Sicim  k u ram ı n iç in  b u n la ra  gerek  duyar? 
İk inci so ru n u n  tem el y an ıtı, o n la rın , §31.14 'te a n ılan  Tip I k u ram ın d a  ro l 
oynayan  açık sic im leri an lam lı k ılm ala rıd ır: aç ık  b ir  s ic im in  ik i u cu n d an

ra k te rd e  o lduğu  görü lür.



h e r  b ir i  b ir  D -zar ü zerin d e  y er o lm ak z o ru n d a d ır  (Şekil 31.16). ilk  so ruya 
y a n ıt o la rak  b ir  D -zar (ya d a  b ir  D -q-zar) 11 -boyu tlu  sü p e r kü tleçekim in  
k a ra rlı b ir  çözüm ü o lan  (1 -I- q )-u z ay z am a n  b o y u tu n a  (diğer b ir  dey işle  q 
u zam  b o yu tu  ve 1 zam an  boyu tuna) ilişk in  zam an sa l b ir  y ap ıd ır . (M -kura- 
m ı ik ilik le rinden  b ir in i y a rd ım a  ç a ğ ıra rak  b ir  D -zarı, a l te rn a t if  b iç im de, 
s ic im /M -k u ram ın m  b az ı b aşk a  v e rs iy o n la rın a  ilişk in  denk lem lerin  b ir  çö 
züm ü o la rak  değerlend ireb iliriz .) Tem el o la rak  bu , b ir  BPS d u ru m u  (bkz. 
§§31.15, 16) o lan  (0, 1, 2, ..., ya da 9) b o y u tlu  b ir  (§31.14 'te aç ık lanm ış 
olan) "zar"dır, böylece o, Y ang-M ills "yükleri"nin  sü p e rs im e trik  b ir  d e rle 
m esine ve b u n a  b ağ lı o la rak  m in im um  enerjiye sa h ip tir . D -z a rla r  sicim le 
ilg ili pek çok m o d em  ta r t ış m a d a  ro l o y n ar (örneğin k a ra  delik  en trop isi; 
bkz. §31.15). Sıklıkla, 1 +  9 (ya d a  1 +  10) b o y u tta k i b ü tü n lü k lü  uzayza- 
m a n d a  y er a lan  k lasik  n esn e le r g ib i ele a lın m a eğ ilim inded irle r. D, verin in  
k end is i üze rinde b e lirlen d iğ i za m a n sa l  b ir  s ın ır  b u lu n a n , D irichlet p ro b 
lem i (1805'ten 1859'a k a d a r  y aşay a n  ü n lü  F ran sız  m a tem atik ç i P e te r G. 
Lejeune D irich le t'in  a rd ın d a n ; §7 .4 'tek i "D irichlet se ris i"n i an ım sayın) o la 
rak  a n ılan  tü rd ek i s ın ır  değeri p rob lem iy le  b en zerlik ten  hareketle , "Di
rich le t"  yerine  ku llan ılır.

D -z a rla rı b u ra d a  a y rın tılı o la rak  aç ık lam aya  g irişm eyeceğim . O rtaya 
koym ak is ted iğ im  tek  konu, böy lesi "D -zarlar"ın  su n u m u y la  b irlik te , ç e ş it
li k u ram c ıla rın  d ah a  önce yok o lm uş o la n d an  d erin  b ir  sap m ay ı tem sil 
eder g ö rünen  b ir  "sicim  felsefesi" su n m u ş o lm a la rıd ır. Çünkü şu  ya da bu  
D -zarıy la  b ir lik te  "yaşa"yabileceğim iz o rtak  k ab u l g ö rü r  b iç im de ile ri sü 
rü lm ez, d iğe r b ir  a n la tım la  a lg ılan m ış uzayzam anım ız e sase n  b ir  D -zar 
iç e ris in d e  b u lu n a b ilir . A slında h a t ta  bu  D -zarla , b e lir li "ek b o y u tla r" ın  a l
g ılan m am asın ın  n ed en in in  D -zarım ız ın  k en d is in in  b u  ek b o y u tla ra  g en iş
lem em esi gerçeğiyle aç ık lanacağ ı şek ilde ü s t  ü s te  b in eb ilir .

Ş e k i l  31 .17  Şekil 3 1 .1 3 'tek in e  a ltern a tif, 
s ık lık la  D -za r la r  b a ğ la m ın d a  ifa d e  ed ilen  
b ir  bak ış  açısı, y ü k s e k  b o y u tlu  u za y d a k i b ir  
"varlığın" ek  b o y u tla r ın  tü m ü n e  o tu rm a sı 
g erekm ey ip  b ir  a lt  u zayda , b e lk i b ir  D -za r  
s ın ın  ü ze rin d e  "ya şa r"b iç im d e  d ü şü n ü le b i
leceğidir.

Son olasılık , e lb e tte  en tu tu m lu  konum dur, böylece D -zar"ım ız" 1 +  3 
b o y u tta  o lu r  (bir D -3-zar). Bu, ek b o y u tla rd ak i se rb e s tlik  derece lerin i or
ta d a n  ka ld ırm a z  fa k a t ş id d e tli b iç im de in d irg er. Peki neden? K onum um uz 
a rtık , D -z a rla r  a ra s ın d a k i yüksek  b o y u tlu  u zay ın  iç d erin lik le riy le  ilgili,



bu , ek fonksiyonel se rb es tliğ in  k en d isin i a lg ıla n ır  h a le  g e tird iğ i yer olm ak 
üzere, se rb e s tlik  d erecelerin in  "fark ında" o lm am am ızd ır. Bu ek bo y u tla rın  
y aln ızca , üze rin d e  "yaşadığım ız" D -zarı do laysız  b iç im de e tk iled ik leri y e r
de fa rk ın a  v arm ak  d u rum unday ız . H ortum  benzetm em ize geri dönelim . 
O rijinal K aluza-K lein b en zetm esin in  v arsay d ığ ı "çarp an  uzayı"643 tü rü n d e 
ki tab lo  yerine  (Şekil 31.3), gözlem lenm iş uzayzam anım ız a r tık  yüksek  b o 
y u tlu  uzay ın  4 -b o y u tlu  b ir  a lt u za y ı  o la rak  gö rünür. Bunu gözünüzde ca n 
la n d ırm ak  üzere, a r tık  "gözlem lenm iş 4 -b o y u tlu  evrenim iz" o lan  D -zar a lt 
uzay ın ı gösterm ek  üzere h o rtu m u m u zu n  u zun luğu  boyunca çizilm iş b ir  
çubuk  d ü şü n ü n  (Şekil 31.17).

Şu h a ld e  ne k a d a r  fonksiyonel se rb e s tlik  bekleriz? D urum  b ir  b içim de, 
§31 .3 'te  "süper geom etri"yle ilg ili d ah a  geleneksel b ir  bak ış aç ıs ı elde e t 
m ek üzere ben im senen  geom etrik  tab lo y la  benzerd ir; bkz. Şekil 31.2. Ş u  
a n d a  yaln ızca  (geom etrik o la rak  (1 +  3 )-b o y u tlu  o lağan  b ir  uzayzam an  o l
duğu  v arsay ılan ) D -zardak i d a v ra n ış la  ilg ilend iğ im iz iç in  fonksiyonel se r
b es tliğ im iz in  artık , görece büyük  b ir  M iç in  de o lsa , kabu l ed ileb ilir  b ir  
coM°°3 h a lin e  geld iğ in i h aya l edeb iliriz . B ununla b irlik te  bu, b ü tü n lü k lü  
10-uzaydak i (ya da 11-uzay) d inam iğe ilişk in  k ıs ıtla m an ın  b ize 4—boyutlu  
D -zar"ım ız" içeris in d e  geleneksel tü rd e  d inam ik  denk lem ler su n d u ğ u n u  
v a rsa y sa  b ile  b ir  3 -uzay  üzerindek i o b aş lan g ıç  v eris i 4 -u za y  boyunca 
o lan  d a v ra n ış ı belirlem eye ye tecek tir. Genel o la rak , h â lâ  b ir  ooMc°4 fa z la s ı
n ın  bek leneb ilm esi hem en hem en o lanaksızd ır. Sorun h â lâ  giderilm edi!

D -z a rla ra  yönelik  bu  yak laşım ın  ku llan ıld ığ ı şey lerden  b iri §31.1'de 
a n ılan  "h iy erarş i so runu"nu  çözüm lem eye g irişm ek tir. Özel o la rak  bu , k ü t
leçekim le ilg ili e tk ile şim le rin  D oğanın  önem li d iğer kuvvetleriy le  b ağ ın tılı 
o la rak  n iç in  bu k ad a r küçük o lduğu  ya da eşdeğer b iç im de, kü tleçek im le 
ilg ili tem el P lanck k ü tle s in in  n iç in  D oğanın  tem el p a rç ac ık la rın ın  k ü tle le 
r in d en  bu  k a d a r  (1020'lik  b ir  ça rp an  kadar) büyük  o lduğuy la  ilg ili so ru n 
dur. Bu so ru n a  yönelik  D -zar yak laşım ı b ird en  fazla , b ir i "büyük" ve d iğe
ri "küçük" o lan , D -zar v arlığ ın ı g e re k tir ir  gö rünüyor. G eom etrin in  b ir  D - 
za rd an  d iğerine esnem e b iç im inde  ü s te l b ir  ç a rp an  b u lu n m a s ı söz konu 
su d u r  ve bu, kü tleçek im le ilg ili kuvvetlerle  d iğe r kuvvetle r a ra s ın d ak i 
u yum suzluğa , İO40 (ya da öyle b ir  şey), yönelm ekte fay d a lı o la rak  değer
le n d ir ilir .644 Bir D -zar s ın ırın ı d iğerine  esneten  bu  tü r  yüksek b o y u tlu  b ir

643 Bir "çarpan uzayı" b ir demete ilişkin taban  uzayına benzer; bkz. §§15.1, 2.
644 Bkz. Randall ve Sundrum, 1999a; bu konularla ilgili daha genel düşünceler için bkz. Randall 

ve Sundrum , 1999b. Johnson, 2003, D -zar teknolojisiyle ilgili s ta n d a rt kaynaktır. Bu tekno
lojinin en harika uygulam alarından biri, evrenin başlangıcına ilişkin S teinhardt ve Turok, 
2002, ta rafından  ortaya konan. Büyük Patlam anın evrenin daha önceki b ir fazında iki D-za- 
n n  çarpışm ası sonucu ortaya çıktığının ileri sürüldüğü "ekpyrotic" model olm uştur. Böylesi



uzayzam an  ta b lo su n u n , 11. b o y u tu n  açık b ir  k es it b iç im ine sa h ip  o lduğu  
M -k u ram ı gibi, 11 -b o y u tlu  k u ra m la r  iç in  d ü şü n ü le n  b ir  geom etri tü rü  o l
duğu, h e r  s ın ır  geom etris i d ah a  önce ele ald ığ ım ız 10-uzay  topolo jik  b iç i
m ine (diğer b ir  dey işle  M x y )  sa h ip  olm ak üzere, b e lirtilm e lid ir. D iğer m o 
delle rde  11. boyu t topolo jik  o la rak  S ^dir.

31.18 Sicim kuramının fiziki konumu?

Tüm  b u n la rla , geleceğe ilişk in  b ir  k u ram  b iç im inde  d eğ e rlen d irilen  s i
cim  k u ram ın ın  konum uyla  ilg ili o la rak  ne yapm alıy ız? D urum  beni, k en d i
s ine  ilişk in  ku lağa son  derece m a n tık  d ış ı gelen ler y an ı s ıra  es ra ren g iz  ve 
d ik k a t çekici baz ı gö rü n ü m lere  sa h ip  o larak  e tk ilem ek ted ir ve b u  a şam a d a  
tüm üy le  dogm atik  o lm aya ça lışm ak  y an lış  o lur. Yine de sic im  k u ram c ıla 
r ın ın  pek çoğunun  id d ia la r ı  son  derece b e lirg in  b ir  güvenle ile ri sü rü lü r. 
Hiç şü p h esiz  b u n la r, c idd i b ir  tüke tim e n iye tlenm eden  önce su la n d ır ılm a k  
ve büyük  m ik ta rd a  tu z la  b ir lik te  a lınm ak  zo ru n d ad ır. İd d ia la r ın  en sa ğ 
la m la rın d a n  b a z ıla rın ın  (örneğin k u an tu m  kütleçekim e ilişk in  b ü tü n ü y le  
tu ta r l ı  b ir  k u ram  su n m u ş o lan  sic im  kuram ı) b ir  b ü tü n  o la rak  b ir  b ü tü n  
o la rak  d ikka te  a lınm ayab ileceğ im  söylem enin  uygun  o lacağ ın ı d ü şü n ü y o 
rum . B unun la  b irlik te , söy lenm iş o lduğu  üzere, s ic im /M -k u ram ın ın  bazı 
g ö rü n ü m le rin d e  "sahne a rk a s ın d a  devam  etm ek te olan" gerçek  önem e s a 
h ip  b ir  şey lerin  o rtay a  ç ık ış ın ın  söz k o nusu  o lduğunu  i t i r a f  e tm ek zo ru n 
dayım . L ondra  Im peria l Ü n iv ersites in d en  m a tem atik ç i R ich a rd  Thom as 
b ir  e -m a il yo luy la ben i şöyle uyard ı:

Bu ik ilik le rden  b a z ıla rın ın  ne k a d a r  d e rin  o lduğunu  ne k a d a r  vur- 
g u la sam  az; bizi yen i öngörü lerle  sü rek li b iç im de şa ş ır tıy o r la r . D a
h a  önce o lanak lı o lduğu  a s la  düşünü lem eyecek  y ap ıla r  g ö s te riy o r
la r. M atem atikç ile r pek  çok kez b u  şey lerin  o lanak lı o lm ad ığ ın ı 
k en d ile rin d en  em in b iç im de ta h m in  e t tile r  fak a t C andelas, de la  Os- 
sa , vd  g ib i in sa n la r  b u n u n  yan lış  o lduğunu  göste rd i. M atem atik se l 
o la rak  uygun  b iç im de y o ru m la n a rak  yap ılm ış  o lan  h e r  ta h m in in  
doğru  o lduğu  aç ığa  çık tı. Ve şim diye dek h erh an g i b ir  k a v ra m sa l 
m a tem atik  gerekçelend irm e o lm aksız ın ; b u n la rın  n iç in  doğru  o l
d u k la rın a  ilişk in  h iç b ir  fik rim iz yok, yaln ızca  h e r  iki ta ra f ı  da b a 
ğ ım sız o la rak  h esap lıy o ru z  ve esasen  h e r  iki ta ra f ta  ayn ı yap ı, s i
m e tri ve y a n ıtla r ı elde ed iyoruz. Bir m a tem atik ç i iç in  b u n la r  ra s t-

ilginç elem anları yardım a çağ ırm alarına karşın  bu m odelin yazarları. Büyük Patlam anın 
sunduğu tem el bulm acayı, d iğer b ir  deyişle ona a it §27.13'te açıklanm ış olan olağanüstü  öz
güllüğü, açıklam aya yönelik h içb ir girişim de bulunm azlar.



la n tı o lam az, d ah a  yüksek  b ir  ned en d en  k aynak lanm ak  zo ru n d a lar.
Ve b u  ned en  bu  b ü y ü k  m a te m a tik se l k u r a m ın  d o ğ a y ı açık lad ığ ı
v a rsa y ım ıd ır ...

Yine de, b u  "b ir şey", b iz i D oğanın g izem lerine d ah a  y a k ın la ş tırd ığ ıy la  i l
g ili gerçek h iç b ir  neden  o lm aksız ın  h â lâ  m a tem atik se l b ir  önem e sah ip  
o lab ilir . A slında D oğanın bu  k o n u la rla  (o lasılık la şim diye k a d a r  önerilm iş 
o la n la rd a n  b ir  b iç im de fark lı b ir  h a t  üzerinde) ilg isi o lduğunu  k ab u l e t 
m eye h az ır  o lduğum  gerçek in a n ç la rım a  k arş ın  b u nun , ben im senecek  m ü 
kem m el b iç im de sa v u n u la b ilir  b ir  konum  o lduğunu  düşünüyorum . Sicim 
ku ram ı d u ru m u n u n  kuvvetin in , g ö rü n ü ş te  fa rk lı "fiziki du rum lar"  a ra s ın 
dak i (bu "fizik" genellik le d a h a  çok D oğanın  gerçek d ü n y as ın a  ilişk in  fiz ik 
ten  ç ıkarılm ış g ö rünen  b ir  şey o lm ak üzere) b ir  m ik ta r  kayda değer m a te 
m a tik se l ilişk iye dayand ığ ı gö rü lü r. Bu ilişk ile r " ra s tla n tı"  m ıd ır  yoksa 
b u n la rın  a rd ın d a  d ah a  d erin  b ir  ned en  m i vard ır?  B ana öyle geliyor ki pek 
çoğuyla ilg ili o la rak , baz ı d u ru m la rd a  henüz keşfed ilm em iş, bu  tü r  b ir  n e 
den  söz k o n u su d u r  fak a t bu  h â lâ  b ize sicim  k u ram c ıla rın ın  fizik le u ğ ra ş 
tık la r ın a  ilişk in  güvence verm ez. Ya da öylelerse, fiziğ in  gerçek ten  hang i 
g ö rü n ü m ü n ü  a ra ş tırm a k ta la r?

E d w ard  VVitten'in özel k o n um una iş a re t  e tm eksizin  bu  k o n u la ra  ilişk in  
uygun  b ir  değerlend irm e y ap ılab ileceğ in i sanm ıyorum . O genellikle, 
1980 'lerin  so n la rın d a n  itib a re n  gerçek leştir ilen  sic im  k u ram ı (ve M -ku ra- 
mı) a ra ş tırm a la r ın ın  yönüne ilişk in  en so rum lu  in sa n  o la rak  k ab u l ed ilir. 
1995 'te "ikinci sü p e rsic im  devrim i''n i b aş la tm ak ta k i ro lü n ü  b e lir tm iş tim  
(§31.14) fak a t o b u n d an  so n ra  d a  sic im  k u ram ın d a  ve sic im  ku ram ıy la  (her 
zam an  pek b e lirg in  olm ayan) b ir  ilişk iye sah ip  pek çok d iğer a lan d a  önem 
li b irk aç  gelişm e b a ş la ta ra k  ü s tü n lü ğ ü n ü  p ek iş tird i. Sicim  k u ram ı 30 y ılı 
a şk ın  geçm işi boyunca pek çok " tu r rehberi"ne sah ip  o ldu  fa k a t VVitten 
pek  çok b ak ım d an  b u n la r  a ra s ın d a  açık b iç im de en etk iley ici o lan ıyd ı. Di
ğ erle rin in  VVitten'i g ittiğ i yerde  ta k ip  etm eleri pek u zun  sürm ez. B una b ir  
ö rnek  o larak , §31.16 'da  ta r t ış ılm ış  o lan  h a rek e tlilik le rin  çoğunu b a ş la ta n , 
sic im  k u ram ı cam iası ta ra f ın d a n  VVitten onu 1998'de b u la n a  dek esasen  
a rş iv le rd e  u n u tu lm u ş  b iç im de k a lan  o rijina l M aldacena tezi b e lirtileb ilir . 
O hem en, sicim  k u ram c ıla rı ta ra f ın d a n  en çok a lın tı y ap ılan  tez  ha line  
geld i.645

O ldukça önem li gö rünen  yeni b ir  ça lışm ad a646 VVitten'in yen iden  (sü- 
p e rs im e tr i h â lâ  içerilm esine rağm en) s ta n d a r t  4r-boyutlu uzayzam an  iç e ri
s indek i değerlend irm elere  d ö n ü şü  ilg inç tir. VVitten, b u rg aç  ku ram ıy la  s i 

645 Bkz. not 31.74.
646 Bkz. no tlar 31.18, 31.76.



cim  k u ram ın d ak i fik irle ri b ir le ş tire re k  çeşitli g lu o n la ra  ilişk in  Y ang-M ills 
e tk ileşim le riy le  ilg ili (§25.7) büyü ley ic i b az ı so n u ç la r  elde etm eyi b a şa rd ı. 
Bu ça lışm a özellikle ben im  kend i b u rg aç  yönelim li bak ış aç ım dan  (bkz. 33. 
bölüm ) önem lid ir ve yeni b az ı önem li gelişm elere de yol açab ilir.

W itte n 'in  o la ğ an ü stü  n ite lik tek i en te lek tüe l b a ş a r ıla r ıy la  ilg ili h iç b ir  
so ru n  söz konusu  değild ir. B unu b ü yük  ölçüde do laysız deneyim den  h a re 
ketle  söy leyebilirim . O xford 'dak i M atem atik  E n s titü sü n d e  (Geom etri ve 
A naliz g rubunda) k a tıld ığ ım  sem inerle rde , b ir  so ru n a  yönelik  son  derece 
o rijina l b ir  yeni y ak laş ım ın  d u y u ru ld u ğ u  say ısız  d u ru m  söz k onusu  o ldu  
ve ufuk  açıcı f ik rin  esase n  tüm üyle  ya da k ısm en  VVitten'den geld iğ i o r ta 
ya çıktı. Böylesi y ak la ş ım la r  sık lık la , bu  um ulm ad ık  k av ra y ış la rın  zo r m a
tem atik se l p rob lem lere , bazen  öncesinde in a tç ı gö rünen le re , o rijina l b ir  
güçlü  ış ık  tu ttu ğ u , yeni a la n la r  açtı. Z ihnim de, VVitten'in yüksek  düzey b ir  
k ay d a  değer m atem atik se l sezgi ve k av ray ışa  sa h ip  o lduğuy la  ilg ili en 
ufak  b ir  kuşk u  yok. (Aslında, 1990'da, m a tem atik ç ile r a ra s ın d a , b ilim  d ü n 
y as ın d ak i N obel Ö dülü k o n um una sah ip  F ields M a d a ly asın ı kazand ı. Bir 
fizikçi iç in  b u  gerçek ten  o la ğ an ü s tü  b ir  b aşa rıd ır .)  Yine de VVitten'in, m a 
te m a tik te  d a h a  yetenek li o ld u ğ u n u  in k a r e t tiğ in i san ıyo rum . O nun b a k ış ı
n ı an lad ığ ım  k ad a rıy la  b a ş a r ıs ı, yol in te g ra lle r i ve sonsuz  b o y u tlu  fo n k si
yon u zay la rıy la  b irlik te  QFT y ap ıs ın d a n , sü p e rs im e tri f ik irle rin d e n  ve s i
cim  k u ram ın ın  doğasıy la  ona ilişk in  genellem elerden  ed ind iğ i kav ray ış la . 
D oğanın  y o lla rın a  d ik k a tli b iç im de d ah a  d erin  b ak m ak ta n  kaynak lan ıyor. 
H aklıysa, belk i de bu  k en d isin e  a it, sü p e rs im e tri ve sic im  k u ram ın ın  e sa 
sen  D oğada d erin  b ir  onay lam a b u ld u ğ u  sa v la rım  k ab u l etm ekle ilg ili en 
güçlü  d u ru m la rd a n  b ir id ir . Öte ta ra f ta n  belk i de o ld u ğ u n u  k ab u l e ttiğ in 
den çok d ah a  kayda değer b ir  m atem atikçid ir!

W itten  ve m e s le k ta ş la r ın ın  o rta y a  ç ıkard ığ ı o ldukça ça rp ıc ı m a tem a
tik se l ilişk ile rin  D oğaya yönelik  d e rin  b ir  yak ın lığ ı b e lir tm es in d en  ne k a 
d a r  etk ilendim ? Bu konuya n a s ıl bakm ak  gerek tiğ inden  em in değ ilim  ve 
o n u n la  ilg ili o la rak  kesin lik le  ikna o lm uş değilim . M atem atikç i Andrevv 
VViles'ın, üç buçuk  yüzy ıllık  b a ş a r ıs ız  g iriş im d en  so n ra  ü n lü  "F erm at'n ın  
Son T eorem i''n i k an ıtla m ak tak i d ik k a t çekici b a ş a r ıs ın ı an ım say ın  (§1.3). 
VViles'ın, önem li b ir  d u ru m d a , gerçekte sa p tad ığ ı şey, o ldukça fa rk lı g ö rü 
n ü m lü  iki h esap la m an ın  esasen  h e r  zam an  ayn ı y a n ıt l is te s i so nucunu  
verm esiyd i; b u  d ik k a t çekici sav ın  genel b iç im i T an iy am a-S h im u ra  v a r s a 
y ım ı o la rak  b ilin ir. (Aslında, VViles'ın k an ıtı tü m  T-S v arsa y ım ın ın  y a ln ız 
ca b ir  k ısm ın ı s a p ta d ı -F e rm a t sav ın ı k an ıtla m ay a  y e te rli b ir  k ıs ım - fak a t 
yön tem leri, so n ra s ın d a  B reuil, C onrad, D iam ond ve R ich a rd  T ay lo r ta r a 
f ın d a n  ta m am lan a n  b ü tü n lü k lü  k a n ıt iç in  tem el b ir  veri sundu.)



Belki bu  v arsay ım  ve ü s tte  a n ılan  C alab i-Y au  u za y la rın a  (§31.14) il iş 
k in  "ayna s im etris i"  b a ğ ın tıla rı a ra s ın d a  b e lirs iz  b ir  benzerlik  söz k o n u su 
dur. H er d u ru m d a , gizem li b iç im de aynı o lduk ları o r ta y a  çıkan sa y ıla rd a n  
o lu şan  sonsuz  iki lis teye sa h ip  o lunur. Böylesi b ir  şey m a tem atik  iç e r is in 
de b en zersiz  o lm ak tan  uzak tır. H erhang i özel b ir  du ru m d a, lis te le r in  
denk liğ ine ilişk in  tem el ned en  gün  yüzüne çıkm adan  önce u zun  y ılla r  geç
m esi gerekeb ilir. A nladığım  k ad a rıy la  "ayna sim etrile ri"  k u lla n ıla ra k  elde 
ed ileb ilen  b a ğ ın tıla r ın  çoğu a r tık  tüm üy le  m a tem atik se l a rg ü m a n la rla  e l
de e d ilm iş tir .647 B ildiğim  k ad a rıy la , böy lesi gizem li ilişk ile r  no rm alde  (m a
te m atik se l o la n la rın  aksine) bilim sel k u ram la ra  ilişk in  önerm eleri d es tek 
lem ek üzere  ile ri sürü lm ez. Bu tü r  b ir  konu §34.9 'da yen iden  ele alınacak .

Aynı tü r  b ir  ra s tla n tıy ı, §31 .15 'te ile ri sü rü len  k a ra  delik  en tro p is in e  
ilişk in  sic im  k u ram sa l a rg ü m a n la rd a  da (ve h a t ta  d ah a  önceden §30.5 'teki 
"sicim  olm ayan" arg ü m an lard a) gö rm üştük . B un lar gerçek ten  m a tem a tik 
sel r a s t la n tı la r  m ıd ır  yoksa biz b u n la rı gerçek tü re tim le r  sağ lay an  a rg ü 
m a n la r  o la rak  m ı kabu l etm ekteyiz? Bu bölüm ü, ça rp ıc ı m atem atik se l 
ra s tla n tıy a  ilişk in , 20. yüzy ılın  b a ş la r ın d a k i fiz ik ten  a lınm ış d iğer b ir  ö r
neği ele a la rak  b itirey im . W oldem ar Voigt 1912'de, h a ta lı  b ir  o s ila tö r  m o
deline  d ay a n an  b ir  sp e k tra l çizgi k u ram ı o lu ş tu rd u . On b eş yıl so n ra  He- 
isen b erg  ve Jo rd a n , bugün  bu  so ru n a  yönelik  doğru  yak laşım  o lduğunu  
k ab u l e ttiğ im iz  şeyi bu ldu . H eisenberg 'in , V oigt'un  ça lışm a la rıy la  ilg ili 
a n ıla r ın d a n  a lın tı yapm aya değer:648

O sila tö rle rin  b ağ la ş ım la rın ı b irb ir le r i ve d ış  a lan la , zay ıf  m anyetik  
a la n la rd a  P aschen-B ack  e tk is in in  de doğru  b iç im de gösterileceğ i şek ilde 
ay a rlam ay ı b a şa rd ı. Ilım lı a la n la r la  ilg ili a ra  bö lge ler için , f re k a n s la r  ve 
ş id d e tle rle  ilg ili u zun  ve k arm aşık , ik inci derece kökler elde etti; büyük  ö l
çüde an laş ılm az  fa k a t deneyleri b e lirg in  b iç im de büyük  b ir  tam lık la  y en i
den ü re te n  fo rm üller. On beş y ıl so n ra  Jo rd a n  ve ben, aynı so ru n u  k u a n 
tu m  m ekan iksel ted irgem e yön tem leriy le  çözm e b e la s ın a  b u la ş tık . Hem 
frek an s hem  de ş id d e tle rle  ilg ilen ild iğ i sü rece  şa şk ın lık  iç inde eski Voigtçı 
fo rm ü lle rin  tam  o la rak  ay n ıs ın a  ve de ay rıca  ılım lı a la n la ra  ilişk in  k a rm a 
şık  bölgede u la ş tık . B unun so n ra d a n  a lg ılayab ild iğ im iz  neden i, tüm üyle 
b iç im sel ve m a tem atik se l o lm asıydı.

34. bö lüm de m a tem atik se l ilişk ile re  ilişk in  b u  k afa  k a r ış tır ıc ı k o n u la 
ra , sic im  k u ram ın ın  ve tem el fizik i b ir  k u ram ın  gelişim iy le ilg ili d iğer 
önerm elerin  a rd ın d a k i itic i kuvvet o la rak  döneceğim .

647 Bkz. no tlar 31.57, 31.58.
648 Bu alın tı H eisenberg'in 1975'te German Physical Society'ye yazdığı "W hat is an elem entary 

partide?" yazısındandır. Abhay A shtekar'a bu örnek için m innettarım . Bkz. Heisenberg, 
1989.



EINSTEIN'IN DAHA DAR YOLU; 
DÖNGÜ DEĞİŞKENLERİ

32.1 Kanonik kuantum kütleçekim

Sicim  k u ram ın ın  p o p ü le rliğ in e  k a rş ın  b a z ıla rın ın  y ap tığ ı g ib i1 onun  "şe
h ird ek i tek  oyun" (bkz. §31.8) o lduğu  b ak ış ın ı k ab u l etm ek b ir  saçm alık  
o lur. F ark lı ü s tü n lü k  ve fa rk lı zo rlu k la ra  sa h ip  pek çok fa rk lı f ik ir  iz lendi. 
Ne yazık  ki b u ra d a , k u an tu m  ku ram ıy la  uzayzam an  y ap ıs ın ı b ir le ş tirm ey e  
yönelik  a l te rn a tif  f ik ir le r in  pek  çoğuyla ilg ili b ir  ta r t ışm a y a  g irm ek ben im  
iç in  pek uygun  olm az. B unun  yerine  b u  ve b ir  son rak i bö lüm de, genel gö
re lilik le  k u an tu m  m ekan iğ i a ra s ın d ak i gerçek b ir lik  a ra y ış ın d a  o lasılık la  
h an g i çizg ilerin  d ah a  fay d a lı o lduğuy la  ilg ili kend i in a n ç la rım a  d a h a  y a 
k ın  o lan  d ah a  etk in  a la n la rın  b az ıla rın a  yoğun laşacağ ım . Önceki b ö lü m 
deki y o ru m la rım d an  an laş ılab ileceğ i üzere, uzayzam an  b o y u tlu lu ğ u n d a  
b ir  büyüm e ya da sü p e rs im e triy e  yönelik  r isk li g iriş im lere  (sondakine, 
§§31.11, 12'de gözlem lediğim iz üzere  ciddi k a ra rlı lık  so ru n la rıy la  k a rş ıla 
şan  ilk in d en  d ah a  az k a rş ı o lsam  da) iz in  veren ler yerine  d ah a  sık ı b iç im 
de k on tro l ed ilen  b ir  konum u k ab u l etm ek zo ru n d a  olacağ ım ız g ö rü şü n d e 
yim. B u rad an  h arek etle  bu  iki bö lüm de özellikle, E in s te in 'ın  gerçek a lan  
denk lem ine,2 sü p e rs im e tri o lm aksız ın , gerçek b ir  tü r  k u an tu m  b ağ lam ın d a  
yönelm e gerek liliğ in in  ta sa r la n d ığ ı 4—b o y u tlu  L orentzci uzay zam an la  ilg i
li b az ı fik irle ri gö rüyo r o lacağız. B urada bile , k a rş ıla ş tığ ım ız  "fiziki g e r
çeklik tab lo la rı"n ın , b az ı b ak ım la rd a n  önceki bö lüm de gördüğüm üz ö lçü 
ye dek değil fak a t b az ı b a k ım la rd a n  ondan  da faz la  o lacak  şekilde, ta n ıd ık  
o lan  şeyden  büyük  o ra n d a  ç ık arıld ığ ım  göreceğiz. Bu bö lüm de A sh tekar 
değ işken leri, döngü değ işken leri ve sp in  ağ la rın ın  a rd ın d a k i f ik irle rin  b a 
z ıla r ın a  tan ık lık  edeceğiz. S onraki bö lüm de b u rg aç  k u ram ıy la  tan ışacağ ız .

1 Bkz. Greene, 1999.
2 Burada, E instein 'ın  kendisinin, daha sonraki yıllarında birleşik  alan kuram larına girişm e

siyle, daha önceden girm iş olduğu dar yola takılıp kalm am asına ilişk in  b ir  ironi söz konu
sudur.



D eğer kazanm ış o lan  b e lir li b aşk ac a  fik irlere  de, özellikle ay rık  uzayza- 
m an, ^ -d e fo rm e li y a p ıla r  ("kuantum  grupları") ve değişm eli o lm ayan  ge
om etriye, bu  ik i bö lüm de değinilecek.

E in s te in  k u ram ın ın  k u an tize  o lm asın a  dönük  yak laşım ın  en do laysız 
b iç im le rin d en  b iri onu  b ir  H am ilton  b iç im ine sokm ak ve d ah a  so n ra  
§§21.2, 3 'te  aç ık lanm ış o lan  kanon ik  k u an tizasyon  iş lem lerin i uygu lam aya 
ça lışm ak tır. B ununla ilg ili pek çok güçlük  söz k onusudu r; a y r ın tıla ra  s a p 
lan m ak  istem iyorum . B un ların  pek çoğu E in ste in  k u ram ın ın  "genellikle 
kovaryan t"  (§ 19.6) o lm ası gerçeğ inden  ile ri gelir, böylece k u lla n ıla n  h e r 
h an g i b e lirli b ir  k o o rd in a tın  h iç b ir  önem i yok tu r. §21.2 'deki ta r tışm a d a n , 
k end is i yo luyla pa m om en tum unun , x a (klasik o larak) eşlen ik  konum  d e
ğ işken i olm ak üzere, ih d /d x a iş lem cisiy le  y e rin in  d eğ iş tir ild iğ i s ta n d a r t  
"kuan tizasyon  reçetesi"n in  h e r  zam an  doğru  o lm ad ığ ın ı, eğri çizgisel koo r
d in a tla r ı  k u llan d ığ ım ızd a  düz u zay zam an d a  b ile  doğru  o lm ad ığ ın ı an ım 
say ın . Bu nedenle , bu  tü r  k u an tiza sy o n  işlem i gerçek le ştir ilirk en  büyük  
özen göste rilm ek  zo ru n d ad ır.

D iğer b ir  zorluk , genel gö relilik le  ilg ili s ta n d a r t  H am ilton  iç in  b u lu n 
m uş o lan  polinom  biç im li o lm ayan  k arış ık  y ap ıd ır. Bizi b ir  u zay sa l b a ş 
lang ıç  §  3 -yüzey inden  u z a k la ş tıra n  evrim  denk lem lerine  sah ip  o lm an ın  
y an ı s ıra , b u n la r  H am ilton  ta ra f ın d a n  yönetilm ek üzere, S içer is in d e  h a re 
ke t edip  kısıtlılık lar3 o la rak  a d la n d ır ıla n  b aşk aca  denk lem ler de söz ko n u 
su d u r. B u n lar b ize S ü ze r in d e k i  veriy le  ilg ili tu ta r lı l ık  denk lem leri sa ğ la r  
ve k ıs ıtlılık  denk lem lerin in  sa ğ lan m ası S 'd e n  u za k  (en az ın d an  yerel o la 
rak) b u lu n a n  verin in  ta tm in  ed ici b ir  evrim i iç in  gerekli (ve yeterli) o lu r ve 
b u  evrim  d ah a  so n ra  k ıs ıtlıl ık la r ın  sa ğ lan m asın ı ko rum a a ltın a  alır.

Genel gö reliliğ i k uan tize  etm ekle ilg ili kanon ik  yak laşım , 1932 y ılında  
esasen  E in s te in  k u ram ın d a  o rtay a  ç ıkan  k arış ık  k ıs ıtlıl ık la r ı ele a lab ilm ek  
üzere yeni b ir  b ü tü n lü k lü  k u an tiza sy o n  çerçevesi g e liş tirm iş  o lan  D irac 'a  
dek u za n an  u zun  ve seçkin  b ir  ta r ih e  sa h ip tir .4 Bu tü r  b ir  yak laşım  y ılla r 
iç inde  çeşitli sa y ıd a  a ra ş tırm a c ı ta ra f ın d a n  a r ta n  b ir  çok yön lü lük  iç e ri
s in d e  iz len d i5 fak a t H am ilton ın  po linom  biç im li o lm ayan  k a rış ık  doğası 
ilerem eyi g ü çleştird i. D aha so n ra  1986'da H in t/A m erikalı fizikçi A bhay 
A sh tekar önem li b ir  a tılım  g erçek leştird i. K uram da k u lla n ıla n  değ işken le
r in  incelik li b ir  seçim i yo luy la  o (daha önceden A m itabha Sen ta ra f ın d a n

3 K ısıtlam a kavran ılan  ve Ham ilton form ülasyonuyla ilgili o larak bkz. Dirac, 1964; Ashtekar, 
1991; W ald, 1984.

4 Örneğin bkz. Dirac, 1950, 1964; P irani ve Schild, 1950; Bergmann, 1956; Amovvitt, 1962. Te
melde kuantum  kütleçekim in tıkız 3-geom etri üzerindeki Schrödinger denklemi olan Whee- 
ler-deW itt denklemiyle ilgili o larak bkz. deVVitt, 1967.

5 Bkz. Isham , 1975; Kuchar, 1981.



ile ri sü rü lm ü ş fik irle rle  k ısm en  ilişk ili b içim de),6 denk lem lerin  y ap ıs ın ı 
ça rp ıc ı b iç im de sad e le ş tirm ey i b a ş a rd ı ve H am iltondak i tu h a f  p ay d a la r  
o r ta d a n  k a ld ır ıla ra k  n isp e te n  b a s i t  b ir  po linom  y ap ıs ın a  o rtay a  çıktı.

32.2 Ashtekar değişken lerine yönelik  aynal g ird i

A sh tekar'ın , (hâlâ) ad lan d ır ıld ık la rı üzere, o rijina l "yeni değişken- 
le r''in e  ilişk in  ça rp ıc ı ö ze llik lerden  b iri, g rav ito n u n  (kütleçekim in ku an tu - 
m u)7 sa ğ -e lli ve so l-e lli k ıs ım la rın a  ilişk in  o la rak  ele a l ın m a la rın a  göre 
a s im e trik  o lm a la rıd ır. §§22.7, 9 'd an , (skaler olm ayan) k ü tle siz  b ir  p a rç a c ı
ğın, h a re k e t yönü d o lay ın d a  sa ğ -e lli ya d a  so l-e lli o lab ilen  iki sp in  d u ru 
m u n a  sa h ip  o lduğunu  an ım sayalım . B u n lar s ıra s ıy la  p a rçac ığ ın  p o z itif  ve 
n e g a tif  sa rm a llık  d u ru m la rı o la rak  an ılır. G rav iton  2 -sp in li b ir  p arçac ık  
o lm ak d u ru m u n d ad ır, öyleyse ken d isin e  ilişk in  iki sa rm a llık  d u ru m u  s ır a 
sıy la , s sa rm a llık  yerine  k u llan ılm ak  üzere, (ft =  1 k ab u l ederek) s =  2 ve 
s = —2 o lm alıd ır  (ayrıca bkz. §22.12). O rijinal A sh tekar yak laşım ı b u  iki 
d u ru m u  fa r k lı  b iç im d e  ele a lır. Böylece b u  form alizm  so l-sa ğ  as im etrik tir!

B urada , fo ton  1 sp in e  sa h ip k en  g rav ito n u n  a s lın d a  n iç in  2 -sp in li b ir  
p a rçac ık  o la rak  ele a lın d ığ ıy la  ilg ili b ir  yorum  uygun  o lu r  (bkz. §22.7, 
§32.3). B unun  an lam ı ned ir?  B ir k u an tu m  p a rç ac ığ ın ın  sp in  değeri onu  t a 
n ım lay an  a lan  n ice liğ in in  s im etrile riy le  (ve a lan  denklem leriyle) ilg ilid ir  
(ve §34.8 'de göreceğim iz üzere, 2 -sp in ö r  b iç im inde  y az ıla n  denklem lerde 
en belirg ind ir). B unun la  b irlik te , kü tleçek im in  sp in -2  doğasıy la  e lek tro 
m an y etizm an ın  sp in -1  doğası a ra s ın d a k i fa rk ı do laysız  o la rak  görm enin  
g eo m e tr ik  b ir  b iç im ine sa h ip  o lm ak iy id ir. H er a lan a  uyg u n  o lan  d a lg a la 
rı, d iğe r b ir  dey işle b ir  ta ra f ta n  ışığ ı o lu ş tu ra n  e lek trom anyetik  d a lg a la rı, 
öte ta ra f ta n  kü tleçek im  d a lg a la rın ı inceleyelim .

E lek trom anye tizm a d u ru m u n d a  d a lg a la ra  ilişk in  geom etrik  doğayı Şe
kil 22.12 'de ve §22 .9 'da gö rm üştük . K ilit no k ta , e lek trik  ve m anyetik  vek 
tö rle rin  esasen , d a lg an ın  kendi h a re k e ti yönündek i 7r'lik (diğer b ir  deyişle 
180°) b ir  d ö n d ü rm esin in  a lan  n iceliğ in i kend i n e g a tifin e  göndereceği şe 
k ildek i v e k tö r  n ice lik le ri o lm asıd ır; ve onu eski h a lin e  geri getirm ek  için  
27r'lik b ir  döndürm eye gerek  duyarız . K ütleçekim  d u ru m u n d a  dalga , şe k il
le r  17.8a ve 17 .9a'da g ö ste rilm iş  o lan  u zayzam an  çarp ık lığ ı b iç im inde 
o lur. Şu h a ld e  dalgay ı y a ln ızca  n  k a d a r  d ö n d ü rü rse k  ça rp ık lık  kend ine  g i

6 Bkz. Sen, 1982 ve Ashtekar, 1986, 1987.
7 Kısa süre içinde göreceğimiz üzere, teknik güçlükler orijinal A shtekar yaklaşım ını bu  be lir

gin biçim deki aynal açıklam adan sap tırm ıştır. Bununla birlikte A shtekar program ını ard ın 
daki güdüleyiciye ilişkin anlayışım  odur ki, bu “saptırm a", tasa rlan an  kuantum  kütleçekim 
kuram ına yakın olup onunla özdeş olm ayan modellere ilişkin geçici b ir  araştırm a olarak ka
bul edilebilir.



d er ve onu kendi n ega tifine  gönderen  şey  l/27r'lik  b ir  döndürm e olur. Bu
nun , W eyl eğriliğ in in , şek iller 17.8a ve 17.9a'daki çarp ık lık  e lip sle ri b iç i
m inde göste rild iğ i üzere, d ö r t k u tu p lu  b ir  işlem  o lm asın ın  b ir  sonucu  o l
duğunu  b e lir teb ilir iz  ve b u n u n  2 -sp in li b ir  p arçacığa  karşılık  geld iğ in i 
§31.9 'da be lirtm iştik , ct sp in  değeri için, dalga  yönündeki 7r/a'lık b ir  dön 
dürm e a lan  n iceliğ in i kendi nega tifine  gönderirken  onu eski d u ru m u n a  ge
tirm ek  üzere 27r/a'lık b ir  döndürm eye gerek duyu lu r. (Bunun yaln ızca  cr'mn 
y a r ı- te k  b ir  tam sa y ı olm ası d u ru m u n d a  işleyeceğine, bu  du rum dak i alan  
n iceliğ i zo runu  o la rak  sp in ö r b iç im li olm ak üzere, bkz. §11.3, d ikkat edin.)

B uradak i d u ru m d a  olduğu  üzere k ü tle siz  b ir  a lan d a  d ah a  ile ri g id eb ilir  
ve düzlem  d a lg a la rın ı çem bersel o la rak  sa ğ -e lli ve so l-e lli k u tu p lan m ış  
k ıs ım la rd a n  o lu şu r  şek ilde , e lek trom anyetik  çem bersel k u tu p la n m a  Şekil 
22 .12b 'de g ö ste rilm iş  olm ak üzere, dü şü n eb ilir iz . K uantize olm uş b ir  a la 
n a  ilişk in  o la rak  ilg ili p a rç ac ık la r  b u n a  bağ lı o la rak  p o z itif  ya da n eg a tif  
sa rm a llığ a  sah ip  o la ca k tır  (Şekil 22.13). a  sp in i için  bu  sa rm a llık  değerleri 
(Şekil 22.13'e yönelik  uygun  b ir  aç ık lam ay la  fa k a t q2a = z /w  ifad esin in  
q i / 2  _  z j w  ifad esi yerine  geçm esiyle b irlik te) ± a  olur. Böylece, kütleçekim - 
le ilg ili o la rak  esasen  o lası iki +2 ve - 2  değerin i elde ederiz.

S arm allık  d u ru m la rın ın  n as ıl aç ık lan d ığ ın ı görm ek üzere, m atem atiğ i 
b iraz  d ah a  açık o la rak  incelem em iz gerekecek. A slında, b aşv u rd u ğ u m  bu  
so l-sa ğ  a s im e tris i so n rak i bö lüm de inceleyeceğim iz b u rg aç  k u ram ın ın  
önem li b ir  öze lliğ id ir ve A sh tekar yak laşım ı, b aş lan g ıç  es in le rin in  b ir  k ıs 
m ın ı b u  tü r  b u rg aç  b iç im li f ik irle rd en  ed inm iş gö rünü r. Ş im dilik  bu rgaç  
ilin tili f ik irle rd en  gerek duyacağ ım ız tü m  şey bu  so l-sa ğ  a s im e tris in in  
o lağan  uzayzam an  te rim leriy le  m atem atik se l o la rak  n a s ıl ifade  ed ileceğ i
dir. D oğanın  b ilin en  iki k ü tles iz  a lan ın ı, e lek trom anyetizm a ve k ü tleçe 
kim , aç ık layan  iki te n sö r  n iceliğ in i an ım sayalım . Bu nicelik ler, f  ~  Fab 
m axw ell a lan  ten sö rü y le  (§19.2) C = Cabcd W eyl konform al te n sö rü d ü r  
(§19.7). B un ların  h e r  b ir i (Eat,pq b u ra d a  £0123 =  1 o lacak  b iç im de seçilm iş, 
s ta n d a r t  b ir  sa ğ -e lli o rtono rm al ta b a n d a k i k a rş ı-s im e tr ik  L evi-C ivita ten - 
sörü  olm ak üzere; bkz. §12.7 ve §19.2),

^ a b  ~  2 ^ ab p q ^ ^  ^a b cd  ~~ ~ ^ ^ a b p q ^ ^ c d

ind is  n o ta sy o n u n ca  ta n ım la n ıp  ik ili te n sö r  o la rak  a d la n d ır ıla n  şeye s a h ip 
tir. ik ili *F M axw ell te n sö rü n ü  §19.2 'de gö rm üştük . *C ik ili W eyl te n sö rü  
benzeş b ir  n icelik  o la rak  görü lü r. B unun  yerine  ay rıca  W eyl te n sö rü n ü n  
sondak i cd  in d is  ç iftin i "eşleştirm e"yi de ta sa rla y ab ilir iz . B unun la  b irlik te  
b u n u n  ab  üze rindek i eş leştirm ey le  ayn ı o lduğu  o rtay a  ç ık ar.13211

.®  132.1] Nedenini açıklayın. Diyagram biçimli notasyonla §12.8'in özdeşliklerini faydalı b u la 
bilirsiniz.



4 -b o y u tlu  u zay zam an d ak i b ir  n o k tad ak i b ir  2 -düzlem  e lem an ın ın  basit 
o lan  (§12.7) b ir  /  2-b iç im lis iy le  (ya da b ir  ikili-vektör) aç ık land ığ ın ı an ım 
sayın . B una ilişk in  */ eş len iğ im  (2-biçim li) F M axw ell te n sö rü n d e  olduğu 
g ib i o lu ş tu ra b ilir  ve k av ram a ka rm a ş ık  b ir  f  iç in  öz eş len ik  d iğer b ir  d e 
y işle  */ =  i/  ya da k a rş ı-ö z  eş len ik  d iğ e r b ir  dey işle  */ =  —i /  o labileceği 
an lam ın ı vereb iliriz , / 'y e  k a rş ılık  gelen  (karm aşık) 2 -düzlem  elem an ı b u n a  
göre, "öz eşlenik" ya d a  "k arş ı-ö z  eşlenik" o la rak  a d la n d ır ılır . Bu kavram  
b u rg aç  k u ram ı iç in  ön em lid ir  (§33.6).13221

K uantum  k u ram ın d a  a lan  n ice lik le rin in  k a rm a şık  say ı değerleri a lm a 
s ına , en  az ın d a n  dalga  fo n k siy o n la rıy la  ilg ili yo rum a sah ip  o ld u k la rın d a , 
o lanak  ta n ın ır . A slında b u  şey lere  b ak m an ın  b ir  çok fark lı fa k a t m a tem a
tik se l o la rak  eşdeğer b iç im i söz k o n u su d u r (bkz. 26. bölüm ). K arm aşık  b ir  
M axw ell te n sö rü n ü  ya d a  h a t ta  k a rm a şık  b ir  W eyl te n sö rü n ü  s ıra s ıy la  fo 
to n  ya da g rav ito n la  ilg ili b ir  dalga  fo nksiyonuna  ilişk in  b ir  b iç im i tem sil 
eder şek ild e  d ü şü n ü rsek  h a lih a z ırd a k i am aç larım ıza  en iyi uyacak  şey  bu 
o lur. K lasik b ir  a lan  n ice liğ in in  a y ır t edici b ir  özelliğ i o lan  gerçeklik  k o şu 
lu  y erin e  k a rm aşık  da lga  fo n ksiyon la rım ız  (§24.3 ve §26.2 'de b e lir tilm iş  
o lan  gerek lilik lerle  uyum lu  biçim de) p o z itif  fre k an s lı olm ak zo ru n d ad ır. 
B unun, W eyl eğriliğ i d u ru m u n d a  e sase n  ne a n la m a  ge ld iğ iy le  ilg ili fa z la 
ca endişelenm eyelim . Geçici o la rak , C 'nin yaln ızca , M inkovvski uzay ındak i 
b ir  a lan  o la rak  düşü n ü leb ileceğ i du ru m d ak i, düz lü k ten  so n su z  küçük  b i 
çim de fa rk lı o lan  eğik u za y la ra  b ak m ak ta  o lduğum uzu  d ü şü n eb ilir iz , böy- 
lece p o z itif  frek an s k oşu lu  so ru n lu  o lm ak tan  çıkar. (B ununla b irlik te , 
§§33 .10-12 'de belirtileceğ i üzere, b u n d a n  bile d ah a  iy is in in  yap ılab ileceğ i 
o rtay a  çıkar.)8 Şu halde , sağ-elli fo ton  ve g rav ito n la r, +F =  -  (F — i *F) ve 

+C =  ^(C  — i ’C) o lm ak üzere , (pozitif frekanslı) +F ve +C öz ik ili n icelik leri 

ta ra f ın d a n
*( +F) =  i +F ve *(+C) =  i +C 

ifad e le rin e  sa h ip  o lacağ ım ız şekilde, ta n ım la n ır . Sol-elli o la n la r  da,

*( ~F) = —i ~F ve ’( - C) =  —i ~C

— 1 — 1 o lacak  şekilde, F = - ( F  +  i F) ve C =  - (C  +  i C) ka rş ı-ö z  ik ili n icelik leri

ta ra f ın d a n  ta n ım la n ır . O rijinal A sh tekar çerçevesinde W eyl eğ riliğ ine il iş 
k in  öz ik ili ve k a rş ı-ö z  ik ili k ıs ım la r  fa rk lı ro lle r  oynar.

30 [32.2] öz  ikili b ir  / 'y i  açıklayan iki fab ind isin in  her ikisi de karşı-öz ikili b ir  Weyl (ya da
Maxwell) tensörünün herhangi b ir indis çiftiyle dara ltılırsa  bu durum da sonucun sıfır ola
cağını gösterin.

8 D oğrusallaştırılm ış kütleçekime ilişkin orijinal b ir ta rtışm a için bkz. Fierz ve Pauli, 1939;
doğrusallaştırılm ış kütleçekim le ilgili daha fazla bilgi için bkz. Sachs ve Bergmann, 1958. 
Doğrusal olm ayan gravitonla ilgili bkz. Penrose, 1976a ve 1976b.



Fiziki b ak ış  aç ısıy la  bu , tu h a f  g ö rü n eb ilir  çünkü  kütleçek im  a lan ın d a  
so l/sağ  a s im e tris in e  ilişk in  h e rh a n g i b ir  k an ıt söz k o nusu  d eğ ild ir  ve 
s ta n d a r t  E in s te in  genel görelilik  k u ram ın d a  d a  kesin lik le  yoktur. G örebil
d iğ im  k ad a rıy la  b u  so ru n a  yönelik  ik i fa rk lı tu tu m  tak ın ab ilir iz . B ir ta ra f 
ta n , H am iltom  sad e le ş tirm ek te  fay d a lı o lduğu  o rtay a  ç ıkan  as im e triy i b e 
lir li m a tem atiğ e  ilişk in  önem siz b ir  özellik  o la rak  değ erlen d ireb iliriz . Di
ğer ta ra f ta n , D oğayla ilg ili d erin  b iç im de so l/sağ  a s im e trik  o lan  b ir  şeyin 
söz k onusu  o ldu ğ u n a  ve as im e trik  fo rm alizm in  b u n u  b ir  b iç im de a r a ş t ı r 
d ığ ına  ilişk in  konum u kabu l edeb iliriz . A slında D oğanın so l/sağ  as im e trik  
o /duğunu, zay ıf  etk ileşim le rde açık b iç im de o rtay a  konduğu  üzere  (§25.3), 
b iliyoruz. B elirli b ir  an lam d a  e lek trom anyetizm a bu  a s im e trin in  k a lın tıla 
r ın ı iç e rir  fak a t bu  yaln ızca , onun  e le k tro za y ıf  ku ram d ak i zay ıf e tk ile şim 
lerle  b irle şim i üzerin d en  do lay lı b iç im de gö rü leb ilir. K ütleçekim le ilgili 
(bilinen) b en zer b ir  b irle şim  yok luğunda kü tleçek im in  b u  tü r  as im e trik  
özellik lere do lay lı ya da do laysız o la rak  sah ip  o lm ası gerek tiğ in i beklem ek 
için  h iç b ir  neden  yoktur. Yine de sic im  k u ram c ıla rın ın  kendi k u ram la rın a  
ilişk in  b ak ış  aç ıla rıy la  ilg ili o la rak , b ir  k u an tu m  kütleçek im  k u ram ın ın  
s ır f  kü tleçek im den  d ah a  faz la s ı o lan  b ir  şe y i am aç lad ığ ın a  ilişk in  bak ış ı 
kabu l edebiliriz ; o, k lasik  b ir  uzay zam an la  ilg ili h a lih az ırd ak i çerçevenin  
d ah a  tem el b ir  şeye yönelik  b ir  u ygun luk  ya da yak laşık lık  tah m in i o la rak  
gö rü lm esi gerekm ek üzere, fiziğ in  tüm üyle  ilg ili tem el b ir  çerçeveyi o rtay a  
serm ek ted ir. O "b ir şey" (A shtekar ve b u rg aç  çerçeveleri yan ı s ıra  sicim  
k u ram ın ın  h e te ro tik  gö rü n ü m lerin d e  o lduğu  gibi; bkz. §31.14) kendi iç inde 
b ir  ay n a llığ a  sa h ip se  bu  d u ru m d a  zay ıf etk ileşim le rde b ü tü n lü k lü  aynal 
a s im e trile r  b u lu n m a s ı gerçeği çok d ah a  ko lay  b iç im de a lg ılan ır.

32.3 Ashtekar değişken lerin in  biçim i

Öyleyse b u  ayna l A sh tekar değ işken leri ned ir?  Aynallık, L oren tzci 4 -  
uzaya u y g u lan an  ik i tü r  2 -sp in ö rd a n  b ir in e  ilişk in  as im e trik  seçim den 
k ay n ak lan ır. Bu nesnele ri, e lek tro n u n  tp d alga  fo n k siyonunun  2 -k arm aş ık  
b ile şen li k av ra m ların ın , b ir i ap resiz  ve d iğeri ap re li b ir  in d ise  sa h ip  o lan  
b ir  çiftinden , aA ve pAn o lu şu r  b iç im de d ü şü n ü le b ild iğ in i gördüğüm üz 
§25.2 'den an ım say ab iliriz . A presiz in d is in  e lek tro n u n  z ik  ya da sol-elli 
(negatif sa rm allık tak i) k ısm ı ve ap re li in d is in  za k  ya da sağ-elli (pozitif 
sa rm allık tak i) k ısm ıy la  ilg ili o lduğunu  b e lirtm iştik . A yrıca zay ıf e tk ile ş i
m in  pA, zak k ısm ın a  değil y a ln ızca  âA zik k ısm ın a  ilg i g ö ste rd iğ in i de gö r
m ü ştü k  (§25.3). Bu d u ru m d a , ap re li ya d a  ap re siz  sp in ö rü  d iğerinden  "da
h a  tem el" o la rak  seçen  b ir  uzayzam an  fo rm alizm i tem el b ir  ay n a llık  iç e rir



Ş ek il 32.1 A sh te k ar'm , M  u zay za m a m n d a k i u z a y sa l S  3 -y ü zey i ü z e rin d e  ta n ım lı o rijina l 
k an o n ik  değ işk en le ri T "konura" p a ra m e tre le rin i, S 'y le  s ın ır la n m ış  (yarım  okla b e lir tile n  
a A sp in ö r le r i  için) 4 -u z a y  sp in  b a ğ la n tıs ın ın  b ile şe n le ri o la rak  a lır . "M om entum " p a r a 
m e tre le ri tem el o la ra k  S 'ye ilişk in  (ters) y içsel m e triğ in in  (2 -b iç im lile r o la ra k  ifad e  e d i
lip  S 'n in  h e r  n o k ta s ın d a k i o rto n o rm a l b ir  ta b a n la  ilg ili olan) b ile şe n le rid ir .

ve b u  iki sa rm a llığ ı tem el b ir  düzeyde a y ır t  edeb ilm e ye teneğ ine sa h ip  b ir  
çerçeveyi o rtay a  serer.

A slında bu  yaln ızca , o rijina l A sh tekar (ve burgaç) fo rm alizm lerinde  
m eydana  gelen  şeydir. A sh tekar y ak laşım ın d a , u zay sa l b ir  S  3 -yüzeyine 
göre seçilm iş o lan  k a n o n ik  d eğ işken ler  tem el o la rak  S 'ye içsel o lan  (ters) v 
3 -m e triğ in in  ve S  ü ze rinde a lın m ış  o lan  (apresiz) T sp in  b a ğ la n tıs ın m  b i
leşen le rid ir . B iraz d ah a  k es in  o lm ak üzere, b u n la r  yere l b ir  sp in ö r  ta b a 
n ıy la  ilg ili te rs  m etrik  b ile şe n le rid ir  ve 2 -b iç im lile r  o la rak  g ö ste rilir le r . 
D ahası r  sp in  b a ğ la n tıs ı y a ln ızca  “S 'ye içsel o lan  sp inö rle r" ine  ilişk in  de
ğil tü m  4—u zay d a  tan ım lı a A sp in ö rle rin e  ilişk in  p a ra le l ta ş ım a y la  d a  ilg i
lid ir .9 Böylece r  bize ap re s iz  b ir  a A 4 -u z a y  sp in ö rü n ü n  (2-spinör), S  3 -  
u zay ı iç e ris in d e  b u lu n a n  b ir  eğ ri ü ze rindek i 4—uzay  m e trik  b a ğ la n tıs ın a  
(§§14.2, 8) göre, kendine p a ra le l b iç im de n as ıl ta ş ın a c a ğ ın ı sö y le r.10 y 3 -

9 Bkz. Ashtekar, 1986 ve 1987; ayrıca b ir  yineleme için bkz. A shtekar ve Lewandowski, 2004 ve 
ders kitabı için bkz. Rovelli, 2003.

10 "îndisler"in nasıl işlediğini anlam ak isteyenler öncelikle ters 3-m etriğ in  yükseltilm iş 3-bo- 
yutlu  indislere sahip  b ir yrs niceliği olduğuna dikkat etm elidirler. S  içerisindeki s üzerinde 
ikili o luştu rarak  t  ve u 'da karşı-sim etrik  olan Yr tu'yu (bir yoğunluk) elde ederiz. Bu a lt in 
d isleri 4-uzaydaki 2-biçim li ind isler olarak okuyabiliriz ve bize a lt sim etrik  sp inör ind isle

Ş ek il 32.2 I\ S 'ye ilişk in  içsel eğrilik ve r2 
dışsal eğrilikle ilgili olmak üzere T =  ^  + ir2 
biçim inde ifade edebiliriz (böylece T2, S 'n in  
M  içinde ne kadar büküldüğünü ölçer).



m e trik  (yoğunluk) n icelik lerine  ilişk in  a lan  m o m e n tu m  değ işken leri k ü 
m esi ro lü n ü  ve r  b ağ la n tı n icelik leri a lan ı ilg ili eş len ik  k o n u m la ra  ilişk in  
ro lü  oynar; bkz. Şekil 32.1. K uantum  k u ram ın d a , pa m o m en tu m u n u n  x a 
g ö ste rim in d e  (§21.2) ih d /d x a'yla  y er d eğ iş tirm e b iç im ine b ağ lı o la rak  r  
g ö ste rim in d e  y a la n la rın ı ("S/ST" §20.5 'te an ılm ış o lan  fo n k s iy o n e l tü re v  
k av ram ıy la  ilg ili o lm ak üzere) iM /5 r 'y la  yer d eğ iş tirm iş  b iç im de kabu l 
edeb iliriz . B enzer b iç im de y  g ö ste rim in d e  r ,  ift5 /5y 'y la  g ö ste rilir , r  b a ğ 
la n tıs ı tam  o la rak  S 'n in  içsel eğriliğ iy le  ilg ili b ir  I \ k ısm ın a  d ışsa l eğrilik le 
(diğer b ir  dey işle  5 'n in  M  uzayzam an ı iç inde n a s ıl "büküldüğüyle") ilgili 
b ir  r2 k ısm ın a  sa h ip tir ; bkz. Şekil 32.2. T üm  r niceliğ i

r  =  Tj +  ir2

b iç im inde  ifade ed ileb ilir  (form alizm e ilişk in  te rs  aynallığ ı seçm iş o lsa y 
d ık  ^  — ir2'ye sah ip  olurduk), r  n iceliğ i, ta b a n  uzayı S  ve lif  (apresiz) S (2- 
b o y u tlu  b ir  k a rm a şık  vek tö r uzayı) sp in  uzayı olm ak üzere, (§15.8 'deki a n 
lam ıyla) b ir  dem et b ağ lan tıs ı tan ım la r. Life ilişk in  ilg ili g rup  SL(2,C)'dir 
(bkz. §13.3).“

Bu n o k tad a  o rijina l A sh tekar y ak laşım ın d ak i tekn ik  b ir  güçlüğe d eğ in 
m eliyim . Bu, SL(2,C) g ru b u n u n  tık ız  o lm am ası ve çoğu ü n ite r  o lm ayan  
(bkz. §13.7), is tenm eyen  sonsuz  b o y u tlu  ind irgenem ez g ö ste rim le re  sah ip  
o lm asıd ır. Tüm  b u n la r, gerekli k u an tu m  kütleçek im  k u ram ın ın  h a s sa s  in 
şa s ıy la  ilg ili c idd i so ru n la r  y a ra tır . B u rad an  h arek etle  ilerlem e kay d ed e
b ilm ek  için , ıj B arbero -Im m irz i p a ra m e tre s i o la rak  b ilin en  s ıf ır  o lm ayan  
gerçel b ir  say ı olm ak üzere, d eğ iş tir ilm iş

^  =  rı + rçr2

b a ğ la n tıs ı k u llan ılm ış tır . Bu, tüm üyle  tekn ik  b ir  özellik o lan , g ru b u n  a rtık  
tık ız  SU(2) b iç im inde o lm ası av a n ta jın a  s a h ip tir  ve ona ilişk in  (ind irgene
mez) g ö ste rim le rin  tü m ü  son lu  bo y u tlu  ve ü n ite rd ir. H er b ir  ta ra fın d a n

rin in  b ir çiftini sağlayan karşı-öz ikili kısm ını alm ak bize P ve Ç 'da iz serbest olan b irY rP<? 
niceliğini ya da eşdeğer biçimde yrpQ niceliğini verir. T'yla ilgili olarak bu, zorunlu biçimde 
iz serbest olan (çünkü bu b ir SL(2,<C) bağlantısıdır) spin uzayındaki 1-biçimli b ir m atris ol
duğundan, b ir  rrpç niceliğidir. T'yla ilgili indis yapısının kanonik değişkenler için, y'nın, ol

m ası gerektiği üzere, te rsi olduğuna dikkat edin. Daha fazla a y n n tı için bkz. Ashtekar, 1986, 
1987; A shtekar ve Lewandowski, 2004; Rovelli, 2003.

11 Sen'in 1981'de sunduğu şey, genel göreliliğin k ısıtlılık ların ı polinom  biçim ine indirgeyen bu 
bağlantıd ır. VVitten'in, genel görelilikteki toplam  enerji pozitifliğiyle ilgili kanıtlam a işle
minde, bağım sız olarak, aynı bağlantıyı (yine 1981'de) kullanm ış olm ası önem lidir; bkz. 
§19.8 ve VVitten, 1981. Bildiğim kadarıy la bu  bağ lan tıınn  ilk kullanım ı, burgaç kuram ının 
A shtekar değişkenleriyle en yakın biçim de ilişkili parçası olan S'ye ilişkin h iper yüzey b u r
gaç uzayının o luşturulm ası sırasındadır; Penrose ve MacCallum, 1972; Penrose, 1975.



ta n ım la n a n  k la s ik  k u ram  r 'y la  ta n ım la n a n d a n  y a ln ızca  "kanonik d ö n ü 
şüm " o la ra k  a d la n d ır ıla n  şey k a d a r  fa rk lılık  g ö s te rir  ve b u  k lasik  k u ra m 
la rın  faz uzay ı (§20.2) ü ze rin d ek i fark lı, "genellenm iş k o o rd in a tla r"  t a r a 
f ın d a n  aç ık la n sa  da eşdeğer o lm ala rı (aynı sim p lek tik  yap ıya  sah ip  o lm a
ları; bkz. §14.8, §20.4) an lam ın a  gelir. B unun la b irlik te  so n u ç tak i k u an tu m  
k u ra m la r ın ın  eşdeğer o lm ası gerekm ez. Bu, §21.2 'de o rtay a  konm uş olan  
konudur: k u an tiza sy o n  işlem i norm alde, genellenm iş k o o rd in a tla r ın  değ i
şim i a l tın d a  değişm ez değ ild ir. P n m  T^'yla y e r  değ işik liğ in in  ne k ad a r 
"zarar" g erçek leştireb ileceğ i çözüm lenm em iş b ir  konu o la rak  gö rünü r. Her 
koşu lda , ilk  o la rak  "daha kolay" d u ru m u  ç a lış ıla ra k  d ah a  faz la  şey öğ
ren ileb ilir. S onuçtak i k u an tu m  kütleçekim  ku ram ın ın , k u an tu m  kütleçeki- 
m e yönelik  n iye tlen ilen  y ak laşım  yerine  yaln ızca  (± i  ya d a  0 d ış ın d ak i 77 
d eğ e rle rin in  geom etrik  gerekçelend irm eden  yoksun  göründüğü) b ir  "oyun
cak  m odeli" o lduğu  k o n u su n d a  en d işe len ileb ilse  de sa p m an ın  E in s te in  k u 
ram ın ın  ta s a r la n a n  ku an tize  v e rs iy o n u n d a n  büy ü k  o lm adığ ı v a rsay ılır .

r ,  d u ru m u n d a  h a y a t o ldukça b a s it  hale  gelir çünkü  SU(2)'ye ilişk in  ge
rek li ind irgenem ez fa rk lı g ö ste rim le r, (görelilikçi olm ayan) o lağan  k u a n 
tu m  m ekan iğ indek i (kütleli b ir  parçacığ ın ) fa rk lı sp in  d u ru m la rıy la  m a te 
m a tik se l o la rak  eşdeğerd ir. Bu fa rk lı sp in le rin , sp in  değeri olm ak ü ze 

re, n =  0,1,2,3,4,5,..., doğal sa y ıla rıy la  işa re tle n d iğ in i §22 .8'd en  an ım sarız . 
(§22.8'd e  ay rıca  h e r  b ir  n 'y e  ilişk in  göste rim  u zay ın ın  n  in d is li ıPa b ...d  s i
m etrik  sp in  te n sö rle r in d en  o lu ş tu ğ u n u  da görm üştük .) Bu fa rk lı "spin  d e 
ğ e r le r in in  n a s ıl k u llan ılm ası gerek tiğ in i k ısa  sü re  iç inde göreceğiz.

32.4 Döngü değişken leri

Şeyleri, genel kovaryansı, S  b aş lan g ıç  3 -u zay m d a , d ah a  b e lirg in  hale  
ge tiren  b ir  şek ilde n a s ıl aç ık larız? Bu, genel k u an tu m  du rum um uzu , tem el 
k u an tu m  kütleçek im  d u ru m la rın a  ilişk in  tem el o la rak  fa rk lı şekilde aç ık 
la n ab ilen  ve S  içeris in d ek i ken d isin e  ilişk in  genel k o v ary an sla  çok b a s it  
şek ilde ilg ilen ilen  özellikle b a s it  b ir  a ile  b iç im inde aç ık layan  y a ra tıc ı b ir  
a le t yo luy la  yap ılır. (Bu tem el d u ru m la ra  b iraz d an  geleceğiz.) Böylece g e
nel d u ru m  d o ğ ru sa l ü s t  ü s te  b inm e yo luy la  b u  genel d u ru m la r  b iç im inde 
ifade ed ilir. Ne gerek tiğ i an lam ak  iç in  S  içerisindek i k ap a lı döngüyü ele 
alın . Z ihnim izde, r  b ağ lan tım ız ı, b ize "kendisine p ara le l"  o lan  ap resiz  b ir  
a A sp in ö rü n ü  böylesi b ir  döngü e tra fın d ak i tü m  yol boyunca ta ş ım a  o la
n ağ ın ı sağ lam ak  üzere k u lla n m a n ın  e tk is in i can lan d ıra lım . B aşlad ığ ım ız 
yere geri döndüğüm üzde S sp in  u zay ın a  ilişk in  çizgisel b ir  d ö n ü şü m ü n  e t
k ilenm iş o lduğunu  görü rüz . Bu, b ile şen  b iç im inde, k a rm aşık  b ir  2x2 T AB 
m a tr is iy le  (bkz. §13.3), b u  m a tr is in  e lem an la rı S  üze rindek i b ir  ta b a n  se ç i



m ine bağ lı o lm ak üzere, ta n ım la n ır . B unula b ir lik te  bu  m a tr ise  ilişk in  T AA 
izi ta b a n  bağ ım lı k a rm aşık  b ir  s a y ıd ır ,132-31 öyleyse b u  b a s it  o la rak , r  sp in  
b a ğ la n tıs ın ın , döngü  seçim iyle ilişk ili o lan  b ir  özelliğ id ir. (Bu, b u  fik ri 
a y a r  k u ram la rın d a  ilk  o la rak  k u lla n an  K enneth  VVilson'ın a rd ın d a n , Wil- 
son  d ö n g ü sü  o la rak  a d la n d ır ıla n  d ah a  genel b ir  k av ram a ilişk in  b ir  ö r
n e k tir .)12 C arlo Rovelli, Lee Sm olin ve Ted Ja co b so n  bu  fik ri 1988'de, bu  
döngü  bağ ım lı iz leri genel gö relilik le  ilg ili d ö n g ü  değ işken leri o la rak  a d 
la n d ıra rak , genel gö relilik te  g e liş tird ile r . Bu döngü  değ işken lerin i k u a n 
tu m  iş lem cile ri b iç im inde k ab u l e ttiğ im izde , bu  p a ra g ra fın  b a ş ın d a  değ i
n ilm iş o lan  "tem el du ru m lar"  esa se n  tam  o la rak  o n la rın  ö z  d u ru m la r ı  
o lur.

Bu tem el k u an tu m  kütleçek im  d u ru m la rın ın  geom etrik  n ite liğ i nedir? 
T an ıd ık  o lduğum uz o lağan  tü rd e k i m etrik  geom etrisi b ak ış  aç ıs ıy la  epey 
o lağ an d ış ı o lduk la rı ve k lasik  genel gö reliliğ in  "p ü rüzsüz  geom etriler"in- 
den  çok uzak  o lduk la rı aç ığa  çıkıyor. A slında bu  tem el d u ru m la rın  ge
om etrik  o larak , §9.7 ve §21.10 'da değerlend ird iğ im iz  (Dirac) d e lta  fo n k s i
yo n la rın a  b en z er b iç im de, o ldukça "tekil" o ld u k la rım  göreceğiz, ilk  o larak  
S 'y i n ite lik s iz  b ir  m an ifo ld  b iç im inde d ü şü n ü n .13 D aha so n ra  5 'd ek i b ir

Ş ek il 32.3 (a) Koni biçim li 2 -yüzeye ilişk in  bu pürüzsüz olm ayan örnek, eğri 8 -  
fonksiyon lann ın  bulunduğu, tepe ve taban kenarı etrafı d ışındaki her yerde sıfır  eğriliğe  
sahiptir. (Kuantum kütleçekim ine Regge analizi yaklaşım ı 2 -uzay  üzerindeki 5-fonksiyon  
eğriliğine sahip  4 -uzayla  benzer biçim de işler; b k z . Şekil 33.3.) (b) Bununla birlikte döngü  
kuantum  kütleçekim de gerçekleşen şey  bu d e ğ ild ir .  Burada döngüler üzerinde, m etriğin  
kendisi geri kalan her yerde yok olm ak üzere, bir a la n  tf-fonksiyonu m evcuttur.

i®  [32.31 Nedenini açıklayabilir misiniz?
12 Bkz. VVilson, 1976; kuantum kuramındaki bu teknikle ilgili olarak bkz. Zee, 2003. Ayrıca bkz. 

Rovelli ve Smolin, 1990.
13 Bunu belirtebilmek için bile, manifold yapısı yetkili olduğumuzdan daha fazlası tarafından 

ele alınabilmelidir çünkü bu ona yalnızca bir topoloji sağlamakla kalmaz aynı zamanda tü- 
revlenebilirlik ya da "pürüzsüzlük" de sağlar; bkz. §10.2 ve §12.3. Ayrıca §33.1'le de karşı
laştırın. Aslında teknik uygunluk için, Ashtekar-Lewandowski yaklaşımında S 'ye a n a litik  
bir yapı atanır; Ashtekar ve Lewandowski, 1994. Bu onun, §6.4'teki anlamda, C“ olması an
lamına gelir.



k ap a lı d ö n gü le r a ile s in i ele alın . H er döngü  du ru m u n u , tü m  geom etrisine  
b ir  b iç im de döngü  ü ze rin d e  y oğun laşm ış  şek ilde sah ip  o la rak  d ü şü n m eli
yiz. Döngü ü ze rin d e  yo ğ u n la şm ış b iç im de b u lu n a n  şey gerçek te eğrilik  de
ğ ild ir  fa k a t b u n u n  yerine  tü m  m e tr ik  döngü  üzerin d e  b ir  tü r  de lta  fo n k si
yonunu  b iç im inde , döngü  d ış ın d a  b ü tü n ü y le  yok o larak , yoğ u n laşm alıd ır. 
Bu d u ru m  Şekil 32 .3 'te  g ö ste rilm iş  o lan  düz ta b a n lı koni geom etrisiy le  
b en zerd ir. Koni ta b a n ın ın  k en a rı boyunca o lan  eğ rilik te  ve ay rıca  te p e 
de13241 b ir  d e lta  fonksiyonu  (§9.7) söz k o n u su d u r ve b u  tü r  b ir  du ru m  k u a n 
tu m  kütleçek im e yönelik, Regge an a liz i o la rak  b ilin en  fa rk lı b ir  y ak laş ım 
d an  kaynak lan ır; bkz. §33.1. Bu yoğun luğun , döngüye a ta n a n  b ir  "spin" 
değeriy le  ö lçü len , bu  tü r  fa rk lı j  =  1 /2 n değerleri SU(2)'nin ind irgenem e- 
yen fa rk lı g ö ste rim le rin e  k a rş ılık  gelm ek üzere, b ir  "derece"si m ev cu ttu r 
(bağ lan tım ızla  ilg ili o la rak  b e lirg in  b iç im de d ah a  "doğru" r  yerine  F^'yı 

ku llan ırız).
Bu ifad e le r  d ah a  faz la  aç ık lam a gerek tirir. B u rada o rtay a  çıkan "m et

rik" kav ram ı gerçek ten  de, döngüyle k a rş ıla şa n  h erh an g i b ir  denem e 2-y ü - 
zey e lem an ına  b ir  a la n  a tay a n  kav ram d ır. A slında a lan  ö lçüsünde, a iled e
ki h e r  döngü  üzerinde  tüm üy le  y o ğ u n la şan  b ir  d e lta  fonksiyonu  söz konu 
su d u r. B unun  an lam ı ned ir?  S  3 -yüzey inde b u lu n a n  (kapalı o lm ası gerek
meyen) 2 -b o y u tlu  b ir  T  denem e yüzeyi d ü şü n ü n . Bu, çeşitli döngü leri pek 
çok yerde keseb ilir. T, döngü le rden  b iriy le  h e r  k a rş ıla şm a s ın d a  b e lir li b ir  
a lan  ö lçü sü n ü  kaydeder; a lan ı h e r  neyse ona, döngüyle b u lu ş tu ğ u  yer d ı
ş ın d a  h e rh a n g i b ir  k a tk ı söz k o n u su  değ ild ir. Böylece m etriğe  ilişk in  "del
ta  fonksiyonu"nun  n ite liğ i, h e r  dö n g ü n ü n  y a ln ızca  J 'n in  döngüyü kes tiğ i 
yerde  b ir  a la n  ö lçüsü  a ta m a s ı gerçeğiyle b e lir tilir . H er kes işim  nok tası, 
j  = ^ n  b e lir li d ö ngünün  "spin" değeri olm ak üzere,

BnGrfh^] j(j + 1)

değerin i su n a r; bkz. Şekil 32.4. A ilenin tü m  dö n g ü le rin d en  gelen bu  a lan  
k a tk ıla rın ı top la rız .

S icim  ku ram ıy la  döngü  değ işken i k u ram ı a ra s ın d a  ilg inç b ir  k a rş ıtlık  
söz k o n u su d u r. Sicim  k u ram ı k u an tu m  kütleçekim e yönelik  neredeyse tü 
m üyle ted irgey ic i b ir  y ak laşım ken  döngü  değişkeni yak laşım ı tem el o la rak  
ted irgey ic i değ ild ir. Sicim  k u ram ın d ak i h esa p la m a la r  neredeyse değişm ez 
b iç im de d ü z  o lan  b ir  a rd a la n  u zay zam an m d a, d iğer b ir  dey işle  M M in- 
kovvski u za y ın ın  d iyelim  ki b ir  C alab i-Y au 6-u za y ıy la  ça rp ım ı o lan  uzay- 
zam an d a  (bkz. §31.14) g e rç ek le ş tir ilir  ve yaln ızca  o a rd a la n d a k i zay ıf 
a la n la rla  ilg ilen ilir. F ik ir b u  zay ıf a la n  s ın ırın d a n  "uzağa d a lg a la n m a k tır



Ş e k i l  3 2 .4  S  3 - y ü z e y in d e k i  2 - b o y u t lu  b ir  T  d e n e m e  
y ü z e y i .  T 'n i n  b i r  d ö n g ü y le  h e r  k e s iş im i  a la n a  i l i ş k in  
8 m j h ^ j(j + 1) d e ğ e r in e  (j " sp in "  d e ğ e r i o lm a k  üzere )  
k a tk ıd a  b u lu n u r .

Ş e k i l  3 2 .5  Y a k la ş ık  b ir  u z a y z a m a n a  i l i ş 
k in  d ö n g ü  d e ğ iş k e n i  a ç ık la m a s ı,  “ö rg ü -  
le r" in  n e r e d e y s e  d ü z e n l i  b ir  y a y ı l ım ın a  
i l i ş k in  b ir  ç a k ı ş m a  b iç im in d e  s u n u la b i l ir .

(diğer b ir  dey işle  ü slü  seriy i d ah a  küçük  b ir  p a ra m e tre  c in s in d en  d ü şü n 
mek); bkz. §26.10 ve §31.9. Öte ta ra f ta n  döngü  değ işken leri d u ru m u n d a  te 
m el döngü  d u ru m la rı (ya d a  sp in  ağı d u rum ları; bkz. §32.6), d ö n gü le r (ya 
da sp in  ağı çizgileri) üzerindek i a lan  ö lçüsünde  d e lta  fo n k s iy o n la r ın a  s a 
h ip  o larak , düzlük ten  (ya da k lasik ten) o ldukça u zak tır . Y aklaşık  b ir  u zay 
zam an a ilişk in  döngü  değişkeni aç ık lam asın ı elde etm ek üzere, Şekil 
32 .5 'te  g ö ste rild iğ i gibi, "örgüler"in  neredeyse düzen li b ir  yay ılım ına  b e n 
zer b ir  şeyi ele alm am ız gerekir.

B unun  o ldukça topolojik  b ir  aç ık lam a o lduğuna d ik k a t edin. Bir d ö n 
gün ü n  d iğerine  ne k ad a r "yakın" o ldu ğ u n u n  önem i y o k tu r  (çünkü "m etrik" 
kav ram ı döngünün  k en d isin d en  öte b ir  an lam  ifad e  etmez). Ö nem li o lan  
şey ler yaln ızca, döngü ler a ra s ın d a k i topolojik  "bağlanm a" ve "düğüm len
me" (ya da kesişm e) ilişk ile riy le  o n la ra  a tan m ış  o lan  fa rk lı "spin" değerle
rid ir . Böylece (S  içerisindeki) genel k o v ary an sın  icab ına , yaln ızca  b u  ayrık  
topolo jik  ta b lo y u  elim izden  k aç ırm am ak  koşu luy la , tüm üy le  bak ılm ış 
olur.

32.5 Düğüm ve bağların m atem atiği

K uantum  kütleçek im ine ilişk in  döngü değişkeni ta b lo su  b iz i düğüm ler 
ve b ağ la rın  topolo jisiy le  ilg ilenen  m a tem atik  a la n ın a  yöneltir. Bu, kendi 
b ile şen le rin in , tem elde sic im in  çözüm lenen  p a rç a la rı , s ıra d a n  doğasın ı ele 
a lan  şa ş ır tıc ı b iç im de çok yön lü  b ir  konudur. K apalı b ir  "sicim  dön g ü 
s ü n ü n  gerçek ten  d ü ğ ü m lü  o lup  o lm ad ığ ına k a ra r  verm ek üzere  e lverişli 
m a tem atik se l k r ite rle ri k u llanm am ız gerek ir ("düğümlü", o lağan  Ö klitçi 
b ir  3 -u zay  iç inde p ü rü zsü z  h arek e tle rle  döngüyü o lağan  b ir  çem ber h a lin e



(a) (b) (c) (d) (e)

Ş ek il 32.6 Düğüm ler ve bağlar, (a) Yonca düğüm; düğüm lü bir döngü örneği, (b) Düğümlü  
olm ayan (çıplak gözle b elli olmayan) bir döngü örneği, (c) İki döngü arasındaki b asit bir 
bağ. (d) Sıfır "bağlama sayısı"na sahip  o lsa lar da ayn lam ayan  iki döngünün bulunduğu  
VVhitehead bağı (her birinin  bir yüzeyle buluştuğu net sayı diğerini kapsar), (e) Hiçbir çif
ti bağlanm am ış olm asına karşın  ayn lam ayan  Borromean bağı.

deform e etm en in , döngü  esn em e lerin in  b irb ir i iç inden  geçişine iz in  v e ril
m em ek üzere, o lanaksız  o lm ası an lam ın a  gelir; bkz. Şekil 32.6). B enzer b i
çim de, ik i ya d a  d ah a  faz la  ay rık  d ö ngünün  b irb ir in d en , b ağsız  hale  gel
m ek üzere, b ü tü n ü y le  ay rılıp  ay rılam ay acağ ın a  k a ra r  verm ekle ilg ili k r i
te r le r  de a ray ab iliriz . Bu so ru y a  az çok b ü tü n lü k lü  y a n ıtla r  sağ lay an  (ör
neğ in  "A lexander polinom u" gibi) çeşitli y a ra tıc ı m atem atik se l ifad e le r 20. 
yüzy ılın  b a ş la r ın d a n  b e r id ir  b ilin iy o r fak a t son  y ılla rd a , es in  k ay n ak la rın ı 
büyük  ölçüde fiz ik ten  a lan  e tk iley ici ve d ah a  sa d e le ş tir ilm iş  b ir  m ik ta r  iş 
lem  b u lu n d u . B unlar, "Jones polinom u", "HOMFLY polinom u", "Kauff- 
m an n  polinom u", vb g ib i is im le r  a ld ıla r .14

Bu yen i m atem atik se l y a p ıla r ı d ü şü n m en in  b ir  yolu  o n la rı b ir  tü r  "d i
y ag ram  b iç im li cebir"den, b u  §12.8 'de (bkz. şek ille r 12.17 ve 12.18) su n u l
m uş ve 13. bö lüm de (bkz. şek ille r 13.16-19, vb) geniş b iç im de ku llan ılm ış  
o lan  te n sö r  ce b irin in  d iyag ram  b iç im li aç ık lam asın a  ilişk in  b ir  genellem e 
o lm ak üzere, k ay n a k la n ır  b iç im de ele a lm ak tır. Bu genellem ede b ir  "ind is 
ç izg isi"n in  böy lesi d iğer b ir  ç izg in in , b ir  d iy ag ram d a  b irb ir le r iy le  k a rş ı
la ş tık la r ın d a  ü s tü n d e n  ya d a  a ltın d a n  geçm esi b ir  fa rk lılık  y a ra tır ; bkz. 
Şekil 32.7. K auffm ann ceb irin i belirlem eye h izm et eden Şekil 32 .8 'de gös
te rilm iş  o lan  g ibi, ceb ir ü ze rin d e  uygu lam aya soku lab ilecek  çeşitli "ceb ir
sel varlık la r"  söz konu su d u r. B un lar, k ısa  sü re  iç inde geleceğim iz sp in  ağı 
k u ram ın ın  tem elin i o lu ş tu ra n  tü m leşik  düzen lere  ilişk in  za r if  genellem e
le r  su n a r.

Şekil 32 .8 'deki A n iceliğ i k a rm a şık  b ir  sa y ıd ır  ve A bazen  b ir  q =  A2 = 
e m / r  niceliğ i b iç im inde yaz ılır. (A = — 1 d u ru m u  sp in  ağı k u ram ın ın  tem e
lindek i "b ino r analiz"i verir; Penrose, 1969, 1971.) Şekil 12.17'deki s im e t
r ik le ş tir ic i ve k a rş ı-s im e tr ik le ş tir ic ile r in  b en zerle ri m ev cu ttu r. Böylesi 
şey lere ilişk in , bazen  b ir  q -d e fo rm e li  y a p ıla r  o la rak  a d la n d ır ıla n  önem li 
b ir  k u ram  g e liş tirild i. Çoğu kez, o ldukça y an ıltıc ı b iç im de "^-deform eli"

14 Düğüm kuram ına oldukça nazik b ir başlangıç için bkz. Adams, 2000. Daah teknik b ir çalış
ma için bkz. Rolfsen, 2004 ve Kauffmann, 2001.



Ş ek il 32.7 Şekiller 12.17, 12.18 ve 13.6-9, vb'deki türde diyagram  biçim li tensör cebiri 
düğüm ler ve bağlara ilişk in  bir cebir üretmek üzere genellenebilir. Ek bir özellik , bir "in
dis çizgisi"nin böylesi diğer bir çizgiy le kesiştiğ in d e üstten  ya da alttan geçm esin in  artık 
bir fark oluşturacak olm asıdır.

Şek il 32.8 Kauffmann cebiriyle ilg ili olarak, sp in  ağı kuramını tem elleyen "binor" cebiri- 
nin ^-deform eli versiyonunu veren en b asit ceb irsel özdeşlik , q  — A 2 = e tn/r olmak üzere, 
gösterilm ektedir. (A =  - l 'd i r  ve Şekil 32 .7’deki kesişm e durumları ortaya çıkmaz.)

yerine , ö rneğin  "kuantum  g rubu" k av ram ın d ak i gibi, "kuantum " terim i 
k u llan ılır. B unun la  b irlik te  b ir  "kuan tum  g rubu"y la  k u an tu m  k u ram ı a r a 
s ın d a  açık  h e rh a n g i b ir  ilişk i söz k o n u su  d eğ ild ir  ve k u an tu m  g ru p la rın ın  
önem li b ir  u y g u lam as ın ın  tem el düzeydeki fiz ik te  varlığ ı şu  an  için , tü 
m üyle o lası o lsa  da, büyük  ö lçüde v a rsa y ım sa ld ır .

K enarda bekleyen b ir  şey  o larak , b u  yeni b u lu n m u ş m a tem atik se l y a p ı
la r  (Jones po linom ları, vb) ile fizik  a ra s ın d a , özellikle Edvvard W itten  t a 
ra f ın d a n  g e liş tirilm iş , d iğe r o lası b ir  b a ğ la n tın ın  söz k onusu  o lm asın ı b e 
lirtm eye değ e r .15 Bu topolo jik  k u a n tu m  a la n  k u r a m ı  kav ram ıd ır. Bu tü r  
b ir  k u ram d a  a lan  denklem leri b ü tü n ü y le  k ay bo lu r fa k a t ev rensel yap ıda  
ve (yerel o la rak  kaybolan) a lan la  ilg ili "kaynaklar" sağ lad ığ ı d ü şü n ü le b ile 
cek "aksak lık lar"da b ilg i h â lâ  m ev cu ttu r. 1 +  2 b o y u tta k i genel gö relilik  iyi 
b ir  ö rnek  o lab ilir. 1 +  2 (=  3) b o y u tta  W eyl te n sö rü  ayn ı b iç im de yok olur, 
böylece tü m  eğrilik  R icci te n sö rü n d e  b u lu n u r. Bu neden le  "boş uzay"da 
(Ricci düzlüğü) tü m  eğrilik  yok olur. B unun la  b irlik te  b ir  "nok tasa l k ay n a 
ğa" ilişk in  kü tleçek im  a lan ı önem siz d eğ ild ir  çünkü  kaynak  ev rensel ge
om etride  o rtay a  çıkan  b ir  "aksaklığa" n eden  olur. Bu, Şekil 32 .9 'da g ö ste 
rilm ek ted ir. G eom etri, Şekil 28.4’te  gö ste rilm iş  o lan  kozm ik b ir  sic im  ge
om etrisiy le , b u ra d a  ta b lo n u n  3 -b o y u tlu  b ir  uzay  y erin e  (1 +  2 )-b o y u tlu  
b ir  uzayzam an ı göste rm esi d ış ın d a , o ldukça b en zerd ir. K aynağın (zam an-

15 Bir gözden geçirme m akalesi olarak bkz. Labastida ve Lozano, 1997; orijinal "TOFT" için 
bkz. VVitten, 1988.



Ş ek il 32.9 2+1 boyuttaki "genel görelilik" herhangi bir kaynağın bulunm adığı her yerde 
(çünkü orada Ricci tensörü yok olur ve 3 boyutta Weyl tensirü  her zam an yok olur) düz 
uzayzam an talep eder. Bununla birlikte kaynak dünya ç izg isi düz uzayzam anda, uzam sal 
3-geom etrisi Şekil 28.4'te ve §28.2'de gösterilm iş olan, "kozmik sicimi" andıran bir "ak
saklık" (koni b içim li tekillik) sunar. Kaynak dünya çizgileri, k lasik  biçim de, her zaman  
düzdür fakat bu durum, bu kuramın -topolojik  kuantum  alan kuram ının bir örneği o lan -  
kuantum  versiyonunda esnetilir.

sal) d ü n y a  çizg isi üze rindek i eksen  d o ğ ru ltu su n d a  b ir  k e s it ç ık a rılır  ve so 
n u ç tak i iki düzlem sel s ın ır  b irb ir in e  y ap ış tır ılır .  K lasik ta b lo d a  böylesi 
k ay n ak la rın  d ü n y a  çizg ileri düz olm ak z o ru n d a d ır  fa k a t b u  k la sik  m odele 
d ay a n an  b ir  QFT, a lan  (b u rad a  eğrilik  alanı) yok o ld u ğ u n d an  topo lo jik  b ir  
QFT, eğri ve esasen  düğüm lü  y a  da b ağ lı kaynak  çizg ilerine iz in  verir. To
polojik  QFT fik rin i k u lla n a rak  düğüm  ve b ağ la rın  m atem atiğ iy le  ilg ili kav 
ray ış  ed in im ine iz in  veren  şey  b u d u r .16 A lan ö lçüsüne katk ı, döngü le rin  
kend isi o lan  "aksak lık lar" d ış ın d a  yok o lduğundan , döngü  değ işken lerin in , 
"topolojik  QFT" genel düzen ine b ir  b iç im de benzeyen  b ir  s is tem  sağ lad ığ ı 
fa rk  ed ilecek tir. Yine de b ir  fa rk  söz k o n u su d u r çünkü  a lan  denklem leri 
döngü  değ işken leriy le  b ir lik te  o r ta d a n  kaybolm az.

Topolojik  Û FT 'ler m a tem atik se l y a p ıla r  o la rak  ilg in ç tir  fa k a t on la rı 
cidd i fizik i k u ram la ra  ilişk in  m ode lle r b iç im inde  ro lle r  oynarken  görm ek, 
a lan  d enk lem lerin in  tüm üy le  yok o lm a la rı neden iy le  güçtü r. B ilinen fiz i
ğ in  büyük  k ısm ı böy lesi denk lem lerin , a la n la r ın  geleceğe k o n tro llü  b iç im 
de yay ılab ilm eleri iç in  önem siz o lm ay ışına  dayan ır. B unun la  b irlik te  to 
polojik  QFT fik irle rin in  b u rg a ç  k u r a m ıy la  b irle ş ik  h a ld e  k u llan ılab ileceğ i
ne ilişk in  b e lirg in  d iğer b ir  o lasılık  d a  söz k o n u su d u r. 33. bö lüm de göre
ceğim iz üzere  (§33.1 l 'in  sonunda), b u rg aç  uzay ı aç ık lam asın d a  a la n la r  ye
re l o la rak  kaybolm az. Topolojik QFT fik ir le r in in  b u rg aç  k u ram ın a  uy g u 
la n m as ı şim d iye  dek pek de ile r le tilm e d i17 fak a t b u  a lan d a  n e le r gerçek le
şeb ileceğ in i görm ek ilg inç o lu rdu .

16 Bununla birlikte topolojik OFT'ler, hırçın biçimli ıraksamalar nedeniyle, dolaysız olarak 
hassas matematiksel teoremler sonucunu vermez.

17 B kz. Penrose, 1988.



32.6 Spin ağları

3-geom etridek i s ın ırlay ıc ı düzen lem eler ("6-fonksiyonu") k a d a r  d ikkat 
çekici o lan  döngü  d u ru m la rı h â lâ  b u  geom etriye uygun  (ortonorm al) b ir  
ta b a n  sunm az. B unun  için , içe ris in d e  d öngü le rin  kes işeb ild iğ i b ir  genelle
m eye geçm ek gerek lid ir. Bu biz i b ir  tü r  "kesişen  döngü  çizgileri" ağ ın ı ele 
a lm ay a  y ö n e ltir  fak a t şu n u  so rm am ız gerekir: b u  kesişim  n o k ta la rın d a  ne 
yapm alıy ız? Y an ıtın  b iç im sel o larak , fa rk lı fak a t ilişk ili b ir  am aç la  y ak la 
şık  50 yıl önce ça lışm ış o lduğum  sp in  ağlarına  o ldukça yak ın  b e lir li tü rd e  
b ir  y ap ıd a  b u lu n d u ğ u  aç ığa  çıkar.

Spin ağ ları n e d ir  ve o n la rla  1950 'lerde n iç in  ilg ilenm iştim ? Kendi özel 
am acım , fiziğ i ay rık  tü m leşik  n ice lik le r b iç im inde aç ık lam aya ça lışm ak tı 
çünkü  o za m a n la r  o ldukça güçlü  b iç im de, fizik  ve uzayzam an  y ap ıs ın ın  
köken o la rak  sü rek lilik  yerine  ayrık lığa  d ay an m ası gerek tiğ i (bkz. §3.3) 
b ak ış  aç ıs ın a  sah ip tim . Eşlik  eden  b ir  güdü , kend isi yo luyla uzay  k a v ra 
m ın ın  k en d is in in  düzende b aş lan g ıç  o la rak  v a r  o lan  değil fak a t tü re tilm iş  
b ir  k av ram  o lduğu  M ach ilkesi'n in 18 (§28.15) b ir  biçim iydi. H er şey  n esn e
le r  a ra s ın d a k i ilişki b iç im inde aç ık lanm alıyd ı, b ir  nesn e  ve h e rh a n g i b ir  
a rd a la n  ara sm d ak iy le  değil.

Bu gerek lilik leri sağ lam an ın  en iyi y o lu n u n  b ir  s is tem e ilişk in  k u a n 
tu m  m ekan iksel to p la m  sp in  d u ru m u n u  ele alm ak o lduğu  so n u cu n a  u la ş 
m ıştım . "Toplam  spin", b ir  yöndeki sp in in  b e lirli b ir  b ile şen in i ölçen m  n i
celiğ i yerine  sp in  m ik ta rın ı b ir  b ü tü n  o la rak  ölçen sk a le r  j  (=  1/ 2n) n ice li
ğiyle ta n ım la n ır . ("/" ve "m" h a rf le r i, h 'li b irim lerd e  a lınan , genellik le k u 
a n tu m  m ekan iksel aç ısa l m om entum  ta r t ışm a s ın d a  k u lla n ıla n la rd ır , m, 
ta m sa y ı b a sam a k la rı b iç im inde, —j  ve j  tam sa y ı ya d a  y a rı ta m sa y ıla r ı 
a ra lığ ın d a d ır ; bkz. §§22.8, 10, 11.) T oplam  sp in in  (üç d ik  yöndeki m  d eğer
le rin in  k a re le ri to p la m ın ın  karekökü b iç im inde elde edilen) gerçek  değeri, 
ü s tt te k i a lan  ifad es in d e  gö rünen le  ayn ı n icelik  o lan  h^jj(j +  l ) 'd i r .  n = 
2/ y l e  ilg ili o la rak  izin  verilen  d eğ e rle r b a s it  şek ild e  doğal sa y ıla rd ır  b o 
zo n la r iç in  ç ift ferm iy o n la r iç in  tek  say ıla r; bkz. §23.7). D ahası, yön b a 
ğım sız o lsa  da, n  y ine de u zay ın  yönle ilg ili gö rünüm leriy le  yak ın  b iç im de 
ilişkilidir, n  doğal say ıs ıy la  ö lçü len  to p lam  sp in , derm e ça tm a b ir  şeyden  
gerçek fizik i uzay  k av ram ın a  y ö n len d iren  ayrık  b ir  tü m leşik  y ap ı in şa  
edilm ek is ten d iğ in d e  ilg in in  o d ak lan acağ ı m ükem m el b ir  n icelik  o larak  
g ö rü n m ü ştü . D aha b aşk a  b ir  b ile şen  o larak , şey ler doğru  b iç im de dü zen 
len irse , k u an tu m  m ekaniksel o la sılık la r, fizik i b ir  düzeneğ in  fa rk lı parça-

18 Mach ilkesine olan ilgim güçlü biçimde meslektaşım, arkadaşım ve danışmanım Dennis Sci
ama sayesinde uyarıldı.



Ş ek il 32.10 Spin ağ lan . Bir n doğal say ısıy la  işaretlenm iş her doğru parçası - x h  toplam  

sp in le  ilg ili, n -b irim  olarak adlandırılan bir parçacık ya da alt sistem i gösterir. Bu ol
dukça b asit örnekte, her biri 0-b ir im  durum undan başlayan  iki EPR-Bohm 1-birim  ç ifti
ne, (A, B) ve (C, D), sah ib iz (Şekil 23.2’deki gibi). B  ve C tek bir birim  oluşturm ak üzere bir 
araya gelirse iki o lasılık  söz konusu olur: o ya bir 0-birim  ya da 2-birim dir ve olasılık  
değerleri s ırasıy la  1 /4  ve 3 /4 ’tür. A lternatif olarak A v e  D 'yi b ir araya getirirsek aynı 
olasılık lar ortaya çıkar. Bununla b irlikte bu olasılık lar, bir durumda 0-b ir im e ve d iğe
rinde 2-birim e sahip olam ayacağım ız için  bağım sız değildir.

la rın m  d iğer p a rç a la ra  göre y ö n len d irild iğ i b iç im in  a y r ın tıs ın a  b ağ lı o la 
rak  değil, s a f  o lasılık lar  b iç im inde  g öste rileb ilir .

Bu n a s ıl  işler?  ^n h  to p lam  sp in  n iceliğ ine  b ir  n -b ir im  d iyelim . Açık ol

m a sı iç in  b u  "birim "i b ir  p a rç ac ık  o la rak  d ü şü n eb ilir iz  fa k a t tem el b ir  
p a rç ac ık  o lm ası gerekm ez. Ö rneğin b ir  h id ro jen  atom u  b ü tü n ü  m ükem m el 
şek ilde iy i iş gö rü r. Y alnızca to p lam  sp in iy le  ilg ili (bir h id ro jen  atom u  d u 
ru m u n d a , s ıra s ıy la  o r to -  ve p a r a -  h id ro jen  d u ru m la rın d a  n  =  0 ya da 2'y le 
ve rilen )19 iyi tan ım lı b ir  değere sah ip  o lm ası gerekir. Saf b ir  o lasılığ ı n as ıl 
elde ederiz? Ö rneğin, h e r  b ir i 0 -b irim li d u ru m d an  b a ş la y a n  b ir  ç ift (A, B) 
ve (C, D) EPR -B ohm  1 -b irim li ç iftle rin i alab iliriz . (Bu yaln ızca , h e r  b iri 
§23.4 'teki Şekil 23.3'e benzeyen  b ir  düzenlem e çiftid ir; bkz. Şekil 32.10.) Şu 
h a lde  B ve C'yi b ir  a ray a  g e tir ir  ve tek  b ir  b irim d e b irle şm ele rin e  o lanak  
ta n ırsa k , 0-b ir im li ya d a  2-b ir im li b ir  sonuç elde edeb iliriz  ve b u n a  il iş 
k in  o la s ılık la r  s ıra s ıy la  ^ ve ^ o lu r .132 51 A lte rn a tif  o la rak  A ve D 'yi b ir  a raya  

g e tirirsek  o lası so n u ç la r ve o la s ılık la r  tüm üyle  aynı o lur. B unun la  b irlik te  
bu  iki o lasılık , b ir  d u ru m d a  0-b ir im  a lırsa k  d iğer d u ru m d a  2-b ir im  elde 
edem eyeceğim iz, ya da ta m  te rs i  o lam ayacağı için , b irb ir in d e n  bağ ım sız  
o lm ak tan  uzak tır.

Saf o la s ılık la ra  ilişk in  elde e ttiğ im  fik ir  tü rü  b u y d u  ve böy lesi h e rh a n 
gi b ir  o lasılığ ın  rasyone l b ir  say ı o la rak  o rtay a  çıkm ası gerek tiğ i (çünkü 
b u  D oğanın  son lu  b ir  say ıd ak i ay rık  o la s ılık la r  a ra s ın d a  b ir  tü r  rasge le  
seçim  y ap m ası an lam ın a  gelir) fik rin i o lu ş tu rm u ştu m . Ü stte  ele a lınm ış



Ş e k i l  32 .11  B a ş la n g ıç ta  ta s a r la n m ış  h a liy le  
b ir  s p in  a ğ ı ö rn eğ i. G erçek  h iç b ir  a r d a la n  
u z a y z a m a n  m a n i fo ld u  ö n d e n  va r- 
s a y ı lm a m ış t ı r .  U za m sa l tü m  k a v r a m la r  
s p in le r in  a ğ ın d a n  v e  (ik i b ir im  b ir  ü ç ü n c ü -  
y ü  o lu ş tu r m a k  ü z e r e  b ir  a r a y a  g e ld iğ i  z a 
m a n k i)  o la s ı l ık  d e ğ e r le r in d e n  k a y n a k la n ır .  
H e r  k ö şe d e , b a ğ la n t ıy ı  e ş s i z  b iç im d e  b e l ir 
te c e k  ş e k i ld e  t a m  o la r a k  ü ç  ç iz g i  b ir le ş ir .

o lan  ö rnek  oldukça b a s it  o lm asın a  rağm en  genel fik ri gösterm eye b aş la r. 
B elirli b ir  sp in  ağ ın d a  b u lu n a n  tü m  b ir im le r  (bu n o rm ald e  d iy ag ram d a 
açık b iç im de ifad e  ed ilm ese de) ilk  o la rak  b aş lan g ıç  O -b irim lerinden  ü s t 
tek i b iç im de ü re tilm iş  o la rak  d ü şü n ü lü r , böylece h e rh a n g i u zam sa l b ir  
yönle ilg ili h iç b ir  sap m a söz k onusu  değ ild ir. D aha so n ra  çeşitli b irim  
ç iftle ri tek il b ir im le r  o lu ş tu rm ak  üzere  b ir  a ray a  g e tir ileb ilir  ve son u ç tak i 
b irim le rle  ilg ili sp in  değerleri kayded ilir. A yrıca tek il b irim le rin  de b irim  
ç iftle rin e  a y rılm a la rın a  o lanak  ta n ın ır . Şekil 32.11'de b ir  ö rnek g ö s te ril
m ek ted ir. Tüm  b u n la rı b ir  u zay zam an d a  m eydana ge lir b iç im de h ay a l e t
m eyi seçeb iliriz . B unun la  b irlik te  o rijina l sp in  ağ ı k u ram ı iç in  önceden 
v a rsa y ıla n  gerçek h iç b ir  a rd a la n  uzayzam an ı o lm am alıyd ı. F ik ir, gerekli 
u zam sa l k av ra m la rın  tü m ü n ü  b a s it  b iç im de sp in lere  a i t  ağ d an  ve iki b i
rim  b ir  ü çü n c ü sü n ü  elde etm ek üzere  b ir  a ra y a  g e tirild iğ in d e  o rtay a  çıkan 
o la s ılık la rd an  (bun lar k u an tu m  m ekan iksel k u ra lla r  k u lla n ıla ra k  h e s a p la 
n ab ilir) in şa  etm ekti. Spin ağ la r ın a  ilişk in  b e lirli b ir  özellik, h e r  köşe nok
ta s ın d a  ta m  o la rak  üç çizg in in  b ir  a ra y a  gelm esid ir. Bu, o lasılık  h e s a p la 
m a la rın d a  b ir  b enzersiz liğe  yol açar. G erekli o lan  tü m  şey, çizg iler ü z e rin 
deki sp in  sa y ıla rın ın  tü m ü n ü n  b e lir tilm esiy le  b irlik te  sp in  ağ la rın a  ilişk in  
topolo jik  (grafik) yap ıd ır.

G erekli (esasen tü m ü  rasy o n e l olan) o la s ılık la r ı h esap lam ak  üzere  b ü 
tün ü y le  tüm leşik  b ir  işlem  ("sayma") ge liştird im . K u ra lla r o rijina l o la rak  
sp in e  ilişk in  s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ inden  gelir fa k a t d ah a  so n ra  b u n 
la rın  n ered en  geld iğ in i "u n u tab ilir"  ve sp in  ağı s is tem in i b a s it  b iç im de b ir  
tü r  "tüm leşik  evren" sa ğ la r  şek ilde d ü şüneb iliriz . Böylece geom etri kav 
ra m la r ın ı (bu d u ru m d a  o lağan  Ö klitçi 3 -geom etri), uygun  b ir  an lam d a  "ge
niş" o lan  sp in  ağ la rın ı ele a la ra k  ç ıkarm ak  o lası olur. T ablo , geniş b ir  sp in  
b ir im in in  (örneğin b ir  ten is  to p u n u n  sp in  eksenine ben zer b iç im de d ü şü 
nülen) "uzaydaki b ir  yön"ü ta n ım la r  b iç im de ele a lm ab ilm esid ir . Bu tü r  iki 
geniş b irim le  ilg ili "döndürm e eksen le ri a ra s ın d ak i açı"yı, d iyelim  ki, b i
r in d en  b ir  1-b ir im  çıkarıp  d iğerine  eklem ek yo luy la  ölçm eyi h ay a l ed eb ili



riz. Bu işlem de, b ir  sp in  y u k arı g iderken  d iğerin in  aşağ ı g ittiğ i b ağ lı o la s ı
lık  sp in  eksen le ri a ra s ın d ak i a ç ın ın  b ir  ö lçü sü n ü  v e r ir .132-61

Şu haliy le  b u  hem en  hem en  ç a lış ır  fa k a t ta m  o la rak  değil; ek b ir  b ile 
şen  d ah a  gerek lid ir. Ek o la rak  gereken  şey, gen iş b ir im le r  a ra s ın d a k i sp in  
eksen le ri a ç ıs ın d an  k ay n ak lan an  "kuan tum  o la s ı l ığ in ı ,  b a s i t  o la rak  geniş 
iki b ir im  a ra s ın d a k i b ağ lan tıs ız lık  neden iy le  o rtay a  ç ıkab ilecek  "h a b ers iz 
lik  o la s ı l ığ in d a n  ay ırt e tm en in  b ir  a ra c ıd ır . (Bu iki o lasılık  k av ram ı a ra 
s ın d a , §§29.3, 4 'te  ta r t ış ıld ığ ı üzere, yoğun luk  m a tr is le r in d e n  k ay n a k la 
n an  incelik li e tk ileşim i an ım sayın .) Bu "habersiz lik  fak tö rü "n ü n  b ir  1 -b iri- 
m in  gen iş b ir  b irim d en  d iğerine  ak ta r ım ı y ine len ip  y a ln ızca  o la s ılık la rın  
ik inci se fe rd e  de ayn ı o lduğu  d u ru m la rı seçerek  g iderileb ileceğ i aç ığa ç ı
kar. D urum un  b u  olduğu  gen iş b ir im li a ile le r  iç in , k u an tu m  o las ılık la rı t a 
ra f ın d a n  b u  b iç im de ta n ım la n a n  "açı g e o m e tr is in in  k es in  b iç im de olağan  
Ö klitçi 3 -u zay d ak i yön le r a ra s ın d a k i aç ıla rın  geom etrisi o lduğu  b ir  ge
om etri k u ram ı k a n ıtla n a b il ir .20 Bu yolla , o lağan  Ö klitçi geom etriye ilişk in  
k av ra m la rın  yaln ızca  sp in  ağ la rıy la  ilg ili k u an tu m  tü m leş ik le rin d en  k ay 
n ak lan d ığ ı gö rü lü r.

B a şlan g ıç ta  sah ip  o lduğum  sp in  a ğ la r ın ın  a rd ın d a k i tem el güdünün , 
o rijina l o la rak  o rtay a  konm uş o lan  h a liy le  sp in  ağ la rın d a  kü tleçek im e a it 
gerçek h e rh a n g i b ir  yer b u lu n m am ak  üzere, uzayzam an  k u an tiza sy o n u n a  
yönelik  döngü  değ işken i y ak laş ım ın ın  tem elin d e  y a ta n d a n  o ldukça fa rk lı 
o lduğu  gö rü lecek tir. Bu d u ru m d a , sp in  ağ la r ın ın  k u an tu m  kü tleçek im  k u 
ram ın a  yönelik  b u  y ak laşım d a  böy lesi önem li b ir  ro l oynad ığ ın ı görm ek 
ben im  iç in  önem li b ir  sü rp rizd i. E lbe tte , iki p ro g ram  a ra s ın d a  epeyce o r
ta k  b ir  şey söz k o n u su d u r çünkü  h e r  d u ru m d a  uzay  kav ram ı d ah a  ay rık  ve 
k u an tu m  m ekan iksel b ir  şe ye p a rç a la n m a y a  ça lış ılır . B unun la  b irlik te , 
döngü  değ işken i k ap sam ın d a  n  n ice liğ in in  o rijina l sp in  a ğ la rın d ak i sp in  
ö lçüsü  olm ak yerine  gerçek ten  b ir  a la n  ö lçü sü  o lm ası önem li b ir  fa rk lılık 
tır . B un lar, döngü  değ işken i ifad esin d ek i G kü tleçekim  sa b itin in  gö rünm e
sin d e  y an s ıtıld ığ ı üzere, b o y u tsa l o la rak  fa rk lıd ır . Bu konuya ve o la s ı öne
m ine k ısa  sü re  iç inde  geleceğim .

Spin ağ la rı k u an tu m  kü tleçek im  döngü değ işken inde n a s ıl  b ir  ro l o yna
m alıd ır?  D aha önce b e lir ttiğ im  üzere, sp in  ağı düğüm leri e sa se n  b ir  döngü 
ç iftin in  kes işim i sonucu  o rta y a  ç ıkm alıd ır. Bu ay rıca  döngü  üzerindek i j  
değerin in  böy lesi b ir  yerde değ işm esine de o lanak  sağ lar. B u rad an  h a re 
ketle , ben im  o rijina l sp in  ağ larım  iç in  o rtay a  ç ıkan  üç yerin e  d ö r t  (ya da 
d ah a  fazla) çizg in in  b ir  a ra y a  geld iğ i düğüm lere  sa h ip  olacağız. Bu, yo-

JÜ [32.6] Olasılıklar biçimindeki açı ölçüsü nedir?
20 B kz. Penrose, 1971a, 1971b.



Ş ek il 32.12 Döngü değişkeni kuramındaki sp in  ağlarının tüm  düğüm leri 4—değerlidir (ya 
da daha fazla) ve ek "birbirine geçme" b ilg isin e  gerek duyar. Bu, H"-tipi 3-kenarlı köşe  
çiftlerin in  ç izg isel bir b irleşim i olarak ifade edilmek üzere "X"-tipi tepe biçim inde şifre- 
lenebilir. Özel katsayılar bu b elirsiz liğ i ortadan kaldırır.

Şekil 32.13 Standart döngü değişimi yak
laşımına ilişkin spin ağları artık gövdeden 
bütünüyle ayrılmış tümleşik nesneler değil
dir fakat topolojik bağlama ve düğümleme 
özellikleri önemli olmak üzere, yapışız ffakat 
belki de analitik) bir 3-yüzeye (S gibi) gö
mülmek zorundadır.

ru m lam a benzersiz liğ i y a ln ızca  o rijina l "üçlü" düğüm lerde o rtay a  ç ık tığ ın 
dan , an lam  b u la n ık lık la rı so n u cu n u  verir. Bu neden le  h e r  düğüm de ek b ir  
b elirlem e ("b irb irine geçm e işlem cisi") gerekli o lur. Bu belirlem ey i ifade 
e tm en in  b ir  yolu, d ö r t ç izg in in  b ir  a ra y a  geld iğ i b u  tü r  b ir  "X"i "H "-tip i 3 -  
k en a rlı köşe ç iftle rin in  d o ğ ru sa l b ir  b irle şim i o la rak  tem sil edebild iğ im iz 
Şekil 32.12 'de gö ste rilm ek ted ir. K atsay ıla rı b e lirtm ek  b u la n ık lık la r ı o r ta 
d an  k a ld ırır.

Bu döngü  değişkeni sp in  ağ la rıy la  ben im  d ah a  önce o rtay a  koyduğum  
a ra s ın d a  görece d ah a  önem li b a şk a  b ir  fa rk lılık  söz k o n u su d u r. D aha ö n 
cek iler b ü tü n ü y le  tü m leşik  y ap ıla rk en  döngü değişkeni ağ la rı S  m anifo l- 
d u n a  y erle ş tir ilm iş  o lm ala rı d u ru m u n d an  ek topolo jik  yap ı ed in irle r. Ağ 
çizgileri, ö rneğin , d ü ğ ü m lü d ü r ya d a  b irb ir le r in e  çeşitli b iç im le rde  b a ğ la 
n a b ilir le r  ve bu  d u ru m  ek b ilg i sa ğ la r  (bkz. Şekil 32.13). B unun la  b irlik te  
bu  b ilg i, tüm üyle  topolo jik  b ir  n ite lik te  olm ak üzere, h â lâ  ay rık  b ir  tü m le 
şik  doğaya s a h ip tir  fak a t bu , tek il düğüm lerde o lm ak ta  o lan ı b a s it  b iç im 
de b e lir tm ek ten  d ah a  güçtü r.

Döngü aç ık lam alarım ız  şim diye dek bize esasen , e tk in  b iç im de, d in a 
m ik  d ah il o lm aksız ın  y a ln ızca  s ta t ik  b ir  aç ık lam a sundu . A slında, ele ala- 
geld iğ im iz döngü le r ve sp in  ağ larıy la , E in s te in 'ın  genel k ovaryans ilkesine  
ta m  an lam ıy la  d ikkat ederken, genel göreliliğe ilişk in  k ıs ıtla y ıc ı d enk lem 
le rin  çözüm ü -d iğ e r  b ir  dey işle  S  yüzeyi içeris in d e  sa ğ lan m ası gereken ko 
şu lla r -  yo luy la  ilg ilen ild i. Bu b a s it  b ir  b a ş a r ı d eğ ild ir  fa k a t fo rm alizm in  
henüz, E in s te in  denklem in i tüm üy le  b ağ d a ştırılab ilm ek  üzere, d ah a  zor 
o lan  5 'd e n  ay rı (bazen "H am ilton  k ıs ıtlam ası"  o la rak  anılan) d inam ik  ev



rim  so ru n u n u  çözm ediği g ö rü lü r  (bkz. §32.1). T hom as T h iem an n 'm  önem li 
b ir  ça lışm ası b u  H am ilton  evrim  so ru n u n a  o lası b ir  y a n ıt su n d u  fa k a t b u 
n u n  E in s te in  k u ram ıy la  ilg ili o la rak  gerçek ten  uygun  o lan  y an ıt olup o l
m ad ığ ı k o n u su n d a  b ir  şü p h e  söz k o n u su d u r .21

Bu zo rlu  d inam ik  k o n u la ra  yönelik  tüm üy le  k ab u l gören  b ir  çözüm  
bek lerken  döngü  değ işken i fo rm alizm in i fa rk lı yön le rde e tk iley ici b az ı so 
n u ç la r  elde etm ek üzere  ku llan m ak  y ine de o lanak lı oldu. Özellikle, bu  
sp in  ağ f ik ri k a ra  delik  en tro p is i k o n u su n a  yönelik  o la rak  çok d a h a  do lay 
sız ve gerçekçi gö rünen  b ir  y ak laşım  sağ lam ak ta , §31.15 'te değ in ilen  sicim  
k u ram ın d an  d ah a  fay d a lı oldu. B u rad a  k a ra  delik  geom etris i do laysız  b i
çim de, 4r-boyutlu E in s te in  k u ram ın a  ilişk in  b ir  Schvvarzschild ya d a  Kerr 
çözüm üne ilişk in  geom etrid ir. K ütleçekim le ilg ili k u an tu m  d u ru m la rın ın  
say ım ı uygun  yak laşık lık  ta h m in le rin in  yap ıld ığ ı sp in  a ğ la n  k u lla n ıla ra k  
açık  b iç im de gerçek leştir ileb ilir. K ara delik  m aku l b iç im de genişlem eye 
b aş lad ığ ın d a , en tro p iy le  ilg ili y an ıt (k = c = G = h = 1 olm ak üzere) 
$bh = 4^  B ekenste in -H aw king  denklem iyle uyum  iç inde o rtay a  ç ık ar fak a t 

H avvking'in kesin  ^ k a tsa y ıs ın ı elde etm ek üzere B a rb e ro -Im m irz i p a ra 
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değerin in  a lın m ası gerekir. K esinlikle tu h a f  gö rünm esine  rağm en, b u  b e 
lir li seçim  so n ras ın d a , d iğer b iç im le rd e  açık b ir  y an ıtın  sa ğ lan d ığ ı ve yük, 
dön d ü rm e ve kozm olojik sa b itin  söz konusu  o lab ileceğ i tü m  d u ru m la r  
iç in , B ekenstein-H avvking en tro p is in i doğru  b iç im de v e r ir .22

B unun la  b a ğ lan tılı o la rak  k u ram ın  d ay a n ır  gö rü n d ü ğ ü  çeşitli be lirg in  
sa y ısa l " ra s tla n tıla r"  söz konu su d u r. O ldukça fa rk lı iki ay rı b iç im de h e
sa p lan m ış  iki ay rı sonsuz  dizi, te rim  te rim  u yuşm ak  zo ru n d ad ır; esasen  
de u y u şu r. Bu, k u an tu m  g eom etris ine  ilişk in  fik ir le rd en  b a z ıla r ın a  ilişk in  
d e rin  b ir  iç tu ta r lılığ ı y a n s ıtır  gö rünü r.

Yine de k a ra  delik  so n u ç ları, B arb ero -Im m irz i p a ra m e tre s iy le  ilg ili b a 
kış aç ıs ın d ak i b ir  değ işim i o rtay a  ç ıkarm ış gö rünü r. D aha önceden, rç'nın 
sunum u , "geom etrik  o la rak  doğru" k u ram  r j  = ± i'y i ta lep  ed e r görünm ek 
üzere, y a ln ızca  ile rlem e kaydetm ek le ilg ili b ir  a raç  o la rak  gö rü lm ü ştü , 
r j ' yla ilg ili gerçel b ir  değer alm ak yaln ızca , tık ız  o lm ayan  SL(2, C) yerine  t ı 
kız SU(2) g ru b u n u n  o rtay a  çaıkacağ ı b iç im de m atem atik se l b ir  tu ta r lı l ık 
tır . Çok genişçe b ir  u fuk  s ın ıfıy la  ilg ili doğru  en tro p i değerlerin i elde e t

21 B kz. Thiemann, 1996, 1998a, 1998b, 1998c, 2001.
22 B kz. Ashtekar vd., 1998; Ashtekar vd., 2000.



m ekteki e tk iley ici b a ş a r ı la r  döngü  değişkeni y ak laş ım ın ın  b e lir li say ıda  
des tek ç is in i, b u  değerin  so n u ç ta  belk i de k u an tu m  kü tleçek im le ilg ili o la 
rak  gerçek ten  de "doğru" değer o ldu ğ u n a  ilişk in  görüşe  yöneltti.

Bu, böy lesi b ir  seçim le ilg ili h e rh a n g i b ir  açık geom etrik  sebep  yokm uş 
g ib i gö rü n d ü ğ ü  için  k iş ise l o la rak  onu  in an ılm ası zo r b ir  şey  g ib i görsem  
de, e lb e tte  b ir  o lasılık tır. 77'y la  ilg ili, ö rneğ in  b u n u n  g ib i h e rh a n g i gerçel 
b ir  değerle  b irlik te , §32 .3 'te  konuyu  su n m ak  üzere v u rgu lad ığ ım  k u ram a 
ilişk in  a y n a l  g ö rünüm ün  o r ta d a n  kaybo lduğu  y o ru m u n d a  bu lunm alıy ım . 
Gerçel b ir  77 değerine sa h ip  T^'nın ilg ilendiğ i sp in ö r ak ta rım ı a lış ılm ad ık  
fa k a t so l ve sa ğ -e lli k ıs ım la rın , an lam ın ı özellik le b e lirs iz  b u ld u ğ u m  ç ift— 
elli k a rış ım ıd ır. Belki de gelecekteki ç a lışm a la r  b u  konuya ışık  tu ta ca k tır .

32.7 Döngü kuantum kütleçekim konumu?

K uantum  kütleçek im ine yönelik  A sh tekar-R ovelli-S m olin  döngü  d eğ iş
keni y ak laşım ın ın  b a ş a r ıla r ı  ve ta m  gelişm iş b ir  gelecek k u ram ın a  d ö n ü ş
m e p o tan siy e liy le  ilg ili d eğerlend irm em i verm eyi denem eliy im . Yine oku 
yucuyu, böy lesi h erh an g i b ir  değerlend irm ey le  ilg ili o lab ilecek  o la sı b ir  
sap m ay a  k a rş ı uyarm alıy ım . Bu d u ru m a  ilişk in  o la rak  y a ln ızca  b u  p ro g 
ra m d a n  so ru m lu  in sa n la rın  tü m ü  çok yak ın  a rk a d aş la rım  o lduğu  iç in  d e
ğil fa k a t ayn ı zam an d a  bu  konuy la  ilg ili tem el ge lişm elerin  gerçek leştiğ i 
ik i ABD ü n iv e rs ite s in e  (Syracuse ve P enn State) düzen li z iy a re tle r  gerçek
le ş tird iğ im  iç in  de b ir  ç ık ar b ey a n ın d a  b u lu n m ak  zo runday ım . B unun için  
kend i ç ıkarım ı da sp in  ağı k u ram ın a  eklem ek zorundayım ; b u  eski f ik ir le 
r in  a r tık  b u  y ak laşım la  önem li b ir  değer k azan m asın ı m em n u n iy e t verici 
bu lm am  doğald ır. Yine de, A sh tekar değ işken i/döngü  değ işken i k u an tu m  
kütleçek im  p ro g ram ıy la  kend i ilişk im  bu  a lan d ak i tem el ça lışm ay la  b ir  b i
çim de teğ e t h a lin d e  oldu, böylece k en a ra  çekilip  m aku l b iç im de nesnel 
o lab ilm ey i u m u t ediyorum .

B aşlam ak  gerek irse, hem  o rijina l A sh tekar değ işken leri hem  de döngü 
değ işken leri b iç im indek i so n rak i aç ık lam a la rın  ben i, b ir  k u an tu m  k ü tleçe 
kim  k u ram ı a ra y ış ın d a k i güçlü  ve son  derece o rijina l gelişm eler o la rak  e t 
k iled iğ in i belirtm eliy im . B un lar, E in s te in 'ın  gerçek  genel göreliliğ ine QFT 
b ağ lam ın d a , eldeki so ru n la  ilg ili son  derece y a ra tıc ı f ik ir le r  sağ lay a rak  
do laysız  b iç im de yönelirler. A slında b u  gelişm elerin  k u an tu m  kütleçek im e 
yönelik  k anon ik  yak laşım dak i, k o n u n u n  kend isi D irac ve d iğerle ri ta ra f ın 
d an  k ab aca  yarım  yüzyıl k a d a r  önce b a ş la tıld ığ ın d a n  b eri o r tay a  çıkan  en 
önem li gelişm eler o lduğunu  söylem ekte çok az te re d d ü te  sah ib im . Döngü 
d u ru m la rın ın , genel k ovaryans ta ra f ın d a n  o rtay a  k onan  so ru n la r ın  en



az ın d a n  b az ıla rın a  yöneld iğ i gö rü lü r. D ahası bu  gelişm elerin  ta rtışm a y ı, 
uzayzam an  y ap ıs ın d ak i ay rık lığa  ilişk in  m em nun iye t veric i b az ı e lem an
la rın  o rta y a  çıkm aya b aş lad ığ ı, büyü ley ici ve belk i de h iç  de beklenm eyen 
b ir  yönde ile r le ttik le ri gö rü lü r. A yrıca yen i ça lışm ala rd a , tüm üy le  kütleçe- 
k im le ilg ili o rijina l ku ram , tek  b a ş ın a  kü tleçek im  d ış ın d ak i d iğer fiziki e t
k ileş im leri de dah il etm e yönünde ilerled i; böylece k u ram  a rtık  genel o la 
rak  tem el fiziğe yönelik  b ir  y ak laşım  o lm a id d ia s ın d a  b u lu n a b ilir .23

B unun k a rş ıs ın d a , k u ram ın  k en d isin i gö rü n ü ştek i "geom etrik  o larak  
doğru" T yerine  (belirsiz b ir  77 değerine sahip) b a ğ la n tıs ın ı zo run lu  b i
çim de benim sem eye sa p tır ılm ış  h a ld e  bu lm uş gö rünm esi ra h a ts ız  edici 
gerçeği d u ru r. B ana göre bu  yak laşım da, k u an tu m  kütleçekim e yönelik  
tam  o la rak  in a n ıla n  b ir  yak laşım , o rijina l r 'n m  b en im senm esinden  k ay 
n a k la n ır  g ö rünen  g ü çlük lerin  ü s te s in d e n  gelm eye ilişk in  b ir  yol b u lu n m a
dan  o rta y a  çıkm ayacak. D ahası, k ıs ıtlay ıc ı denklem lerle sp in  a ğ la n  yo luy
la  b a şa  çık ıld ıysa  da, b ü tü n lü k lü  E in s te in  H am ilto n ın ın  döngü değişkeni 
çerçevesi iç inde  y ine de açık  b iç im de k u şa tılm ak  zo ru n d a  o lu şuy la  ilg ili 
tem el güçlük  h â lâ  m evcu ttu r.

Bu güçlük lerin , A sh tek ar/d ö n g ü  değişkeni k u ram ın ın  (bana göre) d ah a  
az ta tm in  ed ici b ir  gö rünüm üy le  ilişk ili o lm ası ben i o la sılık la  etk iler. Ku
a n tu m  kü tleçek im ine yönelik  d iğer tü m  ka n o rıik  y ak la ş ım la rla  o rtak  b i
çim de, fo rm ü lasyonu , d a h a  ev rensel b ir  uzayzam an  yerine  do laysız b iç im 
de b ir  3 -u zay  (diğer b ir  dey işle  S  biçim inde) aç ık lam asın a  bağ lıd ır. Gör
düğüm üz üzere, d ö n g ü /sp in  ağı d u ru m la rın d a  "genel kovaryans" so ru n u 
n u n  3 -u zay  k ısm ıy la  güzelce ilg ilen ilir  fak a t b u n u n  b ü tü n lü k lü  b ir  4 -u zay  
genel k o v ary an sın a  g en işlem esi b ü tü n  o la rak  so ru n la r la  do lu  b ir  "Pando- 
ra  k u tu su "  getirir. A nlayab ild iğ im  k ad a rıy la  şim diye dek b u n la ra , döngü  
değ işken i y ak laş ım ın d a  d iğ e r kanon ik  y ak la ş ım la rd a n  d ah a  iyi b iç im de 
y ö n e lin m ed i.24

Zorluk, zam an  ev rim in in  genel o la rak  k o v ary a n t b ir  4 -u za y  fo rm a liz 
m inde, E in s te in  denklem i u y a n n c a , uygun  b iç im de n a s ıl ifade edileceği 
k o n u su y la  ilg ilid ir. K uan tum  kü tleçek im indek i "zam an so runu" (ya d a  b a 
zen "donm uş zam an" sorunu) o la rak  b ilin en  şeyle ilişk ilid ir. Genel gö re li
lik te  zam an  evrim i tek  b a ş ın a  b ir  k o o rd in a t değ işim inden  (diğer b ir  d ey iş
le b ir  k o o rd in a tı y a ln ızca  b ir  d iğeriy le  değ iştirm ekten) a y ır t edilem ez. Ge
nel o la rak  k o v ary an t b ir  fo rm alizm  tek  b a ş ın a  b ir  k o o rd in a t değ işim ine

23 Bkz. Thiemann, 1998c.
24 Bkz. Havvking ve Hartle, 1983 ve no tlar 32.3-5. Bu kaynakların çoğunun alındığı Smolin'e, 

2003 ve A shtekar ve Lewandowski’ye, 2004 başvurm aya direnemem. Abhay A shtekar'a, bu 
bölüm deki kaynaklarla ilgili yardım ı için derin  teşekkürlerim i borçluyum.



kör o lm alıd ır, bu  d u ru m d a  zam an  evrim i kavram ı d e rin  b iç im de so ru n lu  
h a le  gelir. Bu so ru n la  ilg ili kend i b ak ış  açım , §30.11'de b e lir tild iğ i üzere, 
k onunun , R du ru m  vek tö rü  in d irg en m esi so ru n u n a  ta tm in  edici b iç im de 
yönelinm eksiz in  çözü lm esin in  o lanak lı o lm ayacağı ve b u n u n  da genel i l 
kelerde se rt  b ir  gözden geçirm e gerek tireceğ id ir.

Bu k o n u la rla  ilişk ili b iç im de, özellik le döngü değ işken i yak laşım ı y e ri
ne genel o la rak  ke n d iliğ in d e n  k o v ary an t reçete lere  sah ip  b ir  so ru n  o lsa 
da, d ah a  az ta tm in  ed ici b u ld u ğ u m  b ir  b aşk a  konu  m evcu ttu r. B ir an lam 
d a  b u  yak laşım  kend i b a ş a r ıs ın ın  ku rb an ıd ır!  Çünkü sp in  ağı ta b a n lı d u 
ru m la r  b ireyse l o la rak  h o şa  g iden  b ir  k o o rd in a t bağ ım sız  geom etrik  aç ık 
lam aya sah ip  o lsa la r  da, böy lesi ta b a n  d u ru m la rın a  ilişk in  k u an tu m  ü s t  
ü s te  b in m elerin in  n a s ıl y o ru m lan acağ ı çok b e lirs izd ir. Genel kovaryans 
neden iy le  b ir  sp in  ağ ın ın  konum uy la  kend isiy le  ü s t  ü s te  b in d ir ilm esi ge
reken  d iğerin ink i a ra s ın d a  h iç b ir  uygun luk  söz k onusu  değ ild ir. (Bu, 
§30.1'de, kütleçek im le ilg ili OR'yi gerekçelendirm ek üzere ku llan d ığ ım  ko
n u n u n  çok d ah a  cidd i b ir  versiyonudur.) Tüm  b u n la rd a n  n eredeyse  k lasik  
b ir  d ü n y an ın  o rtay a  ç ıkm asın ı an lam am ız  n a s ıl bek lenebilir?

Şu an  itib a riy le  okuyucunun, özellikle 30. bö lüm dek i ta r t ışm a d a n , kav 
ram ış  o lacağ ı üzere, doğru  b ir  k u an tu m  kütleçek im  b ir liğ in in  gerek li b ir  
özelliği o la rak  onun  s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ inden  tem el b ir  biçim de, 
R 'n in  gerçekçi b ir  fiziki işlem  (OR) h a lin e  geleceği şekilde, ay rılm ak  zo ru n 
da o lduğunu  düşünüyorum . Döngü değişkeni y ak laş ım ın d a  b u n a  ilişk in  
a lan  m evcu t m udur? O lasılık la  evet. Döngü değişkenleriy le , sp in  ağı ke
n a r la r ın d a k i n = 2j  s a y ıla n  P lanck  uzun luk  k are s i b irim le ri c in s in d en  a la 
na  a ittir ; fak a t kendi o rijna l sp in  ağ la rı ku llan ım ım , n  sp in  sa y ıla rı açısal 
m o m e n tu m a  a it o lm ak üzere, ne böy lesi m etrik  k o n u la rın a  ne de esasen  
kü tleçek im e ilişk in  h e rh an g i b ir  görünüm e yöneldi. B unun la  b ir lik te  kendi 
o rijina l f ik irle rim  bu  sa y ıla rın ın  h e r  b ir in in  as lın d a , o la s ılık la r ik i b irim i 
b ir  ü çü n c ü sü n ü  elde etm ek üzere b ir  a ray a  getire rek  o rtay a  çıkm ak üzere, 
to p lam  sp in  değerine ilişk in  tek il b ir  ö lçüm ün (R 'nin h e r  b ir  k en a rd ak i ey
lemi) sonucu  olm a zo ru n lu lu ğ u n u  ta lep  ed iyordu . R nesnel b ir  kü tleçek im  
o lg u su y sa  b u  d u ru m d a  kü tleçek im le ilg ili iş lem lerle  ilişk ile rin , 30. b ö lü 
m ün  m esa jın d a  ile ri sü rü ld ü ğ ü  gibi, b u  a şam a d a  d ah il o lm ası gerekir. Bu 
d u ru m d a  kütleçekim i, sp in  ağı k u ram ın a  ilişk in  o lasılık  k o n u la rın d an  
ay ırm ak  o lanak lı değ ild ir. D öngü değişkeni ve sp in  ağı f ik ir le r in in  b ü tü n 
lük lü  b irle şim i, d u rum  in d irg em esin i fo rm alizm e d ah il etm eye gerek d u 
yab ilir. D urum un  bu  o lduğu  k a n ıtla n ırs a , böylece bu , 30. bö lüm de ö n eril
d iği üzere, uygun  b ir  kü tleçekim le ilg ili OR düzen ine yönelm eyi sa ğ lay a b i
lir. B unun la  b irlik te  böy lesi b ir  fo rm alizm  yok luğunda bu  tü r  f ik irle r  k u r
gu o la rak  kalm ak  zo rundad ır.



Son o larak , döngü değ işken i k u ram ıy la  ilg ili d iğer ça lışm a  üzerine  de 
y o ru m d a  bu lunm alıy ım . Bu, a r tık  b u  fo rm alizm de25 e lek trom anyetizm a ele 
a lm ıy o r o lm ak ü ze re ,26 tüm üy le  s a f  b ir  kü tleçek im  ku ram ı değ ild ir. Döngü 
k u an tu m  kütleçek im e ilişk in  sp in  ağ ların ı d ah a  faz la  "4—boyutlu" h a le  ge
tirm e n in  önceki p a ra g ra fta n , g ö rü n ü şte  d a h a  az rad ik a l b iç im le ri de m ev
cu ttu r . B u n lard an  b ir i, sp in  ağ la rın ın , sp in  köpük leri o la rak  ad la n d ır ıla n  
yüksek  b o y u tlu  y a ra tıc ı b ir  v e rs iy o n u n u  içerir. B un larda, n = 2j "sp in  d e 
ğ e r le r in i  ta ş ıy a n  2 -yüzey ler m ev cu ttu r. Bu tü r  b ir  sp in  köpüğünü  za m a n 
la  ev rim leşen  b ir  sp in  ağ ı b iç im inde  resm edeb iliriz . Louis Crane, Jo h n  
B a rre tt ve d iğ e rle ri27 ta ra f ın d a n  o lu ş tu ru la n  b u  tü r  f ik ir le r  çeşitli b a ş k a la 
r ı ta ra f ın d a n  d ah a  da g e liş tirilip  d e ğ iş tir ilm iş tir28 fa k a t k u an tu m  k ü tle çe 
kim  fik irle riy le  ilg ili uygun  b a ğ la n tı la r  şim diye dek tüm üy le  çözüm lenm e
m iş tir . Bir son rak i bö lüm de, esasen  b u rg aç  k u ram ın d a  içerilm iş o lan  t e 
m el k av ra m la rd a n  b a z ıla r ın a  göz atacağ ız .

Bu k ita b ın  b ir  ye rle rin d e  ve özel o la rak  30. bö lüm de, k u an tu m  du rum  
ind irgem e k o n u su n u n  zam an  te rs in m e e tk is i a ltın d a k i uzayzam an  te k illik 
le rin in  y ap ıs ı ve as im e trile riy le  y ak ın d an  ilişk ili o lduğunu  v u rgu lam aya 
ça lışm ıştım . Döngü değ işken i y ak laşım ın ın  uzayzam an  tek illik leriy le  ilgili 
k u an tu m  k u ram ın ın  e tk is i üze rine  söyleyecek n es i o lduğunu  a ra ş tırm a y a  
esase n  b ir  g iriş  yap ılm ış  o lm ası i lg in ç tir .29 Bu ça lışm an ın  a y r ın tıla r ı h a k 
k ında , gerek li zam an  a s im e tris in in  o rtay a  ç ıkm asına  ilişk in  h iç b ir  ipucu  
görm ediğ im i söylem ek d ış ın d a  yo rum  yapam am .

25 Bkz. V aradarajan, 2001.
26 V aradarajan, 2000.
21 Bkz. Baez, 1998, 2000; Reisenberger, 1997, 1999); Reisenberger ve Rovelli, 2001, 2002; Bar

re tt ve Crane, 1998; Reisenberger, 1999; Perez, 2003.
28 Bkz. no t 32.27'deki kaynaklar ve Perez, 2003.
29 Bojovvald, 2001; A shtekar vd., 2003.



DAHA RADİKAL BAKIŞ AÇILARI; BURGAÇ KURAMI

33.1 Geometrinin ayrık elemanlara sahip olduğu kuramlar

öncek i bö lüm lerde aç ık lan an  k u ram lar, k end isi yo luy la küçüğe ilişk in  k u 
a n tu m  fiz iğ in in  büyüğe ilişk in  eğik uzay  geom etrisiy le  b ir  b iç im de b ir le ş 
tiğ i D oğanın gerçek  düzen in in  ş ifre le rin i çözm e g ir iş im lerin d e  yeterince  
rad ik a l m iydiler? Belki de E in s te in  k u ram ı ve s ta n d a r t  k u an tu m  m ekan iğ i
n in  dayand ığ ı sü rek li u zayzam an ın  gerçel m an ifo ld  a y a rlam a s ın d a n  tem el 
o la rak  fa rk lı n ite lik te  b ir  şey aram alıy ız . Soru §3.3 'te o rtay a  kondu , a s lın 
da, fizik i k u ram la rd a  neredeyse ev rensel o la rak  v a rsa y ıla n  gerçel say ılı 
u zayzam an  sü rek liliğ in in  D oğanın n ih a i b ile şen le rin i aç ık lam ak  üzere ger
çe k ten  uygun  m atem atik  olup o lm ad ığ ı so ru su n u  so rm ak  zorundayız.

K uantum  kütleçekim e yönelik  döngü  değişkeni y ak laşım ın ın  bizi, s ü 
rek li ve p ü rü zsü z  b iç im de değ işen  b ir  uzayzam an  s ta n d a r t  ta b lo su n d a n  
n a s ıl u za k la ş tır ıp  d ah a  ayrık  topolo jik  n ite liğ e  sa h ip  b ir  şeye g ö tü rd ü ğ ü 
nü  gördük. Yine de b az ı fizikçiler, "kuan tum  uzayzam an"m  doğasıy la  ilg ili 
uygun  b iç im de d ah a  d erin  k av ra y ış la r  ed in ilecekse uzay  ve zam an la  ilgili 
f ik irle re  ilişk in  çok d ah a  rad ik a l b ir  gözden geçirm eye gerek d u y u lduğunu  
sağ lam  b iç im de ile ri sü rm ek tele r. §32 .6 'daki (her ne k a d a r  s ın ırlı da olsa) 
orijina l sp in  ağı önerm esi as lın d a  tüm üyle  ay rık  b ir  n ite lik teyd i fak a t 
s ta n d a r t  döngü değişkeni ta b lo su  h â lâ , sp in  ağ la rın ın  göm ülü  o lduk la rı 
k ab u l ed ilen  3-yüzeye ilişk in  sü rek li doğaya bağ ım lıd ır. B ahsed ilen  ikinci 
düzende as lın d a , D oğanın en küçük ölçekteki işley işiy le  uzlaşab ilm em iz  
iç in  gerekli o lduğu  h issed ile n  tüm üy le  ay rık  ve be lirg in  b iç im de "tüm le
şik" çerçeve elde edilm edi.

Y aklaşım  o larak , am ac ın  d ü nyaya  ilişk in  tüm üy le  ay rık /tü m leş ik  b ir  
ta b lo  sunm ak  olduğu  b aş lan g ıç ta k i sp in  ağı ya da sp in  köpüğü  düzen le
r in d en  o ldukça fa rk lı çeşitli f ik ir le r  ile ri sü rü ld ü . Böylesi f ik irle rin  en öl
çüsüz o lan la rın d a n  (§16.1'de değ in ilm iş o lan larından ) b ir i A hm avaara 
(1965) ta ra fın d a n  o rtay a  k o n an d ı.678 G eleneksel fiziğ in  m a tem atiğ in d e  te-

6,8 Bkz. Ahmavaara, 1965.



Ş e k il  33.1 S n y d e r -S c h ild  tü rü  b ir  u za y za 
m an, b irb ir i ü zerine  d ü ze n li b iç im d e  
y ığ ılm ış  kü p le rd e n  o lu şa n  b ir  k ü m e n in  k ö 
şe le r in e  b e n ze r  p e r iy o d ik  b ir  ka fes tir . 
(Bekleneb ilecek o la n d a n  o ld u kça  fa z la  Lo- 
re n tz  d eğ işm ezliğ i sö z  k o n u s u  olabilir!)

m el o lan  gerçel say ı s is tem i, p son  derece büy ü k  b ir  a sa l say ı olm ak üzere, 
b ir  Fp so n lu  a lan n ıy la  d eğ iş tir ilm e lid ir. Fp'n in , tam sa y ı s is tem in i p m o d ü 
lüne a la rak  elde ed ild iğ in i (§16.1'den) an ım sayalım . D iğer ön erile r  uzayza- 
m an ı, b irb ir i  üze rine  düzen li b iç im de y ığ ılm ış k ü p le rd en  o lu şa n  b ir  küm e
n in  k öşe lerine  ben zer b iç im de ay rık  b ir  periyod ik  ka fes  y ap ıs ın a  sah ip  
o la rak  k ab u l eder (Şekil 33.1).679 F izik i o la rak  çok d ah a  m a n tık lı o lan  d ü 
zenler, k en d is i u y arın c a  u zayzam an ın , n o k ta la r  a ra s ın d a k i ned en se l bağ
la n tı  k av ram ın ın  tem el k av ram  o la rak  k ab u l ed ild iğ i ayrık , o lasılık la  so n 
lu  b ir  n o k ta la r  k üm esinden  o lu şu r  b iç im de değerlend irild iğ i, R aphae l Sor- 
k in 'in  nedense l küm e g eo m etris i680 (ya da d a h a  önceki y ak ın d an  ilişk ili b e 
lir li  f ik ir le r i)681 g ibi o la n la rd ır . O lağan k la sik  te rim lerle  b u  "nedensel b a ğ 
lan tı" , n o k ta la rın  b ir in d e n  d iğerine  b ir  s inya l gönderm e o lasılığ ıy la  ilg ili
d ir, böylece n o k ta la rd a n  b ir i d iğe rin in  ış ık  kon isi ü ze rin d e  ya d a  iç inde 
b u lu n u r. Bkz. Şekil 33.2. S o rk in 'in  düzen indek i n ed en se l b a ğ la n tı la r la  ilg i
li büyük  o ran d ak i rasg e le  doğa, özel göreliliğe ilişk in  L oren tz değ işm ezli
ğ in in  o rtay a  çıkm ası b en zeri b ir  şeye o lanak  ta n ırk en  L oren tz değ işm ezli
ği kafes t ip li y a p ıla r la  (Şekil 33 .1 'deki g ib i kafesle rle  ilg ili b a ş la n g ıç ta  d ü 
şünü leb ilecek  o lan d an  çok d a h a  faz la  bu  tü r  s im etri söz k o n u su  o lm asına  
rağm en) c idd i so ru n la ra  sa h ip tir . Y abancıl u zay zam an  y a p ıla r ın a  yönel
te n  d iğer f ik ir le r  k u an tu m  küm e k u ram ı ya d a  D avid F in k e ls te in 'm  dör- 
deylerle  ilg ili g eo m etris in d en ,682 C orinne M anogue ve T ev ian  D ray 'in  s e 
k izgen ler fiz iğ inden  (§1 1 .2, §16.1),683 vb kaynak lan ır.

6,9 Bkz. Schild, 1949; 't  Hooft, 1984; ve Snyder, 1987.
680 Bkz. Sorkin, 1991; Rideout ve Sorkin, 1999; M arkopoulou ve Smolin, 1997; bu  alandaki en 

önemli gelişm elerden b iri M arkopoulo, 1998.
681 Bkz. Kronheimer ve Penrose, 1967; Geroch vd., 1972; Havvking vd., 1976; Myrheim, 1978; 't  

Hooft, 1978.
682 Bkz. Finkelstein, 1969.
683 Bkz. Smolin, 2001; Gürsey ve Tze, 1996; Dixon, 1994; Manogue ve Schray, 1993; Manogue ve 

Dray, 1999.



Ş e k il  33.2 (a) N ed en se l kü m e  geo- 
m etr is in ce  açık la n a n  a yr ık  b ir  e v 
ren  m odeli, (b) N o k ta la r a rasın d a k i 
ilişk i, ok la r boş ko n ile r in in  y a  iç in 
d e  y a  da  ü ze rin d e  uç  verm ek  üzere, 
L oren tzc i n ed en se lliğ i ü ze r in e  mo- 
dellend i.

Ş e k il  33.3  "R egge a na lizi"nde  uza yza m a n a , n o r
m a ld e  4 -b o y u tlu  “d ö rt yü z lü "d e n  (5 -s im p leks)  
o lu ş tu r u la n  4 -b o y u tlu  b ir  çok  y ü z lü y le  (bir "poli- 
to p ')  y a k la ş ık lık  ta h m in in d e  b u lu n u lu r. E ğ rilik  
"kem ikler"  o larak a d la n d ır ıla n  (norm alde ü çgen  
biç im li) 2 -b  o y  u tlu  kenarlar ü ze r in d e  (S fo n k s i 
yo n la r ı b içim inde) bu lunur.

A yrıca b ir  k u an tu m  kütleçek im  k u ram ıy la  ilg ili o la rak  Tullio  Regge t a 
ra f ın d a n  1959'da o rtay a  konan, k end isi u y arın c a  uzayzam an ın , eğriliğ i 
Regge ta ra fın d a n  "kem ikler" o la rak  an ılan  2 -b o y u tlu  "kenarlar" üzerindek i 
d e lta  fonksiyon la rı (§9.7) b iç im inde yoğun laşm ış, düzensiz  b ir  "dö rt yü z
lü" 4 -b o y u tlu  çok yüzlü  (ya da "politop") o la rak  kabu l ed ilen  ilg inç önerm e 
de söz k o n u su d u r .684 Bkz. Şekil 33.3 (ayrıca Şekil 32.3a, §32.4). K uantum  
d u rum u , §26.6’da aç ık lanm ış o lan  "Feynm an geçm işler top lam ı"y la  uy u m 
lu şekilde, bu  tü r  u zay la rın  k arm a şık  say ı ağ ırlık lı b ir  to p lam ı o la rak  k a 
b u l ed ilir. U zay ların  kend ilerine  ilişk in  açık lam a, eğ riliğ in  kuvvetin i g ö s
te rm ek  üzere h e r  kem ikte b ir  "açı"nın be lirtilm ek  zo ru n d a  o lm ası gerçeği 
d ış ın d a  tüm üy le  tü m leşik tir . A slında, §28.2 'de aç ık lanm ış o lan  "kozm ik s i
cim" bu  tü rd e  b ir  geom etri ö rneğ id ir.

A yrıca, topos k u r a m ım  işe  ko şan  R ich a rd  Jo z sa 685 ve C h ris to p h er Is- 
h am 'ın k ile r686 g ib i b aşk aca  ilg i çekici rad ik a l önerm eler de söz k onusu  ol
du. Bu kuram , k end isi u y arın ca  "çelişki yo luy la kan ıtlam a" (§2.6, §3.1) 
y ön tem in in  geçerliliğ in in  red d ed ild iğ i "sezgisel m an tığ ın" (bkz. n o t 2.6) bi-

684 Orijinal kaynak için bkz. Regge, 1962. Immirzi, 1997, resm i olm ayan (ve açıklayıcı) b ir  göz
den geçirme kaleme aldı.

68s Jozsa  bu fikirleri doktora tezinde geliştirdi. Bkz. Jozsa, 1981.
686 Bkz. Isham  ve Butterfield, 2000.



çim len d irilm esin d en  k ay n ak lan  küm e k u ram ın ın 687 b ir  tü rü d ü r. Bu d ü zen 
le rin  h iç b ir in i b u ra d a  ta rtışm a y ac ağ ım , ilg ilenen  oku r y azm a b a ş v u ra b i
lir.

B ir gün  fizik i k u ram d a  oynayacak  önem li b ir  ro l b u lacak  o lan  b ir  d iğer 
f ik ir  ka tegori ku ram ı ve onun  n -k a te g o ri k u ram ın a  genellenm esid ir. 
1945 'te Sam uel E ilenberg  ve S aunders M acLane688 ta ra f ın d a n  o rtay a  ko
n a n  k a teg o rile r ku ram ı o ldukça ilkel (fakat k afa  k arış tırıc ı) soyu t k av ra m 
la ra  d ay a n an  ve b aş lan g ıç  o la rak  ceb irse l topolo ji fik irle riy le  ha rek e te  ge
ç irilm iş o lan  son  derece genel ceb irse l b ir  fo rm a lizm d ir (ya da çerçeve). 
(Yöntem leri konuşm a d ilinde  s ık lık la  "soyut saçm alık" o la rak  anılır.) Te
m el b ile şen le rin in , b u n la r  y a ln ızca  "nesneler''i b ir le ş tire n  "oklar" olm ak 
üzere, çok b a s it  n ite lik le riy le  o rtay a  konan  büyük  gücü y a n ıltıc ıd ır  ve b u  
bö lüm de an ılm ış d iğe r f ik ir le r  g ib i o ldukça "tüm leşik" b ir  gö rünüm e s a 
h ip tir . K ategoriler k u ram ın ın  n -k a te g o ri k u ram ın a  gen işlem esi "hom oto- 
p i"nin , §7 .2 'de k ısaca  ta r t ış ılm ış  olan, "hom oloji" k av ram ın ı sad e le ş tirm e  
b iç im in i y a n s ıtır . K ategori k u ram ı b u rg aç  k u ram ın a  (§33.9 'la b ağ lan tılı 
olarak) h a lih a z ırd a  b ir  g ird i su n m u ş tu r  ve n -k a te g o ri k u ram ı döngüler, 
b ağ la r, sp in  köpük leri (§32.7) ve (/-deform eli y a p ıla r la  (§32.5) ilişk iye s a 
h ip t i r .689 Bu k av ram ların , 21. yüzyıl fiziğ indeki geleneksel uzayzam an  kav
ra m la r ın ın  y e rin i a lm ad a  önem li b ir  ro l oy n ad ık ların ı görm ek ben i b ü tü n  
b ü tü n  şa ş ırtm az .

D aha çok günüm üz a n a  akım  fik irle riy le  benzerlik  g ö ste ren  b ir  kavram  
özellik le F ie lds m ad aly a lı m a tem atik ç i A lain Connes ta ra f ın d a n  g e liş tir i
len  değ işm eli o lm a ya n  g eo m e tr i  k av ram ıd ır. "Değişm eli o lm ayan  geom et
ri" ned ir?  F ik ri değerlend irm ek  üzere ilk  o la rak  o lağan  b ir  p ü rü zsü z  gerçel 
M  m an ifo ld u n u  d ü şü n ü n . D aha so n ra  (C "-pürüzsüz o la rak  k ab u l ed eb ile 
ceğim iz, bkz. §6.3) M  ü ze rindek i p ü rü zsü z  gerçel değerli (skaler) fo n k si
y o n la rı ele alın . Böylesi fo n k siy o n la r b irb ir le r iy le  to p lan ıp  ç a rp ıla b ilir  ve 
ay rıca  s ıra d a n  (sabit) gerçel sa y ıla rla  da ça rp ılab ilir le r . A slında IR gerçel- 
leri ü ze r in d e  değ işm eli cebir  o la rak  a d la n d ır ıla n  b ir  J l ceb ir  s is tem in i 
o lu ş tu ru r la r . (§12.2 ve n o t 12.5 'le k a rş ıla ş tırın .)  Şu h a ld e  «4'yı, nereden  
geldiğ iy le ilg ili h iç b ir  b ilg i b u lu n m ay an  b ir  ceb ir  o la rak  b ilirsek  b u  d u 
ru m d a  y ine de M  m an ifo ld u n u  b a s it  o la rak  c/l ceb irin d en  yen iden  o lu ş tu 
rab ileceğ im iz  açığa ç ık a r .690 Böylece M  ve c/Tnın b irb ir le r in d e n  o lu ş tu ru 
lab ileceğ in i gö rü rü z  ve b u ra d a n  iki b u  m atem atik se l y ap ın ın  açık b ir  a n 
lam d a  b irb ir le r in e  denk  o ld u k la rı so n u cu n a  u la şılır.

687 Bkz. Goldblatt, 1979.
688 Bkz. E ilenberg ve Mac Lane, 1945; Mac Lane, 1988; Lavvvere ve Schanuel, 1997.
689 Bkz. Baez ve Dolan, 1998; Baez, 2000; Baez, 2001; Chari ve Pressley, 1994.
690 Bkz. Connes ve Berberian, 1995.



Öte ta ra f ta n  k u an tu m  m ekan iğ inde sık lık la  değişm eli o lm a ya n  ce b ir
le rle  k a rş ıla ş ılır . § 2 1 .2 'deki s ta n d a r t  kanon ik  pbx a — x apb =  ihS£ değişm e 
k u ra lla r ın ı sağ lay an  x a ve pa ceb iri b u n a  b ir  ö rnek tir. B ir "m anifold"u 
böy lesi b ir  ceb irden , ü s tte  > f 'n in  <A'dan elde ed ild iğ i ayn ı b iç im de y en i
den o lu ş tu rm a y a  ç a lış ırsak  b u  d u ru m d a  değ işm eli o lm a ya n  b ir  geom etri 
o la rak  a n ılan  b ir  şeyi elde ederiz. D iğer b ir  ö rnek o la rak  b e lirli b aşk a  b ir  
d u ru m u  ele a la b il ir  ve §22.8 'in  k u an tu m  m ekaniksel aç ısa l m om entum  b i
le şen leri Llt L2,L 3'le b a ş lay a b ilir iz  (bun lar ta ra fın d a n  ü re tile n  ceb irin  d e
ğ işm eli o lm ayan  2 /»2̂ ı ~ Z,2̂ *3 İ 3A2 " *̂3̂ *1 — *̂1^3
k u ra lla r ın ca  ta n ım la n d ığ ın ı an ım sayın). Bu iş lem cile ri s ıra d a n  b ir  S2 k ü 
re s in in  d ö n d ü rm elerin i ü re ti r  b iç im de dü şü n eb ilir iz . L1( L2, I 3'le ü re tilen  
ceb irden , "değişm eli o lm ayan  küre" o la rak  ad lan d ırab ileceğ im iz  değişm eli 
o lm ayan  b ir  geom etri ü re teb ileceğ im iz  aç ığa  çıkar. Bu fik irle  ilg ili m a te 
m a tik se l pek çok incelik , güzel yap ı ve bek lenm edik  uygu lam a söz k o n u su 
dur. D eğişm eli o lm ayan  geom etriye b u rg aç  k u an tiza sy o n u y la  ilişk is i iç in 
de k ısaca  (§33.7) yen iden  döneceğim .

Connes ve m e sle k ta ş la r ı değ işm eli o lm ayan  geom etri fik rin i, parçac ık  
fiziği s ta n d a r t  m odelin i içeren  b ir  fiziki k u ram  ü re tm e b ak ış  aç ısıy la  ge
l iş tird ile r .691 M odelleri, <AX, u zay zam an  ü zerindek i fo n k siy o n la rın  (değiş
meli) ceb iri o lm ak (fakat p o z itif  b e lir li b ir  m etriğe  sa h ip  k ab u l edilen) ve 
</?2, p a rçac ık  fiziğ i s ta n d a r t  m od e lin in  iç sü m e tr i g ru p la r ın d a n  k ay n a k la 
nan  değ işm eli o lm ayan  b ir  ceb ir  olup uzay zam an a ilişk in  o la rak  "iki kop 
ya" su n m ak  üzere, ça rp ım ı o lan  b ir  <A ceb irin i k u llan ır . Bu m odel
v a r  o lan  haliy le , özel göreliliğe ilişk in  L oren tzci f ik irle ri ve kesin lik le  ge
nel gö reliliğ i de b irle ştirm ez . D ahası, değ işm eli o lm ayan  geom etri f ik rin in  
p o tan siy e l zenginliğ i, b an a  şim diye dek pek de uygun  o la rak  ku llan ılm ış 
g ib i gelm iyor. Yine de m odel b ir  b a ş la n g ıç ta  b u lu n u r  ve ken d isin e  a it, 
H iggs b o zo n u n u n  k ü tlesiy le  ilg ili ta h m in le r  g erek tiren  ilg i çekici özellik le
re  s a h ip tir .692

Tüm  bu  fik irle r, ay rık lık  y a  da b ir  tü r  "kuantum " n ite lik le rin e  ilişk in  
gö rü n ü m le ri üze rine  a lan  "uzayzam an" k av ra m la rın ın  o lu ş tu ru lm as ın a  
odak lan ır. Bu bö lü m ü n  geri k a la n ın d a  o ldukça fa rk lı b ir  f ik irle r a iles in i, 
d iğer b ir  dey işle  içe ris in d e  uzayzam an  ü zerin e  özel o la rak  yük lenm iş h iç 
b ir  ay rık lığ ın  b u lu n m ad ığ ı (kendisine 40 y ılın  üzerinde  zam anım ı a d a d ı
ğım!) bu rg a ç  k u ra m ın a  ilişk in  fik irle ri, aç ık layacağım . U zayzam ana b ir

6.1 Değişmeli olm ayan geom etrinin ayrıca hem sa f  m atem atikte hem de fiziğe uygulanan h a lin 
de, pek çok başkaca kullanım ı söz konusudur. Bkz. Connes, 1990, 1998. İkincisine b ir örnek 
olarak, yeniden norm alleştirm enin  geniş kapsam lı b ir  ele alınışıyla ilgili o larak değişmeli 
olm ayan geom etri yardım ıyla zarif b ir  form alizm  geliştirildi; bkz. §26.9 ve Kreimer, 2000.

6.2 Bkz. Connes ve Berberian, 1995.



şey yüklem ek yerine , u zay zam an  n o k ta la rı fiziki k u ram d ak i öncelik li gö 
rev le rin d en  a r ın d ırılır . U zayzam an, d a h a  ilkel b u rg aç  k av ra m ları ü z e rin 
den  (ikincil) b ir  o luşum  o la ra k  k ab u l ed ilir. B urgaç kuram ı, sp in  ağı k u ra 
m ı ve A sh tekar değ işkenleriy le , ay rıca  o lasılık la  değişm eli o lm ayan  ge
o m etriy le  fa k a t bu  do laysız  b iç im de h erh an g i b ir  "ayrık uzayzam an" k av 
ram ın a  yol açm az, baz ı ilişk ile re  sa h ip tir . B unun yerine  gerçel say ı sü re k 
liliğ inden  ay rılm ası te rs  yönde gerçek leşir çünkü  o, k a rm a ş ık  sa y ı s ih rin i 
fiz iğ in  b ir in c il y ön lend iric i ilkesi o la rak  ta lep  eder. B urgaç k u ram ı u y a 
rın ca , k a rm a şık  sa y ıla rla  ilg ili o la rak , b u  ayn ı sa y ıla rın  k u an tu m  m ek an i
ğ indeki iy i be lirlenm iş tem el ro lle rin e  ek o larak , uzayzam an  y a p ıs ın ı t a 
n ım lam ay a ilişk in  a l tta  y a ta n  tem el b ir  ro l m ev cu ttu r. Bu yo lla  büyüğün  
fiziğ iy le küçüğün  fiziği a ra s ın d a k i önem li b ir  b ağ la n tı h a lk as ı a lg ılanm ış 
o lur.

33.2 Işık ışınları olarak burgaçlar

21 ve 22. bö lüm lerde  gö rdüğüm üz üzere k a rm aşık  say ı y ap ıs ı a s lın d a  
k u an tu m  m ekan iğ inde tem eld ir. K uantum  m ekan iğ in in  tem el çak ışm a y a 
sa s ın d a  k a ts a y ıla r  o la rak  g ö rü n en  "genlikler", k u ram la  ilg ili k a rm a şık  H il
b e r t uzay ın a  yol açan  k arm a şık  sa y ıla rd ır . Bu gen lik le r genellik le soyu t 
n ice lik le r o la rak  d eğ e rlen d irilse  de, b ir  ölçüm  gerçek leştiğ inde  o la sılık la rı 
sa ğ lam ak ta  tem el b ir  ro l oynar. Bu k arm a şık  sa y ıla rla  u zam sa l geom etri 
a ra s ın d a  güçlü  b ir  iç b a ğ la n tı b u lu n d u ğ u n u  (§22.9'da) gö rm üştük . B unun 
en b e lirg in  b iç im i, sp in e  ilişk in  o lası d u ru m la rın  b ir  R ie m a n n  kü resi k av 
ram ı ü ze rin d en  fark lı u zam sa l yön lere  k a rş ılık  geldiğ i, —sp in li b ir  p a rç a 

cığa ilişk in  k u an tu m  m ekan iğ id ir; d a h a s ı §22. 10'd a , yüksek  sp in le  ilg ili 
sp in  d u ru m la rın ın  ay rıca , M ajo rana g ö ste rim i yo luy la  R iem ann kü resine  
ilişk in  u za m sa l geom etri b iç im inde  de aç ık lanab ileceğ in i gö rm üştük . Bu 
kü ren in , b ir  gözlem cin in  gö rüş a lan ı d a  geçerli b iç im de b ir  R iem ann  k ü re 
si o la rak  değerlend irileb ileceğ inden , görelilik  k u ram ın d a  önem li b ir  u za y 
zam an  ro lü  oynad ığ ın ı (§18.5'ten) an ım sayalım . K ısa sü re  iç inde göreceğ i
m iz üzere  bu  gerçek  b u rg aç  k u ram ın d a  ç ığ ır aç ıc ı b ir  önem e sa h ip tir .

B urgaç k u ram ın ın  a rd ın d a k i yö n len d iric i ilke le rden  b ir  d iğe ri k u an tu m  
yerelsel o lm ayışıd ır . §§23.3-6 ta r t ış ılm ış  o lan  tu h a f  EPR e tk ile rin d en  ve 
d a h a  özel o la rak  §23.10 'da aç ık lanm ış o lan  k u an tu m  ış ın lam a  o lgusunda  
açıkça b e lir tild iğ i üzere, fizik i d av ra n ış ın , n o rm al "nedensel" k a ra k te rle  i l 
g ili tüm üy le  yerel e tk ile r  b iç im inde b ü tü n lü k lü  o la rak  an laşılam ay acağ ın ı 
an ım sayalım . Bu, tem el b ir  düzeyde böy lesi yerel o lm ayan  öze llik lerin  içe- 
r ild iğ i b ir  k u ram ın  gerekli o ld u ğ u n u  ile ri sü rer.



Ş e k i l  3 3 .4  O rijina l tü r d e k i  b ir  s p in  a ğ ın d a  
ç iz g i le r  k u d o la n ık l ı k  b a ğ la n  b iç im in d e  o k u 
n a b il ir  (b k z . § 2 3 .9  v e  Ş e k i l  23.7). H e r h a n g i b ir  
y ö n , i le r iy e , y a n  ta r a fa  y a  d a  g e r iy e  d o ğ ru , 
s e ç i le b i l i r  v e  s p in  a ğ ın a  i l i ş k in  a y n ı  g e ç e r li
l i k t e  b i r  y o r u m  e ld e  e d ilir .

B unu gerçek leştirm ek  üzere b ir  yön lend irm e sp in  ağı k u ram ın d an  elde 
ed ileb ilir . §32.6 'dan , tü m  sp in  ağ la rın ın  b aş lan g ıç  o la rak  EPR ç iftle rin d en  
o lu ş tu ru ld u ğ u n u  düşünm em iz gerek tiğ in i an ım sayalım . B ir sp in  ağ ına 
ilişk in  so n ra s ın d a  o rtay a  çıkan çizg iler y asa l o la rak  kudo lan ık lık  b a ğ la n  
b iç im inde  d ü şü n ü leb ilir. K udolanıklığ ı tem sil eden "kuan tum  b ilg isi", b ir  
kudo lan ık lık  çizgisi ya da sp in  ağı çizg isi üze rinde şu  ya da bu  yönde "yol
cu luk  edebilir" . Spin ağı k u ram ın d a  b ir  z a m a n  sa p ta m a s ı söz k onusu  d e
ğ ild ir  (ve esasen  orijina l sp in  ağ la rı eşd eğ er b iç im de b irk aç  fa rk lı zam an 
a lg ısı, ileriye, geriye, y an lam asın a , vb, k u lla n ıla ra k  da okunab ilir, bkz. Şe
kil 33.4). Bu nedenle , kudo lan ık lığa  ilişk in  tu h a f  "geriye zam an" g ö rü n ü m 
leri yaln ızca , sp in  ağ la rın ın  b ir  özelliği o lan  bu  zam an  akış yönüne ilg is iz 
liğ in  y an s ım a la rıd ır .

U zayzam ana ilişk in  b u rg aç  aç ık lam asın ın  esasen  yerel o lm adığ ı açığa 
çıkar; d ah as ı, § 33 .9 'da öyle o lacak  o lsa  da, bu  k ita p ta  henüz uygun  b iç im 
de k arşılaşm ad ığ ım ız  k arm aşık  s ih rin  (aslında §9.7 'deki h ip e r  fonksiyon  
k u ram ın d a  b u n a  yönelik  b ir  ip u cu  m evcuttu), k a rm aşık  say ı s ih r in in  d iğer 
b ir  gö rünüm üyle  b irb ir in e  geçen d ik k a t çekici b ir  özelliği (diğer b ir  d ey iş
le holom orfik  des te  kohom olojisi), d iğer b ir  deyişle k u an tu m  a lan  k u ra m ı
n ın  b aş lıc a  p o z itif  frek an s koşu lu n u  tem elleyen  ho lom orfik  n ite liğ i (§24.3, 
§33.10), yo luyla o rtay a  çıkan  fizik i a la n la ra  ilişk in  bu rg aç  aç ık lam asın a  
yönelik  tem el b ir  "holistik" n ite lik  söz k o n u su d u r. Böylece, b u rg aç  k u ra 
m ın a  ilişk in  yerel gö rünüm lerin , k end ile rin i tem elleyen  g ü d ü le rin  en 
önem lileriy le , d iğer b ir  dey işle  k a rm a şık  sa y ıla ra  ilişk in  s ih ri D oğanın 
k en d is in in  d e rin  b ir  seviyede böy lesi şe y le re  bağ lı o lab ileceğ ine yönelik  
b ir  in a n ç ta  k u llan m a isteğ ine , sık ı b iç im de bağ lı o lduğunu  görü rüz . Bu ve 
so n rak i b irk aç  bö lüm de k arm aşık  say ı s ih rin e  yönelik  tü m  bu  g ö rü n ü m le
r in  b u rg aç  k u ram sa l çerçevede n a s ıl b ir  a ray a  gelm eye b a ş la d ık la r ın ı gö
receğiz. A yrıca b u rg aç  k u ram ın ın  g enel gö relilik te  n a s ıl d ikkat çekici ve 
bek lenm edik  d erin  b ir  ilişk i b u ld u ğ u n u  ve QFT, p a rçac ık  fiziğ i ve k u a n 
tu m  m ekan iğ in in  o lası d o ğ ru sa l o lm ayan  genellenm esi üzerine  ilg i çekici 
b ir  b ak ış  aç ıs ı su n d u ğ u n u  da görm eye b aşlayacağ ız .



A slında bu  f ik irle r b u rg aç  k u ram ın d a  n a s ıl b ir  a ra y a  gelm eye b aş la r?  
B urgaç k u ram ın ı k av ram ay a  yönelik  b ir  ilk  ad ım  o larak , b ir  bu rgac ı, o la 
ğan  M (Minkovvski) u zay zam an ın d ak i b ir  ış ık  ış ın ını g ö s te rir  b iç im de d ü 
şü n eb ilir iz . Böylesi b ir  ış ık  ışın ı, b ir  o lay  (diğer b ir  dey işle  uzayzam an  
nok ta ları) ç ifti a ra s ın d ak i b ir in c il "nedensel bağ"ı su n a r  b iç im de değ e r
le n d irileb ilir . B unun la b ir lik te  o lay ların  ken d ile ri ik inc il o lu şu m lar o la 
rak , b u n la r  o lay la rın  ışık  ış ın la r ın ın  kes iş im leri b iç im indek i ro lle rin d en  
elde edilm ek üzere, d eğ erlend irilm elid ir. A slında R o lay ın ı (R u zayzam an  
noktası), f t'd en  geçen ışık  ış ın la r ı  a iles i b iç im inde  dü şü n eb ilir iz ; bkz. Şekil 
33.5. Böylece, no rm al u zay zam an  ta b lo su n d a k i Z ışık  ış ın ı b ir  geom etrik  
yer ve b ir  R olayı b ir  nok tayken  b u rg aç  uzay ında , a r tık  ış ık  ış ın ı b ir  Z n o k 
ta s ı ve b ir  R  olayı g eo m e tr ik  yer  o la rak  ta n ım la n d ığ ın d a n  bu  d u ru m a  i l iş 
k in  ça rp ıc ı b iç im de b ir  te rs  çevrilm e söz konu su d u r.

Tekil n o k ta la n  M 'deki ışık  ış ın la r ın ı göste ren , b u ra d a  değin ilen  b u r
g a ç  u za y ı  PN 'yle g ö ste rilir .693 (Bu n o ta sy o n  §33.5 'in  te rm ino lo jis iy le  
uyum lu  olm ak üzere ben im sen ir.) Böylece, PN iç indeki Z n o k ta s ı M iç in d e
ki Z geom etrik  yerine  (ışık ışını) ve IMI iç indeki R n o k ta s ı PN iç indek i R  ge
o m etrik  y erin e  (R iem ann küresi; bkz. §18.5) k a rş ılık  gelir. B urgaç kuram ı 
fe lse fesin in  tem el b ir  p a rç a s ı, n o rm al o la rak  uzayzam an  te rim leriy le  aç ık 
la n a n  o lağan  fiziki k av ra m la rın  b u rg aç  k u ram ın d ak i eşd eğ er (fakat yerel 
o lm ayan  b ir  b iç im de ilişkili) b ir  ta n ım la m a y a  çevrilm e gereğ id ir. M ve PN

Ş e k il  33 .5  M M inkovvski u z a y za m a n ın d a k i b ir  Z ış ık  ış ın ı PRI b u rg a ç  u zay ın d ak i (izdü
şü m se l s ıf ır  b u rg aç  uzayı) tek il b ir  Z n o k ta s ı o la rak , M 'deki tek il b ir  R n o k ta s ıy sa  PN 'de- 
ki b i r  R R iem an n  kü resiy le  (bu k ü re  fi'dek i ış ık  ış ın la r ın ın  "gök kü re"si o la rak  g ö s te ril
m ek üzere) g ö ste rilir. (B ü tün lük lü  b ir  uyum  iç in  b u  Ş ekil 3 3 .9 'd a  aç ık lan an  M ' 
tık ız la ş tır ılm ış  Minkovvski u zay ın ı gerek tirir.)

6,3 Kesin isabet için, PN 'n in  tanım ını tam am lam ak üzere b ir kürenin (Riemann) "sonsuzdaki 
ışık ışınları"nm  değerini dahil etmemiz gerekir; bkz. §33.3.



a ra s ın d a k i ilişk in in  a s lın d a  n o k ta d an  n o k tay a  b ir  dön ü şü m  yerin e  yerel 
o lm ayan  b ir  uyum lu luk  o lduğunu  gö rü rüz . B unun la b ir lik te  PN uzay ı bize 
yaln ızca , böy lesi b ir  d ö n ü şü m ü n  b aş lan g ıc ım  sağ lar. B urgaç ku ram ın ın , 
son  derece d ik k a t çekici o lduğu  aç ığa ç ıkan  tü m  zengin liğ i yaln ızca , u za y 
zam an  k av ram larıy la  b u rg aç  uzayı geom etrisi a ra s ın d ak i uygun luk  d ah a  
a y rın tılı b iç im de g e liş tirild ik çe  derece derece gözler önüne serilir.

PN içeris in d ek i bu  R geom etrik  yeri fl'dek i b ir  gözlem cin in  "gökküre- 
si"sin i (toplam  gö rüş alanı), R'ye ilişk in  gökküresi R 'den  geçen ışık  ış ın la rı 
a iles i o la rak  değerlend irilm ek  üzere, ta n ım la r. Y ukarıda b e lir tild iğ i üzere, 
b u  küre  doğal o la rak , ka rm a ş ık  1-b o y u tlu  u z a y  (karm aşık  b ir  eğri; bkz. 
bö lüm  8) o lan  b ir  R iem a n rı küresid ir . Bu neden le  uzayzam an  n o k ta la rın ı, 
b u rg aç  k u ram ın ın  tem elinde y a ta n  k arm a şık  say ı fe lsefesiy le  uyum lu  b i
çim de, PN b u rg aç  uzay ındak i h o io m o rfik  nesneler  o la rak  d ü şü n ü rü z . 
§§33.5, 6 'd a  b u  "hoiom orfik  fe lsefe ''n in  d ah a  tam  b ir  T b u rg aç  uzay ı ge
o m e tris in e  n a s ıl g en iş le tileb ild iğ in i ve §§33.8-12 'de, d o ğ ru sa l ve do ğ ru sa l 
o lm ayan  k ü tlesiz  a lan la rd a k i b ilg iy i, d ik k a t çekici b ir  b iç im de, ş ifre lem e
ye n a s ıl o lanak  sağ lad ığ ın ı açık o la rak  göreceğiz.

B unun la  b irlik te  ışık  ış ın la r ın a  ilişk in  PN uzayı hem en kend iliğ inden  
"hoiom orfik  felsefe"ye uyum  sağ lam az çünkü  o k a rm aşık  b ir  uzay  değ ild ir. 
PN k arm aşık  b ir  m an ifo ld  o lam az çünkü  o, h erh an g i k a rm aşık  b ir  n -m an i- 
fo ld  ç ift say ılı, 2n, gerçel b o y u ta  sa h ip  olm ak zorundayken  (bkz. §12.9) beş 
gerçel b o y u ta  s a h ip tir13311 ve beş tek  b ir  say ıd ır. K ısa sü re  iç inde 
(§33.6'da), "ışık ışın la rı"m ız ı o n la ra  hem  sp in  (aslında sarm allık ; bkz. 
§22.7) hem  de enerji a tay a ra k  fiziki o la rak  b iraz  d ah a  k ü tle siz  p a rç a c ık la 
ra  b en z er h a le  g e tireb ilirsek  bu  d u ru m d a  esasen  üç b o y u tu  k a rm a şık  o lan  
k arm aşık  b ir  uzay  b iç im inde yorumlanabiZecefc aZ tı-boyutlu  b ir  PT uzayı 
elde edeceğim izi göreceğiz. PFs) uzay ı PT iç inde, onu iki k a rm aşık  m an ifo ld  
p a rç a s ın a , P T + ve PT~, bölecek b iç im de b u lu n u r. P T + p o z itif  sa rm a llık ta - 
ki k ü tle s iz  p a rç ac ık la rı ve P T -  n e g a tif  sa rm a llık tak i k ü tle s iz  p a rç ac ık la rı 
tem sil eder b iç im de d ü şü n ü leb ilir; bkz. Şekil 33.6. B unun la  b ir lik te  b u r 
g aç la rı kü tles iz  p a rç ac ık la r  o larak  d üşünm ek  doğru  olm az. B u rg aç la r d a 
h a  çok, k ü tle s iz  p a rç ac ık la rın , ken d ile ri b iç im inde ifade ed ileb ileceğ i d e
ğ işken le ri sağ lar. (Bu, b ir  x konum  3 -v ek tö rü n ü n  uzaydak i b ir  nok tay ı iş a 
re tlem ek tek i o lağan  ku llan ım ıy la  k ıy a s la n ab ilir. B ir parçacık , x ta ra fın d a n  
işa re tle n m iş  b ir  nok tay ı işg a l edeb ilse  de p arçac ığ ı x vek tö rüy le  ta n ım la 
m ak doğru  olmaz.)

B urgaç b ak ış  aç ısı b iz i s ıkça  o rtay a  k o n an d an  o ldukça fa rk lı b ir  "uzay
zam an  k u an tiza sy o n u n a"  yöneltir. K uan tum  (alan) k u ram ı iş lem lerin in  g ab



Ş ek il 33.6 G erçel PN 5 -m an ifo ld u  P T  b u rg a ç  izd ü şü m  u zay ın ı iki k a rm a ş ık  3 -m an ifo ld  
p a rç a s ın d a , P T + ve PT", bö ler. B u n la r  s ıra s ıy la  k ü tle s iz  p a rç a c ık la r ın  p o z itif  ve n e g a tif  
sa rm a llık la r ın ı tem sil eder.

m etrik  ten sö rü n e , bu , u zay zam an  (m anifold) üzerindek i b ir  te n sö r  a lan ı 
b iç im inde  d ü şü n ü lm ek  üzere, u y g u lan m ası gerek tiğ iy le ilg ili "geleneksel" 
b ak ış  aç ıs ı o ldukça geneld ir. K u a n tiz e  m e tr iğ in , H eisenberg  b e lirs iz lik  i l
kesi neden iy le  "bulanıklık" gö rü n ü m le ri sergileyeceği g ö rü şü  ifade ed ilir. 
Ö zellikle boş kon ile rin in  ve b u n d a n  h arek e tle  n ed en se llik  k avram ın ın , 
"kuan tum  belirsiz lik le ri"ne bağ ım lı h a le  geleceği şekilde b ir  "bu lan ık  m e t
riğe '' sa h ip  b ir  tü r  d ö r t-b o y u tlu  uzay  g ö rü n tü sü  su n u lu r  (bkz. 33.7a). Bu 
neden le  b ir  u zayzam an  v ek tö rü n ü n  uzaysa l, zam an sa l ya da s ıf ır  o lacağ ı
n a  ilişk in  k lasik  o la rak  iy i ta n ım lı h iç b ir  kav ram  söz k onusu  değ ild ir. Bu 
konu, h e rh a n g i çok geleneksel b ir  "kütleçekim  k u an tu m  kuram ı"y la  ilgili 
tem el gü çlü k ler y a ra tm ış t ı çünkü  o QFT'ye a it, n ed en se lliğ in  u za y sa l o la 
rak  ay rı o lay la rd a  ta n ım lı a lan  iş lem c ile rin in  değ işm esin i g erek tird iğ i te 
m el b ir  ö ze llik tir  (§26.11). "U zayzam an" kavram ı k u an tu m  b elirs iz lik le rin e  
b ağ lıy sa  (ya da kend isi b ir  k u an tu m  kavram ı h a lin e  geldiyse) b u  d u ru m d a  
ÛFT'ye ilişk in , a lan  işlem cile riy le  ilg ili değ işm e b a ğ ın tıla r ın ın  b e lir tilm e 
sin i içeren  (§§26.2, 3) s ta n d a r t  iş lem ler do laysız b iç im de uygu lanam az. 
B urgaç k u ram ı o ldukça fa rk lı b ir  tab lo  önerir. Şu an  iç in  uygun  "kuanti- 
zasyon" işlem leri, ne o lu rsa  o lsun , uzayzam an  yerine  b u rg aç  uzayı iç inde 
(ilki "geleneksel" bak ış aç ıs ı olm ak üzere) uygu lanm ak  zo ru n d ad ır. Gele
neksel y ak laşım d a  "boş konileri" b u lan ık  h a le  gelirken  "o lay lar"ın  doku 
n u lm am ış b ırak ılm as ın a  ben zerlik  k u ra rsak , b u rg aç  tem elli b ir  y ak la ş ım 
da  a r tık  "olaylar" b u la n ık  h a le  gelirken  dokunu lm am ış b ıra k ıla n  "ışık ış ın 
la r a d ı r  (bkz. Şekil 33.7b).

B urgaç ku ram ı, henüz gö rdüğüm üz üzere, b a ş la n g ıç ta  k a rm aşık  say ı 
s ih rin e  ilişk in , k u an tu m  k u ram ın d a  b u lu n a n la rd a n  fa rk lı b ir  be lirtim d en , 
d iğe r b ir  dey işle  gökküresin in  1 -b o y u tlu  k a rm aşık  b ir  m an ifo ld  o lan  R.İ- 
em ann  k ü res i o la rak  değerlend irileb ileceğ i uzay zam an a ilişk in  klasik  
öze llik ten  fay d a lan ır . F ikir, b u n u n  bize, sonuç o la rak  uzayzam an  y a p ıs ıy 
la  k u an tu m  m ekan iğ in in  iş lem lerin i b ir le ş tirm ek  zo ru n d a  o lan  D oğanın



Ş ek il 33.7 (a) B ir n o k tad ak i yön k av ram ın ın  boş, zam an sa l ya  da  u zay sa l o lm asın ın  k u a n 
tu m  b e lirs iz lik le rin e  b ağ lı o lduğu  b ir  tü r  "bu lan ık" ış ık  k o n isin e  yol açan  "bulan ık" m e t
riğe sa h ip  b ir  u zay za m a n  tü rü n ü n  o lm ası gerek liliğ i, o las ı b ir  "k uan tize  u zayzam an" d o 
ğ as ıy la  ilg ili genel b ir  b ak ış  aç ıs ı o lag e lm iştir , (b) D aha "bu rgaçla  ilg ili” b ir  b a k ış  açıs ı 
b u rg a ç  u zay ın ı (bu d u ru m d a  PW), b ir  ç e ş it v a rlığ ı a lık o y ar b iç im de (böylece ış ık  ış ın la n  
h â lâ  söz k o n u su  olur) k ab u l e tm ek tir  fa k a t b u n la r ın  kes işm e k o şu lla rı k u an tu m  b e lir s iz 
lik le rin e  bağ lı ha le  gelir. B unun yerine  “u zay za m a n  n o k tas ı"  kav ram ı b u ra d a n  h a rek e tle  
"bulan ık" h a le  gelir.

gerçek  şey ler düzeniy le ilg ili ip u ç la r ı sağ lam asıd ır. U zayzam an geo m etri
sine ilişk in  bu  özelliğin, esasen  b ild iğ im iz  fizik i u zayzam an ın  sa h ip  o ld u 
ğu b e lir li b o y u t ve im zaya özgü o lm ası d ikkate  değerd ir. A slında, R i
em ann  k ü res in in  görelilik  k u ram ın d a  gökküresi o la rak  önem li b ir  ro l oy
n am ası gerçeği (§18.5), sicim  k u ram ı ve d iğer K aluza-K lein tip i düzen le ri 
tem elleyen  fik irle rle  b ü sb ü tü n  çe lişk ili o la rak  u zayzam an ın  4—b o y u tlu  ve 
L orentzci o lm asın a  gerek duyar. B urgaç k u ram ın ın  b ü tü n lü k lü  karm aşık  
s ih ri, o lağan  (özel) görelilik  k u ram ın ın  4 -b o y u tlu  u zayzam an  geom etrisine  
ö zg ü d ü r ve "yüksek boyutlu" uzayzam an  geom etrisiy le  ayn ı yak ın lık tak i 
ilişk iye sa h ip  d eğ ild ir  (daha so n ra  §33.4 'e bakın).

İlerlem ek üzere orijina l s a f  sp in  ağ la rı tab lo su n a , k en d is in d e  eksik 
o lan  tem el şey in  u zam sa l y e r değ iştirm eye yönelik  h erh an g i b ir  kaynak  o l
duğuna  d ik k a t ederek, dönelim . O k u ram d a  Ö klitçi aç ıla r  s a f  sp in  ağı k u 
ram ın a  ilişk in  b ir  tü r  "geom etrik  sın ır"  o la rak  o rtay a  çıkar; y ine de o k u 
ram d a  u za k lık la r o rtay a  çıkm az. Döngü değ işken i m ertebes inde , şey lere 
ilişk in  "uzaklık" görünüm ü, çizg iler üzerindek i, sp in  yerine  a lan la  ilg ili 
o lan  sa y ıla rc a  (rı =  2j) g ö ste rilir . B unun la b irlik te  bu, sp in  yaln ızca  d ö n 
dürm e ve aç ıla rla  ilg ili o lan  aç ısa l m om entum  o ld u ğ u n d an  h erh an g i b ir  
uzak lık  ö lçü sü n ü n  söz konusu  o lm adığ ı o rijina l sp in  ağı k u ram ın d ak i yo
ru m la m ad a n  fa rk lıd ır . Ö telem e y er değ iş tirm eleri ve gerçek uzak lık ları 
b ir le ş tirm ek  üzere o k u ram d a  çizgisel m om en tum un  y erin i tu ta c a k  b ir  ro le 
gerek duyarız . Bu nedenle , döndürm e g ru b u n d a n  b ü tü n lü k lü  Öklitçi h a re 
k e tle r g ru b u n a  ve uygun b ir  gö relilikçi düzen  iç in  P o incare  g ru b u n a  
(§18.2) gitm eye gerek duyduğum uz aç ığa ç ıkar.694

6,4 Bu, Poincare grubuyla ilgili olarak yönsel olm ayan uygun (skaler) niceliklere, d iğer b ir de
yişle Casim ir operatörlerine, bkz. §22.12, gerek duyar. Bunlar toplam  spin ve durağan (kare-



1950 'lerin  sonu  ve 6 0 'la r ın  b a ş ın d a , bu  şey ler üzerine  etk in  b iç im de 
d ü şü n d ü ğ ü m  sırad a , döngü  değ işken leri k u ram ı henüz g e liş tirilm em işti 
ve a s lın d a  P o incare  g ru b u n u n  do laysız  b ir  ro l oynadığ ı sp in  ağ la rın a  i l i ş 
k in  b ir  genellem e ta sa r la m ış tım . B unun la  b irlik te , ken d isin e  ilişk in  g ö s te 
rim le  ilg ili o la rak  hoş o lm ayan  a n la tım la ra  sa h ip  P o incare  g ru b u n u n  tu 
h a f  b ir  görünüm üyle , o n u n  y a r ı b a s i t  o lm ad ığ ıy la  (bkz. §13.7) ilg ili en d işe 
liydim . O zam an  P oincare g ru b u n u n , (yarı b a s it  olan) ko n fo rm a l  g rup  o la 
rak  b ilin en  şeye g en iş lem esin in  sp in  ağı k u ram ın ın  ilg ili ben zerin i m a te 
m a tik se l o la rak  d ah a  ta tm in  ed ici b ir  h a le  ge tireb ileceğ i g ö rü şü n e  s a h ip 
tim . K onform al g rup  P o incare  g ru b u n u  yaln ızca , M inkovvski uzay  m etriğ i 
yerin e  ışık  kon ile rin in  k o ru n m asın ı ta lep  ederek  g en iş le tir . A slında, kon 
fo rm al g ru b u n , o ay rıca  ayn ı zam an d a  (idea lleştirilm iş) ışık  ış ın la r ın a  i l iş 
k in  PN uzay ın a  a it s im e tr i g ru b u  d a  o lduğundan , b u rg aç  k u ram ın d a  
önem li b ir  yere sah ip  o lduğu  o rtay a  çıkar. (Konform al g ru b u n  y an sım a lı 
o lm ayan  k ısm ı da ay rıca , ü s tte , k ü tle s iz  p a rç ac ık la rı sa rm a llık  ve enerjiy 
le aç ık la r  b iç im de değin ilen , P T + ve PTT-  u za y la rın ın  h e r  b ir in e  ilişk in  s i 
m e tri g ru b u d u r. Bu g ru b u n  ro lü n ü n  ne o lduğunu  so n rak i iki bö lüm de d a 
h a  açık b iç im de göreceğiz.

33.3 Konformal grup; tıkızlaştırılmış Minkovvski uzayı

Ü stte  u zayzam ana ilişk in  konform al g ru b a  değ ind im . Bu g ru b u n  ro lü 
nü  b iraz  d ah a  ay rın tılı o la rak  keşfe tm eye ça lışa lım . K ütlesiz a la n la rla  
(örn. M axw ell alanı) ilg ili a la n  denk lem lerin in  yaln ızca  P o incare  g ru b u  a l
tın d a  değil b u  d ah a  büyük  g rup  a ltın d a  da değişm ez o lduğu  açığa ç ık tı
ğ ın d an  bu  g rup  fiz ik te  k ü tle siz  a la n la r la  ilg ili o la rak  b e lir li b ir  önem e s a 
h ip tir .695 Tem el b ir  düzeyde k ü tle s iz  p a rç a c ık la r /a la n la r ın , kü tle  daha  
so n rak i b ir  a şam a d a  devreye girecek b ir  şey olm ak üzere, tem el b ile şen ler 
o ldu ğ u n a  ilişk in  konum  sa v u n u lab ilir . E sasen  bu, 25. bö lüm de aç ık land ığ ı 
üzere, k ü tle n in  H iggs bozonu  yo luy la  aç ık lan ıp  yaln ızca  b ir  s im etri k ın l ı 
m ı m ekan izm ası (§25.5) yo luy la  o rtay a  ç ık tığ ın ın  kabu l ed ild iğ i s ta n d a r t  
m odele içkin  b ir  bak ış aç ıs ı g ib i gö rü n ü r. Öyle b ile  o lsa , b u rg aç  k u ram ın ın  
a rd ın d a k i önem li b ir  tem el güdü  a s lın d a  kü tlesiz  a la n la r  ve konform al - 
g ru b u n  tem el önem ine yönelik  in an ç tı. K ütlesiz p arçac ık  ve a la n la rın  b u r 

li) kütledir. Bununla b irlik te durağan kütle herhangi b ir şeyin in tegral katı olarak inşa edil
m iş biçim de bilinmez, bu durum da böylesi b ir  düzenin tüm leşik görünüm leri pek açık değil
dir. Yine de bu yaklaşım , John  M oussouris ta rafından  doktora tezi olarak  1983'te geliştiril
m iştir; bkz. M oussouris, 1983. Bu, kütle ve sp in in  yanı sıra  ağ çizgilerine eklenmiş ek bir 
işa re te  gerek duyar.



gaç k u ram ın d a  d ik k a t çekici b ir  özlü  aç ık lam aya sah ip  o ld u k la rın ı ve bu  
gerçeğ in  o k u ram a ilişk in  tem el köşe ta ş la r ın d a n  b ir in i o lu ş tu rd u ğ u n u  gö
receğiz (§33.8).

K onform al g rup  ta m  o la rak  ned ir? Açık k onuşm ak  gerek irse, b u  g ru p  M 
Minkovvski uzay ı üzerin d e  değil fa k a t M 'nin, tık ız la ş tır ılm ış  M# M inkovvs
ki uzay ı o la rak  b ilin en  hafifçe  gen iş le tilm iş  h a li üze rinde  etk ir. M# uzayı, 
pek çok b ak ım d an  Minkovvski u zay ın ın  k en d isin d en  d ah a  za r if  b ir  ge
om etriye sa h ip  h o şça  b ir  s im etrik  k ap a lı m an ifo lddu r. B unun la b irlik te  
onu "gerçek uzayzam an" o la rak  değil fa k a t m a tem atik se l b ir  u ygun luk  b i
ç im inde d üşünm ek  zo runday ız . O, b u rg aç  g eom etrisi ve onun  fizik i u zay 
zam an  geom etrisiy le  ilişk is in i an lam a k ta  k u lla n ış lı b ir  a rac ıd ır .

Z ihnim izde tu tm am ız  gereken iyi b ir  ta b lo  R iem ann k ü resi ve onun  
k arm aşık  düzlem le o lan  ilişk is id ir. §8 .3 'ten , R iem ann k ü res in in  karm aşık  
düzlem den k en d isin e  b ir  "sonsuz elem an", d iğ e r b ir  dey işle  oo'la iş a re tle n 
m iş nok tay ı, eklem ek yoluyla elde ed ild iğ in i ve böyle yap tığ ım ızd a  da b a ş 
lad ığ ım ız  düzlem den  b ile  d ah a  büyük  sim etriy e  sah ip  b ir  geom etrik  yap ı 
elde ettiğ im izi an ım say ın . Benzer b ir  b iç im de tık ız la ş tır ılm ış  M# M in
kovvski uzay ı da, o lağan  M Minkovvski u zay ına , bu  kez, b ü tü n  b ir  so n su z 
d a k i ış ık  ko n is i o lduğu  o rtay a  ç ıkan  b ir  "sonsuz elem an" eklem ek yoluyla 
elde ed ilir. Sonuçtak i uzay  Minkovvski u zay ın ın  k en d isin d en  de d ah a  b ü 
yük b ir  s im etriy e  (diğer b ir  dey işle  konform al gruba) sa h ip tir .

B unun n a s ıl iş led iğ in i görelim . uzay ın ın , L orentzci b ir  konform al 
m etriğe  sa h ip  gerçel b ir  4—b o y u tlu  tık ız  m an ifo ld  o lduğu  o rtay a  çıkar. 
§27.12 'den, L oren tzci b ir  konfo rm al m e triğ in  a s lın d a  yaln ızca, uzay  ü ze
r inde  b e lir tilm iş  o lan  boş kon ile ri a iles i o lduğunu  an ım say ın . Bu y ap ı d a 
h a  çok, h e r  yerde p o z itif  o lan  p ü rü zsü z  b ir  û  sk a le r a lan ıy la  ilg ili o la rak  
g ' = ü 2g  o lu rsa  g  m e triğ i g ' m e triğ in e  denk  say ılm ak üzere, m etrik lere  
ilişk in  b ir  eşdeğerlik  s ın ıfı b iç im inde ifad e  ed ilir. Bu yen iden  ölçek lendir- 
me esasen  boş kon ile rin i k o ru r  (Şekil 33.8). Şu h a lde  (konform al b ir  m a n i
fo ld  o la rak  değerlendirilen) M 'den tık ız  konfo rm al m an ifo ld u n a  geç
m ek üzere, ü s tte  "sonsuzdak i ış ık  konisi" o la rak  değ in ilen  3 3 -yüzey in i 
b ir le ş tir ir iz . §27.12 'den, Minkovvski uzay ın a  ilişk in  geçm iş ve gelecek boş 
so n su z la rın ı tem sil eden  (sırasıy la  "scri-eksi" ve "seri artı"  o la rak  a d la n d ı
rılan) 3~ ve 3+ 3-yüzey lerin i an ım say ın  (bkz. Şekil 27.16b). M#'yi, 3~'yi Şe
kil 33 .9 'da b e lir tile n  b iç im de J +'y la  ta n ım la m a k  yo luy la  o lu ş tu ra b ilir iz . 
J~ 'n in  b ir  n o k ta sı, J +'dak i, u zam sa l o la rak  (d iyagram daki çoğu n o k tan ın  
g ö ste rd iğ i 2 -k ü re  üzerinde) k en d isin e  a n tip o d a l o lan  ilg ili no k tay la  ayn ı 
n o k ta  o la rak  değ erlen d irilir. 3~ üze rindek i b ir  a~ n o k ta s ın a  ilişk in  ış ık  ko
n is in in  3+'ya ilişk in  a + n o k ta s ın d a  y ine b ir  odak  ha line  g e lir  ve a~ ve a + 
n o k ta la r ı ta n ım la n m a lıd ır . Ek o la rak  zam an sa l ve u zam sa l so n su z la rı



Şekil 33.8 Lorentzci bir M  manifoldu- 
nun boş koni yapısı ona ait konformal 
yapıya denktir. M 'y e  ilişk in  konformal 
b ir  yeniden ölçeklendirm e nedensellik  
özelliklerini değil fa ka t m etriğini etk i
ler. (Bir g  metriği, O skaler alanı her 
yerde p o z i t i f  olmak üzere, g ’ =  ü 2g  
olursa konform al olarak g "n e  yeniden  
ölçeklendirilir.) E lverişli koşullarda  
böylesi yeniden ölçeklendirmeler, te
killikleri ve  so n su z bölgeleri “görüşe 
getirm ek” üzere kullanışlı olabilir.

Ş ek il 33.9 M*'yi, 3~'yi J +'y la  ta n ım la m a k  yo luy la  o lu ş tu ra b ilir iz . J~ 'n in  b ir  n o k tas ı, 
J +'d ak i, u z a m sa l o la rak  (d iyag ram dak i çoğu n o k ta n ın  g ö ste rd iğ i 2 -k ü re  üzerinde) k en d i
sin e  a n tip o d a l o lan  ilg ili n o k tay la  ay n ı n o k ta  o la rak  d eğ e rlen d irilir . J~ ü ze rin d ek i b ir  a~ 
n o k ta s ın a  ilişk in  ış ık  k o n is in in  J +'y a  ilişk in  a* n o k ta s ın d a  y in e  b ir  odak  h a lin e  g e lir  ve 
a~ ve a * n o k ta la r ı ta n ım la n m a lıd ır. Ek o la rak  z a m a n sa l ve u zam sa l so n su z la r ı tem sil 
eden  üç  n o k tan ın , i " , i°, i * ,  tü m ü  de tek il i  n o k ta s ı o la rak  ta n ım la n ır .

tem sil eden üç n o k tan ın , i~, i°, i +, tü m ü  de tek il i n o k ta s ı o la ra k  ta n ım la 
n ır .133-21 K onform al M# m an ifo ld u  a s lın d a , y a ln ızca  10 -boyu tlu  P o incare  - 
g ru b u  yerine  15-boyu tlu  s im etri g ru b u n a , ko n fo rm a l g rup , sa h ip  o larak  
Minkovvski u za y ın d a n  d a h a  faz la  sim etriye  sa h ip tir .

M# uzay ın ı ve ken d isin e  a i t  d ö n ü şü m ler g ru b u n u  aç ık lam an ın  z a r if  b ir
yo lu  m ev cu ttu r. +  -l-------------im z as ın a  sa h ip  sözde Ö klitçi b ir  E2,4 6 -uza-
y ındak i 0  o rijin ine  ilişk in  X  "ışık  kon isi"n i ele alın . E2 4 iç in  s ta n d a r t  ko
o rd in a tla r ı, 3C'nin

w 2 + t 2 -  x 2 -  y 2 -  z 2 -  v 2 = 0

denklem iyle verileceğ i şek ilde  w ,t ,x ,y , z ,v  o la rak  seçin. Böylece, E2,4'e i l iş 
k in  d s2 m etriğ i

®  [33.2] M "n in  geom etrisini ayrın tılı o larak açılayabilir m isiniz bakın. Bir J~ noktasın ın  ışık 
konisine ilişkin olağan uzayzam an tanım lam ası nedir? M#,nin topolojisinin niçin S1xS3 ol
duğunu görebiliyor musunuz? Bir tek  sayılı uzayzam an boyutuyla ilgili ortaya çıkacak 
önemli b ir farklılık  düşünebiliyor musunuz?



d s 2 -  d w 2 +  d t 2 — d x 2 — d y 2 —  Az2 —  d v 2

ifad e s i o lur. Ü sttek i denklem  te p es i O o lan  5 -b o y u tlu  b ir  "koni"dir. Onu 
Şekil 33 .10 'da gösterm ek  üzere e lim den  gelen in  en iy is in i y ap tım  fak a t 
resm in  y an ıltıc ı o lm asın ın  tem el b iç im le rin d en  b iri, K 'y e  iki ay rı "parça" 
("geçmiş" ve "gelecek") g ib i g ö rünen  şey a s lın d a  "b ir parça" h a lin d e  b ir le ş 
tir il ir .133 31 Şim di, JC 'nin w -  v = 1 s ıf ır  5 -düzlem i boyunca o lan  kesitin i  ele 
alın . Bu kesişim , E2,4'ü n k in in  ned en  o lduğu  içsel m etriğ i

d s 2 =  d t 2 — d x 2 — d y 2 — d z 2

o l a n 133 41 j j j p  4_m a n ifo ld d u r ("paraboloid"). Bunu, o lağan  düz Minkovvski 4 r -  

u zay ın a  ilişk in  m e trik  b iç im i o la rak  ta n ır ız  (§18.1), böylece E2'4 iç inde "bü- 
külü" (Şekil 33 .10 'daki p a ra b o l g ö rü nüm üne sahip) b ir  b iç im de göm ülü  b i
le o lsa  M 'yle ta n ım lay ab ilir iz . Bu ta b lo d a  M#'yi n a s ıl görm ekteyiz? O, 
K 'ye ilişk i tü m  üreteçlerin  (O 'dan geçen h e r  iki yöndeki düz çizgi tek b ir  
ü re teç  say ılm ak  üzere X  ü ze rin d e  b u lu n a n  O 'dan geçen düz çizgiler) soyu t 
uzay ıd ır. Böylece M# üzerindek i h e r  nok tay ı b a s it  o la rak  JC'ye ilişk in  b ir  
ü re teç  b iç im inde d ü şü n eb ilir iz  (Şekil 33.10); bu  d u ru m d a  E2,4'ü n  o riji
n in d e  konum lanm ış b ir  "gözlem ci"nin "gökküresi"sidir!

Bu n iç in  işler? w — v  =  0 5 -d ü zlem in d e  b u lu n m ay an  h e r  ü re teç  M 'yle 
tek il b ir  n o k tad a  b u lu şu r, böylece bu  ü re teç  a iles i M 'yle b ir  sü rek li l 'e  1 
u y g un luğa  sa h ip tir . B unun la  b irlik te  ek o larak  5 -düzlem  ü zerin d e  bu lu -

Şekil 33.10 Sözde Öklitçi E2,4 içindeki 
tık ızlaştırılm ış  M* Minkovvski uzayı,w 2 + t2 — 
x 2 -  y 2 -  z 2 — v 2 = Ola verilen K  "ışık konisi"nin  
uzay üreteçleri olarak tanım lanabilir. X 'n in  
w - v  = 1 s ıfır  5 -düzlem i boyunca olan "parabo
loid biçim li"  M 4-m anifo ld  kesiti M inkovvskici iç
sel ds2 = dt2 -  dx2 -  dy 2 -  dz2 m etriğine sah ip
tir. w -  v  =  O'daki X 'y e  ilişkin üreteçler a ile s i , 
bu  üreteçler 3 'ya ilişkin  nokta lan  sağlam ak üze
re, w - v  = l 'e  paraleldir ve  M yi e kesişm ez.

n a n  ü re te ç le r  de söz konu su d u r. B un lar M'yi, J 'y ı o lu ş tu ra n  ek n o k ta la rla  
destek ler. Bu b iç im de ta n ım la n an  Ml#, JC'nin h e rh an g i b ir  yerel a ra  kesiti-

[33.3] Nedenini görebiliyor musunuz? 
I® [33.4] Niçin?



n ink i ta ra f ın d a n  yerel o la rak  sa ğ lan a n  konform al b ir  L oren tzci m etriğ ine  
s a h ip tir .133 51

E2,4 ü ze rin d e  e tk iyen  0(2, 4) sözde o rtogonal g ru b u  (bkz. §13.8, §§18.1, 
2) d s2 m etriğ in i k o ruyan  "döndürm eler ''d en  o luşur. Bu, K 'n in  ü re teç le rin e  
y ine 3C'ye a it b aşk ac a  ü re teç le re  gönderir, böylece M#'yi kend ine  gönderir. 
D ahası M#'n in  konform al y ap ıs ın ı k o ru r.133 61 M# üzerin d e  0(2, 4)'e a it, öz
deşlik  o la rak  etk iyen ta m  o la rak  ik i elem an, d iğer b ir  dey işle  0(2, 4) özd eş
lik  e lem an ın ın  k end isi ve 0(2, 4 )'ün  n eg a tif  özdeşlik  elem anı, m evcu ttu r; 
so n u n c u su  h e r  ü re te c in  yönünü  b a s it  b iç im de te rs  çev irir. Ü reteç y ö n le ri
n in  b u  te rs in ir liğ in d e n  k ay n a k la n an  uygun lu ğ u n  ikiye b ir  d o ğ as ın d an  ay rı 
o la rak  0(2, 4) konfo rm al g ru p tu r. O, w — v = O 5 -d ü zlem in i k o ruyan  10-bo- 
y u tlu  b ir  a l t  g rup  iç e rir  ve b u  M 'ye a it Poincare g ru b u n u  v e rir .133 71 A slında 
b u  argüm an , o lağan  b ir  küreye ilişk in  konform al d ö n ü şü m lerin  0(1, 3) Lo- 
ren tz  g ru b u n u n  b ir  g e rçek le ştir ilm esin i sağ lad ığ ın ı g ö ste rirk en  §18.5 'te 
yap tığ ım ız  şeyin, bkz. Şekil 18.8, yaln ızca  d ah a  yüksek b o y u tlu  b ir  v e rs i
yonudur.

33.4 Yüksek boyutlu spinörler olarak burgaçlar

B u rgaç la r tü m  b u n la r  iç inde nereye o tu rm ak tad ır?  B ir (M inkowski 
uzay) b u rg ac ı aç ık lam an ın  en k ısa  fa k a t en açık o lm ayan, yolu  onun  0(2, 
4)'le ilg ili in d irg e n m iş  b ir  sp in ö r  (ya d a  y a rı spinör) o ld u ğ u n u  söylem ek
tir . (Bu aç ık lam an ın  m a tem atik se l özlü an la tım ıy la  ilg ili o la rak  te la ş la n 
m ayın; d a h a  fizik i b ir  ta b lo y u  k ısa  sü re  iç inde vereceğim !) İnd irgenm iş 
sp in ö r k av ram ın ın  k ısa  b ir  h a tır la tm a s ı iç in  §11.5'e bak ın . Sözde o rtogo 
n a l b ir  O(n — r ,n  + r) g ru b u n u n  ü ze rin d e  e tk id iğ i 2 n -b o y u tlu  b ir  uzay  iç in  
in d irg en m iş sp in ö r uzay ı 2n_1-b o y u tlu d u r . E ldeki d u ru m d a  n = 3 'tü r  (ve 
r  =  1), böylece in d irgenm iş sp in ö rle re  ilişk in  b u rg a ç  u za y ı  o la rak  a d la n d ı
r ıla n  4 -b o y u tlu  b ir  u zay a  sa h ip  o lu ru z .696

Ne yazık  ki b u  tü r  b ir  tan ım lam ay la , b ir  b u rg ac ın  neye benzediğ iy le i l 
gili aç ık  b ir  geom etrik  ve fizik i tab lo  elde edem eyiz. D ahası, h e rh an g i b ir  
2 ( n — 1) ç ift uzayzam an  b o y u tu  say ıs ıy la  ilg ili o la rak , §33 .2 'n in  so n u n a  
doğru  söylenm iş o lan  şeye k arş ın , b ir  b u rg aç  k u ram ın ın  v a r  o lm ası gerek 

®  [33.51 Yerel herhangi b ir  ara  kesit ta rafından  sunulan konform al m etrik  niçin b ir başkası ta 
rafından  sunulanla aynıdır? 3 'nın bu biçim de tan ım lanan  nok taları niçin ü stte  verilen ta 
nım la uyum ludur? İpucu: Bkz. §18.4 ve Şekil 18.8.

f© [33.6] Niçin?
»8! [33.7] Bir 6x6 m atrisle ilgili, onun 0(2, 4)'e ilişkin sonsuz küçük b ir elemanı tem sil etm esine 

ilişkin koşul nedir? Bu m atris lerin  hangileri sonsuz küçük Poincare dönüşüm leri verir?



tiğ in i gö rü rüz . Ü sttek i o lu şum u  JC'yle ilg ili o la rak  genelle riz  ve 2(n  — 1)- 
b o y u tlu  M inkow ski uzay zam an ın ın  tık ız la ş tır ılm as ı, önceki g ib i b ir i m e t
rik te  eksi ve d iğeri a r tı  işa re te  sa h ip  iki yeni, v  ve w k o o rd in a tın ı su n d u 
ğum uz ü s tte  verilene ben zer b ir  b iç im de iş le r. B urgaç uzay ı a r tık  2n_1 b o 
y u tlu d u r. Bu, a r tık  in d irg en m iş sp in ö r k av ram ın a  sa h ip  o lm am am ız d ış ın 
da, ay rıca  b ir  2n — 1 tek  uzayzam an  b o y u tu  say ıs ıy la  ilg ili o la rak  da işler. 
"B urgaçlar" o la rak  kabu l ed ilm esi gereken şey  a r tık  2n-b o y u tlu  tü m  sp in  
uzay ıd ır. B unun la  b irlik te  b u rg a ç la ra  ilişk in  önem li b ir  özellik, d iğe r b ir  
dey işle  (§§33.7,12,14'te d ah a  a y rın tılı ta rtışacağ ım ız) aynal doğaları, tek 
bo y u tlu  d u ru m d a  kaybo lu r. Y alnızca in d irgenm iş sp in  u za y la rın a  g eç tiğ i
m izde esas  o la rak  (sol—elli ve sa ğ -e lli k av ra m la rın  b u rg a ç la ra  ilişk in  fa rk 
lı ta n ım la r  a lacağ ı şekilde; bkz. §33.7) ayna l b ir  fo rm alizm i g e rç ek le ş tir i
riz  ve bu  yo lla  zay ıf  e tk ileşim lere  (§25.3) ilişk in  ayna l g ö rü n ü m le rin  sonuç 
o la rak  b ir le ş tir ileb ileceğ in i um ab iliriz . B ir b u rg aç la  ilg ili bu  genel n -bo - 
y u tlu  ta n ım ın , b u rg aç  k u ram ın ı bu  derece etk ili k ılan  k ilit fiziki (ve ho lo 
m orfik) özellik leri n iç in  k ay b e ttiğ in i de d a h a  so n ra  göreceğiz.

B u rgaç la r uzayzam an  d ö n ü şü m lerin e  ilişk in  ak tif  b ir  g ru p la  (konfor- 
m al grup) ilg ili o lduğundan , uzayzam an  n o k ta la rı g ru b u n  e tk is i a ltın d a  
d iğer u zayzam an  n o k ta la rın a  gönderilm ek üzere, ev rensel o la rak  uzayza- 
m an d ak i tek il n o k ta la r  yerine  uzay zam an la  ilg ili k av ra m la r  o la rak  g ö rü 
lür. Vektör, te n sö r  ya da o lağan  sp in ö rle r  g ib i yerel n ice lik le r b ir  nok taya 
etki eden s im etri g ru b u y la  ilg ilid ir, bkz. §14.1; örn. döndürm e ya da Lo- 
ren tz  g ru b u  (§14.8). Bu du ru m  b u rg aç la rı o lağan  vek tör, te n sö r  ya da spi- 
n ö rle rd en  ele a lın m ası d ah a  zor h a le  g e tirse  de, bu  evrensellik , yaln ızca  
d ah a  önceden  verili o lan  b ir  uzayzam an  m an ifo ld u n a  a t ıf ta  b u lu n a ra k  t a 
n ım lan m ak  yerine  uzayzam an ın  y erin i a lm as ı am aç lan an  b ir  fo rm alizm  
a rad ığ ım ızd a  b ir  av an ta ja  sa h ip tir . §33.2 'de b e lir tild iğ i üzere b u rg aç  k u 
ram ın ın  tem el am aç la rın d a n  b ir i a s lın d a  böylesi b ir  fo rm alizm  elde e t
m ektir. Bu tü r  b ir  yak laşım ın  tem el o lum suzluğu , konfo rm al g rup  tü rü n 
deki şey ler M 'y e  ilişk in  b ir  s im etri b iç im inde  görünm ediğ inde böy lesi b ir  
fo rm alizm in  genel b ir  eğik M  u zay zam an ın a  n as ıl u y g u lan ab ild iğ in i g ö r
m en in  zo rluğudur. §§33.11, 12'de b u rg aç  k u ram ın ın  bu  tü r  b ir  güçlükle 
n a s ıl d ik k a t çekici b ir  b iç im de an la ş tığ ın ı göreceğiz.

B ir b u rg ac ın  ü s ttek i, 0(2, 4)'e ilişk in  in d irgenm iş b ir  sp in ö r b iç im in d e
ki ta n ım ı bize b u rg aç  k u ram sa l f ik ir le r  ve güdü  hak k ın d a  yaln ızca  çok s ı 
n ır lı b ir  b ak ış  aç ıs ı su n a r. H enüz b e lir tild iğ i gibi, b u ra d a  bu  y ak laşım la  
ilg ili özel o la rak  4 -b o y u tlu  h e rh a n g i b ir  şey  y o k tu r ve b u  yak laşım  bize, 
b u rg aç  ku ram ıy la  D oğaya ilişk in  d ah a  d erin  b ir  ku ram  aray ış ım ızd a  ile r 
lem ek üzere  n iç in  b ir  k ılavuzluk  su n u y o rm u ş g ib i ilg ilen ilm esi gerek tiğ iy 
le ilg ili açık h iç b ir  iş a re t  verm ez. B urgaç k u ram ın ın  b u  an lam d a  ne y a p 



m aya ça lış tığ ın ı d ah a  b ü tü n lü k lü  değerlend irm ek  üzere 29 ve 30. bö lüm le
rin  m esajın ı an ım sayalım . U ygun k u an tu m  kütleçek im  b ir liğ in in  fizikle i l
gili tem elden  yen i b ir  b ak ış  aç ıs ı a ra y ış ın ın  tem el b ir  am acı olm ak zo ru n 
da o lu şu  genel o la rak  kabu l ed ilirken  o bö lüm lerin  m esajı k u an tu m  (alan) 
k u ram ın a  ilişk in  k u ra lla r ın  k u tsa l dokunu lm azlık ta  kalm ayıp , tıpk ı gele
neksel uzayzam an  ta b lo la rım ız la  ilg ili geom etride o lduğu  g ib i, esn em esi
n in  gerek tiğ i b ir  gelişm e a ra m a  gerek liliğ im izd ir. Yine de k u an tu m  m eka- 
n ik se l ilke lerdek i güzelliğ in  y an ı s ıra  açıkça pek çok doğru  d a  b u lu n u r  ve 
b u n la r  b as itç e  te rk  ed ilm em elid ir. B urgaç k u ram ında , QFT k u ra lla r ın ı 
yüklem ek yerine , bu  k u ra lla ra  b ak ılır  ve E in s te in 'm  a lg ıs ın d ak ile rle  b irb i
rin e  geçen, görelilik  ve k u an tu m  m ekan iğ i a ra s ın d a  gizli h a rm o n ile r  a r a 
y an  özellik ler ç ıkarılm aya ça lış ılır . D aha önce b e lir tild iğ i üzere, k ılavuz
luk la  ilg ili k ilit b ir  elem an b u  k ita b ın  pek  çok yerin d e  b e lir tilm iş  o lan  k a r 
m aşık  say ı s ih rid ir . Bir d iğeri, yüksek b o y u tla ra  ya da b aşk ac a  im zalara  
yönelik  g enellem elerinden  d a h a  çok, L orentzci 4—uzay  E in s te in  kuram ıy la  
o lan  özel h arm o n id ir.

L orentzci 4 -u za y la  ilg ili o la ra k  bu  an lam d a  bu  k a d a r  özel o lan  şey n e 
dir? §18.5 ve 33 .2 'de v u rg u lan d ığ ı üzere b ir  gözlem ciye a it gökküresi do 
ğal b ir  kon fo rm al yap ıya s a h ip tir  ve b ir  R iem ann k ü res i b iç im inde yo ru m 
la n ab ilir. Bu genel doğaya sa h ip  b ir  şey in  esasen , gökküresi h e r  zam an  
konform al b ir  m an ifo ld  y a p ıs ın a  sa h ip  olm ak üzere, h erhang i (sıfır o lm a
yan) sa y ıd a  uzay  ve zam an  b o y u tu n d a  o rtay a  çık tığ ı, z ih inde can lanm alı- 
d ır .133 81 B unun la  b irlik te  L orentzci 4—boyu tlu  d u ru m a özgü o lan  şey bu  
konform al m an ifo ld u n  k a rm a ş ık  b ir  m an ifo ld  (R iem ann küresi) o la rak  do 
ğal şek ilde y o ru m lan ab ilm esid ir; h e rh a n g i b aşk a  b ir  uzay  ve zam an  b o y u 
tu n d a  o rtay a  çıkm ayacak  o lan  b ir  özellik. Bu gerçeğin  önem i ned ir? B ur
gaç k u ram ın d a  k arm aşık  sa y ıla ra  ilişk in  s ih ird e n  so n u n a  dek y a ra rla n ılır . 
B urgaç uzay ın ın  yaln ızca  k a rm a şık  b ir  m an ifo ld  o lduğu  değil fak a t bu  
k arm aşık  m an ifo ld u n  do laysız  b ir  fiziki yorum a sah ip  o lduğu  da o rtay a  
ç ıkar. A slında genel so n u ç la r  bize, "burgaç uzay ı''n ın  h e rh an g i b ir  tü r  k a r 
m aşık  u zay 697 o lduğu  d u ru m la rın  yaln ızca , uzay  b o y u tla r ı ve zam an  b o 
y u tla r ı a ra s ın d a k i fa rk  4 'e  b ö lü n d ü ğ ü n d e  2 k a lan ın ı veren  d u ru m la r  o ld u 
ğu n u  söyler. B unun  ne o rijina l K aluza-K lein k u ram ın d ak i ne 10 ya da 11- 
b o y u tlu  sü p e r  kü tleçekim  k u ram la rın d ak i ne 10-boyu tlu  sü p e rsic im  k u ra 
m ındak i ne de 11-b o y u tlu  sü p e r  kü tleçek im  ya da M -k u ram ın d ak i ne de 
h a t ta  12 -boyu tlu  F -k u ram ın d ak i (bu d u ru m d a  2 zam an  b o y u tu  söz k o n u 
su  o lduğundan) d u rum  o lm am ası d ikka te  değerdir!

[33.8] Nedenini açıklayın.
6,7 Bkz. Harvey, 1990; Penrose ve Rindler, 1986; Budinich ve T rautm an, 1988.



33.5 Temel burgaç geometrisi ve koordinatları
O lağan M inkovvskici 4 -u zay ıy la  ilg ili genel b ir  b u rg aca  ilişk in  fizik i ya 

da  geom etrik  yorum  nedir? M 'ye a it b ir  R n o k ta sıy la  ilg ili s ta n d a r t  t ,x ,y , z  
Minkovvski k o o rd in a tla r ın ı ku llanm ak , ışık  h ız ın ı b irim , c = 1, o la rak  k a 
b u l etm ek üzere, şey leri aç ık lam an ın  en kolay yo ludu r. M 'ye ilişk in  b ü tü n 
lük lü  T b u rg aç  uzayı, s ta n d a r t  k a rm a şık  Z G,Z 1,Z 2,Z'i k o o rd in a tla r ın ın  k u l
lan ılab ileceğ i, 4 -b o y u tlu  ka rm a ş ık  b ir  vek tö r  u za y ıd ır .  Bu k o o rd in a tla ra  
sa h ip  b ir  Z bu rg ac ın ın ,

k ilit m a tr is  b a ğ ın tıs ı geçerli o ld u ğ u n d a  (m atris no tasy o n u  iç in  bkz. §13.3) 
R u zayzam an  n o k tasıy la  b irlik te  gelen , y a  da ff'n in  Z 'yle b irlik te  gelen, b ir  
şey o lduğunu  söyleriz. Düz uzay  b u rg aç  geom etrisiy le  ilg ili tem el tü m  ifa 
deler b u  b ağ ın tı so n u cu n d a  gelir!133 91

§12.8 'in  n o ta sy o n u y la  uyum lu  b iç im de, Z“ (soyut) in d is  n o ta sy o n u  z a 
m an  zam an  Z b u rg ac ın ı gösterm ek  üzere  (Z'nin b ile şen le ri s ta n d a r t  çerçe
vede Z ° ,Z \Z 2,Z 3 olm ak üzere) k u lla n ılacak tır . H er Z ya da Z“ bu rg ac ı 
(T 'nin b ir  elem anı), ikili b u rg aç  o lan  b ir  Z k arm aşık  eşlen iğ ine  (T* ikili 
b u rg aç  uzay ın ın  elem anı) sa h ip tir . Z, in d is  b iç im inde a lt  in d is li Za o la rak  
y az ılır  ve b ile şen le ri (s tan d a rt çerçevede)

olur. Bu n o ta sy o n  o lasılık la  b ir  m ik ta r  kafa k a rış tır ıc ıd ır . Sol ta ra fta k i 
d ö rt n icelik  (karm aşık  sayılar) b a s i t  b iç im de ik ili Z b u rg ac ın ın  b ile şe n le ri
dir. Sağdaki dördüyse, s ıra s ıy la  Z 2 ,Z 2 ,Z °  ,Z l  k a rm aşık  sa y ıla rın ın  k a rm a 
şık  eş len ik lerid ir. Böylece Z 'nin Z„ b ile şen i Z 'nin Z2 b ile şe n in in  karm aşık  
eşlen iğ id ir, vb. K arm aşık  eşlem e gerçek leştirilirk en  ilk  ik is in in  son rak i 
ik isiy le  yer d eğ iş tird iğ in e  d ik k a t edin. Z ik ili b ir  b u rg aç  o ld u ğ u n d an  onun, 
o rijina l Z b u rg ac ıy la  (Herm itsel) sk a le r ça rp ım ın ı (bkz. §13.9 ve §22.3), (ka
reli) b u rg a ç  n o rm u n u  elde etm ek üzere  o lu ş tu rab ilir iz :

i /  t  +  z  x  + iy 
y/2 U  -  iy t - z  _

(Zo,Z1,Z 2,Z3) =  (Z2,Z 3,Z0,Z i)

Z-Z =  ZaZ a =  Z0Z° +  Z iZ1 +  Z2Z2 +  Z3Z3

= z ẑ0 + F z1 + z ẑ2 + ẑ z3 
= |(|z° + z2|2 + iz1 + z3|2 -  |z° - z 2|2 -  iz1 - z 3|2).



Bu son  denklem  ZaZ“ H erm itse l ifad e s in in  §13.9 'la uyum lu  b iç im de 
(+  +  — ) im z as ın a  sa h ip  o ld u ğ u n u  g ö s te rir .133101 (Burgaç u zay ı s im etris i 
SU(2, 2) g ru b u n u n  0(2, 4) g ru b u n a , §13.10 'da değ in ilm iş o lan , yerel d enk li
ğ in i gösterir.) Ü stte  verilm iş o lan  k ilit r a s t la n tıs a l  ilişk iden , Z“ 'n ın  gerçel 
M Minkovvski uzay ındak i b ir  o laya yaln ızca, ken d isin e  ilişk in  no rm  y o k  ol
duğunda , ZaZ a = O, özgü o lab ileceğ in i g ö rü rü z .133111 ZaZ a = O o ld u ğ u n d a  Z 
b u rg ac ı b o ş tu r  deriz.

§33.2 'deki ta r t ışm a y la  b ağ la n tı ku rm ak  üzere, ilk  o larak , k a rm aşık  T 
vek tö r u za y ın d a n  o lu ş tu ru la n  k arm a şık  izd ü şü m  3 -u zay  o lan  (CP3) i z d ü 
şü m se l PT b u rg aç  uzay ıy la  ta n ışm a m ız  gerekir. (İzdüşüm  u zay la rıy la  ilg ili 
genel b ir  ta r t ışm a  iç in  §15.6 'ya bakın.) B urgaç k u ram ın ın  çoğu en kolay  
b iç im de T yerine  PT b iç im in d e  ifade ed ilir. Z°, Z l , Z2, Z3 sa y ıla n  a r tık  
PT 'y le ilg ili, b ağ ım sız  üç

Z°: Z1: Z 2:Z3

o ran ın ın  PT 'yee a it n o k ta la rı işa re tlem eye  h izm et edeceği şekilde, tü rd e ş  
k o o rd in a tla r  sağ lar. Boş izd ü şü m  b u rg aç la rı, kend isiy le  ilg ili b u rg aç  n o r
m u n u n  yok olduğu,

ZaZ a =  O,

gerçel 6 -b o y u tlu  PT u zay ın ın  gerçel 5 -b o y u tlu  a lt uzay ı o lan  PN uzay ın ı 
o lu ş tu ru r .

Ş ek il 33.11 T  b u rg a ç  uzay ı sözde H erm itse l b i r  n e tr iğ e  sa h ip  k a rm a ş ık  b ir  vek tö r 
u zay ıd ır. P T  izd ü şü m  b u rg a ç  uzay ı (bir CP3) T 'd ek i ış ın la r ın  (1 -b o y u tlu  a lt  uzay lar) 
u zay ıd ır. Böylece b ir  Z b u rg a c ı (Z^Z '.Z^Z3) k o o rd in a tla r ın a  sa h ip  o lu rsa  Z°: Z1: Z2:Z3 
o ra n la n  P T ’deki ilg ili n o k tay ı b e lir le r. G erçel 7 -b o y u tlu  (boş b u rg a ç la ra  ilişk in : ZaZa = 
0) M a lt  u zay ı T  b u rg aç  u zay ın ı (pozitif  b u rg a ç la ra  ilişk in : Z„Z“ > 0) T + ve (n eg a tif  b u r 
g a ç la ra  ilişk in : ZaZ" <  0) T “ k a rm a şık  3 -u z a y m a  bö ler. Bu u z a y la ra  ilişk in  ilg ili izd ü şü m  
v e rs iy o n la rı (M "'deki ış ık  ış ın la r ın ı  tem sil eden) gerçel 5 -b o y u tlu  PFsl ve ik i k a rm a şık  3 -  
m an ifo ld  (kü tlesiz  p a rç a c ık la r ın  p o z itif  s a rm a llığ ın ı tem sil eden) P T + ve (kü tlesiz  p a r 
ç a c ık la rın  n e g a tif  sa rm a llığ ın ı te m sil eden) P T “ 'd ir .

f® (33.10] Bu son ifadeyi doğrulayın; imzayı bize niçin söylediğini açıklayın.
®  [33.111 Bunu gösterin; te rs ta ra ftan  ZaZa =  0 o lu rsa böylesi b ir  olayın Z2 ve Z3'ün  her ikisi 

de yok olm am ak koşuluyla her zam an var olabileceğini gösterin.



Bu denklem  ayrıca  T v ek tö r uzay ındak i izd ü şü m se l o lm ayan  s ıf ır  b u r 
g aç la rın a  ilişk in  gerçel 7 -b o y u tlu  N a lt uzay ın ı da ta n ım la r. ZaZ a > 0 o l
duğ u n d a  p o z i t i f  b u rg aç la ra  ilişk in  TT+ uzayın ı, ZaZ a <  0 o ld u ğ u n d a  neg a 
t i f  b u rg a ç la ra  ilişk in  T -  uzay ın ı elde ederiz. PTT+ ve PTT-  izd ü şü m  u zay la rı 
b u n a  bağ lı o la rak  ta n ım la n ır . Bkz. Şekil 33.11 (ve Şekil 33.6 'yle k a rş ıla ş t ı
rın).

PN ve M aras ın d ak i, b u  bö lü m ü n  b a ş ın d a  verilm iş k ilit ra s t la n tıs a l  
ilişk in in  b ir  sonucu  o lan  ve Şekil 33 .5 'te  göste rilm iş  o lan  geom etrik  ilişk i
yi inceleyelim . Bu ilişk iden , s ıf ır  o lm ayan  ayn ı Z b u rg ac ın a  (zorunlu  o la 
rak  b ir  boş burgaç) özgü o lan  M 'ye a it iki P,R  n o k ta s ın ın  (olaylar) b irb ir in 
den b o ş-a yr ik  olm ak (diğer b ir  dey işle  P ve ft'n in  h e r  b ir in in  b ir  d iğe rin in  
ışık  kon isi üze rinde  bu lunm ak) zo ru n d a  olduğu  do laysız  o la rak  g ö rü leb i
lir. B u rad an  Z 'nin b ir  ışık  ış ın ı, M 'deki boş düz çizgi, tan ım la d ığ ı so n u cu 
n a  u la ş ılır  çünkü  M 'nin Z'ye özgü o lan  tüm  n o k ta la r ı k a rşılık lı o la rak  boş 
ay rık  olm ak zo rundad ır. Bkz. Şekil 33.12. D ahası, X s ıf ır  o lm ayan  h erhang i 
b ir  k a rm a şık  say ı olm ak üzere, Z“ 'yı AZ“ 'y le d eğ iş tir irsek  Z b u rg ac ı aynı 
ışık  ış ın ın ı tem sli eder. Bir (sıfır olm ayan) boş izdüşüm  b u rg ac ın a  özgü 
o lay ların  geom etrik  yeri a s lın d a  b ir  ış ık  ış ın ıd ır; fak a t Z 2 = Z 3 = 0 o lan  
özel d u ru m d a  bu n u  açık b iç im de yo rum lam ak  zo ru n d a  o lu ruz çünkü M 'de 
Z“ 'ya özgü gerçek h iç b ir  n o k ta  elde etm eyiz, y ine de böy lesi b ir  boş b u r 
gacı h â lâ  so n su zd a k i b ir ış ık  ış ın ın ı (M yerine  M#'d e  b u lu n an , J 'y a  a it b ir  
üreteç) aç ık la r b iç im de d eğ e rlen d ireb ilir iz .133121

Şim di te rs  d u rum u  inceleyelim . R o lay ın ı t , x ,y , z  k o o rd in a tla r ıy la  sa- 
b itleyerek , R'ye özgü Z b u rg a ç la rı uzay ın ın  Z ° ,Z l ,Z 2,Z 3 b ile şen li çizgisel 
iki tü rd eş  b ağ ın tı ta ra f ın d a n  ta n ım la n d ığ ın ı gö rü rüz . Bu çizg isel b a ğ ın tı
la rın  h e r  b ir i P T 'de  b ir  d ü z le m  ta n ım la r  ve kesişim leri (PT 'de, h e r  iki b a 
ğ ın tıy ı da sağ layan  n o k ta la r  küm esi) b ize böylece, gerek tiğ i üzere (§§ 15.4, 
6) R iem ann kü resi olan, PT 'dek i, a s lın d a  PN 'de b u lu n a n , b ir  R  izdüşüm  
çizg is in i (bir CP1) verir. Böylece M 'ye a i t  n o k ta la r  (olaylar), b u rg aç  u za y ın 
d a  PM izd ü şü m  çizgileriy le g ö ste rilir . Z2 =  0 =  Z 3 o lduğunda , PFsl'de, I o la 
rak  değ indiğ im iz b e lirli b ir  izd ü şü m  çizgisi elde ederiz. Bu özel çizgi, so n 
suzdak i J ış ık  k on is in in  te p es i o lan  i n o k ta s ın ı te m sil eder. PN 'de J 'ya a it 
h e rh a n g i b aşk a  b ir  Q n o k ta s ı I 'y la  kes işen  b ir  Q izd ü şü m  çizgisiy le g ö ste 
r ilir .133131 D urum  Şekil 33.12 'de göste rilm ek ted ir.

Bu k arm aşık  y ap ıla r ın  (s ta n d a r t uzay  ve zam an  b o y u tu  sa y ıs ın a  sahip) 
Minkovvski uzay ın ı tem sil etm e b iç im le ri o ldukça d ik k a t çek ic id ir. M in
kovvski uzayın ı, PN 'yi b irin c il ve M 'yi ik incil yap ı b iç im inde  kabu l

&  [33.12] Bu paragrafın  değerlendirm elerini açık biçimde gösterin. 
I® [33.13] Niçin?



PT'de iki düzlem

Ş ek il 33.12 B urgaç u y g u n lu ğ u y la  ilg ili ra s t la n t ı  ilişk is i ta ra f ın d a n  v erilen  M" ve IPN'deki 
tem el geom etrik  yer. (a) P N 'de b ir  Z n o k ta s ın ı (boş izd ü şü m  burgacı). Z'ye özgü o lan  M ' 
n o k ta la n  (örn. P, R), böy lesi tü m  n o k ta la r  b irb ir in e  göre b o ş a y n k  o ld u ğ u n d an , b ir  ışık  
ış ın ı o lu ş tu ru r . R ’ye özgü o lan  (PT 'deki iki k a rm a şık  düzlem in  k es iş im i ü zerin d e  b u lu 
nan) PN n o k ta la r ı  (örn. Z,X), R iem an n  k ü res i o lan  b ir  k a rm a ş ık  izd ü şü m  çizg isi o lu ş tu 
ru r. Z  ış ık  ış ın ı ü ze rin d e  b o ş a y n k  o lan , M#'ye a i t  p  ve R n o k ta la n  tek il Z n o k ta s ın d a  k e 
s işe n  ilg ili P ve R R iem ann  k ü re le rin e  sa h ip tir . (Bu R iem ann  k ü re le rin i, o n la n n  a y n c a  
IPT'ye a it  izd ü şü m  g eo m etris in d e  düz  izd ü şü m  çizg ileri o lm a la n  gerçeğ iy le  u y u şm a k  ü z e 
re  o ldukça  u z a tılm ış  b iç im d e  çizdim !) Bu R iem an n  k ü re le rin in  özel b ir i, M*’deki t n o k 
ta s ın ı tem sil eden I’d ır. i n o k ta s ı u z a y sa l/z a m a n sa l so n su zu  b e lir tir ; so n su zd ak i 3 ışık  
k o n is in in  tep e s id ir . P N 'de 3 'ya  a i t  h e rh a n g i b a şk a  b ir  Q n o k ta s ı I’y la  k es işen  b ir  Q iz d ü 
şüm  çizg isiy le  g ö ste rilir .

ederek, PN 'de (ya da y a ln ızca  son lu  uzayzam an  n o k ta la r ın ı is te rse k  PN — 
J 'da) b u lu n a n  k arm a şık  çizg ilerin  uzayı o la rak  yen iden  yo rum layab iliriz . 
Bu, ışık  ış ın la rın ı uzayzam an  n o k ta la rın ın  k en d ile rin d en  d ah a  öncelikli 
o la rak  k ab u l etm ek an lam ın a  gelir. Z ve X  ış ık  ış ın la r ın ın  ke s iş im i PFsf ü ze
rindeki, PN 'ye a it ilg ili Z ve X n o k ta la rın ı içeren  b ir  izd ü şü m  ç izg is in in  
v a rlığ ın ca  g ö s te rilir  ve gö rdüğüm üz üzere, P ve R iki uzayzam an  n o k ta s ı
n ın  boş a y r ık  o lm a k oşu lu  PN 'deki ilg ili P R izd ü şü m  çizg ile rin in  k es işm e
si k o şu lu n ca  tem sil e d ilir  (Şekil 33.12). Böylece b u rg aç  uzay ın ın , fiziki ge
om etriy le  ilg ili o la rak , n o rm al uzayzam an  ta b lo su n d a n  b ü tü n ü y le  fa rk lı 
b ir  bak ış aç ıs ı su n d u ğ u n u  görürüz . O lağan u zayzam an  n o k ta la n  PN 'deki 
R iem ann k ü re le ri b iç im inde  g ö ste rilir . PN 'ye a it n o k ta la r  uzayzam andak i 
ış ık  ış ın la r ı b iç im inde g ö ste rilir . H er d u ru m d a  d a  uygun luk  yerel değ ild ir. 
Yine de b ir  ta b lo d a n  d iğerine  k es in  geom etrik  k u ra lla r  yo luy la geçiş y a p a 
b iliriz .

33.6 Spin yapan kütlesiz parçacıklar olarak burgaç 
geometrisi

B urgaç ku ram ı a rd ın d a k i en tem el güdü ley ici f ik rin  k a rm a şık  say ı s ih 
r in d en  so n u n a  dek y a ra rla n m a k  o lduğunu  an ım sayalım . Büyük (gerçel 4 -



p aram etre li) b ir  k a rm a şık  izd ü şü m  çizg ileri s is tem i içerm esine k a rş ın  
P N 'n in  kend isi (§33.2'de b e lir tild iğ i üzere, tek  say ılı gerçel b o y u ta  sah ip  
o ld u ğ u n d an  neredeyse hiç o lam ayacağ ı gibi) karm aşık  b ir  m an ifo ld  değil
dir. B unun la  b irlik te , yaln ızca  b ir  gerçel boy u t d ah a  ek lend iğ inde o hale, 
d iğe r b ir  dey işle  (bir CP3 olan) PT h a lin e  gelir. P T 'ye ilişk in  b u  ek n o k ta la 
rı fizik i o la rak  doğal ve an lam lı b ir  b iç im de y o ru m lay ab ilir  m iyiz? D ikkat 
çekici b iç im de (§33.2'de h isse ttird iğ im iz  üzere), evet. G erçek se rb e s t fo- 
to n la rın , b a s i t  o la rak  M 'deki ışık  ış ın la r ı  o lm ak tan  d ah a  faz la  y ap ıya  s a 
h ip  o lduğunu  an ım say ın . B ir ışık  ış ın ı, s a b it  b ir  yönde ışık  h ız ıy la  h a rek e t 
eden n o k ta sa l b ir  p arçac ığ ı ta n ım la r  fa k a t gerçek fo to n la r  enerji ve sp ine 
sa h ip tir . Ş im dilik  b u n u  k lasik  b iç im de düşüneb ilm ek tey iz . B ir fo tonun  
sp in  y ap a b ilm esin in  iki tem el yolu , h a re k e t yönünde sa ğ -e lli ve so l-e lli 
o la n d ır  (sırasıy la  sa ğ -e lli ve so l-e lli çizg isel k u tu p lan m ay la  ta n ım la n a n  
p o z itif  ve n e g a tif  sarm allık ; bkz. §22.7). Bu sa rm a llığ ın  b üyük lüğü  h e r  d u 
ru m d a  yaln ızca  ft'dir. P ozitif  sa rm a llık tak i k lasik  fo to n la rm , ek b o y u t fo 
to n u n  en e rjis in d en  gelm ek üzere, P T +'n ın  n o k ta la r ı ve n e g a tif  sa rm a l 
o la n la rın  P T _ 'n in  n o k ta la r ı o lduğu  aç ığa çıkar. Bu ta n ım la m a ay rıca  s ıf ır  
o lm ayan  -n /i- s p in li  h erh an g i b a şk a  b ir  kü tlesiz  p arçac ık  iç in  de geçerli- 

dir.

Bu n a s ıl işler? B urası a y r ın tıla ra  g irm en in  yeri değil fak a t tem el özel
lik le r şu  b iç im de özetlenebilir. B ir ilk  ad ım  o la rak  Z b u rg ac ın ın  ilk  iki b i
le şen in in , Z° ve Z1, gerçekten, co° =  Z° ve w1 = Z1 olm ak üzere (bkz. §22.8 
ve §25.2), w'4 ind is  b iç im ine sa h ip  b ir  w  2 -sp in ö rü n ü n  b ile şen le ri o lduğu
nu  fa rk  etm ek fay d a lıd ır . Z'ye a i t  k a lan  iki b ileşen , Z2 ve Z3, n 0, =  Z 2 ve 
n v  = Z3 olm ak üzere, nA, in d is  b iç im ine sah ip  apreli b ir  (ikili) n  sp inö rü - 
dur. Bazen

Z =  (<M,7r)

yaz ıp  a) ve 7r'yi Z b u rg ac ın ın  sp in ö r  p a rç a la n  o la rak  ad lan d ırırız . K arm a
şık  eşlen ik  Z b u rg ac ı te rs  b iç im dek i sp in ö r p a rç a la rın a , d iğe r b ir  dey işle

Z =  (n , tâ),
sa h ip tir , böylece b u rg aç  norm u

ZaZ a =  z*Z =  7T««o +  cö’Jt = nAu>A + ü>A'nA,

b iç im inde  ifade ed ileb ilir. Z b u rg ac ı ve t, x, y, z  M inkow ski k o o rd in a tla r ın a  
sah ip  R u zay zam an  n o k ta s ı a ra s ın d a k i ra s tla n tı ilişk is i a r tık

&> =  \r n

b iç im inde  yaz ılır. Bu, r  (ya da r AA'),



1 /  t  +  Z X +  İ y
y[2 \X  -  i y t - z  ,')

b ile şen le rin e  sa h ip  olm ak üzere, w'4 =  \ r AA'n A, ifad e s in in  y erin e  k u llan ılır .

7r sp in ö rü  k ü tlesiz  p a rçac ığ ın  m o m e n tu m u y la , n n  d ış ç a rp an ın ın  k en 
d is ine  ilişk in  4 -m o m en tu m u  aç ık lam ası an lam ın d a  (çelişki yoktur; bkz. 
§14.3), ilg ilid ir. o> sp in ö rü  p arçac ığ ın  açısa l m o m e n tu m u y la ,  co'nın ir'y le 
sim etrik len m iş ça rp ım ın ın  p a rç ac ığ ın  6 -a ç ısa l m o m en tu m u n a (§18.7, 
§19.2, §22.12, §32.2) ilişk in  k a rş ı-ö z  ik ili p a rçay ı ta n ım la m a s ı ve «D'nm 
Tr'yle sim etrik lenm iş ça rp ım ın ın  ken d isin e  a it öz ik ili p a rç ay ı ta n ım la m a sı 
an lam ın d a , ilg ilid ir .698 M om entum  d u ru m u n u  aksine  açısa l m om entum  b ir  
O uzayzam an  orijin i seçim ine b a ğ lıd ır  ve aç ısa l m om entum u zam an  z a 
m an  O d o la y ın d a k i  aç ısa l m om entum  o la rak  ad lan d ır ır ız . Bu orijin  b a 
ğ ım lılık /bağ ım sızlığ ı, b ir  Z b u rg ac ın a  a it n  ve <o sp in ö r p a rç a la r ın a  a it 
ö telem e b iç im li d a v ra n ış ta  y a n s ıtıl ır . O o rijin in in , O 'ya göre q konum  vek
tö rü n e  sa h ip  yen i b ir  Q u zay zam an  n o k ta s ıy la  yer d eğ iş tirm e si a ltın d a  
sp in ö r p a rç a la rın ın

d ö n ü şü m lerin e133141 (üstte  gö rdüğüm üz q m a tr is  b iç im ine sa h ip  olarak) u ğ 
rad ığ ın ı gö rü rüz . Ayrıca, m om entum  ve aç ısa l m o m en tu m d an  o lu ş tu ru la 
bilecek o lup orijin  bağ ım sız  o lan  b ir  sk a le r  n icelik  de, d iğer b ir  dey işle s 
sarm allığ ı, söz konu su d u r. S arm allığm  b u rg aç  n o rm u n u n  y a r ıs ı o lduğu  
o rtay a  ç ık ar (yukarıdan , b u n u n  yaln ızca , <ö*7r'nin gerçel p a rç a s ı o lduğuna 
d ik k a t edelim):

A slında b u rg a ç la r  k ü tle siz  p a rç ac ık la rla  ilg ilenm ek üzere, §22.12 'deki 
geleneksel 4—v ek tö r/ten sö r  y ak la ş ım ın d an  çok d ah a  önem li ö lçüde özlü b ir  
fo rm alizm  su n a r. A rtık sp in  h a lin d ek i kü tles iz  b ir  k lasik  p a rçac ık  o larak  
boş o lm ayan  b ir  b u rg aç la  ilg ili (gerçel Ö'lı Z ı—» el6Z faz ö lçek lem esine d e 
ğin) çok d ah a  b e lirg in  b ir  fizik i tab lo y a  sah ib iz ;133151 Şekil 33 .6 'y la k a rş ı
la ş tır ın .

Boş o lm ayan  b ir  b u rg ac a  ilişk in  h â lâ  çok açık b ir  g eo m e tr ik  tab lo y a  
sah ip  değiliz. B unu, ka rm a ş ık la ş tır ılm ış  CM M inkow ski (ya d a  tık ız la ş tı-

658 Bkz. H uggett ve Tod, 2001.
[33.14] Bir burgaçla uzayzam an noktası arasındak i ra stlan tı ilişk isin in  bu dönüşüm  altında
korunduğunu gösterin; burgaç norm unun korunduğunu gösterin.

üS [33.15] Bu faz serbestliğ in in  niçin m evcut olduğunu ve verili s > 0 sarm allığm daki b ir  p a r 
çacıkla ilgili olarak parçacık enerjisin in  niçin PTT^daki noktanın konum unda şifrelendiğini
açıklayın.

n  *—>7rve<<)'—> «  — ıqn



rılm ış  CM#) uzay ın ı ele a lm aya h az ırsak , t, x, y, z  u zayzam an  k o o rd in a tla r ı 
a r tık  k a rm a şık  say ı o la rak  k ab u l edilm ek üzere, elde edeb iliriz . Çünkü h er 
zam an  h e rh a n g i b ir  (sıfır olm ayan) Z a b u rg ac ın a  özgü o lan , a -d ü z lem i 
o la rak  a d lan d ır ılıp , kend isine  ta n ja n t o lan  b ir  2 -b iç im lin in  öz ik ili o lm ası 
a n lam ın d a  öz ikili o lan  (§32.2), CM#'ye ilişk in  n o k ta la r ın  önem siz o lm ayan  
k a rm a şık  b ir  2 -b o y u tlu  geom etrik  y e r m evcu ttu r. Bu a -d ü z le m i Z“ 'yı 
o ran tılılığ a  b ağ lı o la rak  te m sil eder; bkz. Şekil 33.13. B enzer b iç im de, ikili 
b ir  Wa bu rgac ı, CM#'de ka rş ı-ö z  ik ili b ir  k a rm aşık  2 -düzlem  o lan  ^ -d ü z le 
m in i ta n ım la r .133161

Bu b ize ş im diye dek b ir  b u rg ac a  ilişk in  yaln ızca, k a rm a ş ık  b ir  u zay za
m an  geom etrik  ta b lo su  verd i. H ayalim izde gerçek ten  can land ırab ileceğ i- 
m iz "gerçel" b ir  tab lo  elde ed eb ilir  m iyiz? CM#'ye ilişk in  gerçellik  y ap ıs ı 
k en d isin e  a it ka rm a ş ık  eşlem e  iş lem in d e  iç e rilir  (§18.1); bu, ü s t  b u rg aç  in 
d is le r in i a l t  in d is le r le  (diğer b ir  dey işle  b u rg aç la rı ik ili bu rg aç larla ) ve "öz 
ikili"le "k arş ı-ö z  ikiliği" y e r d eğ iş tirm e si gerçeğine uygun  o la rak  a -d ü z -  
lem lerin i /?-düzlem leriy le  d eğ iş tir ir , tk ili b ir  b u rg aç  P T 'dek i b ir  düzlem i 
belirled iğ in d en , k a rm aşık  eşlem e n o k ta la r ın  yerin i, P T 'ye ilişk in  izdüşüm  
geom etris i b iç im inde, düzlem lerle  d e ğ iş tir ir .133171 Bu gerçek bize, boş o l
m ayan  b ir  Z a izd ü şü m  b u rg ac ın a  ilişk in  gerçel uzayzam an  geom etris i b i
çim inde b ir  ta b lo  elde etm e o lanağ ı sağ lar. îlk  yapm am ız gereken  Z“ 'y ı

Ş ek il 33.13 (G enellikle boş o lm ayan) b u rg a ç la r  ve ik ili b u rg a ç la ra  ilişk in  k a rm a ş ık  u zay 
z am an  aç ık lam ası. H erh an g i b ir  s ıf ır  o lm ay an  Z“ b u rg ac ı iç in  CM*'de h e r  zam an , k en d is i
ne özgü n o k ta la ra  ilişk in , h e r  y e rd e  öz ik ili o lup  a -d ü z le m i o la rak  a d la n d ır ıla n , k arm aşık  
b ir  2 -b o y u tlu  geo m etrik  y er söz k o n u su d u r, h e rh an g i b ir  s ıf ır  o lm ay an  Wa ik ili b u rg ac ı 
iç in , CM*'deki k en d is in e  ilişk in  n o k ta la r  h e r  zam an , k a rş ı-ö z  ik ili o lup  ^ -d ü z le m i o larak  
a d la n d ır ıla n  2 -b o y u tlu  k arm aşık  b ir  d üzlem  o lu ş tu ru r . Bu g eom etrik  y e rle rd e  yaln ızca , 
b o ş b u rg a ç la r  y a  d a  ik ili boş b u rg a ç la r la  ilg ili h e rh an g i gerçe l n o k ta la r  söz k o n u su d u r  ve 
böylece gerçel n o k ta la r  Şekil 33 .12 'y le u y u m lu  b iç im de b ir  ış ık  ış ın ı o lu ş tu ru r .



Ş ek il 33.14 Boş o lm ayan  "gerçel" b ir  Z° ta b lo su n u  ilk  o la rak , k en d is in e  a i t  Za k a rm a şık  
e ş len iğ in e  geçip  P T 'd e  k a rm a ş ık  b ir  izd ü şü m  düzlem i ta n ım la y a ra k  elde  edeb iliriz . Bu 
düzlem  k e n d is in in  PN’yle, gerçe l 3 -b o y u tlu  b ir  geom etrik  y e r  o lan  k es işim i ta ra f ın d a n  
sa p ta n ır . Bu g eom etrik  y e r  M *'de R ob in so n  eş leşim i o la rak  a d la n d ır ıla n  3 -p a ra m e tre li  
b ir  ış ık  ı ş ın la n  a ile s in i ta n ım la r .

k end is in in , P T 'dek i k a rm a şık  b ir  düzlem le ilg ili, ik ili b ir  b u rg aç  o lan  k a r 
m aşık  eşlen iğ i Za 'y la  g ö ste rm ek tir. Bu düzlem  onun, 3 -b o y u tlu  gerçel b ir  
geom etrik  y e r  o lan  PFsI'yle kes iş im i ta ra f ın d a n  b e lir len ir . Bu geom etrik  ye
ri Ml'deki ış ık  ış ın la r ın a  ilişk in  3 -p a ra m e tre li b ir  aile sa ğ la r  b iç im de yo 
ru m lay ab iliriz . Böylece b u  ışık  ış ın la r ı a iles i geom etrik  o la ra k  Z a b u rg a c ı
n ı (o ran tılılığa  bağ lı biçim de) tem sil eder; bkz. Şekil 33.14.

Iş ık  ı ş ın la n  k arış ık  b ir  b iç im de e tra f ta  b ü k ü lü r  fak a t düzenlem eye i l iş 
k in  ça rp ıc ı b ir  tab lo  elde etm ek o la sıd ır . E3 zam an ın a  ilişk in  b ir  an ı (diğer 
b ir  dey işle  Minkovvski M u zay zam an ı boyunca o lağan  b i r  Ö klitçi 3 -u zay  
kesitin i; "şimdi"yi) ele alın . (Ml'deki h e rh a n g i b ir  ış ık  ış ın ı E3'ü , kend isine  
ekli b ir  "ok"a sah ip  b ir  n o k ta  yo luy la , ok h a re k e t yönü n ü  belirlem ek  üzere, 
tem sil eder. Tekil Z b u rg ac ım ız ı te m sil e tm ek üzere, bu  tü r  ış ık  ış ın la r ın a  
ilişk in , R ob in so n  eşleşim i o la rak  a d lan d ır ıla n , 3 -p a ra m e tre li b ir  aileyi 
resm etm em iz gerekir. Şekil 33 .15 'te , o lağan  E3 3 -u za y m ın  tü m ü n ü  d o ld u 
ra n  b ir  yön lü  çem berle r a iles i görm ekteyiz. E3'ü n  h e r  b ir  n o k ta s ın d a  a ile 
m ize ilişk in  tek  b ir  p a rçac ık  o la ca k tır  ve b u  p arçac ık , o n o k ta d an  geçen 
çem bere a it yön lü  ta n ja n t ta ra f ın d a n  b e lir tile n  yönde (ışık h ızıyla) h a re k e t 
eder. Zam an ile rled ikçe tü m  b u  düzen lem en in  b ir  b ü tü n  o la rak  b as itçe , 
tab lo d ak i b ir  düz çizgi (negatif) yönünde  ış ık  h ız ıy la  y ay ılm ası ve b u  y a 
y ılm an ın  b u rg aç  ta ra f ın d a n  ta n ım la n an , sp in  h a lin d ek i k ü tle s iz  p a rç a c ı
ğ ın  h a re k e tin i tem sil e tm esi, o ldukça d ik k a t çekicid ir. Ç em berlere ilişk in  
b u  düzen lem e esasen  S3 ü zerindek i C lifford  p a ra le lle r i düzen lem esine  il iş 
k in  (§15.4) o lağan  Ö klitçi 3 -u zay a  yönelik  s te reo g rafik  y a n s ıtm a d ır  (§8.3, 
Şekil 8.7a).

Bu "ışık ış ın la rı"n ı fizik i v a r lık la r  o la rak  düşünm em eliy iz ; o n la r  bize 
y a ln ızca  (izdüşüm sel) b ir  uzay ın  geom etrik  b ir  g e rç ek le ş tir iliş in i su n a r. 
Bu düzen lem e as lın d a  sp in  h a lin d ek i (klasik) k ü tle siz  p a rç a c ık la ra  ilişk in  
aç ısa l m om entum  y ap ıs ın ı ş ifre le r.699 K esinlikle yere l o lm ayan  b ir  tab lo -

6W Uzayzam andaki herhangi b ir * olayında belirtilm iş olan iki adet boş yön m evcuttur. Bu aile- 
ye ilişkin * 'ten  geçen ışık ışın ı yönü ve burgacın tem sil ettiği sp in  halindeki parçacığa iliş-



Şekil 33.15 R obinson eşleşim iyle ilgili 
bir “enstantane" sunan  uzam sal bir re
sim . (S3 üzerinde stereografik olarak yan
sıtılm ış, E3'ün tüm ü n ü  dolduran 3-para- 
metreli bir çember ailesi olan Clifford 
paralellleri -v e  b ir düz çizgi-; bkz. şekil
ler 8.7a, 15.8.) E3'ün her b ir noktasında, 
üzerinde bulunduğu (yönlü) çem ber yö
nünde ışık h ızıyla  (bir ışık  ışını) düz bir  
çizgide hareket eden bir parçacık düşü 
nelim. Tüm  düzenlem e şekildeki d üz ç iz
giye ait (negatif) yönde ışık  h ızıyla  yayı
lır. Bu, Z“'yla açıklanan sp in  halindeki 
kü tlesiz parçacığa ilişk in  hareket ve açı
sal m om entum u tem sil eder.

dur. Şekil 33 .15 'te , y a rıçap ı, sp in in  p arçac ık  enerjisine  bö lüm üne e ş it o lan  
b ir  en küçük  çem ber söz k o n u su d u r. Açık konuşacak  o lu rsak  bu  çem berin  
m erkezi sp in  halindek i p a rçac ığ ın  "konum "unu te m sil eder (fakat bu  çem 
b erin  geçm işi tam  o larak , k ü tle siz  p arçac ığ ın  geçm işin i tem sil eden b ir  
ışık  ış ın ı b iç im inde d ü şünü lem ez çünkü o, Lorentz d ö n ü şü m leri a ltın d a  
uygun  şek ilde davranm az).133181 B aşlang ıç ta  "burgaç" ism ine sebep olan  
düzenlem e b u d u r .700

33.7 Burgaç kuantum kuramı

Bu, düz uzay  b u rg aç  k u ram ın a  ilişk in  tem el geom etriy i özetler. B u nun
la  b ir lik te  baz ı oku rlar, geom etrik  tü m  güzelliğ iy le b irlik te  böy lesi b ir  ta b 
lonun  f i z ik te  ilerlem em ize n a s ıl y ard ım  etm esi gerek tiğ in i m erak  etm ek 
k o n u su n d a  a n la ş ılır  b iç im de sa b ırs ız  o lab ilirle r. U zayzam an y ap ıs ıy la  k u 
an tu m  m ekaniksel ilkeleri b ir le ş tirm ek  üzere b u rg aç  k u ram ın ın  söylem ek 
z o ru n d a  o lduğu  şey a s lın d a  ned ir?  Ş im diye dek yaln ızca , k ü tle s iz  p a rç a 
c ık ları aç ık lam ak üzere baz ı "sevim li" geom etrik  ve ceb irse l yo lla rı gördük  
fak a t ne k u an tu m  m ekaniksel ne de genel görelilikçi f ik irle r  henüz h e r 
hang i b ir  ro l oynam adı. B unu görm em  gerekirdi!

kin 4-m om entum  yönü söz konusudur. Bu iki boş yön, "başat boş yönler"dir, diğer b ir deyiş
le bu parçacığın sahip olduğu x  dolayında alınm ış açısal m om entum a (ait öz ikili ya da kar- 
şı-öz ikili parçaya) ilişkin M ajorana gösterim iyle (bkz. §22.10) tan ım lanan  yönler. Bkz. 
W ald, 1984; Huggett ve Tod, 1985.

®  [33.18] Merkezi bulun (§33.5 koordinatlarıyla) ve genel b ir Lorentz hız dönüşüm ü altında n a 
sıl değiştiğini gösterin.



B urgaç k u ram ın ın  en tem el f ik rine  dönelim . O, tü m  uzayzam an  k av 
ra m la r ın ı T b u rg aç  uzay ın ın k ile re  yard ım cı o la rak  değerlend irm ek  d u ru 
m u n d ad ır. B ü tünüy le k a rm a şık  b ir  uzay  o la rak  T, k a rm a şık  say ı s ih rin d e n  
y a ra rla n m a  p o tan s iy e lin i k en d ile rin i h a lih az ırd a  s ta n d a r t  uzayzam an  ç e r
çevesinde gösterm eyen  b iç im lerd e  su n a r. B u rad an  h arek e tle  gerçel u za y 
zam an  k o o rd in a tla r ı b iç im inde  ta n ım la m a la r  ku llanm ak  yerine  d ah a  çok, 
Z“ k arm a şık  bu rg aç  değ işken leri k u llan ılır . B urgaç değ işken leri a r tık  ko
num  ve m om entum  değ işken lerin in  k a rış ım ıd ır  ve şu n u  so rm am ız gerekir: 
s ta n d a r t  kuan tizasy o n  k u ra lın ın  (§21.2),

(ya da x a * - i f ıd /d p a), y e rin i ne alır? Y anıt, kanorıik  eş len ik  değ işken ler 
o lan  x a ve pa 'y la  ben zer o larak , §21.2 'deki işlem ci değ işm e k u ra lın ca , 
pbx a -  x apb =  ih8%, ifade ed ild iğ i üzere, Z a ve Za b u rg aç  değ işken leri ka- 
n on ik  eşlen ik  iş lem cile ri o la rak  k ab u l ed ilm elid ir:

Z aZp - Z &Z a =  hö$.

Ayrı ay rı konum  ve m om en tum a b en zer b iç im de b u ra d a  Z a ve Za kendi 
a ra la r ın d a  değişir: Z aZ& — Z ^Z a =  0 ve ZaZp — ZaZp =  O.133191

Bir ta ra f ta n  da, Za ve Z“ 'ya ilişk in  bu  k u a n tu m  değ işm eli o lm ay ışın ın , 
b ir  k u an tu m  b u rg aç  uzay ıy la  ilg ili tem el "koo rd ina tla r"m  b u  tü r  değişm eli 
o lm ayan  v a r lık la r  o lduğu  gerçeğ in i d a h a  cidd i b iç im de k ab u l e ttiğ im izde 
o rtay a  çıkab ilecek  tü rd ek i "geom etri"yle ilg ili b az ı ilg i çekici so ru la ra  n e 
den  o lduğu  b e lir tile b ilir . K lasik o larak , TT b u rg aç  u zay ın a  ilişk in  gerçel 8 - 
m an ifo ld  y ap ıs ın ı ele a ld ığ ım ızda  Z“ ve Za 'yi değ işm eli bağ ım sız  d eğ iş
k en ler (bkz. §10.1) o la rak  k u llan ab ilir iz . Bu tü r  b ir  "kuantum " ç iftin i, Z a ve 
Za , b ağ ım sız  k o o rd in a tla r  o la rak  ku llan m ay a g irişm ek  bizi, d ah a  önce ü s t 
te , §33.1 'de, k ısaca  ta r t ış ılm ış  o lan  değişm eli o lm ayan  geom etri a lan ın a  
yöneltir. Bu h a ttı  d a h a  ileriye doğru  izlem ek de ilg inç  o lab ilir; şim diye 
dek h e rh a n g i b ir in in  b u n a  g ir iş tiğ in i duym adım .

Şim di, b ir  p a rçac ığ a  ilişk in  o lağan  b ir  ıp(x) konum  uzay  da lga  fo n k si
y o n u n d a  p m om entum  d eğ işken lerin in  y e r  a lm ay ıp  b u n u n  yerine  m om en- 
tu m u n  (üsttek i gibi) d /d x a iş lem c isi b iç im inde g ö s te rild iğ in i an ım sayalım . 
B unun  b u rg aç  b en zeri ned ir? / ( Z “ ) "burgaç d a lga  fo n k s iy o n u m u z u n  
"Za 'd an  bağ ım sız" o lm asın a  ve Za 'n m  d ah a  çok d /d Z a iş lem cisi b iç im inde 
g ö ste rilm esin e  gerek duyduğum uz görü lüyor. E sasen  b u  d o ğ ru d u r fak a t

[33.19] H ilbert uzayına ilişkin genel değerlendirm elerden, burgaç çeviricisinde h içb ir "i"nin 
olm am ası gerekliliğinin niçin uygun olduğunu görebiliyor musunuz?



"Z „'dan bağ ım sız" o lan  f  gerçekte ne an lam  ifade eder? B içim sel o la rak  bu  
"bağım sızlık", (§10.5 'ten an ım sayacağ ım ız  üzere) b a s it  o la rak  / ( Z a ) 'n in  
Z“ 'y a  ilişk in  ho lom orfik  b ir  fonksiyon  o lduğunu  ile ri sü ren  C uachy-R i- 
em ann  denk lem leri o lan  d f / d Z a =  0 b iç im inde  ifade  ed ilir.

Bu o ldukça ça rp ıc ı ve b ir  h ay li d ik k a t çekici b ir  gerçek tir. B urgaç d a l
ga fo n k siy o n la rı esasen  ho lom orfik tir;,böy lece s ih ir li k a rm aşık  say ı d ü n 
y as ıy la  uygun  b ağ la n tı k u rab ilir . Za k a rm a şık  eşlen ik  değ işken lerin in  k u 
an tu m  ro lü  esasen , ho lom orfik liğ in  k u an tu m  düzeyindeki ta n ım la m a d a  
k o ru n acağ ı şek ilde ho lom orfik  b ir  iş lem ci o lan

tü rev  ifad esi b iç im inde gö rünm esid ir. Bu, b u rg a ç la ra  ilişk in  k ü tle siz  b ir  
p a rç ac ık la  ilg ili m om entum  ve aç ısa l m om entum  b iç im indek i y o rum unun  
bu rg aç  değişm e k u ra lla r ıy la  uyum lu  o lm asın ı, aç ısa l m om entum  ve m o
m en tum  çev iric ile rin in  (§22.12) doğru  b iç im de o rtay a  ç ıkm asın ı ve ü s tte  
verilm iş o lan  b u rg aç  çev iric ileri iç inde k ap san m a sın ı güvenceler.701

ö ze l önem e sah ip  s sa rm a llık  n ice liğ i artık , öz değerleri kü tles iz  b ir  
p a rç ac ık  iç in  iz in  v erilen  çeşitli o lası y a rı tam say ı

3 1 1 3( . . . ,— 2h, — - h , — h, — - f ı ,0 ,-h ,f ı ,-h ,2 h ,.. .)  değerleri o lan  b ir  işlem ci b iç im in 

de d eğ e rlen d irilir. D eğişm eli o lm ayış doğru  b iç im de h esab a  k a tılm ak  ü ze
re  sa rm a llık  iş lem cisin in

s =  İ  (Z“Za +  ZaZ a) 1 A(2 +  Z“

h a lin e  gelm esi özellikle d ik k a t çek ic id ir.702 133-201

d
Y = Z a -----

dZ a

iş lem c isi E uler tü rd e ş lik  işlem cisi o la rak  ad lan d ır ılır . (Eski d ostum uz Le- 
o n h a rd  E u le r 'i özellikle 5, 6, 7 ve 9. b ö lüm lerden  anım sıyoruz.) E u le r 'in  
g ö ste rd iğ i üzere, Y, k end isine  a it öz fonk siy o n la rın  tü rd e ş  o lm ası, tü rd e ş 
lik  derecesi öz değer olm ak üzere, d ikka t çekici özelliğ ine sa h ip tir . Bu, u 
b ir  say ı olm ak üzere,

Y f  = u f
denk lem in in

/(A Z“) =  Xuf ( Z a)

701 Bkz. Penrose, 1968b; Huggett ve Tod, 2001.
702 Bkz. H uggett ve Tod, 2001; Penrose ve Rindler, 1986; Hughston, 1979.

[33.20) s'y le ilgili bu  iki ifade arasındak i eşitliği doğrulayın.



tü rd eş lik  öze lliğ in in  geçerli o lm asıy la  ilg ili koşu l o lm ası an lam ın a  ge
l ir  133.211 BUmlf kesin  b ir  S sa rm a llık  değerine sah ip  k ü tlesiz  b ir  p a rçac ık la  
ilg ili b u rg aç  dalga  fonk siy o n u n u n  (böylece s işlem ci ve S  öz değer olm ak 
üzere s f  =  ftSf dir) ho lom orfik  o lm an ın  yan ı s ıra  —2S — 2 tü rd e ş lik  d erece
sinde olm ak zo ru n d a  o lm ası iz le r.133-221

Böylece, özellikle, b ir  fo to n a  ilişk in  b u rg aç  dalga  fonksiyonu , b ir is i 
so l-e lli (S =  - 1 )  b ile şen i ta n ım la y ıp  0 tü rd e ş lik  d erecesinde ve d iğeri s a ğ -  
elli (5 =  1) b ile şen i tan ım lay ıp  —4 dereceli o lan  iki p a rç a n ın  top lam ı 
(5 =  ±1) o lur. K ütlesiz b ir  p a rç ac ık  o la rak  k ab u l ed ilen  n ö trin o  (sarm allık
— i  o lduğundan) - 1  tü rd e ş lik  d erecesinde b ir  d a lga  fonksiyonuna s a h ip 

ken (kütlesiz) b ir  k a rş ı-n ö tr in o n u n  dalga fonksiyonu  —3 derecesinded ir. 
K ütlesiz b ir  sk a le r p a rç ac ığ ın  d a lga  fonksiyonu  —2 tü rd e ş lik  dereces inde
d ir. B u radak i değerlend irm elerim izle  ilg ili o la rak  en önem lisi, düz b ir  
M inkovvski a rd a la m n d a k i (geçici olarak) 2 -sp in li kü tles iz  b ir  p a rçac ık  o la
rak  k ab u l etm em iz gereken  g ra v ito n  d u ru m u d u r  (S =  ±2). S o l-e lli p a rç a s ı 
(S =  —2) 2 'in c i derece tü rd e ş  b ir  b u rg aç  fo nksiyonuna  ve sa ğ -e lli p a rç a s ı 
da (S =  2) - 6  derecesindek i b ir  b u rg aç  dalga  fo nksiyonuna  sa h ip tir .

Bu dengesiz lik  ça rp ıc ıd ır  ve esa se n  b u rg aç  k u ram ın ın  aynal doğasın ı 
g ö ste rir. K ısa sü re  iç inde, genel göreliliğ i iyice b u rg aç  şem siye a ltın a  sok
m aya ça lış tığ ım ızd a  b u  dengesiz liğ in  o ld u ğ u n d an  özellikle büyük  g ö rü n 
d ü ğ ü n ü  göreceğiz. Ş im d ilik  (çizgisel) b u rg aç  d a lga  fo n k siy o n la rın ın  n a s ıl 
y o ru m lan d ığ ın ı an lam ay a  ça lışa lım . D engesizlik  b u n la rla  ilg ili o la rak  h iç 
b ir  so ru n  ç ıkarm az ve h e r  şey  o ldukça p ü rü zsü z  şek ild e  ça lış ır. B ununla 
b ir lik te  -gene llik le  b u rg a ç  fonksiyonu  o la rak  a n ı la n -  f ( Z a) d alga  fo n k si
y onum uzun  n a s ıl y o ru m la n m ası gerek tiğ iy le  ilg ili önem li b ir  incelik  söz 
k o n u su d u r. Ş im di b u n u  görelim .

33.8 Kütlesiz alanlara ilişkin burgaç tanımlaması

Genel sp in li s e rb e s t b ir  k ü tle siz  p a rçac ığ a  ilişk in  dalga  fonksiyonunun  
u zay zam an  göste rim iy le  ilg ili o la rak , Scrödinger denklem i k ü tle s iz  serbest 
a la n  d e n k le m i  o la rak  b ilin en  b e lir li b ir  denklem e çev rilir.703 K ütlesiz (Di- 
rac-W eyl) n ö trin o  denk lem indek i —sp in  d u ru m u n d a  (§25.3) b u n u n  b ir  ö r

neğ in i görm üştük . B u rad a  a y r ın tıla ra  g irm ek uygun  olm az fa k a t §22.8 ve 
25.2 'de k u llan ıld ığ ı ha liy le , b ir  kez 2 -sp in ö r  fo rm alizm in i elde ettiğ im izde

®  133.21] Bunu kanıtlayabiliyor m usunuz bakın, 
f© (33.22] Niçin bu  değer?
703 Bkz. Dirac, 1936; Fierz, 1938, 1940; Penrose, 1979b.



denk lem in  k en d isin i yazm ak y e terin ce  b a s itt i r .  S =  — n e g a tif  sa rm allığ ı 

iç in  ıpAB D n iceliğ ine sah ip  oluruz; S = \ n  p o z itif  sa rm allığ ı iç in  a p re  in- 

d is li ıp A ,B ı...D> niceliğ i söz k onusu  o lur. B un ların  h e r  b iri, k end ile rine  ilişk in  
tü m  n in d is le r in d e  tüm üyle  s im e tr ik tir  ve h e r  b iri, V'4'4' yaln ızca , (üst in- 
d is li b iç im de yazılm ış; bkz. §14.3) o lağan  V“ g rad y an  iş lem c isin in  2 -sp i-  
nö re  çevrim i olm ak üzere, ilgili

^ A A ,^ a b ...d  =  0, V A A ' ı p A lB ,. ..D , =  0

d enk lem lerin i sağ lay an  p o z itif  fre k an sa  sa h ip tir .133-231 0 sp in i iç in  b a s it  
o la rak , [ ]  §24.5 'te su n u lm u ş o lağan  D 'A lam bert olm ak üzere, []ıp =  0 
denklem ine sah ip  o luruz. A slında, bu  denklem lerle  ilg ili uygun  2 -sp in ö r 
n o ta sy o n u  b az ı incelik lere ışık  tu ta r ,  n = 2 (1-spin) o ld u ğ u n d a  b u  iki 
denklem  b a s it  b iç im de, s ıra s ıy la  k a rş ı-ö z  ik ili ve öz ik ili d u ru m la rın d ak i 
M axw ell se rb e s t a lan  denklem leri h a lin e  gelir.133 241 n =  4 o lduğunda, eğ ri
lik  düz M uzay ın a  ilişk in  sonsuz  küçük  b ir  ted irgem e o la rak  d eğ e rlen d iril
m ek üzere, k a rş ı-ö z  ikili ve öz ik ili p a rç a la ra  b ö lü n m ü ş E in s te in  zay ıf 
a lan  denklem i h a lin e  ge lirle r.704

Bu denk lem lerin  b u rg aç  fo n k siy o n la rıy la  ilg isi ned ir? D ikkat çekici b i
çim de,705 b as itç e  f ( Z a) b u rg aç  k u ram ın d an  b aş lay a n  ü s tte k i k ü tle siz  s e r
b e s t a lan  denk lem lerine ilişk in  genel p o z itif  frek an s çözüm lerin i o tom atik  
o la rak  o rtay a  koyan  açık b ir  k o n tü r  in te g ra l ifad es in in  (§7.2) m evcu t o ld u 
ğu aç ığa  çıkar. A slında ifade bu  p o z itif  frek an s gerek liliğ i o lm aksız ın  da, 
gerek lilik  b u rg aç  fo rm alizm inde §33.10 'da göreceğim iz üzere  ko layca sa ğ 
la n sa  da, m ükem m el b iç im de iyi ça lış ır. B urada tüm  a y r ın tıla r ı verm ek 
uygun  olm az fak a t tem el fik ir, p o z itif  sa rm a llık  d u ru m u n d a  f ( Z a ) ilk  o la 
rak , n se fe r a lm an  (bu, n ad e t ap re li ind is  sağlar) jr'y le (§33.6) ç a rp ılır  ya 
da n eg a tif  sa rm a llık  d u ru m u n d a  ilk  o la rak  n sefer a lın an  (bu, n ad e t a p re 
siz sp in ö r in d is i sağlar) d/du> iş lem cisiy le  ça lış tır ılır ; d a h a  son ra , a> = im  
ra s t la n tı  b ağ ın tıs ı ilk  o larak  a>'nın n  ve r  leh ine o rta d a n  k a ld ırılacağ ı b i
çim de d ah il edilm ek üzere, t  =  d7r0, A d7r1( 2 -b iç im lisiy le  ç a rp ılır  ve uygun

[33.23] Bu denklemleri, — sarm allığı için, n — r adet 0 ve r  adet 1 bulunm ak üzere, 

ıpr = ^ l u ı u  notasyonunu kullanarak  ve VAX 'yı, tıpkı r AA n iceliğinin ü s tte  açıklandığı 
üzere olağan t,x ,y ,z  olağan Minkowski koordinatlarından çevrildiği biçim de V:i 'ya çevirerek 
açık biçim de yazın.

2© [33.24] C = 2E — 2iB'yle {bkz. §19.2) b irlik te ıp00 = C1 — iC2, 0 O1 = — iC3, rpll = — Cj — İC2 olmak 
ve ilgili ifadeler ıfıA B için geçerli olmak üzere bunu gösterebilir m isiniz bakın.

704 Bkz. Fierz ve Pauli, 1939; Penrose ve Rindler, 1986; Penrose, 1965; Penrose ve MacCallum, 
1972.

,0! Bkz. Penrose, 1968b, 1969b, 1987; H uggett ve Tod, 2001; Hughston, 1979; VVhittaker, 1903; 
Bateman, 1904, 1944.



b ir  2 -b o y u tlu  k o n tü r  üzerin d e  in te g ra li a lın ır. Bu in te g ra l ır 'y i o rta d a n  
k a ld ır ır, böylece seçili h e rh a n g i b ir  R uzayzam an  n o k ta s ın d a  in d is li b ir  ıp 
n iceliğ ine u la ş ır ız  (böylece ıp , tek  b a ş ın a  r 'ye ilişk in  b ir  fonksiyondur). 
K ontür (sab it h e r  r  için) o> = i m  geom etrik  yerinde; d iğer b ir  dey işle  N 'd e 
ki, R o lay ın ı tem sil eden  R çizg is i (nin izdüşüm se l o lm ayan  versiyonu)706 
içerisinde , b u lu n m alıd ır; bkz. Şekil 33.16.

P ozitif frek an s  koşu lu , k o n tü r  in te g ra lin in , R ç izg is in in  P T + bu rgaç  
bö lgesine  tüm üy le  girm eye k a lk ışm a sın a  iz in  v erild iğ inde  h â lâ  geçerli o l
m ası gerek liliğ ince sağ lan ır. P T 'dek i çizg iler §33.6 'da gördüğüm üz üzere, 
"karm aşık  u zayzam an  n o k ta la rı"n a  ve tüm üyle  P T + a lt bö lgesinde b u lu 
n an la r , CM'ye a i t  ön  tü p  o la rak  b ilin en  M+ a lt bö lgesindek i n o k ta la ra  k a r 
şılık  gelir.707 Bu konuya §33 .10 'da döneceğiz. K arışık  sa rm a llık tak i k ü tle 
siz a la n la r  d a  -ö rn eğ in , sa ğ -e lli ve so l-e lli p a rç a la r ın  to p lam ı o lan  düzlem  
k u tu p lu  b ir  fo to n -  ay rıca , fa rk lı iki sa rm a llık la  ilg ili b u rg aç  fonksiyon la rı 
b a s i t  o la rak  eklenm ek üzere, b u  çerçevede aç ık lanab ilir.

Şekil 33.16 Temel burgaç kontür integrali. - n  -  2 türdeşlik derecesindeki n sarmallı- 

ğındakil bir f  burgaç fonksiyonu ır'yle n  sefer çarpılır (re pozitif) ya da üzerine d / d o ı  iş
lemcisi tarafından -re defa işlem uygulanır (n negatif), bunlar indisleri sağlar. Daha son
ra fonksiyon, r  =  d 7 r0, A d j r 1; 2-biçim lisiyle çarpılır, r  konum vektörüne ait seçili herhan
gi b ir R  uzayzaman noktasıyla ilg ili olarak, w  = i m  rastlantı bağmtısmca tanımlanan R 
burgaç uzayı bölgesinde b ir kontür integral gerçekleştirilir. Bu, n  bağımsızlığı sonucunu 
verir ve kütlesiz alan denklemlerine ilişkin b ir çözümle baş başa kalırız. Örneklenen du
rumda R, P T + burgaç uzayının üst yarısında ve f ,  11^ ve 1 l2 açık kümeleri birlikte PT+nin 
(ya da T +) tümünü kapsar biçimde düşünülmek üzere, “Uj ile U 2 kesişiminde holomorfik 
olarak kabul edilir.

706 Bu, PN'deki 3Z çizgisini gösteren <C2'dir (Şekil 33.11). Çoğu burgaç kuramcısına, bu kontür in- 
tegralin tümüyle izdüşümsel bir versiyonu, kendisiyle ilgili olarak 2-biçimli t  =  dn0 A dn^ 
yerine kullanılan 1-biçimli ı — n 0 dn l -  d n a ifadesidir. Kontür integrali artık I-boyutlu- 

dur ve burada verilmiş olan 2-boyutlu reçeteyle ilişkisi, (bir S1 çemberiyle verilen) bu kon
tür boyutlarının burada verilmiş izdüşümsel olmayan versiyonları daha tanıdık izdüşümsel 
versiyonlara indirgemesidir. Var olan versiyonun bir avantajı onun, karışık sarmallık du
rumlarının açıklanmasına olanak sağlamasıdır.

707 B kz. Huggett ve Tod, 2001; Hughston, 1979; Penrose ve Rindler, 1986.



Bu tü r  b ir  ifad en in  varlığ ı ben i büyü ley ici b ir  b iç im de etk iler. K ütlesiz 
a lan  denk lem lerin in , esasen  "sa f  holom orfik liğe" çevrilerek  b u h a r la ş tığ ı 
görü lü r. Bu ifadeyi d ah a  d ik k a tli b iç im de inceled iğ im izde b ir  bu rgaç  
fonksiyonunun  n as ıl y o ru m lan m ası gerek tiğ iy le  ilg ili önem li b ir  incelik  
b u lu n d u ğ u n u  gö rü rüz ve b u  ça rp ıc ı b iç im de kü tlesiz  a la n la ra  ilişk in  pozi
tif /n e g a tif  frek an sa  ay ırm ay la  (§33.10) ilg ilid ir. Bu incelik  ay rıca , bu rgaç 
fo n k siy o n la rın ın  k end ile rin i a k tif  o la rak  o rtay a  koym a b iç im leriy le  de il
g ilid ir  ve b ize eğri bu rg aç  u za y la rın ı sağ lar. Bu incelik  ned ir?  Burgaç 
fon k siy o n la rın ın  gerçek ten  o lağan  an lam d ak i "fonksiyonlar" o la rak  değil 
fak a t ho iom orfik  d es te  kohom olo jisi o la rak  a d la n d ır ıla n  şey  b iç im inde gö
rü lm esi g erek liliğ id ir.708

33.9 Burgaç deste kohomolojisi*

D este kohom olojisi ned ir? F ik irle r m a tem atik se l o la rak  epeyce çok yön
lü fa k a t esasen  o ldukça doğald ır. B u rad a  yaln ızca , ilk  d es te  kohom olojisi 
o la rak  a d lan d ır ıla n  şeyle ilg ileneceğiz. Belki de b u  kav ram ı resm etm en in  
en kolay  yolu b ir  m an ifo ldun , §10.2 ve §12.2 'de ta r t ış ı l ıp  Şekil 12 .5a'da 
g öste rild iğ i üzere, b ir  say ıd a  k o o rd in a t yam ası şek lin d e  o lu ş tu ru la b ild iğ i 
b iç im de d ü şünm ek tir. Bir yam a çifti a ra s ın d ak i h e r  b ir  çak ışm a üzerinde  
ta n ım la n an  şey (yam aların  ya p ış tır ılm a s ın ı  sağlayan) b ir  geçiş fo n k s iy o 
n u d u r . §12.2 ve Şekil 12 .5a 'dan  bu  geçiş fon k siy o n la rın ın  y a m a la r  a ra s ın 
daki üçlü  çak ışm ala rla  ilg ili b e lir li tu ta r lılık  k o şu lla r ın a  b ağ lı o lduğunu  
an ım sayalım .

Şim di bu  şekilde o lu ş tu ru lm u ş  b ir  m an ifo ldu , geçiş fon k siy o n la rın ın  
özdeşlik ten  yaln ızca  so n su z  küçük  b ir  fa rk lılık  göstereceğ i b iç im de d ü şü 
nün . Bkz. Şekil 33.17. B ir T££ yam asıy la  d iğe r b ir  î / ; y am ası a ra s ın d a k i bu  
sonsuz  küçük  kaym a, İZ; ta ra f ın d a  l/y 'y i kap lay ıp  111 y am asın ın  'Uy'ye göre 
n a s ıl sonsuz  küçük b iç im de "yön değ iştirm e"si gerek tiğ in i aç ık layan  b ir  
Fij v ek tö r a lan ı ta ra fın d a n  aç ık lan ır. E şdeğer b iç im de “U /y i de T/j'ye göre 
fak a t te rs  yönde, yön d e ğ iş tir ir  b iç im de dü şü n eb ilir iz . Bu, ILj ta ra f ın d a  
U /y i  k ap lay an  F;j vek tö r a lan ı ta ra fın d a n  aç ık lan ır, bu  neden le  b u  çak ış
m a üzerinde

Fn = -F t,

ifad esin e  sa h ip  o luruz [bkz. Şekil 33.18a). TLir ILj ve U k y a m a la n  a ra s ın d ak i 
üçlü  çak ışm a üzerindek i

708 Burgaç kuramı, bu gerçekleştirmeye ilişkin erken bir önemli girdiyle ilgili olarak, Sir Micha- 
el Atiyah'a derinden borçludur.

Eşbenzeti -yn.



Ş ekil 33.17 B ir m ani/o ldun birkaç koor
dinat yam asından nasıl o luşturu lduğu
nu anım sayın  (Şekil 12.5a). (Bir yam a  
çifti arasındaki her b ir çakışm a üzerin
de tanım lanan şey  yamaların "yapıştı- 
rüm a”sını sağlayan bir "geçiş fo n ks iyo 
n u d u r .)  Burada, geçiş fonksiyon ların ı 
özdeşlikten  yalnızca so n su z küçük bir 
fa rk lılık  göstereceği biçim de ve böylece 
bize, her yamanın, kapladığı diğerleri
ne göre nasıl "yön değiştir"m esi gerek
tiğini söyleyen, U, ve V.t yam alarının  
her bir çakışm ası üzerindeki bie Fti 
vektör alanırıca verilir biçim de ele alı
rız. ('Yamalar" d üz koordinat uzayı 
üzerindeki 11^U 2,U 3,... açık küm eleri
dir.

Fij +  Fjk =

tu ta r lı l ık  b ağ ın tıs ın ın  geçerli o lm ası gerek tiğ in i g ö rü rü z  (Şekil 33.18b).133251
A yrıca b a s it  o la rak  h e r  y am ad ak i (sonsuz küçük) k o o rd in a t s is tem i d e 

ğ işik liğ i sonucu  o rtay a  ç ıkan  so n su z  küçük  "önem siz" d e fo rm asy o n la r da 
söz k o n u su d u r. B un ları, b e lirli h e r  i l i  y am asın d ak i, kend i ü zerin d e  b a s it  
b iç im de bu  yam an ın  b ü tü n ü n ü n  "yönünü değ iştir"en  b ir  Ht v ek tö r a lan ın - 
ca verilm iş o la rak  d ü şü n eb ilir iz . Bu bize, yam a ç iftle ri a ra s ın d ak i ça k ış
m a la r  üzerinde, m a n ifo ld u  değ iştirm eyen

Fıj = H t -  Hj

b iç im li "önem siz" F i; 'le re  ilş ik in  b ir  a ile  v e r ir  (Şekil 33.18c).

Bu f ik ir le r  b ize esa se n  ilk d es te  kohom olo jisin in  k u ra lla r ın ı söy le r.709 
B unun la  b ir lik te  y a ln ızca  v ek tö r a lan la rıy la  ilg ilenm em iz gerekm ez. / i; 
o lağan  fon k siy o n la rı da ele a lage ld iğ im iz  F vek tö r a la n la rın ın  y ap tığ ı 
ayn ı şeyi y ap ar. Y alnızca h e r  / i / n in  Uj ile  t / j 'n in  k es iş im in d e  ta n ım lı o l
m a sın a  ve üçlü  h e r  çak ışm a ü ze rin d e  =  - / ;i ve f tj + f jk +  f ki = 0 o lm a sı
n a  ve tü m  {fıj} d erlem esin in , ilg ili {/;, — gij] fa rk la r ı  d e rlem es in in  h e r  ü y e 
si "önem siz" {/ı* — hj) b iç im ine sa h ip se , d iğe r b ir  {gtj} d erlem esine  denk  ol
m a sın a  gerek  duyarız , {/y}'nin, e sase n  §16.1 'de k u llan ılm ış  o lan  "m odülo" 
te rim iy le  ayn ı an lam a gelen  {/t* — hj) b iç im indek i m o d ü lo  n ice lik le rine  in 
d irg en d iğ in i söyleriz (ayrıca Ö nsöz'de an ılan  "eşdeğerlik  sın ıfı" k av ram ına

221 [33.251 Fj/deki karşı-simetrinin üçlü çakışma durumuna ilişkin bir tutarlılık gerekliliği ol
duğunu gösterin.

709 Bu, Cech kohomolojisi olarak anılan şeydir. Kohomoloji kavramına ulaşmanın aynca pek 
çok diğer yolu da mevcuttur. B kz. Penrose ve Rindler, 1986; Huggettve Tod, 2001.



Şekil 33.18 F(/ vektör alanları bazı gerekliliklere bağlıdır, (a) Ul ile U , kesişiminde 
F/ı =  - F , /  ifadesine sahip oluruz. Bu, it , 'in  V.2 üzerine, 11, üzerindeki F t2 vektörünce gös
terild iği biçimde, hareketi olarak örneklenir. Bununla birlikte ilg ili aynı hareket 1/2 üze
rinde, bunun negatifi tarafından gerçekleştirilir, (b) -I- Flk = F lk üçlü çakışma durumu
gösterilmektedir. 1İ,,'U2 ve î i 3 üçlü kesişmesi üzerinde 1İ,'in 112 üzerindeki F l2 hareketi, 
1/,'in U 3 üzerindeki Ft l  hareketiyle 1 l3'in U 2 üzerindeki F32 hareketinin toplamına eşittir, 
(c) Yamaların tümü kendi bireysel bütünlükleri içinde yön değiştirirse bunun (her yama
daki koordinat değişimi dışında) hiçbir etkisi olmaz. Bu, toplam yön değişiliğinin, 
Fi) =  H, -  H j hiçbir anlamının olmadığı ve "çarpanlarına ayrılması" gerektiğini gösterir.

da bakın). A slında kohom oloji k u ram ın d a  ilg ilen ileb ilecek  fonksiyon  s ın ıfı 
[fij ya da ftf) son  derece genel o lab ilir . B urgaç k u ram ın d a  no rm ald e  ho lo 
m orfik  fo n k siy o n la rla  ilg ilen ilir. Bu bize, "holom orfik  d es te  kohom olojisi" 
kav ram ın ı verir.

Bu kohom oloji fik ri özel o la rak  b u rg aç  fo n k siy o n la rın a  u ygu lan ır. A s
lın d a  b ir  "burgaç fonksiyonu"nu , genellik le, b a s i t  b iç im de tek  b ir  ho lo 
m orfik  /  fonksiyonu o la rak  değil fak a t tek il h er / i;, açık Ti* ve Uj kü m eleri
n in  b ir  çifti a ra s ın d ak i çak ışm a ü zerin d e  tan ım lan m ak  üzere, holom orfik  
{fij) fo n k siy o n la rın ın  b ir  d erlem esi ta ra fın d a n  su n u lu r  b iç im de d ü şü n m e
m iz gerekir. B u rada f j t = —fij  o lur, üçlü  çak ışm a ü ze rin d e  / i;- +  f jk +  f ki =  0 
ifad es in e  sa h ip  o luruz ve bu açık {"U;} küm eleri d erlem esin in  b ü tü n ü  ele 
a lın an  b u rg aç  uzay ına ilişk in  tü m  Q bö lgesin i k ap sar. Q ü ze rindek i ilk ko 
hom olo ji e lem a n ı (kaplayan { li^ 'y e  göre), b u  {/y} derlem esi, ht V.t ü zerinde 
tan ım lam ak  üzere hL -  hj b iç im indek i n icelik lerin  in d irg en m iş m odü losu , 
b iç im inde g ö ste rilir . / i;- fo n k siy o n la rı derlem esi, kohom oloji e lem an ı ola
rak  değil fa k a t gizem li "elem an"ı g öste rm en in  b ir  y o lunu  sa ğ la r  b iç im de 
d ü şü n ü lm elid ir, f f  yi, bu  ilk kohom oloji e lem an ın ın  tem silc ileri o la rak  a d 
lan d ırırız .

B unun la  b irlik te  kohom olojin in  kesin  tan ım ıy la  ilg ili o la rak  ay rıca  Q 
bö lgesine  ilişk in  g ittikçe  d ah a  da incelen  k ap lam a la rın  lim itin i a lm ay ı h e 
sa b a  ka tm ak  zorunday ız. Şans eseri bize, ho lom orfik  d es te  kohom olojisiy-



le ilg ili o la rak , 1İ£ y e terin ce  b a s it  tü rd ek i S te in  küm eleri o la rak  a d la n d ır ı
lan  küm eler o lduğunda ince ltm e işlem in i d u rd u rab ileceğ im iz i söyleyen te 
o rem ler m ev cu ttu r.710 (Holom orfik ilk  d es te  kohom olo jisi h e rh a n g i b ir  S te
in  k ü m esinde  h e r  zam an  o r ta d a n  kaybolur.) Böylece, k ap la m a la ra  ilişk in  
ilg im izi h e r  T lı'nm  b ir  S tein  küm esi o lm asıy la  s ın ır la rsa k  Q üze rinde  t a 
n ım lı b ir  kohom oloji e lem an ına  a tıf ta  b u lu n u rk en  "{'UJ k ap lam a s ın a  göre" 
dem em ize gerek  kalm az. K ohom oloji kavram ı S tein  k ap lam asıy la  ilg ili b e 
lir li b ir  seçim e b ağ lı değ ild ir. B ir kohom oloji elem anı Q ü ze rin d e  ta n ım la 
n ıp  böy lesi hang i k ap lam a k u lla n ılırsa  k u lla n ıls ın  aynı b iç im de o rtay a  ç ı
kan  b ir  "şey"dir.7u Bu d ik k a t çekici gerçek (holom orfik) d es te  kohom olojisi 
sih r in in  p a rçasıd ır!

Tüm  b u n la r  §33.8 'de ele ald ığ ım ız b u rg aç  fo n k siy o n la rı ve k o n tü r  in- 
te g ra lle rin e  n a s ıl uygu lan ır?  En b a s it  d u ru m  yaln ızca , b irlik te  ele a lm an  
b u rg aç  uzay ı bö lgesin i ö r ten  iki yam a, ^  ve U 2 söz k onusu  o lduğunda  o r
ta y a  çıkar. Ş u  h a lde  h e sa b a  k a tılacak  yaln ızca  b ir  tek  fonksiyon  m ev cu t
tu r  ve b u  §33.8 'deki "burgaç fonksiyonu"dur: / ( Z “ ) = / 12 =  —f 2ı- D este ko- 
hom olo jisiy le  ilg ili ü s tte k i k u ra lla r  u y arın ca , fa rk  ü s ttek i an lam d a  ö n e m 
sizse , d iğe r b ir  deyişle , ht ho lom orfik  fonksiyonu  evrensel o la rak  ve h2 
ev rensel o la rak  1L2 ü ze rin d e  ta n ım lı olm ak üzere,

f - 9  = h ı - h 2

o lu rsa , /'(•?“ ) 5 (Z “) 'y a  d e n k tir  deriz , / 'y e  u y g u lan an  uygun  k o n tü r  in teg- 
ra lin in  a s lın d a  g 'ye u y g u lan an la , fon k siy o n la r bu  an lam d a  denk o ld u k la 
r ın d a , ayn ı o lduğunu  g ö ste rm en in  b a s it  b ir  konu  o lduğu  açığa çıkar. B u
n u n la  b ir lik te  bazen  d a h a  k a rış ık  y am am ala rı ele alm ak gerekir. E sasen  
b u rg aç  fo n k siy o n la rın a  ilişk in  eşdeğerlik  le ilg ili ü s ttek i "kohom oloji k u 
ra lla r ı"  k o n tü r  in teg ra l ifad e le rin in  sağ lad ığ ı y a n ıtla r ı ko rum aya yönelir. 
B u radak i k o n tü r  in te g ra li kav ram ı a r tık  "da llanm ış k o n tü r  in teg ra li"  k av 
ram ın a , h e r  çak ışm a bö lgesinde b ir  d a la  sah ip  o lm ak üzere, genellenm ek 
zo ru n d ad ır. Bu, Şekil 33 .19 'da g ö ste rilm ek ted ir.712

K ohom olojiye ilişk in  önem li b ir  özellik  onun  esasen  yerel o lm ayışıd ır. 
B ir Q bö lgesinde ta n ım lı b ir  kohom oloji e lem an ına  sa h ip  o lab iliriz . Böyle
ce o e lem anın  Q 'da içerilm iş d ah a  küçük b ir  Q' bölgesiy le s ın ırla n ış ın ı h e 
sa b a  k a tm ak  an lam  k azan ır. K ohom olojiye ilişk in  yerel o lm am a özelliği, 
g 'd a k i y e te rli derecede küçük  h erh an g i b ir  Q' a lt bö lgesiy le ilg ili o la rak

710 Bkz. Penrose ve Rindler, 1986. Gunning ve Rossi, 1965, daha kapsam lı b ir  ta rtışm a  sunar.
711 Bkz. Gunning ve Rossi, 1965; Penrose ve Rindler, 1986.
712 Penrose ve Rindler, 1986.



Ş e k il  33 .19  K e n d is iy le  ilg ili k a p la m a n ın  ik id e n  fa z la  
kü m e d e n  o lu ş tu ğ u  b u rg a ç  fo n k s iy o n la r ın ın  u za y za 
m a n  d eğ er len d irm es in e  u y g u la n a b ilir  o la n  (R iem ann  
kü res i ü zerindeki) "dallanm ış b ir  kontür".

elem an ın , o elem an, Q' ü ze rin d e  v erili / i;- iç in  Ğ"da h e r  zam an  f t/ =  ht -  hj 
o lacak  şe k ild e  /ı'le rin  b u lu n a b ilm e si an lam ın d a  s ın ırla n d ığ ın d a , zo run lu  
b iç im de yo k  o lm ası gerçeğ inde b e lir tilir .

B urgaç fonksiyon la rıy la  ilg ili bu  yere lse l o lm ayış bize, fa  ta ra fın d a n  
b e lir li b ir  n o k ta d a  ed in ilm iş değere yüklenecek h erh an g i b ir  önem  o lm ad ı
ğ ın ı söyler. A slında, o nok tay ı çevreleyen yeterince  küçük  b ir  aç ık  bölgeyle 
s ın ırla n a b ilir iz  ve kohom oloji e lem an ın ın  b ü tü n ü y le  yok o lduğunu  g ö rü 
rüz; bkz. Şekil 33.20. B urgaç fo n k siy o n la rın ca  (ilk kohom oloji e lem an la rı 
o la rak  değerlend irilip ) g ö ste rild iğ i üzere  bu  yere lse l o lm ayış, EPR e tk ile ri 
ve kudo lan ık lığa  (§23.10) ilişk in  yerel o lm ayan  öze llik lerin  heyecan  u y an 
d ırıc ı b iç im deki an ım sa tıc ıs ıd ır . B ana göre b u ra d a  p erd e  a rk a s ın d a  d e
vam  etm ekte  o lan , b ir  gün  EPR o lg u su n a  ilişk in  gizem li yerel o lm am a do 
ğ as ın a  an lam  k azan d ırab ilecek  fak a t böyleyse henüz tüm üy le  aç ık lan m a
ya m u h taç  o lan , b ir  şey söz k o n u su d u r.

Bu "kohom oloji e lem anı"n ı Q u zay ı üzerin d e  ta n ım la n an , b iraz  Q ü ze
rinde  ta n ım la n m ış  fak a t tem el o la rak  yerel o lm ayan  b ir  fonksiyona benzer 
b ir  "şey" o la rak  düşünm eliy iz. Bu tü r  b ir  "şey"e ilişk in  ö rnek  esasen , 
§§15.2, 5 'te  ta n ım la n an , Q ü ze rindek i tü m  b ir  (karm aşık) v ek tö r dem etid ir. 
Bir dem ete ilişk in  tan ım d a , dem etin  ta b a n  uzay ın ın  (bu rada  Q) y eterince  
küçük b ir  p a rç a s ı ü s tü n d e  y er a lan  p a rç a s ın ın , yaln ızca  topolo jik  b ir  ç a r 
p ım  (krş. §15.2) o lm ak an lam ın d a  "önem siz" o lduğunu  an ım sayalım . {Bkz. 
Şekil 15.3) Bu, ilk  kohom oloji e lem an ım ızı ye terince  küçük  b ir  bölgeyle s ı 
n ır la rsa k  onun  ay rıca  "önem siz" h a le  geleceği, d iğer b ir  dey işle  yok o la ca 
ğı, gerçeğiyle ilg ili b ir  ö rnek tir. Bu neden le , b ir  kohom oloji e lem an ında  
ifade  ed ilen  "bilgi" tem el o la rak  yerel o lm ayan  k arak te re  sa h ip  b ir  şeydir.

Belki de kohom oloji kav ram ın ı özel o la rak  b ir  g rafik  yo luy la g ö ste ren  
tem el b ir  ö rnek  sunm ak , yaln ızca  b a s it  b ir  du ru m  iç inde o lsa  da, fayda lı 
olur. Zam an zam an  "tribar"  o la rak  a n ılan  b ir  "o lanaksız nesne" çizim iyle 
ilg ili Şekil 33.21 'e b ak ın .713 Ç izim in açık  b iç im de g ö ste rd iğ i "3 -boyu tlu



H oiom orfik  1. k o h o m o lo ji e le m a n ı ^  0

Ş e k il  33.20 B ir  kohom olo ji elem aru h er  
za m a n  daha  k ü ç ü k  b ir  b ö lgeyle  k ıs ıtla 
nabilir. B u n u n la  b ir lik te  bö lge  ye ter i ka 
d a r k ü ç ü k se  kohom olo ji her za m a n  yo k  
olur. Bu, ko h o m o lo jin in  yere lse l o lm a y ı
ş ım  gösterir.

Ş e k il  33.21 B ir  “o la n a ks ız  nesn e"ye  (bir “tribar") a it 
ç iz im . Yerel o larak  ç iz im in  te m s il e ttiğ i şe y le  ilg ili 
o la n a ks ız  h erhang i b ir  ş e y  sö z  k o n u su  değ ild ir. “Ola
n aksızlık" , ç iz im in  ye te r in c e  k ü ç ü k  herh a n g i b ir  bö l
g e s in d e  kaybo lan , b ir  koho m o lo ji e lem a n ıy la  ölçü lür.

n esne"n in  o lağan  Ö klitçi u zay d a  v a r  o lam ayacağ ı aç ık tır. Yine de yerel 
o larak  çizim le ilg ili o lanaksız  h e rh a n g i b ir  şey söz k o n u su  değ ild ir. O la
nak s ız lık  yerel o lm am ayla  ilg ilid ir  ve çizim de ye terince  küçük  b ir  bölge 
ele a lın ırsa  yok olur. A slında, böy lesi b ir  çizim deki b u  "o lanaksızlık" kav 
ram ı b e lir li b ir  kohom oloji e lem anı o la rak  ifade ed ileb ilir .714' 133 261 B ununla 
b ir lik te  bu , {/j;} fon k siy o n la rı sa b itle r  o la rak  k ab u l edilm ek üzere, o ld u k 
ça b a s it  tü rd e  b ir  kohom olojidir.

B u rad a  des te  kohom olojisiy le ilg ili yaln ızca  tem el b az ı f ik irle re  değ in 
dim . M a tem atik te  bu  fik irle re  ilişk in , tü m ü  holom orfik lik le ilg ili o lm ayan, 
pek çok uygu lam a söz k o n u su d u r. B urgaç k u ram ın d a  tem el o la rak  ilg ilen i
len  "deste ler" hoiom orfik  fo n k siy o n la r b iç im inde ifad e  ed ilen le rd ir  ve ko 
hom oloji k u ram ın d a  b u  b e lir li b ağ lam d a  özel b ir  s ih ir  söz k onusudu r. 
(Açık konuşm ak  gerek irse  "deste" te rim i ilg ilen ilen  tü rd ek i fonksiyon la 
ilişk ilid ir  fak a t d es te  kav ram ı a s lın d a  yaln ızca  o lağan  fo n k siy o n la r yerine 
çok d ah a  genel b iç im de uygu lan ır.)715 K ohom olojinin k u llan ım ın a  ilişk in ,

714 Bkz. Penrose, 1991.
■S [33.26] Bunu yapab ilir inisiniz bakın: çizimi, her b iri bireysel olarak tu ta rlı b ir  3-uzay yapı

sını tem sil eden, örtüşen  b ir m iktar çizim haline parçalayın  ve bu 3-uzay yap ısın ın  gözlem
cinin gözünden uzaklığının logaritm asın ı kullanarak{/j(}'yi hesaplayın.

715 Bkz. Penrose ve Rindler, 1986; Gunning ve Rossi, 1965; G riffiths ve H arris, 1978; Chera, 1979;
W ells, 1991.



örneğ in  sic im  k u ram ın d a  (§31.4) o rtay a  ç ıkan  C alab i-Y au  u zay la rı ç a lış 
m a sın d a  önem li o lan  b a z ıla rın ı da içeren , fa rk lı pek çok çeş it söz k o n u su 
dur. A yrıca, d es te  kohom oloji e lem an la rın ı ta n ım lam an ın , çok fa rk lı g ö rü 
n ü m le rin e  k a rş ın , h e r  b ir i m a tem atik se l o la rak  denk b iç im de g ö ste rileb i
lecek o lan  o ldukça fa rk lı b aşk ac a  pek çok yolu  da m e v cu ttu r.716 B ana göre 
(deste) kohom oloji, gö ste rilm esi seçileb ilecek  h e rh a n g i b e lir li b ir  b iç im den  
çok öteye g iderek  -C k arm aşık  say ı s is tem in in  k en d is i g ib i-  "kendi h a y a tı
na" sa h ip m iş g ib i görünen , m ükem m el b ir  P la toncu  kav ram  (§1.3) ö rneğ i
dir.

33.10 Burgaçlar ve pozitif/negatif frekans bölme

QFT'de son  derece tem el o lan  p o z i t i f  fr e k a n s  k o şu lu n u  b u rg aç  k u ra 
m ıy la n a s ıl b ir le ş tir ir iz?  §9 .5 'ten  S2 R iem ann k ü res in in  güney ve kuzey S-  
ve S+ y arı k ü re le rin e  bö lü n d ü ğ ü  b iç im in  bize, S1 ekvato ru  üzerin d e  ta n ım 
lı b ir  fonksiyonun  p o z itif  ve n e g a tif  frek an slı p a rç a la ra  bö lünm esi o la n a 
ğ ın ı sağ lad ığ ın ı an ım say ın . P o zitif  fre k an slı p a rç a  S~'ye ve n eg a tif  f re 
k an s lı p a rç a  S+'ya g en iş le r (Şekil 33.22a). îz d ü şü m se l b u rg aç  uzayı b u n a  
uygun  b ir  şeyi, kü tlesiz  a la n la ra  kend i b ü tü n lü k le rin d e  do laysızca  uygu
la n a n  evrensel b ir  b iç im de g erçek leştir ir . B unu R iem ann küresiy le  PT iz- 
d ü şü m se l b u rg aç  uzayı a ra s ın d ak i, S2 R iem ann k ü resi üze rindek i b ir  fonk 
siyonun  benzeri PT üzerindek i b ir  ilk  kohom oloji olm ak üzere, do laysız  
b ir  benzeşm e u y arın ca  gerçek leştirir . S1 ek v a to ru n u n  benzeri PN uzayı o l
m a lıd ır  ve PKTnin (bir CP3 olan) PT 'y i, tıp k ı S1'in  (bir CP1 olan) S2'yi uygun 
b ir  şek ilde717 iki y arı küreye, S-  ve S+, b ö ldüğü  aynı b iç im de, iki yarıya , 
P T + ve P T - , bö ldüğüne d ikka t edelim  (Şekil 33.22b).

D aha açık o la rak  S1 ya da S-  ya da S+ üzerinde  ta n ım lı o lağan  b ir  (kar
m aşık) fonksiyonun  benzeri s ıra s ıy la  PN ya da P T + ya da P T -  üzerin d e  t a 
n ım lı b ir  ilk kohom oloji e lem an ıd ır. MI ü zerindek i (tam  an lam ıy la  M * ü ze 
rindeki) kü tles iz  a la n la r  PN ü zerindek i ilk  kohom oloji e lem an la rı o la rak  
g ö ste rilir . B un ların  h e r  b ir i (esasen  eşsiz  biçim de) P T +'ya gen işleyen  b ir  
e lem an la  P T _ 'ye gen işleyen  b ir  e lem an ın  to p lam ı o la rak  ifade ed ileb ilir. 
İlk i p o z itif  frek an slı k ü tlesiz  b ir  a lan ı ve İk incisi n e g a tif  frek an slı b ir  a la 
n ı ta n ım la r .718 U zayzam an te rim leriy le , a la n a  a it b u  p o z itif  frek an slı parça ,

716 Eastvvood vd., 1981, yanı sıra not 33.38'deki kaynaklara bakın.
717 Burada + ve - ’n in ters çevrilm esinin herhangi b ir anlam ı bulunm am aktadır. Bu yalnızca no- 

tasyonla ilgili tu h a f bir kazadır. Bkz. §9.2.
7I! Burada önemli olan belirli ay rın tıla r söz konusudur. Orijinal alan  analitik  değilse (C“ değil), 

(M üzerindeki) bu alan ların  §9.7'deki anlam da h iper fonksiyonel oldukları artaya çıkabilir, 
bkz. Bailey vd., 1982.
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Ş ek il 33.22 S2 (= CP1) R iem an n  k ü resiy le  PT  (= CP3) izd ü şü m se l b u rg a ç  uzay ı a ra s ın d a k i 
b ir  benzerlik , (a) S2'n in  gerçe l İR eksen i ü ze rin d e  tan ım lı k a rm a şık  b ir  fonk siy o n  ho lom or- 
fik  o la ra k  b u ra d a  S" kuzey y a n  kü re  o la rak  g ö ste rilen  şeye g en iş leyerek  k en d is in e  a i t  p o 
z itif  frek a n slı p a rç a y a  ve S+ g ü ney  y a rı k ü reye  gen işley erek  n e g a tif  fre k a n slı p a rç a y a  b ö 
lü n ü r. (R iem ann k ü res i b u ra d a  R ek v a to r  o lacak  fa k a t -  i kuzey  k u tb u n d a  ve i güney  k u t
b u n d a  o lacak  b iç im de çizilir; şe k ille r  8.7 ve 9.10 ve §9 .5 'le  k a rş ıla ş tır ın .)  (b) PN ü zerin d e  
tan ım lı (ve k ü tle s iz  b ir  a la n ı göste ren) b ir  ilk  kohom oloji e lem an ı h o lom orfik  o la rak  iz d ü 
şü m se l b u rg a ç  u zay ın ın  P T + ü s t  y a r ıs ın a  g en iş leyerek  k en d is in e  a i t  p o z itif  fre k a n slı p a r 
çaya  ve PTT- a lt  y a n s ın a  gen iş ley erek  n e g a tif  frek a n slı p a rç a y a  bö lü n ü r.

ça, §33 .8 'den an ım sayacağ ım ız , b u rg aç  u zay ında  P T +'d ak i izd ü şü m  çizg i
leriy le  g ö ste rilen  n o k ta la rd a n  o lu şa n  CM#'ye ilişk in  M+ bö lgesi o lan  ön  
tü p  iç inde tan ım la n m a lıd ır . B u n lar CM+'da, konum  v ek tö rle ri zam an sa l ve 
geçm işe iş a re t  eden sa n a l k ıs ım la ra  sa h ip  (karm aşık) n o k ta la rd ır .133 271

PT ve R iem ann k ü res i a ra s ın d a k i bu  benzerlik  b u rg aç  k u ram sa l f ik ir 
le rin  sic im  k u ram ın a  a i t  o lan  b az ıla rıy la  b ir  benzerlik  b u lab ilm esin e  i l iş 
k in  o lası b ir  yola yöneltir. §§31.5, 13 'ten , R iem ann  yüzey le rin in  o k u ra m 
dak i "sicim  geçm işleri"n i gösterm ek  üzere k u llan ıld ığ ın ı an ım say ın . R i
em ann  k ü res i bu  tü r  yüzey le rin  en b a s it id ir  fak a t çeş itli sa y ıd a  "kulba" 
(yüksek cins R iem ann yüzeyleri, bkz. §8.4) sa h ip  yüzey ler sic im  geçm işle
r in in  d ah a  genel tü r le r in i gösterm ek  üzere devreye soku lu r. Bu R iem ann 
yüzey leri k u lp la ra  ek o la rak  ay rıca  (S1 s ın ır la r ın a  sahip) "delikler"e de s a 
h ip  o la b ilir  (bkz. Şekil 31.5). B enzerlik  k u ra rak ,719 b u n a  uygun  b iç im de 
"kulplar" ve ay rıca  (PN 'nin kopyası o lan  s ın ır la ra  sahip) "delikler" ed inen  
PT u zay ın a  ilişk in  genellem eler ele a lın ab ilir . B u n lar "tuzlu  k rak e r b u rg aç  
uzay ları" o la ra k  a d la n d ır ılır  ve Q FT 'nin b ir  b iç im i b u  u z a y la ra  d ay an arak  
g e liş tir ile b ilir  [bkz. Şekil 33.23). Ş im diye dek b u  fik irle re  ilişk in  konum  
tam  an lam ıy la  öğren ilm iş değild ir.

-5? [33.27] R astlan tı denkleminden, CM'ye ilişkin b ir R noktasıyla ilgili karm aşık  b ir r “ konum 
vektörünün, r “ ancak ve ancak geçmişi işa re t eden ve zam ansal o lu rsa PT+’daki izdüşüm sel 
b ir çizgi ta rafından  gösterilebileceğini gösterin.



Ş ek il 33.23 R iem ann  k ü res in in  k u lp la r ın  yan ı s ıra  son lu  b ü y ü k lü k te  "delikler"e de sa h ip  
o lab ild iğ i yüksek  c in s te n  R iem ann  y ü zey lerine  genellenm esine  d a y a n a n  (delik ler d ış  b ilg i 
b es lem esin in  y ap ıld ığ ı yeleri g ö ste rir; bkz. Şekil 31.5) k onfo rm al a la n  k u ram ı (sicim  k u ra 
mı tü rü  b ir  m odel), (b) R iem ann  y ü zey lerine  k a rş ılık  gelen  b ir  b iç im d e  "ku lp lar"  ve ay rıca  
s ın ır la n  P N 'n in  k o p y a la n  o lan  "delikler" (“tu z lu  k rak e r b u rg aç  u zay lan") ed in en  PT ge
ne llem esin i işe  k o şa n  b ir  b u rg aç  versiyonu .

T arih i o la rak  p o z itif  frek an s  gerek liliğ i -v e  PRİ'nin P T 'y i böy lesi iki y a 
rıy a  bö lm esiy le  ilg ili öze llik - b u rg aç  ku ram ın ın , k ü tlesiz  a la n la r ın  holo- 
m orfik  ilk  des te  kohom olojisi b iç im inde b ir  b u rg aç  aç ık lam asın a  sa h ip  o l
d u ğ u n u n  keşfinden  12 y ıld an  d ah a  faz la  sü re  önce 1963'te, b a ş lan g ıç ta k i 
k u rg u lan ış ın d a  k ilit b ir  güdü  sa ğ la m ış tır .720 B urada yine, özel o la rak  
uzayzam an ın  L orentzci im zaya sah ip  d ö rt b o y u tlu lu ğ u n d an  k ay n ak lan an  
b ir  özelliğe sa h ip  olm am ız ça rp ıc ıd ır. A yrıca b u rg aç  k u ram ın ın  b u  g ö rü 
n üm ünde , -" s ıf ın n c ı"  kohom oloji e lem an la rı o la n -  o lağan  fo n k siy o n la r ya 
da ik inci ya da d ah a  yüksek dereceli kohom oloji e lem an la rı yerine  ilk ko
hom oloji e lem an la rın ın  b ir  ro l oyn am ası d a  özeldir. D aha yüksek  dereceli 
kohom oloji e lem an la rı da m e v cu ttu r  (ve bu rg aç  k u ram ın d a  oynayacak  b ir  
ro le sah ip tir)  fak a t b u rg aç  k u ram ı iç in  tem el olup ilk kohom olojiye özgü 
b ir  şey söz konu su d u r. Çünkü yaln ızca  b u  n icelik ler b u rg aç  k u ram ın a  i l iş 
k in  d e fo rm a syo n la r  ü re tm ek te  do laysız  b ir  ro le sa h ip tir . Şim di b u n u  gö
relim .

33.11 Çizgisel olmayan graviton

Şim diye dek ele ald ığ ım ız kohom oloji e lem an la rı (burgaç fo n k siy o n la 
rı), b a s it  o la rak  (burgaç) uzay ı "üzerine boyanm ış" o lm a la rı an lam ın d a  tü 
m üyle "edilgen" o larak  d ü şü n ü lm elid ir. Bu o n la rın , yaln ızca  uzayzam an  
üzerin d e  b u lu n a n  uzayzam an  a la n la r ın ı aç ık lay ıp  d iğer a la n la r ı e tk ilem e
m eleri gerçeğine k a rş ılık  gelir. A ktif b ir  etkiyi n a s ıl sa ğ lay ab ild ik le rin i 
görm ek üzere b u rg aç  uzayı üzerindek i "boya"nm , uzay  a rtık  bozu lm uş hale



(a) (b)
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Ş ek il 33.25 Şekil 33 .24 'tek i f ik ri (iki y am ay a  sahip) k a rş ı-ö z  ik ili k ü tleçek im e ilişk in  b u r 
gaç  ta n ım la m a s ı d u ru m u n d a  uygu lay ın . V ek tör a lan ı, /  2 tü rd e ş lik  d e reces in d e  o lm ak 
üzere , (df/d<ıi°)d/h>1 -  ( d f  /d o il )d/bi°  o lu r. Eğik b ir  T  b u rg aç  uzay ı (parçası) elde ederiz . 
T 'nin , ir u zay ın a  ev ren se l b i r  y a n s ıtm a s ı  m ev cu ttu r . Bu y a n s ıtm a y a  ilişk in  h e r  lif, n  u z a 
y ın ın  k en d is in d e k i g ib i k a rm a ş ık  b ir  s im p lek tik  2 -u zay d ır.

gelecek şek ild e  "ku rum ak ta  o l"duğunu d ü şü n e lim  (Şekil 33.24). B unun n a 
sıl o lab ild iğ in i görm ek üzere, d a h a  önceki / j; ed ilgen  b u rg aç  uzay ım ızı u y 
gun  b ir  b iç im de b ir  F i;- v ek tö r a lan ıy la  ilg ili o la rak  d ü şü n ü rü z . “Y am aları" 
bu  v ek tö r a la n la rı yö n ü n d e  sonsuz  küçük  b ir  m ik ta rd a  "b irb ir i üzerinde 
k ay d ır"arak  "boyayı ku ru tm a"y a  ve sonsuz  küçük  b iç im de "eğik" b ir  b u r 
gaç uzay ı o lu ş tu rm a y a  b aş la rız . B urgaç uzay ın a  ilişk in  son lu  b ir  d efo r
m asyon  elde ed ilene (boya tüm üy le  kuruyana!) dek bu  defo rm asy o n u n  "üs
sü n ü n  a lın"d ığ ın ı (§14.6) h ay a l edebiliriz .

Bu işlem in  b a şa r ılı şek ilde  u y g u land ığ ı ilk  du ru m  k a rş ı-ö z  ik ili du ru - 
m u n dak iyd i.721 Sonsuz küçük  (zayıf alan) d u ru m u n d a  5 =  2 sa rm a llığ ın d a  
k ü tle s iz  b ir  a lan a  sa h ib iz , böylece tü rd e ş lik  derecesiy le ilg ili ü s ttek i 
- 2 5  -  2 denklem in i k u lla n a rak  2 tü rd eş liğ in d e  b ir  f{=  / i;) b u rg aç  fo n k si
y o n u n a  sa h ip  o luruz. B u rada , b a s it  o lm ası iç in  yaln ızca , h e r  b ir i, §33.5 'te- 
ki s ta n d a r t  k o o rd in a tla ra  sa h ip  T düz bu rg aç  u zay ın ım n  b ir  p a rç a s ı o la 
rak  k ab u l ed ilen  'U1 ve V.2 y am a la rın ın  b u lu n d u ğ u n u  v arsa y a rız , / 'd e n  
o lu ş tu ru la n  gerek li F v ek tö r a lan ın ın
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o lduğu  açığa çıkar, / 'y e  a it tü rd e ş lik  derecesi 2 'n in , izd ü şü m se l b u rg aç  
uzay ı üzerin d e  etkiyecek şekilde , s ıf ır  dereceli tü rd eş liğ e  sa h ip  b ir  işlem ci 
verm ek üzere iki d ife rans iye l iş lem cin ink in in  yerin i tam  o la rak  tu ttu ğ u n a  
d ik k a t ed in .133-281

Şim di, b ir  yam an ın  d iğeri ü ze rindek i bu  sonsuz  küçük  y er değ işim in in  
ü ssü n ü  ald ığ ım ızı d ü şü n ü n  (b k z . Şekil 33.25). Bu d u ru m d a  eğ ik  b ir  T  b u r 
gaç uzay ı (parçası) elde ederiz. Sonsuz küçük yam a b ağ ın tım ızd ak i n  tü 
rev le ri yokluğu, b ir  yam adak i b u rg ac ın  d iğer y am ad a  eş leştiğ i b u rg aç la  
ayn ı n  p a rç a s ın a  sah ip  olm ak zo ru n d a  o lduğunu  im a eder. B unu, n  sp inö- 
rü n ü  y am alan m ış tüm  T  u zay ın d an  "d ışa y ansıtm a" iş lem in in  T 'n in  b ü tü 
nü  ü zerin d e  uyum lu  o lduğu  sonucu  izler. B unun an lam ı, T 'n in , n  sp inö rle - 
ri uzay ın a  evrensel b ir  y an s ıtm a s ın ın  söz k o nusu  o lm asıd ır. Hem  7  hem  
de n  u zay ın a  ilişk in  "s ıfır e le m a n la r ın ı  göz a rd ı edelim  (ya d a  te rc ih en  ç ı
karalım ). Böylece T 'n in  ır uzayı üzerindek i b ir  tü r  l if  dem eti o lduğunu  gö
rü rü z  (bkz. §15.2).722 H er b ir  lifin  (herhangi b e lirli b ir  7r'nin te rs  g ö rü n tü sü , 
d iğe r b ir  dey işle  T 'n in  n  "ü stünde" y e r a lan  parçası), n  u zay ın ın  k en d is in 
de o lduğu g ib i (bkz. §14.8; b u ra d a  bu  b ir  a lan  ö lç ü sü n ü n  yaln ızca  2 -m an i- 
fo ld  üzerin d e  ta n ım la n m a sı an lam ın a  gelir), s im p lek tik  y ap ıy a  sah ip  k a r 
m aşık  b ir  2 -m an ifo ld  o lduğu o rtay a  çıkar; ü s tte  verilm iş o lan  yam an ın  
özel b ir  b iç im i ta ra fın d a n  su n u la n  b ir  gerçek.

Bu eğik b u rg aç  u zay ın d an  "uzayzam an" k av ram ın a  n a s ıl geri döneriz? 
Yanıt, h e r  b ir  "uzayzam an n o k tası"n ın  eşsiz  b iç im de, T  lifine  ilişk in  b ir  
ho lom orfik  a ra  kesite  k a rş ılık  gelm esid ir. (Holom orfik a ra  k es it kavram ı 
§15.5 'te verilm işti; o b u ra d a  n  u za y ın d a n  T 'ye b ir  geri gönderim dir.) Bu 
n iç in  ak la  uygun  b ir  tan ım lam ad ır?  Düz T d u ru m u n u n d a  b u n u n  an lam ı, 
(o lasılık la  karm aşık) R uzayzam an  n o k ta s ın ı Tr'yi Z =  ( im ,  7r)'ye gönderen  
b ir  gönderim  ta ra fın d a n  g ö ste rilm esid ir . Bu a ra  kesit, düz PT izd ü şü m se l 
b u rg aç  uzayı te rim leriy le  b a s it  o la rak , §33.5 'te ft'y i gösterm ek  üzere  k u l
land ığ ım ız  P T 'dek i düz R ç izg is id ir  (bir R iem ann kü resi, CP1).133 291 Bir 
"uzayzam an  nok tası"y la  ilg ili b u  ta n ım ın  T  eğik b u rg aç  uzayı iç in  de tam  
o la rak  aynı b iç im de ça lışm ası o ldukça ça rp ıc ıd ır. T ıpkı düz d u ru m d ak i g i

*© [33.28] Sıfır derecesi bunun niçin PT'deki b ir bölge üzerinde b ir  vektör alanı vereceğini ima 
eder? İpucu-, F 'n in  Y'a ilişkin çeviricisi nedir?

722 Oluşumdaki tüm  işlem ler holomorfik olm asına rağm en bunun holomorfik b ir  lif demeti ol
m adığına ilişkin teknik b ir  incelik söz konusudur çünkü o, yerel olarak n uzayında, katı b i
çimde holom orfik b ir çarpan uzayı değildir. T, b ir holomorfik lifleme o larak adlandırılır. 
Bkz. Penrose, 1976a, 1976b.



bi, ho lom orfik  a ra  k es itle re  ilişk in  k a rm aşık  4 ^p aram etre li b ir  a ilen in  
m evcu t o lduğunu  g ö rü rü z .723 (PT izd ü şü m  u zay ın d a  bu , CP1 çizg ilerine 
ilişk in  k a rm a şık  4r-param etre li b ir  ailedir.) Böylece b u  ailey i tem sil etm ek 
üzere, 4 -b o y u tlu  k arm a şık  b ir  M  m an ifo ld u n a  sah ip  o luruz. 4 -b o y u tlu lu k  
Ja p o n  m a tem atik ç i K unihiko K odaira 'nm  teo rem le rin in  sonucu  o lan  d ik 
k a t çekici b ir  gerçek tir;724 k arm aşık  yüksek  b o y u tla ra  ilişk in  k a rm a şık  s ih 
r in  b ir  örneği. (Tek b a ş ın a  gerçel m a n ifo ld la ra  ilişk in  deneyim  b u  tü r  şey 
lere ilişk in  so n su z -p a ra m e tre li b ir  aile b u lu n d u ğ u  b ek len tis in e  y ö n le n d ir
m iş o lab ilir; fak a t §15.5 'te ho lom orfik  a ra  k es itle rin  son  derece s ın ır la n 
m ış o lduğunu  belirtm iştik .)

Şekil 33 .26 'da bu  iş lem  (izdüşüm  tan ım lam asın d a) g rafik  b iç im li o la 
rak  gö ste rilm ek ted ir. K arm aşık  CM M inkow ski u zay zam an ın ın  uygun  b ir  
31 bö lgesiy le b aş lay ın . B asit o lm ası iç in  32'yi yaln ızca , CM 'deki b ir  R nok 
ta s ın ın  uyg u n  b ir  (açık) k o m şu lu ğ u n d a  o la rak  k ab u l edelim . PT izdüşüm  
u zay ın ın  ilg ili Q bö lgesi, h e r  b iri R 'n in  b ir  n o k ta s ın ı te m sil eden  çizgi aile- 
since  ta ra n a n  bölgedir. Bu, P T 'dek i R ç izg is in in  R 'y i (Şekil 33.26a) tem sil 
eden  (tüp  b iç im li kom şu luğu  o la rak  ad lan d ırılan ) b ir  kom şu luğu  o lacak tır, 
ö 'n u n  topo lo jisin i S2x R 4 o la rak  k ab u l edeb iliriz . S2, R ç izg is in in  -y a  da 
eşd eğ er o la rak  izd ü şü m se l it  u z a y ın ın -  to p o lo jis inden  g e lir  ve K4, R 'n in  
h e r  n o k ta s ın ın  yak ın  k o m şu lu ğ u n d ak i çap raz  p a rç ay ı aç ık la r. S2'y i artık , 
çak ışm aya  ilişk in  b ir  "yaka"nm  m evcu t o lacağ ı şek ilde h a f if  b iç im de ge
n iş le tilm iş  iki y a rık ü re  ay rılm ış o la rak  d ü şü n ü rü z  ve d ah a  so n ra  Q'yu, bu  
hafifçe  gen iş le tilm iş  y a rı k ü re le rin  h e r  b ir i  üzerin d e  b u lu n a n  ö rten  (açık 
küme) ve U2 p a rç a la rın d a n  o lu şm uş o la rak  d eğ e rlen d iririz  (Şekil 
32.26b). D eform e ed ilm iş izd ü şü m se l P T  b u rg aç  uzayı bölgem izi elde e t
m ek üzere, ü s ttek i vek tö r a lan ı u y a rın c a  l ^ 'n i n  Ux'e göre "yönünü d eğ iş
t i r i r i z  (Şekil 33.26c).

n  u za y ın a  yönelik , dem et y ap ıs ın ı veren  ev rensel b ir  y a n s ıtm a  h â lâ  söz 
k o n u su d u r  (Şekil 33.26d). B unun la  b irlik te , 'Uj ve l^ 'd e k i  o rijina l "düz çiz
giler" a r tık  k ır ık tır  ve b u  neden le  a ra  k es it verm ez fa k a t K odaira teo rem ii 
bize, P T 'd e  ye n i  b ir  4 -p a ra m e tre li  holom orfik  eğri a iles i, b u n la r  dem et 
y a p ıs ın ın  gerçek ho lom orfik  a ra  k es itle ri olm ak üzere, b u lu n d u ğ u n u  söy
ler. G erekli M  uzay ı, ken d is in e  a i t  h e r  b ir  n o k ta n ın  b u  a ra  k es itle rd en  b i
rin e  k a rş ılık  geleceği şek ilde o lu ş tu ru lu r  (Şekil 33.26e). M  'ye b ir  g  m e tr i
ğ in in  doğal b ir  yo ldan  a tan ab ileceğ i ve ona a it W eyl eğ riliğ in in  k a rş ı-ö z  
ik ili o lup k en d is in in  düz R icci o lduğu  o rtay a  çıkar, g 'ye ilişk in  boş konile-

723 Normal koşullar altında; bkz. Penrose, 1976b; Penrose ve W ard, 1980; Penrose ve Rindler, 
1986.

724 Bkz. Kodaira, 1962.
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Ş ek il 33.26 D oğrusal o lm ayan  so l-e lli b ir  g rav ito n u n  o lu ş tu ru lm a s ı, (a) S ta n d a r t düz 
uzay  b u rg aç  b en zeşm esin d e  CM'ye a i t  P ve Q n o k ta la n  IPTdeki P ve Q ç izg ile rin in  k e s iş 
tiğ i h e r  d u ru m d a  s ıf ır  ay rık tır , (b) P T 'y i b i r  b iç im d e  eğik b u rg aç  u zay ın a  d efo rm e etm ek 
is tiy o ru z  fa k a t m atem a tik se l teo rem le r b ize  b u n u n  ev rense l o la rak  y ap ılam ay aca ğ ım  
söyler. B u rad an  h a rek e tle  CM’deki b ir  R n o k ta s ın ın  y aln ızca  u y gun  b ir  (açık) 31 k o m şu lu 
ğ u n u  b a ş la n g ıç  "uzayzam an"ım ız o la rak  k ab u l ederiz , (c) Bu, R ç izg is in in  P T 'dek i tü p  b i
ç im li b i r  Q k o m şu lu ğ u n a  k a rş ılık  gelir, (d) A rtık  OU, ve aç ık  kü m elerin in  b ir le ş im i o la 
rak  değerlend irilen ) ö 'y u  defo rm e etm ek  üzere  Şekil 33 .25 'in  iş lem lerin i u y g u lay ab iliriz , 
(e) B u n u n la  b ir lik te  o rijina l R ç izg is in in  a r tık  k ırık  o lup  b ir  "uzayzam an  n o k tas ı"n a  i l iş 
k in  h a s sa s  b ir  tan ım  b iç im in d e  k u llan ılam ay acağ ın ı gö rü rüz , (f) K o d a ira 'n ın  b ir  teorem i 
b ize, b u  am aca  h izm et edecek R‘ "çizgiler"ine ilişk in  4 -p a ra m e tre li  b ir  a ile  (orijinal ç izg i
le rim iz le  ayn ı topo lo jik  s ın ıfa  a i t  tık ız  h o lom orfik  eğriler) b u lu n d u ğ u n u  söy lem ek  üzere  
y a rd ım a  gelir, (g) "Ç izgisel o lm ayan  g rav iton" JVf uzay ı (karm aşık  b ir  4-uzay) a ra y ış ım ız 
la  ilg ili b u  n o k ta la r  R' K odaira  eğ rile riy le  v e rilir . JVf’ye ilişk in  (karm aşık  konform al) m e t
r ik  ((a)'daki gibi), P' ve Q "m  ilg ili P' ve Q' ç izg ile rin in  k es iş tiğ i z a m a n la rd a  s ıf ır  ay rık  o l
m as ıy la  ilg ili k o şu lta ra fm d a n  ta n ım la n ır. M 'y e  ilişk in  W eyl eğ riliğ in in  o to m atik  o larak  
k a rş ı-ö z  ik ili o lduğu  ve k en d is in in , o lu şu m  a y r ın tıla r ı  neden iy le  d ü z  R icci o ld u ğ u  o rtay a  
ç ıkar.

r in i, M 'y e  ilişk in  P ve R n o k ta la rın ın  ancak  ve ancak  P T 'dek i ilg ili T  ve 32 
ç izg ile rin in  k esişm esi d u ru m u n d a  boş ay rık  o lm ası gerçeğ in i k u lla n a rak  
kolayca b u la b ilir iz  (Şekil 33.26).

Okur, bu  M  "uzayzam an ''ın ın  fizik i o la rak  gerçek ten  ne an lam a g e ld i
ğ in i m erak  edeb ilir?  O nun k arm aşık  o lduğu  (ve gerçel b ir  m an ifo ld  o larak  
ele a lın d ığ ın d a  4 yerine  8 -b o y u tlu  olduğu) o rtay a  çıkm ıştı. Düz du ru m d a, 
N 'de b u lu n a n  T 'ye a it a ra  k es itle ri a la ra k  gerçel uzayzam an  n o k ta la r ın ı 
(M 'deki olaylar) ay ıra b ilir iz  ve d ah a  so n ra  M 'y i  b a s i t  o larak , M minkovvs-



ki uzay ın d ak i CM k a rm a ş ık la ş tırm a s ı b iç im inde  değ erlen d ireb iliriz . Bu
n u n la  b irlik te  eğik d u ru m d a , b u  tü r  b ir  lüksüm üz bu lunm az. A slında bu  
d u ru m d a , o lu ş tu rm a  yo luy la  elde e ttiğ im iz  "uzayzam an" zo ru n lu  b iç im de 
kend iliğ in d en  k arm aşık  b ir  m an ifo ld d u r ve gerçel b ir  L oren tzci uzayza- 
m a n m ın  k a rm a ş ık la ş tır ılm a s ı b iç im inde  o rta y a  çıkam az.

B unun  n eden i ned ir?  K arşı-öz  ik ili W eyl eğ riliğ ine sa h ip  L orentzci b ir  
4 -m an ifo ld  (sıfır öz ik ili p a rç a n ın  k a rm a şık  eşlen iğ i k a rş ı-ö z  ik ili p a rç a  
o lduğu  ve böylece de s ıf ır  o lduğu  için) zo ru n lu  b iç im de düz W eyl'd ir. Bu
n u n  y an ın d a  ay rıca  b ir  de düz R icci’yse b a s it  o la rak  tüm üy le  düzdü r. Öte 
ta ra f ta n  k arm a şık  d u ru m d a ,725 önem siz o lm ayan  k a rş ı-ö z  ik ili düz Ricci 
4—m a n ifo ld la n n ın  çok büy ü k  b ir  a iles i söz k o n u su d u r. B u n ların  tü m ü n ü n  
d ah a  önce değ in ilm iş o lan  b u rg aç  işlem iyle (en az ın d an  yere l olarak) elde 
ed ileb ilm esi çarp ıc ı b ir  gerçektir!

Bu k arm a şık  M  u zay ıy la  ne yapm alıy ız? F izik i o larak  k a rm aşık  b ir  
k a rş ı-ö z  ik ili düz R icci 4 -u z a y m m  y o rum u  (uygun b ir  an lam d a  "pozitif 
frekanslı"  o lduğu  söylenebilirse), onun  sol-elli b ir g ra v ito n u  tem sil e tm e
sid ir. E sasen  o, b ir  tü r  "dalga fonksiyonu" o lm ası a n lam ın d a  doğ ru sa l ol
m a y a n  b ir  g rav ito n d u r fa k a t a r tık  o çizgisel o lm ayan  gerçek E in ste in  v a 
kum  denk lem in in  b ir  çözü m ü d ü r (Ricci düzlüğü), ona ilişk in  yak laşık lık  
ta h m in in in  değil. Sondaki, /  b u rg aç  fonksiyonunu , "boyanın  k u rum ası"na  
o lanak  ta n ıy ıp  böylece b u rg aç  u za y ın ın ın  k en d isin i deform e etm ek yerine  
b ir  kohom oloji e lem an ı o la rak  k ab u l etseyd ik  gerçek leşecek  d u ru m  olurdu . 
B urgaç k u ram ın ın  bizi, k u an tu m  k u ram sa l f ik irle rle  u zay zam an  y ap ıs ın ın  
b ir le ş tir ilm e siy le  ilg ili ilg inç ve önceden  bek lenm eyen  b ir  yöne doğru  ta ş ı 
d ığ ın ı gö rü rüz . B urgaç d a lg a  fonksiyon la rım ız  a rtık , d o ğ ru sa l k u an tu m  
m ekaniğ ine ilişk in  s ta n d a r t  k u ra lla rd a n  (§§22.2-4) s a p m a la r  görülm eye 
b aş lan a ca ğ ı b iç im de d o ğ ru sa l değ ille rd ir.

Bu o lu ş tu rm a y la  ilg ili özel o la rak  d ikkate  değer b ir  özellik  söz k o n u su 
dur. Eğik T  b u rg aç  u zay ın a  ilişk in  h e rh an g i b ir  Z n o k ta s ı a lırsak , Z 'nin y e 
te rin ce  küçük  h erh an g i b ir  k o m şu lu ğ u n u n  (I "sonsuz" bö lgesi üze rinde yer 
alm ayan; bkz. §33.5) d ü z  T b u rg aç  u zay ın a  ilişk in  seçili h e rh a n g i b ir  Z' 
n o k ta s ın a  a i t  b ir  kom şu luğunk iy le  özdeş yap ıya  sah ip  o ld u ğ u n u  görürüz. 
B u rad an  h arek e tle  b u rg aç  u zay ın ın  sah ip  o lduğu  yerel yap ı, te rim in  
§14.8 'de k u llan ıld ığ ı an lam ıy la  "esnek"tir. Böylece, M  u zay ın a  a it eğrilik , 
vb 'y le  ilg ili b ilg in in  tüm ü , T 'd e  yerel o la rak  değil evrensel o la rak  d ep o la 
n ır. Bu, ü s tte  değ in ilm iş o lan , b u rg aç  fonksiyonuy la  ta n ım la n a n  b ir  koho
m oloji e lem an ın ın  y e terin ce  küçük  b ir  bölgeyle s ın ırla n d ır ıld ığ ın d a  o r ta 

725 Ya da gerçel pozitif belirli durum da (+ + + + ) ya da ayrık im za durum uda (+ H----- ). Bkz.
Penrose, 1976b; Hansen vd., 1978; Atiyah vd., 1978; Dunajski, 2002.



d an  k ay b o lm asın a  ilişk in  gerçeğ in  b ir  y an s ım a sıd ır . B urgaç u zay ın d a  h e r
h an g i b ir  "a lan  denklem i" söz k o n u su  değ ild ir. N orm alde uzayzam andak i 
a lan  denklem leri (bu d u ru m d a  k a rş ı-ö z  ik ili E in s te in  denklem i) çözüm le
rin d e  d ep o lan an  b ilg i tü rü  b u rg aç  uzay ı o lu şu m u n d a  y a ln ızca  yere l o lm a
yan  b ir  b iç im de d ep o lan ır  g ö rü n ü r.726

33.12 Burgaçlar ve genel görelilik

Bu "doğrusa l o lm ayan  g rav ito n  o luşum u" b u rg aç  k u ram ın ın  g e liş im in 
de 1970 'lerin  o r ta la r ın d a n  b eri tem el önem dedir. B aşlangıç haliy le , iki 
fa rk lı yönde gelişm eyi iş a re t e tm iş tir . B un ların  en b e lirg in i d o ğ ru sa l ol
m ayan  sağ-elli ilg ili b ir  o lu şum a ve b u n u n  so l-e lli o lan la , (örneğin düzlem  
k u tu p lu  çizg isel o lm ayan  g ra v ito n la r  gibi) k arış ık  k u tu p la n m a  d u ru m la rı
n ın  o lu şacağ ı b iç im de b irle şm es in e  ilişk in d ir . Bu, b u rg aç  k u ram ın ın  k ilit 
b ir  p a rç a s ı o la rak  gö rünür. Ü stte  b e lir tild iğ i üzere "doğ rusa l o lm ayan  g ra 
viton" kavram ı, içeris in d e  o lağan  U -k u an tu m  k u ram ın a  ilişk in  s ta n d a r t  
d o ğ ru sa l k u ra lla r ın  E in ste in  genel göreliliğ iy le  doğru  b ir liğ in  elde ed ileb i
leceği şek ilde esnem e gerek liliğ inde o lduğu , 30. bö lüm de güçlü  b iç im de 
d estek lenm iş olan, b ir  ku ram  a ra y ış ı h av a s ı iç inded ir. B unun la  b irlik te  
ü s ttek i o lu şu m d a o rtay a  çıkm ış o lan  "graviton", o lası ik i sa rm a llık  d u ru 
m u n d a n  y a ln ızca  b ir is in in  d ah il ed ild iğ i, "yarım  b ir  g rav iton"dur.

Bazı d ikka tli oku rlar, Z a b u rg a ç la rı yerine  ikili Wa b u rg a ç la rı b iç im in 
deki açık lam aya geçersek  b u  d u ru m d a  sağ-elli g rav ito n la  ilg ili o la rak , ön 
ceki ik ili b u rg a ç la r  b iç im indek i o lu şu m u  y ineleyerek d o ğ ru sa l o lm ayan  
b ir  d a lga  fonksiyonu  elde ed ileb ileceğ in i düşünm eye c ü re t ed eb ilirle r .133 30] 
Bu şek ilde o, (Wafda) 2 tü rd e ş lik  d erecesine  k a rş ılık  gelen  sa ğ -e lli g rav iton  
ve -  6 tü rd eş liğ e  k arş ılık  gelen so l-e lli g rav ito n  o lur. B unun la b ir lik te  bu  
b iz i güçlük lerden  k u rta rm a z  çünkü  a r tık  so l-e lli sa rm a llık  d u ru m la rın ı 
kaybederiz ; ve sa ğ -e lli d u ru m la r  iç in  Wa d eğ işken lerin i ve so l-e lli o la n la r 
iç in  Z“ değ işken lerin i k u llan m an ın  an lam ı y o k tu r çünkü  ay rıca  karış ık  
sa rm a llık  d u ru m la rın ı da ta n ım la m a y a  gerek duyarız .727

726 Bu nedenle, §32.5'te belirtilen  topolojik (İFT kavram ıyla önemli b ir  ilişki söz konusu gibi gö
rünür.

-S  [33.30] Niçin? İpucu: Uzamsal b ir  yansıtm a burgaçları niçin ikili burgaçlara  çevirir?
727 Bu sorun lara  yönelik, çift-burgaçlar olarak b ilinen  şeyleri ku llanan yansım a sim etrik  b ir 

yaklaşım  söz konusudur ve bu, bu yönde önemli bazı kısmi başarıla ra  sahip olm uştur; bkz. 
Penrose, 1975; LeBrun, 1985, 1990; Isenberg vd., 1978; VVitten vd., 1978. Ayrıca bkz. Penrose 
ve Rindler, 1986. Düz uzaylı b ir  ç ift-burgaç temelde, Wa,Za = 0 olmak üzere, b ir  (Wa,Z“) çif
tid ir  ve karm aşık b ir ışık ışınını tan ım lar. Bununla birlikte bu, ü s tte  benim sendiği üzere, 
"burgaç fonksiyonları dalga fonksiyonlarıdır" şeklindeki felsefeyle pek uyum lu değildir çün



-  6 tü rd eş lik te k i f ( Z a) b u rg aç  fo n k siy o n la rın ın , çizgisel o lm ayan  sa ğ -  
e lli b ir  g rav ito n  elde etm ek üzere  b ir  b iç im de "üs lerin i alm a" so ru n u  (küt- 
leçekim le ilgili) a ld a tıc ı so ru n  o la rak  ad lan d ır ılm ış tır . ("Aldatıcı" sözcüğü, 
n o rm ald e  so l-e lli sp in  b ild ire n  b ir  h a rek e tle  y u v a r la n ır  g ö rü n se  de, h a re 
k e t yönünde  sa ğ -e lli b iç im de sp in  h a lin d ek i to p u  ta n ım la y an  b ir  k rike t te 
rim id ir.) M an tık lı b ir  çözüm  b u lm ak  yak laşık  25 y ıl a ld ı fa k a t son  g e liş
m eler b u n u n la  ilg ili uygun  b ir  o lu şum  sa ğ la r  gö rünüyor.728 Yine de iş lem 
ler, yazım  s ıra s ın d a , b az ı önem li b ak ım la rd a n  h â lâ  v a rsa y ım  o la rak  k a l
m a k tad ır. Bu gelişm eleri b u ra d a  aç ık lam aya  g irişm eyecek  ve yaln ızca , te 
m el yen i özelliğ in  T  eğik b u rg aç  uzay ım ızın  izd ü şü m se l PT  u zay ın a  y a n s ı
tılm as ıy la  ilg ili lifle rin  -  6 tü rd e ş lik  derecesindek i b ir  b u rg aç  fonksiyo- 
n u n ca  ta n ım la n ır  b ir  b iç im de "bükülü" h a le  ge ld iğ in i söyleyeceğim . ("Bü
küm ", C uygun  b ir  s a b it  ve /_ 6 -  6 tü rd e ş lik  dereceli b ir  b u rg aç  fonksiyonu  
olm ak üzere, y an ıltıc ı b ir  şe k ild e  b a s it  Cf_6Z ad /d Z a b iç im li çak ışan  b ir  
yam a ç ifti üze rindek i b ir  v ek tö r a lan ın ın  ü ssü n ü  a lm ak  yo luy la  gerçek leş
tirilir.)  Bu, g rav ito n u n  hem  sa ğ -e lli hem  de so l-e lli p a rç a la r ın ın  b ir  a ra d a  
b ir le ş tir ilm e s in e  o lanak  ta n ır .

U ygun şek ilde as im p to tik  b iç im de düz M  u zayzam an ı d u ru m u n d a  en 
az ın d an , T ' ye ilişk in  o la rak  M  do laysız  b ir  aç ık  o luşum  m ev cu ttu r. D aha
sı, v erili b ir  T 'd e n  M  elde etm ekle, d iğ e r b ir  dey işle b ü tü n ü y le  b u rg aç  y a 
p ılı T 'd e n  u zay zam an  n o k ta la n  o lu ş tu rm a k la  ilgili, gerekli R icci d ü z lü ğ ü 
n ü  (E in ste in 'ın  vakum  denklem i) doğru  b iç im de d ah il e tm eyi sağ layacağ ı 
v a rsa y ıla n  denem e n ite liğ in d e  b ir  önerm e söz konu su d u r. Ö nerm e, b e lir 
g in  b iç im le rde , E zra  T. Nevvman ve m e s le k ta ş la r ın a  a it, u zay zam an  n o k ta 
la r ın ı "ışık  kon isi kesik leri" o la rak  a d la n d ır ıla n  şey ler b iç im inde , b u n la r  
> f 'd e k i ış ık  kon ile riy le  J + gelecek boş so n su zu n  kes iş im le ri o lm ak üzere, 
y o rum lam ak la  ilg ili u zu n  erim li b ir  a ra ş tırm a  pro jesiy le  ilg ilid ir .729 Bu
n u n la  b ir lik te  g ö rü n ü şte  u m u t veric i o lsa  da b u  b u rg aç  o lu şu m u n a  ilişk in  
b az ı önem li gö rünüm ler, yaz ım  e sn as ın d a , çözülm em iş d u ru m d ad ır.730

G elişm eyi iş a re t  eden, d o ğ ru sa l o lm ayan  so l-e lli o rijina l g rav ito n  o lu 
şum uy la  (1975/76) ilg ili d iğer yön  d iğer ay a r a la n la rın d a n  kü tleçek im  k u 
ram ın a  yönelik  genellem elerdeydi. O ldukça erken  b ir  a şam ad a , 1976- 
1977'de R ich a rd  W ard  genel k a rş ı-ö z  ik ili ay a r  a lan la rın ın , kütleçek im le

kü çift-burgaç açıklam ası daha çok, içerisinde b ir dalga fonksiyonu için uygun olan şekilde 
ya b iri ya da diğeri yerine hem b ir  değişken hem de ona a it eşlenik değişkenin -b u rad a  Za 
ve Wa-  ortaya çıktığı k lasik açıklam aya benzer. Ç ift-burgaç yaklaşım ı ayrıca, doğrusal ol
m ayan alan lara  ilişkin açıklam asında da m atem atiksel bazı tuhaflık larla  karşılaşır.

728 Bkz. Penrose, 2001.
729 Bkz. örneğin F rittelli vd., 1997; Bramson, 1975.
730 Bkz. Penrose, 1992.



ilg ili o lana  b ir  b iç im de benzeyen  b ir  b u rg aç  o lu şum u  k u lla n ıla ra k  n as ıl 
elde ed ileb ileceğin i gösterd i. A slında, W ard  ve d iğerle rine  a it W ard  o lu şu 
m u, özellikle in tegra li a lın a b ilir  s is te m le r  (uygun b ir  an lam da , genel d u 
ru m d a  çözüleb ilen  do ğ ru sa l o lm ayan  denklem ler) a lan ın d a , h a t ır ı  say ılır  
ö lçüde m a tem atik se l kazan ım  ve gelişm eye yol açtı. B u rad a  b u rg aç  k u ra 
m ı, b ir  b ü tü n  o larak  konuyla ilg ili güçlü  b ir  genel gö rünüm  su n d u .731 Küt- 
leçekim le ilg ili k a rış ık  sa rm a llık  so ru n u n a  ilişk in  b ü tü n lü k lü  b ir  çözüm e 
yönelik  ü s tte  b e lir tile n  gelişm eler, (karışık  sa rm allık tak i) genel ay a r  a la n 
la r ın ın  da ay rıca  b u rg aç  fo rm alizm i iç inde ele a lın m a sı gerek tiğ ine  işa re t 
eder g ib i görünüyor.

33.13 Parçacık fiziğine ilşikin bir burgaç kuramına doğru

Bu biz i b u rg aç  ku ram ın ın , an  itib a riy le  o lm adığı, tam  gelişm iş fiziki 
b ir  k u ram a n a s ıl gelişeb ileceği so ru su n a  yöneltir. B unun gerçek leşm esi 
iç in  b u rg aç  k u ram ın d ak i iki ek ça lışm a a lan ın ın  d ah a  da ge liş tirilm esi 
önem lid ir. îlk i, Û FT 'nin d a h a  gelişk in  b ir  ele a lın ış  b iç im in in  su n u lm a s ı
dır. A slında, (1970'lerin  b a ş la r ın d a  b en d en  ve d iğ erle rin d en  gelen  bazı 
k a tk ıla rla  b irlik te) tem el o la rak  A ndrew  H odges ve öğrencileri ta ra f ın d a n  
O xford 'da g e liş tirilip  ÛFT'ye, F eynm an d iy ag ram la rın ın  burgaç  d iy a g 
ra m la rı o la rak  b ilinen  şey lerle  y er d eğ iş tird iğ i ted irgey ic i b ir  yak laşım  
sağ lay an  d ikka te  değer m ik ta rd a  e tk in lik  söz konu su d u r. B u n lar yüksek 
b o y u tlu  k o n tü r  in teg ra l alm ayı iç e rir  ve form alizm , geleneksel Feynm an 
iş lem lerin i k u llan ırk en  k a rş ıla ş ı la n  so n su z la rın  çoğundan  kaç ın m ak ta  b a 
zı ça rp ıc ı b a ş a r ı la r  elde eder.732 B unun la  b irlik te  yak laşım  h â lâ , b ek lenen 
den b ir  b iç im de d ah a  k a r ış ık tır  ve bize, a rac ı o la rak  geleneksel F eynm an 
ifad e le rin e  b aşv u rm ak sız ın  tam  o la rak  hang i k o n tü r  in te g ra lle r in in  g e r
çek leştirileceğ in i söyleyen, §§26 .6 -8 'dek ine benzer, tem eldeki bağ ım sız  
b ir  y ön lend iric i ilkeden  y oksundur.

Bu a la n la rın  d iğeri ilk  o larak , su n d u ğ u m  fik irle r ü ze rinden , 1970'lerin  
o rta s ın d a n  1980 'lerin  b a ş la r ın a  dek Z oltan  Perjes, George Sparling , Lane 
H ughston , P au l Tod ve F lorence T sou (Tsou Seung Tsun) ta ra fın d a n  g e liş
tir ilm iş  fak a t o dönem den so n ra  b ü yük  o ran d a  h arek e ts iz  kalm ış o lan  
bu rg a ç  p a rç a c ık  k u ra m ıd ır . B u radak i tem el fik ir, k ü tle s iz  p a rç a c ık la r  tek  
b ir  b u rg aç  değ işkenine ilişk in  b u rg aç  d a lga  fonksiyonunca , d iyelim  ki 
/ ( Z “ ), aç ık lan ab ilirk en  kü tle li p a rç ac ık la rın  d ah a  çok değişkene, örn.

731 Bkz. M ason ve VVoodhouse, 1996.

732 Bkz. Penrose ve MacCallum, 1972; daha eski bazı kaynaklar için bkz. Penrose ve Rindler, 
1986, s. 149; daha yeni bazı çalışm alar için bkz. Hodges, 1982, 1985, 1990, 1998.



X a, . . . , Z a , gerek  du y m asıd ır. Tüm  b u  b u rg a ç la rd a n  gelen k a tk ıla rın  to p 
la n m as ın ı içeren  kü tle li b ir  p a rç ac ığ ın  m om entum  ve aç ısa l m om entu- 
m uyla  ilg ili b ir  ifade söz k o n u su d u r  fak a t a r tık  b u  b u rg aç  değ işken leri ve 
k a rm a şık  eşlen ik leri a ra s ın d a k i to p lam  m om entum  ve aç ısa l m om entum u 
etk ilem eyen  d ö n ü şü m lerd en  k ay n a k la n an  b ir  içsel s im etri g ru b u  m evcu t
tu r. Belki de, e lek trozay ıf e tk ileşim le re  ilişk in  U(2) ve yeğin  e tk ileşim lere 
ilişk in  SU(3)'ü içeren  fak a t hafifçe  genelleyen g ru p la r  elde ed ilm esi d ik k a
te  değerd ir. S ta n d a rt m odel u y arın c a  p a rç ac ık la r ın  s ta n d a r t  s ın ıf la n d ır ıl
m a sın a  ilişk in  b ir  m ik ta r  ça rp ıc ı ilişk i b e lir t i lm iş tir  fak a t düzen  b e lirli 
tekn ik  seb ep le r nedeniy le d u rg u n la şm ış tır . "A ldatıcı so run"la  ilg ili son ge
lişm elerin , özellikle ay a r  a la n la rın a  u y g u lan ab ilirse , konuyu yen iden  a ç a 
bileceğine ilişk in  m akul b ir  o lasılığ ın  v a r  o lduğu  görü lm ekted ir.

B ana göre ayrıca, b ir  p a rç ac ık  fiziğ i m odeline ilişk in , §25.8 'de k ısaca  
öze tlenm iş C han-T sou  ön erm esin in  de b u  gelişm elerle  b e lirg in  b iç im de 
b a ğ la n tılı  o lab ileceğ ine ilişk in  önem li b ir  o lasılık  m evcu ttu r. O önerm e, 
(Abelci olm ayan) h e r p a rçac ık  s im etri g ru b u n a  yönelik, o rijina l ay a r g ru 
b u n a  ek o larak , ikili b ir  g ru b u n  v a r  o lm asın ı da gerek tirir. B urgaç kuram ı, 
ü s tte  değ in ilm iş o lan  W ard  o lu şu m u y la  -k en d is in e  a it v a rsa y ıla n  "a ld a tı
cı" v e rsiy o n la  b ir lik te -  uyum lu  o larak , h er g ru b u n  k a rş ı-ö z  ik ili ve öz ik ili 
v e rs iy o n la rd a  ro l a lm ası gerek tiğ in i ile ri sü re r  ve öyle g ö rü n ü y o r ki bu , 
ay a r g ru b u n a  ilişk in  ik ili b iç im in , o rijina l a y a r  g ru b u n u n  ro lüne  ek o la 
rak , önem li b ir  rol oy n am asın ı g erek tirir. Böylece, C han-T sou  ön erm esin 
deki f ik irle rin  arac ılığ ı yo luy la  b u rg aç  p arçac ık  k u ram ı da b ir  gelecek p a r 
çacık fiziğ ine ilişk in  görev ü s tlen e b ilir . D ahası, b u  a lan d ak i b a ş a r ılı ile r 
lem enin , b u rg aç  d iyag ram  k u ram ın a  ilişk in  QFT p rog ram ı üzerinde  önem 
li b ir  etkiye sa h ip  o lacağ ı d a  bek lenm elid ir.

33.14 Burgaç kuramının geleceği?

B urgaç k u ram ın a  ilişk in  aç ık lam a la rım d a  okuyucuya, konuyla ilg ili 
g ö rü şlerim in  genel o la rak  fizik  cam iasın ın  g ö rü şle rin i y an s ıtm a d ığ ın a  
ilişk in  u y arım ı yapm ayı a tlad ım . A slında, yaşam ım ın  y a r ıs ın d a n  faz las ın ı 
(kesin tili olarak) bu rg aç  k u ram ın a  ad ad ığ ım d an , bak ış açım ın, böyle y a p 
m am ış o lan  fiz ikçile rin  büyük  çoğun luğunun  bak ış aç ıs ın a  yak ın  şekilde 
denk d üşm esi pek de o la sı o lm ayacak tır. D ahası, fizik  ca m ia s ın d a  konuya 
ilişk in  d ah a  faz la  b ilg i sa h ib i o la n la r ın  çok az say ıd a  ve kesin lik le  sicim  
ku ram ı ya da sü p e rs im etriy le  ilg ili b ir  şey ler b ilen le rd en  çok d ah a  az ol
d u ğunu  belirtm eliy im . B urgaç k u ram ı h iç b ir  b iç im de b u g ü n ü n  k u ram sa l 
fiziğ ine ilişk in  "ana akım " b ir  e tk in lik  o larak  görülem ez.



Yine de b u rg aç  ku ram ı sa f  m a tem atik le  ilg ili o la rak , sicim  k u ram ı gibi, 
önem li b ir  etk iye s a h ip tir  ve b u  onun  en güçlü  y ö n le rin d en  b ir i o la rak  de- 
ğ erled irilir . B urgaç kuram ı, (ü stte  k ısaca  değ in ilm iş olan) in te g ra li a lın a 
b ilir  s is tem le r  kuram ı, g ö ste rim  k u ram ı733 ve d ife ran s iy e l geom etriy le  ilg i
li önem li b ir  etk iye sah ip  o lm u ştu r. (Bu a landa , "holonom i so runu" o larak  
b ilin en  şeye o rijina l doğ ru sa l o lm ayan  g rav iton  o lu şu m u n a  ilişk in  o lan 
la rd a n  g e liş tirilm iş  o lan  yön tem leri k u lla n a rak  b ir  çözüm  b u lm u ş A. M er- 
kulov ve L.J. Schvvachhöfer'in ç a lışm a la rın ı vu rgu lam alıy ım .734 ilg ili ç a lış 
m ad a  b u rg aç  ku ram ı “h iperkâh ler  m an ifo ld ları" , "Zoll uzay ları" , vb o larak  
b ilin en  şey lerin  o lu ş tu ru lm a s ın d a  önem li b ir  değere sa h ip tir .)735 Burgaç 
ku ram ı, büyük  o ran d a  m a tem atik se l za ra fe t ve ilg i ta ra f ın d a n  y ö n le n d ir il
m iş tir  ve kuvvetin in  büyük  k ısm ın ı h a s s a s  ve verim li m a tem atik se l y a p ı
s ın d a n  elde eder.

Açık yürek li okuyucu hak lı o la rak , 31. bö lüm de sic im  k u ram ın ın  zay ıf
lığ ın ın , onun  büy ü k  o ran d a , fiziki d ü n y an ın  d o ğ asın d an  gelen çok küçük 
b ir  k ılavuzluk la  m a tem atik se l o la rak  yön len d irilm iş  o ld u ğ u n d an  y ak ın d ı
ğım ı b e lirtm e  eğ ilim inde o lab ilir . Bazı b ak ım la rd a n  bu , b u rg aç  ku ram ı 
iç in  de geçerli b ir  e leştirid ir. Bizi, m odern  gözlem e daya lı b ilg id en  gelip 
bu rg aç  k u ram ın ın  m odern  fiziğ in  iz lem esi gereken yolu  su n d u ğ u n a  in a n 
m aya zo rlay an  herh an g i sağ lam  b ir  sebep kesin lik le  b u lu n m am ak tad ır. 
A yrıca pek çokları, k u ram a a it güçlü  b iç im deki aynal doğan ın  iş le r i uzam 
sa l a s im e tri yönüne zo rlad ığ ın ı da h issed eb ilir . Sonuçta, so l-sa ğ  a s im e tr i
n in  kü tleçek im le ilg ili fiz ik te  oynayacak  h erh an g i b ir  ro lü n ü n  b u lu n d u ğ u 
n a  ilişk in  h iç b ir  fiziki k an ıt m evcu t değ ild ir. 27, 28 ve 30. bö lüm lerde, uy 
gun  k u an tu m  kütleçek im  b irliğ in d e  zam an  a s im e tris in e  ilişk in  gerekliliğ i 
vu rg u lad ım  fa k a t uzay as im e tris iy le  ilg ili (belki ÛFT'deki CPT teorem im  
ü ze rin d en  do lay lı o lan  d ışında; bkz, §25.4 ve §30.2) b e lirg in  h e rh a n g i b ir  
fizik i gerek lilik  söz konusu  değ ild ir.

D urum  e lbette , fo rm alizm dek i uzay  a s im e tris in in  ken d isin i b a s i t  o la 
rak  fizik i e tk ile rdek i b ir  as im etriy e  çevirm eyecek o lm ası o lab ilir . B unun 
doğru  o lab ilm esin i um m ak iç in  en iyi sebep, b ir  ta ra f ta n  (Z a, —h d /d Z a) 
ç ifti ve d iğer ta ra f ta n  (hd /dZ a,Za) ç ifti ta ra f ın d a n  ü re tilen  ceb irle rin  b i
çim sel o la rak  esasen  özdeş o lm ası gerçeğinde y a ta r. Bu, b ir  b u rg aç  aç ık la
m ası (Z“ değişkenleri) k u lla n a rak  ne tü r  b ir  sonuca u la ş ırsa k  u la şa lım  b u 
nu  eşdeğer b iç im de ikili bu rg aç  aç ık lam ası (Wa =  Z a değişkenleri) k u lla n a 

733 Bkz. Bailey ve Baston, 1990; Baston ve Eastvvood, 1989; burgaçların  m atem atikteki kullanı
mı için M ason ve VVoodhouse, 1996.

734 Bkz. M erkulov ve Schvvachhöfer, 1998.
735 Bkz. Gindikin, 1986, 1990; Lebrun ve M ason, 2002.



ra k  d a  elde edebileceğ im izi ve b u  benzerliğ in , so n u ç tak i ku ram d a , kü tle- 
çekim de h iç b ir  so l-sa ğ  a s im e tris in in  o rtay a  çıkam ayacağ ı den li ta m  o ld u 
ğ u n u  ile ri sü re r. Öte ta ra f ta n  fo rm alizm  Doğayı y a n s ıta cak sa , b u  d u ru m 
da, k u ram  zay ıf e tk ileşim le ri (§25.3) aç ık lam ayla  yüz yüze geld iğ inde b ir  
so l-sa ğ  a s im e tris in e  gerek  duyacağız. B unun la  b irlik te  b u rg aç  ku ram ın ın  
v a r  o lan  görece ilkel h a lin d e  b u  fa rk a  ilişk in  h e rh an g i açık b ir  sebep  söz 
k o n u su  değ ild ir.

Ş im dilik  b u rg aç  k u ram ın a  y öneltileb ilecek  tem el e leştiri, onun  gerçek 
b ir  f i z ik i  k u ram  o lm ad ığ ıd ır. O kesin lik le  açık  h iç b ir  fizik i öngörüde b u 
lunm az. Kendi (aşın) iy im ser b ak ış  açım , b u rg aç  k u ram ın ı k lasik  fiziğ in  
H am ilton  form alizm iy le b e lli b e lirs iz  b iç im de k ıy a s la n ab ilir  o la rak  değer
len d irm ek tir. H am ilton  k u ram  fiziki değ işim ler sağ lam ad ı fa k a t k lasik  f i
ziğe ilişk in , d a h a  so n ra d a n  S ch röd inger'in  b ö lü m ler 2 1 -2 3 'te  değ in ilen  
aç ık la m a la rıy la  ilg ili yen i k u an tu m  k u ram ın d a  ta m  o la rak  gerek li o lan  şey 
o lduğu  k a n ıtla n a n  fa rk lı b ir  gö rünüm  sundu . B enzer b iç im de b u rg aç  k u ra 
m ı da yaln ızca , fizik i değ iş ik lik le r o r ta y a  koym ası gerekm eyen b ir  yen iden  
fo rm ü lasy o n d u r. İy im ser bek len ti onun  çerçevesin in  de, gelecekteki önem 
li b az ı fizik i gelişm elere ilişk in  b ir  s ıç ra m a  n o k ta s ı su n a b ilm esid ir .

K uşkucu lar iç in  e lbe tte , b u  tü r  gelişm elerin  gerçek leşeceğine in an m ak  
yön ü n d e  h iç b ir  b ask ı söz k o n u su  d eğ ild ir  ve a s lın d a  b u rg aç  k u ram ın ın  b i
rin c il d u ru m u , sicim  k u ram ı (ya da M -kuram ı) g ib i onun  es te tik  y a  da m a
te m atik se l çek ic iliğ in in  kuvvetinde y a ta r . B unun la  b irlik te  iki k u ram  h a l i
h az ırd ak i d u ru m la rın d a , m a tem atik se l o la rak  uyuşm az çünkü  fa rk lı sa y ı
da u zay zam an  b o y u tla r ıy la  iş le rle r. H aklı (fakat belk i de faz laca  sert) o la 
rak , sic im  k u ram ın ın  am aç la rın ın  y an lış  o ldu ğ u n a  ilişk in  ö n görünün  b u r 
gaç k u ram ın a  a i t  o lduğu  ya da te rs te n  b u rg aç  k u ram ın ın  a m aç la rın ın  y a n 
lış o ldu ğ u n a  ilişk in  ö n g ü rü n ü n  sicim  k u ram ın a  a it o lduğu  söylenebilir! Bu 
uyuşm azlık , ek b o y u tla r ın  u zay zam an  b o y u tla r ı değil fak a t b ir  tü r  "iç" b o 
y u tla r  o la rak  değ erlen d irild iğ i sic im  (ya d a  M) k u ram ın ın  b aşk ac a  b iç im 
le rin e  y a  d a  yen iden  y o ru m la m ala rın a  genişlem ez. Böylesi b ir  yen iden  yo 
ru m la m a tu ta r l ı  b ir  b ak ış  aç ıs ı sa ğ la r  g ö rünse  de, n o rm al o la rak  b en im 
send iğ i üzere o, sic im  k u ram ın ın  a rd ın d a k i itic i kuvvetle  b ir  b iç im de 
uy u şm azlık  iç inded ir.

O kuyucuya bu  bağ lam d a , ilk  o la rak  Edvvard W itten  ta ra f ın d a n  gerçek
le ş tir ile n , §31.8 'de değ in ilm iş o lan , o ldukça yeni b ir  b e lir li ça lışm ay ı h a 
tır la tm a lıy ım .736 Bu, Y ang-M ills saç ılım  genliğ iy le ilg ili yeni b ir  gö rünüm e 
ilişk in  etk iley ici baz ı o la s ılık la ra  iş a re t eder. B urgaç k u ram ın d ak i fik irle ri 
sic im  k u ram ın d ak ile rd en  b az ıla rıy la  fa k a t b u  kez 4—b o y u tlu  b ir  b ağ lam d a 
b ir le ş tir ir!



Ne o lu rsa  o lsun  b u rg aç  k u ram ı yen i b az ı g ird ile re  gerek  d u y m ak tad ır. 
B aşarılı d iğe r fiziki k u ram la rın  en önem li b ile şen le ri a ra s ın d a , a lan  d enk 
lem leriy le  ilg ilenm ek üzere e lv eriş li QFT b iç im in i su n a n  L agrange denk
lem leri ve Feynm an yol in te g ra lle r i b u lu n m a k ta d ır  (bkz. §26.6). B unun la  
b irlik te  bu rg aç  kuram ı, a lan  denk lem lerin in  o rta d a n  kaybo lm asıy la  övü
n ü r  (§§33.8, 11), bu  neden le  b ü tü n lü k lü  b ir  bu rg aç  Û FT 'sin in  gelişm esi 
iç in  b az ı yeni fik irlere  gerek  duyu ld u ğ u  gö rü lü r.737

B urgaç k u ram ı herh an g i b e lirg in  "öngörüler"e sah ip  m idir? B ir öng ö rü 
ye en yak ın  o lduğunu  d ü şü n eb ild iğ im  şey, k u ram ın  tem elindek i g ü d ü le rin  
ev ren in  n e g a tif  u zam sa l eğriliğe, d iğe r b ir  dey işle K < O'a, sa h ip  o lm ası 
gerek tiğ in i a n la tı r  gö rünm esid ir. Bu bek len tiy le  ilg ili sebeb i görm ek iç in  
ilk  o la rak  27 ve 28. bö lüm den  (özellikle §27.13), Büyük P a tlam an ın , FLRW 
m odelle rinden  b irin e  o ldukça yak ın  b ir  benzerlik  iç inde, o la ğ an ü stü  d ü 
zenli b ir  doğaya sah ip  g ö rü n d ü ğ ü n ü  an ım sayalım . Bu m odelle r konform al 
o la rak  d ü zd ü r (yok olan  W eyl eğriliği) ve düz b ir  b u rg aç  uzay ı (CİP3) ta r a 
f ın d an  o ldukça b a s it  b iç im de aç ık lan ab ilir .738 K > 0, K = 0, K < 0 d u ru m 
la rın ın  h e r  b irin d e , tam  b ir  s im e tr i g ru b u  söz k o n u su d u r fak a t b u  y a ln ız 
ca K <  0 d u ru m u n d a  holom orfik  b ir  g ru p tu r. A slında bu  d u ru m d a  grup  
kesin lik le , b iz i bu rgaç  k u ram ın a  ilişk in  "karm aşık  s ih ir ''le  b a ş la ta n  grup, 
d iğe r b ir  dey işle  (yansım aları göz a rd ı ederek) R iem ann k ü res in e  ilişk in  
holom orfik  d ö n ü şü m ler g ru b u  o lan  0(1,3) Lorentz g ru b u d u r. Bu R iem ann 
k ü resi nereded ir?  O, §18.4 'teki h ip e rb o lik  3 -uzaya  ilişk in  b ir  s ın ır  o larak , 
§18.5 'teki gökküresiye b enzer h ip e rb o lik  3 -u zay ın  -Şekil 2 .11 'de yen iden  
ü re tilm iş  E scher ta b lo su n d a k i s ın ırla y ıc ı çem ber g ib i-  "sonsuz"udur; bkz. 
Şekil 18.10.

K <  O'ın pek de bu rgaç  k u ram ın a  değil fak a t tem elindek i holom orfik

737 Lagrange denklem leri burgaç kuram ında, fiziki etkileşim leri anlam ak üzere çevresel b ir  rol 
oynamış o lsa lar da, kendilerine o kuram  içerisinde henüz uygun b ir  genel form ülasyon b u 
lunm am ıştır. Burgaç kuram ının, fiziki a lanları, onlara a it a lan  denklem lerini (serbest bir 
kütlesiz alan durum unda türdeş burgaç fonksiyonları aracılığıyla) açık biçim de çözerek 
gösterm esi sonucu elde ettiği başarın ın  kendisine ait Lagrange denklemi form ülasyonunda 
b ir güçlüğe yol açm asında belki de b ir ironi söz konusudur. Alan denklem leri geleneksel ku
antum  form ülasyonunda b ir  "geçmişler top lam andan  (§26.6) ortaya çıkar. Buradaki formü- 
lasyonda, bu fikrin anlam  ifade etm esi için alan  denklem lerini ihlal etmek açık biçim de ola
sı olmak zorundadır ve böylece klasik kuram a ilişkin kuantum  düzeltm eleri bu yol integrali- 
n in daha ayrın tılı biçimde incelenm esi sonucu ortaya çıkar. Form ülasyon alan  denklem leri
n in ihlal edilm esine izin verm ezse bun ların  tüm ünü kaybederiz! Bana öyle geliyor ki, burgaç 
kuram ında ve aslında genel olarak fiziki kuram da Lagrange denklem lerine ilişkin gerçek 
"öz"ün ne olm ası gerektiğiyle ilgili b ir  yeniden değerlendirm e gerekm ektedir. Belki de bu, 
§26.6'nm sonunda ifade ettiğim  kaygılar ve yol integralleriyle b irlik te ortaya çıkan, esasen 
her yerde bulunan  ıraksam a sorunu tara fın d an  sunulan  gerçek anlam da derin  konularla il
gilidir; bkz. §26.6.

738 Penrose ve Rindler, 1986, §9.5.



felsefeye a i t  b ir  öngörü  o ld u ğ u n u  görm ekteyiz. D aha ile ri g id ip  A kozm o
lojik sa b itiy le  ilg ili h e rh a n g i b ir  şey  söy leyeb ilir m iyiz? H a lih az ırd a  öne
rilm iş  o lan  b u rg aç  o lu şu m ları, E in s te in  vakum  denklem ine doğal b ir  b i
çim de y a ln ızca  A = 0 d u ru m u n d a  uyum  sa ğ lay a b ilir  g ö rü n ü r ve v a r  o lan  
işlem in  A =£ 0 d u ru m u n d a , uyum  sağ lan m ak  üzere  n a s ıl d eğ iş tir ile b ile ce 
ğini görm ek güçtü r. Bu b ize  A =  O'ın b u rg aç  k u ram ın a  ilişk in  b ir  öngörü  
o lduğunu  m u söyler? Öyle o lm asa  (A =  O'la ilg ili önceki te rc ih im e  rağm en) 
d ah a  iyi! Çünkü gözlem e d ay a lı yeni, e tk ileyici v eri {bkz. §28.10) güçlü  b i
çim de A >  O'ı iş a re t eder. Bu, b u rg aç  k u ram ın a  yönelik  yen i m eydan  oku
y u ş la r  su n a r. A çıktır ki b u rg aç  ku ram ın ın , sayg ı d u y u lan  fizik i b ir  k u ram  
h a lin e  gelecekse, b u n d an  çok d ah a  iy is in i y ap m ası gerekecek!

K uan tum  k u ram ın ın  k u ra lla r ın d a n  ne haber?  B urgaç k u ram ı değ işim le 
ilgili, 30. bö lüm ün  am aç la rıy la  uyum lu  b iç im de h e rh a n g i b e lir li b ir  yöne 
iş a re t ed e r m i? §33.11'dek i "doğ rusa l o lm ayan  grav iton", b u rg aç  y ak la ş ı
m ın ın  sonuç o larak  k u an tu m  m ekaniğ i k u ra lla r ın d a  (doğrusa l olm ayan) 
b ir  değ işim  gerek tireceğ in i be lirtm eye  b aş la r . B unun la b ir lik te  b u rg aç  
fo rm alizm inde  henüz, §§30.2, 3, 9 'd ak i ta r t ış m a la r  u y arın c a  gerek li o ld u 
ğu üzere, bu  değ işim lerde tem el b ir  zam an  a s im e tris in in  v arlığ ın ı b e lir ten  
pek faz la  şey yoktur. Yine de bu , o n la rın  zam an  as im e trik  b ir  aç ık lam aya 
b ağ lı gö rünm em esiy le ilg ili, §33.12 'de k ısaca  ta r t ış ılm ış  o lan  b e lir li "a ld a 
tıcı" gelişm elerin  an lam lı b ir  özelliği o lab ilir . Bu o la sılığ ın  kuvveti, gele
cekteki gelişm eleri beklem ek zo ru n d a  k a lac ak tır  ve önceki p a ra g ra fta k i 
y o ru m la r  ak ıld a  tu tu lm a lıd ır . Bu neden le  b u rg aç  ku ram ı, k u ram  ard ın d a k i 
b aş lan g ıç  g ü d ü le rin in  önem li b ir  k ısm ın ı b u  olgu su n m u ş o lm asın a  k a r 
şın , k u an tu m  du ru m  ind irg en m esin e  ilişk in  şu  an a  dek k u lla n ış lı h iç b ir  
şey  söy lem em iştir.

Son o la rak  gelin, b u rg aç  k u ram ın ın  a rd ın d a k i tem el g ü d ü le rd en  b ir in i 
o lu ş tu ra n  ho lom orfik  fe lse fen in  tem el konum u k o n u su n u  ele alalım . Bu 
fe lse fen in  e sa se n  geçerliliğ in i k o ru d u ğ u n u  ve -b a z ı b ak ım la rd a n  (örneğin 
kü tlesiz  a la n la ra  ilişk in  hem  çizg isel (§§33.8, 10) hem  de çizg isel o lm ayan  
(§§33.11, 12) b u rg aç  g ö ste rim le rin d ek i gibi) b ek len tile ri a şac ak  b iç im d e- 
güçlü  b ir  itic i kuvvet sağ lad ığ ın ı söylem ek uygun  olur. Yine de k u ram  b ir  
n o k tad a , fiz iğ in  gerçel say ı gö rü n ü m le ri ve holom orfik  o lm ayan  d a v ra n ış 
la  ilg ili, ö rneğ in  an a litik  o lm ayan  (tek b a ş ın a  holom orfik  o lm ayan  b iç im de 
b ırak ılan ) d av ra n ışa  b a ğ d a ş tırm a y ı um duğum uz (holom orfik  o lm ayan  
z h  |z |2 m odü l kare k u ra lıy la  uyum lu  biçim de) o lasılık  değ e rle rin in  ve 
gerçel uzayzam an  n o k ta la r ın ın  o rtay a  çıkm ası g ibi, b ir  şey ler söylem ek 
zo ru n d a  k a lacak tır. A nalitik  o lm am a konusuy la  ilg ili o la rak , 9. bö lüm ün  
so n u n d a  (bkz. §9.7) su n u lm u ş olup k en d is i u y a rın c a  an a litik  o lm ayan  d av 
ra n ış ın  holom orfik  iş lem ler b ağ lam ı iç inde o ldukça za r if  b iç im de s u n u la 



bileceğ i d ik k a t çekici h ip e r  fo n k siy o n la r  k u ram ın d an  b ir  m ik ta r  des tek  
sağ lan m alıd ır. Gelecekteki b ir  b u rg aç  k u ram ın ın  b u  tü r  k o n u la ra  ele a la 
cağ ı k ap sam  geleceğe ilişk in  b ir  k o nudur.



GERÇEĞE GİDEN YOL NEREDEDİR?

34.1 20. yüzyıl fiziğinin büyük kuramları; ya ötesi?

Gelin, kend im iz i iç inde  b u ld u ğ u m u z  b u  o la ğ an ü stü  d ü n y an ın  tem el doğa
sıy la  ilg ili fizik i k u ram la rım ız d an  öğrendiğ im iz şey lere ilişk in  -ÎS  ü çüncü  
b in  y ılı keşfe tm eye b a ş la d ığ ım ız d a n -  b ir  du ru m  değ erlen d irm esi y apm aya 
ça lışa lım . K avray ışla  ilg ili o la ğ an ü s tü  gelişm elerin  sa ğ lan d ığ ın a  ve b u n la 
r ın  h a s s a s  fizik i gözlem ler, g erçek le ştir ilen  m ükem m el deney ler, önem li 
d e rin lik  ve k av ra y ış ta k i fizik i gerekçelend irm e ve s ıra d a n  fa k a t k a rış ık  
o la n d an  en y ü k se k  sev iyedeki ilh am  veric i s ıç ra m a la ra  k a d a r  u zan an  b ir  
m a tem atik se l a rg ü m an  ye lp azesi yo lu y la  o r ta y a  ç ık tığ ına  h iç  şü p h e  yok. 
B u n lar b iz i eski Y unan la rın  uzay  geom etrisine  ilişk in  k a v ra y ış la rı yo luy la  
N ew toncı m ekaniğe, k la s ik  m ekan iğ in  m u h teşem  y a p ıla r ın a  ve d ah a  so n ra  
M axw ell e lek trom anyetik  k u ram ın a  ve te rm od inam iğe  yöneltir. Çok yak ın  
geçm işte , 20. yüzyıl b ize E in s te in 'ın  o la ğ an ü s tü  ve kesin  o la rak  d o ğ ru lan 
m ış o lan  genel görelilik  k u ram ın a  y ö n elten  özel görelilik  k u ram ım  su n d u , 
ay rıca  d erin  b iç im de gizem li fa k a t y ine de son  derece ta m  ve gen iş erim li 
k u an tu m  m ekan iğ i ve onun  k u an tu m  a la n  k u ram ın a  (QFT) doğ ru  ge liş im i
ne sah ib iz ; özellikle p a rç ac ık  fiziğ i ve kozm olojiyle ilg ili d ik k a t çekici b i
çim de b a ş a r ılı  s ta n d a r t  m odelle re  sah ib iz .

K endinden  em in k u ra m c ıla r  a ra s ın d a  "hem en hem en  o rada" o lduğu 
m uz ve b ir  "her şeyin  ku ram ı"n ın  20.yüzyıl so n la rın d ak i, so n rak i gelişm e
le rin  çok ö tesin d e  b u lu n m ad ığ ı g ö rü şü  pek de seyrek  b ir  gö rüş değ ild ir. 
"Sicim ku ram ı"n a  ilişk in  za m a n ın d a  güncel o lan  ş ey h e r  neyse, onu  göz 
önüne a lan  böy lesi y o ru m la r  sık lık la  y ap ılm a  eğilim indeydi. Sicim  k u ra 
m ın ın , doğası h a lih a z ırd a  tem el o la rak  b ilinm ez k ab u l ed ilen  b ir  şeye (M 
ya  da F kuram ı) d ö n ü ştü ğ ü n e  ilişk in  böy lesi b ir  b ak ış  aç ıs ın ı sü rd ü rm ek  
a r tık  güçtü r.

K endi b ak ış  aç ım a göre b ir  "son ku ram "a b u n d a n  b ile  çok d ah a  uzağız. 
31. bö lüm de öze tlenen  ge lişm elerin  doğru  çizgiye pek  de y ak ın  o lduğuna 
ilişk in  h iç b ir  in a n ca  sa h ip  değilim . A slında sic im  k u ram sa l (ve on u n la  il



gili) f ik irle rd en  d ikkate  değer çeş itli m a te m a tik se l gelişm eler o rtay a  çık
m ış tır . B unun la  b irlik te  on la rın , d erin  fizik i f ik irle rd en  gelen b az ı g ird ile 
re  sa h ip  o lsa la r  da, yaln ızca  m a tem atiğ e  a i t  çarp ıc ı p a rç a la rd a n  çok daha  
b aşk a  o ld u k la rı k o n u su n a  ilişk in  o la rak  son  derece şü p h e c i kalm aya d e
vam  ediyorum . U zayzam an b o y u tlu lu ğ u  do laysız o la rak  gözlem led ik leri
m izi (diğer b ir  dey işle (1 + 3)) a şa n  k u ram la rla  ilg ili o la rak , o n la rın  bizi 
kend iliğ inden , f i z ik i  an lay ış  yönünde  d ah a  ile ri ta ş ıd ık la r ın a  in an m ak la  
ilg ili h e rh a n g i b ir  sebep görm üyorum . O rtaya konm uş o lan , çok d ah a  
uyum  gö ste rd iğ im  d iğer düzen lerle , ö rneğ in  tem el o la n la rı 32 ve 33. b ö 
lüm lerde  öze tlenm iş o lan  d üzen lerle  ilg ili o la rak  z ihn im de o n la rın  ay rıca  
b az ı önem li k av ra y ış la rd a n  yoksun  o ld u k la rın a  ilişk in  h iç b ir  şü p h e  b u 
lunm uyor. Bu k u ram la rın  bile , h e rh a n g i b ir  özgüvenle, bizi fizik i gerçek li
ği an lam ay a  yönelik  doğru  yo la yön lend irecek  gerekli s ıç ra m a la rı y ap m a
ya yak ın  o ld u k la rı ö n g ö rüsünde  bu lu n m ak  m akul olm az.

Yine de 20. yüzy ılda b ile  in sa n  tü rü  hiç kuşkusuz , böylesi b ir  k av ra y ı
şa  doğru  in an ılm az  b ir  gelişm e k ay d e tti ve ben  de bu  k ita p ta  b aşa rılm ış  
o lan  şeye ilişk in  b ir  şey ler ak ta rm ay ı denedim . B ana göre E in s te in 'ın  ge
nel göreliliğ i yüzy ılın  en büyük  b a şa r ıs ıd ır . K uantum  k u ram ı (ve QFT) ço
ğu fizikçi ta ra fın d a n  d ah a  büyük  b ir  gelişm e o la rak  değerlend irileb ilir. 
K onuyla ilg ili k iş ise l bak ış aç ım dan  bu  g ö rüşü  pay laşam ayacağ ım . D urum  
ku an tu m  ku ram ın ın , çok d ah a  büy ü k  b ir  a ra lık ta k i fa rk lı o lg u la ra  ilişk in  
o la rak  genel gö relilik ten  kuşk u su z  k ıy aslan am az b iç im de d ah a  faz la  şey 
aç ık lam ış o lm asıyken  y ine de ku ram ı, b ir  ku ram  olarak  gerekli tu ta r lılığ ı 
gerçekleşm iş şek ilde değerlend irm iyorum . Sorun e lbe tte , 29. bö lüm de d e
rin lem esin e  ele a lınm ış o lan  ölçüm  p a ra d o k su d u r. B ana göre k u an tu m  k u 
ram ı ta m am lan m am ış tır . T am am lan d ığ ın d a  -k i b u n u n  21. yüzyıl iç inde 
gerçek leşeceğin i u m u y o ru m - h iç kuşk u su z  E in s te in 'ın  genel gö reliliğ inden  
de büyük  b ir  b a şa r ıy ı tem sil edecektir. A slında, 30. bö lüm deki id d ia la rın  
sağ lam  b iç im de ileri sü rd ü ğ ü  g ib i böyle eksiksiz b ir  k u an tu m  kuram ı, 
E in s te in  k u ram ın ı büyük  kü tle  ve u zak lık la rla  ilg ili s ın ırlay ıc ı d u ru m  o la 
rak  içerm elid ir. (§31.8'deki u y a rıla r ım d a n , te rs i pek çok id d iay a  k a rş ın  ke
sin lik le  sic im  k u ram ın ı bu  b irliğ i h a lih az ırd a  sağ lam ış o la rak  değerlen- 
d irm ey işim in  okur iç in  açık o lduğunu  um uyorum .)

B ana göre genel görelilik  o lasılık la , ona ilişk in  an lam sızca  küçük 
10-35m 'lik  P lanck  uzak lığ ındak i ya da yoğun luk la rın  b az ı uzayzam an  te 
k illik le ri c iv a rın d a  suy u n  değerin in  y ak laşık  5 x l0 93 k a tı o lan  P lanck  değe
rin e  y ak laşab ild iğ i andak i aç ık la m a la rın a  yönelik  cidd i değ işik lik ler b ek 
lem ek zo ru n d a  o lsak  da, (/I kozm olojik sa b itin in  v a rlığ ın a  E in s te in  k u ra 
m ın ın  b ir  p a rç a s ı o la rak  iz in  verildiği) büyük  ölçekli s ın ırd a  u zayzam ana 
ilişk in  b ir  aç ık lam a o larak  k a lacak tır. Genel göreliliğ in  d u ru m u n a  ilişk in



b u  konum  a r tık  geleneksel konum  o la rak  d eğerlend irilm ek  zo ru n d ad ır. 
K uram ın, en az ın d an  yörüngedek i n ö tro n  y ıld ız la rın a , kü tleçekim le ilg ili 
k ırm a e tk ile rin e  ve h a t ta  k a ra  delik lere  ilişk in  uzaklık  ö lç ü sü n ü n  görece 
geniş u cu n d ak i gözlem e d ay a lı d u ru m u  m ükem m el o la rak  d eğ e rlen d iril
m ek zo ru n d ad ır. Ve b u ra d a  kozm olojik sa b its iz  s ta n d a r t  E in s te in  k u ram ı
n ı kas ted iyo rum .

Peki kozm olojik sa b itte n  ne haber?  Geçmiş b irk aç  y ıllık  gözlem ler ona 
p o z itif  b ir  değer a tfe d e r  gö rünm ek ted ir. A gerçek ten  m evcu tsa , o lağan  ye
re l te rim le rle  o kesin lik le  çok küçü k tü r. yİ'yı b ir  eğrilik  o la rak  d ü şü n ü rsek  
böylece o b ir  uzak lık  k a res in in , bu  uzaklık  gözlem leneb ilir ev ren in  y a r ıç a 
p ıy la  k ıy a s la n a b ilir  b ir  ölçeğe sah ip  olm ak üzere, te rs i  olur; böylece A 
kozm olojik ö lçek lerde neredeyse  kesin  o la rak  göz a rd ı ed ileb ilir. 4 'y ı b ir  
ÜA e tk in  yoğun luğu  b iç im inde  y o ru m la rsa k  b u  d u ru m d a  yak laşık  
10-27kgm-3 -b u ra d a  d ü n y a  ü ze rin d e  ü re tilm iş  en iy i y apay  vak u m d an  b ir  
hay li d ü şü k -  o lan  bu  yoğun luk  evren im iz in  ş im d i sah ip  o lduğu  küçük o r
ta la m a  m adde  yoğ u n lu ğ u n d an  2 ya d a  3 k a t ta n  faz la  olam az. Y inelem ek 
gerek irse  A y a ln ızca  kozm olojik ö lçeklerde an lam lı o lab ilir . Yine de k u a n 
tu m  a lan  k u ram c ıla rı ta ra f ın d a n  s ık lık la  ifade  ed ilen  b ak ış  aç ıs ı tem elin 
de A gerçek ten  vakum a a it, "kuan tum  m ekan iksel vakum  d a lg a lan m aları"  
(ÛFT'deki H eisenberg  b e lirs iz liğ in in  b ir  özelliği; bkz. §21.11, ay rıca  §29.6, 
§30.14) ta ra f ın d a n  ü re tile n  e tk in  yoğun luğun  b ir  ö lç ü sü d ü r ve b u  neden le  
gözlem lenen şeyin  ü s t  s ın ır ın d a n  b ir  İO120 k a t (ya da o la sılık la  yaln ızca  
İO60 kat) d a h a  büyük  (Planck değeriy le  k ıyaslanab ilir) b ir  değere sah ip  
ol"m alı"dır! Bu, Û FT'deki, k u an tu m  kütleçek im e yönelik  h e rh an g i gelenek
sel b ir  y ak laşım  ya da sic im  k u ram ı ta ra f ın d a n  çözüm lenm em iş tem el b ir  
b u lm aca  o la rak  d eğ e rlen d irilir .739 Kendi konum um  b u n d an , pek çok k u 
ram c ın ın  g ö rü n d ü ğ ü n d en  d ah a  az etk ilenm iş d u ru m d ad ır. T ahm inim ce 
{bkz. §30.14) tü m  bu  "vakum  d a lg a lan m aları"  k o n u su n u n , kü tleçek im le il
gili d ah a  iyi b ir  k u an tu m  k u ram ın a  ve a s lın d a  d ah a  iyi b ir  ÛFT'ye sah ip  
o lduğum uzda  tem elden  gözden  geç irilm esi gerekecektir.

E lb e tte  v a r  o lan  k u an tu m  m ekan iğ i ve OFT'yi destek leyen  o la ğ an ü stü  
o lg u la r d iz is in in  fa rk ın a  v arm ak  zorunday ız. Öte ta ra f ta n  b u ra d a  30. b ö 
lüm de destek led iğ im , k u an tu m  k u ram ın ın  tem elle rin d e  değ işik lik lerin  
b ek lenm esine ilişk in  b ak ış  aç ısıy la  h e rh a n g i b ir  uyuşm azlık  o lm ad ığ ın ı 
belirtm eliy im . Ş u an a  k ad a rk i deney le rin  h iç b ir i "kuan tum  kütleçekim "i, 
b öy lesi değ işik lik lerin , d u ru m  vek tö rü  in d irg en m esin in  n esn e l o la rak  o r
ta y a  ç ıkm asıy la  (kütleçekim le ilg ili OR) b irlik te  b e lirg in  h a le  gelm esin i 
bek led iğ im  düzeyde keşfe tm eye yak laşm am ış gö rünm ek ted ir, lö k m 'd e n



büyük  u zak lık la rd a  gözlenen  k u an tu m  d o lan ık lık la rı740 bek lenen  b u  değ i
şik lik le rle  b ü tü n ü y le  u y u m lu d u r çünkü  bu  d o lan ık lık la r yaln ızca  10-19J  
enerji düzeyine sah ip  fo ton  ç iftle rin i iç e rir  ve kend iliğ inden  d u ru m  in d ir 
genm esi kü tleçek im le ilg ili OR u y a rın c a  fo to n la r  gerçek ten  ö lçü lene (öl
çüm  ay g ıtın d a  O R 'nin gerçek leştiğ i noktaya) k a d a r  bek lenm em elid ir. Be
lirg in  kü tle  h a rek e tle ri içerild iğ inde, k u an tu m  m ekan iğ in in  geçerliliğ iy le 
ilg ili h a lih az ırd ak i deneysel du ru m  en iyi b iç im de, A nton Zeilinger ve 
m e sle k ta ş la r ı ta ra fın d a n  V iyana 'da  gerçek leştirilm iş  o lan  yeni deneylerle  
gözler önüne se rilir .741 C60 (ve ay rıca  C70) "bucky topları"yla* b irlik te  tem el 
o la rak  b ir  iki y a rık  deneyi g erçek leştird ile r. B unlar, h e r  m olekülün  60 k a r 
bon  a to m u n a  sah ip  o lduğu , günüm üzdek i fu tb o l to p la rın ın  çoğundak i d i
k iş d esen le rine  benzer b iç im de güzel b ir  s im etrik  düzendeki (ya da 70 k a r 
bon  içeren  d ah a  az s im etrik  düzendeki) fu llererılerdir. Bu fu lle ren  m ole
k ü lle rin in  çap ı yak laşık  b ir  n an o m etred ir  ve b irb ir in e  y ak laşık  10~7m, 
bucky  to p u n u n  ç a p ın d a n  neredeyse 100 k a t d ah a  faz la , uzak lık tak i iki ko
n u m u n  çak ışm ası d u ru m u n d a  b u lu n d u k ta n  so n ra  b irb ir in i engeller. 
§30.11'de  ileri sü rü lm ü ş o lan  düzen  u y arın ca  bu  tü r  b ir  çak ışm a, k ü tleçe 
kim le ilgili OR'ye göre kend iliğ inden  b iç im de ind irgenm eden  önce y ak la 
şık  yüz b in  yıl ya da d ah a  faz la  zam an  boyunca devam  eder; böylelik le b u 
ra d a  Zeilinger deneyiyle h e rh an g i b ir  uyuşm azlığ ın  söz konusu  o lm adığı 
aç ık tır.

D urum  e lb e tte  gelecekteki baz ı deneylerle  b irlik te  fa rk lı o lab ilir. 
§30.13 'teki uzay  tem elli FELIX önerm esi ya da d ah a  çok Dik Bouvvmees- 
te r 'in  S an ta  B a rb a ra 'd ak i ça lışm a s ın d a n  ç ık arsan ab ilecek  ilg ili baz ı d e 
n ey ler kü tleçek im le ilg ili OR düzen in i do laysız  b iç im de s ın a y a b ilir  ve ay 
rıca  21. yüzyıl b a ş la r ın d a  gerçek leştirileb ilecek  deneylerle  ilg ili b aşk aca  
o la s ılık la r  da söz konusu  o lab ilir . Bu m an zaray ı özellikle heyecan  verici 
o la rak  değerlend iriyorum . A yrıca bu  tü r  deney lerin  k u an tu m  m ekaniğ iy le 
ilg ili o la rak  v a r  o lan  bak ış açım ızı önem li b iç im de değ iştireb ileceğ ine il iş 
k in  b e lirg in  o la n ak la r  da söz k o n u su d u r. En az ın d an  b u n la r, k u an tu m  m e
kan iğ in in  b ir  gelecek ku ram ı u y a rın c a  n a s ıl değ iştirileb ileceğ i hakk ındak i 
k u rg u la rı kesin  b iç im de s ın ırlay ab ilir .

Bu, k u an tu m  k u ram ın ı kü tleçek im le b ir le ştirm ey e  yönelik  d iğer g ir i
şim lerle , ö rneğ in  b ö lüm ler 3 1 -3 3 'te  özetlenm iş o la n la r la  ilg ili h a lih a z ır 
dak i (ya da m aku l b iç im de ta sa rla n a n ) deneysel d u ru m la  tüm üy le  çe lişk i

740 Bkz. T ittel vd., 1998.
741 Bkz. A m dt vd., 1999.

Amerikalı m im ar ve tasarım cı R ichard Buckm inster "Bucky" Fuller ard ından  Buckminster- 
fulleren olarak adlandırılan  C60 denklem ine sahip  küresel fulleren molekülü, "bucky toplan" 
olarak da ad landırılır, -çn.



lid ir. Bu tü r  k u an tu m  kü tleçek im  ö nerm elerin i ele a lm ak  üzere  ta sa r la n a n  
deneylere ilişk in  çoğu ele a lış , v a r  o lan  h erh an g i b ir  p a rç ac ık  h ız la n d ır ıc ı
s ın ın  k a p a s ite s in in  son  derece ö tesindek i o la ğ an ü stü  b iç im de yüksek 
enerjile rle  f ır la tı la n  p a rç ac ık la rı içerir. (Buna ilişk in  o la rak  b ild iğ im  tek 
is t isn a , "büyük" ek b o y u tla r ın  v a rlığ ın a  ilişk in  o lasılığ ı s ın am ak  üzere  t a 
sa rla n m ış , ö rneğin  kütleçek im le ilg ili te rs  k are  y asa s ın ı küçük  u za k lık la r
da etk ileyebilecek deney le r ya d a  Lorentz k o v ary a n sın ın  ile ri sü rü lm ü ş 
k u an tu m  kü tleçek im sel e tk ile r neden iy le  yüksek enerjide çiğnenip  ç iğnen 
m eyeceğini görm eyi am aç lay an  zay ıf b iç im de ilg ili b a şk ac a  b az ı ön erm e
lerd ir.)742 A slında "geleneksel" h e rh a n g i b ir  k u an tu m  kü tleçek im  düzen in i 
s ın am ay la  yüzleşm ekte , b u  b irliğ in  e tk ile ri k u an tu m  m ekan iğ in in  s ta n 
d a r t iş lem lerin i dokunu lm am ış b ıra k a ra k  yaln ızca  u zay zam an  y ap ıs ın ı 
(o lağanüstü  b iç im de küçük  P lanck  uzak lık  ya d a  zam an larında) d e ğ iş tir 
m ek üzere, d e rin  b ir  güçlük  söz konu su d u r. K uantum  m ekan iğ ine ilişk in  
k u ra lla r  30. bö lüm de önerild iğ i g ib i d eğ iş tir ilirse  deneyle ilg ili o la rak  çok 
d a h a  iyi b ir  d u ru m d a  o lu ruz  çünkü  önerilen  e tk ile r tam  da günüm üz tek 
no lo jisi k ap sam ı iç inded ir. Bu tü r  deney ler b a ş a r ılı  b iç im de g e rç ek le ş tir i
lir  ve k u an tu m  m ekaniğ i k u ra lla r ın d a  b ir  değ işik liğe gerek  o lduğunu  b e 
lir t irs e  böylece n ihayet, m evcu t k u an tu m  kütleçek im  a ra ş tırm a s ın ı h a re 
k e t e ttire n  m a tem atik se l büyük  arzu y u  destek leyecek  sağ lam  b ir  fiziki 
y ö n lend iric ilik  o rtay a  çıkm ış olur.

N orm al k u an tu m  kü tleçek im  önerm eleriy le  ilg ili deneyse l veri yokluğu 
k u ram sa l tem el fizik  a ra ş tırm a s ın d a  tu h a f  b ir  d u ru m a yol açm ış tı. S tan 
d a r t  p a rçac ık  fiziği (ve kozm oloji) m ode lin in  ö te sin e  doğ ru  h a re k e t e tm e
m iz ve bu  yo lla  ev ren in  tem el b ile şen le rin e  ilişk in  d ah a  d erin  k av ra y ış la r  
elde etm em izle ilg ili gerçek b ir  ilerlem e sağ lam ak  üzere, kü tleçek im in  y a 
n ı s ıra  güçlü , zay ıf ve e lek trom anyetik  kuvvetle ri de k ap say a n  b ir  k u a n 
tu m  k u ram ın a  sah ip  olm ak gerekeceğine ilişk in  genel b ir  u z la ş ın m  esasen  
o lg u n laştığ ı görü lüyor. B unun la  ilg ili n ed en in  (şüphesiz fizik i o la rak  a n 
lam lı) b ir  p a rç as ı, (tek b a ş ın a  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  o lm ak karşıs ın d a) 
son lu  b ir  Û FT 'nin ıra k sa m a la r ın  küçük  P lanck  uzak lığ ın d a  "kesilm e''sin i 
gerek tireceğ i ve bu  neden le  kü tleçek im in  zo run lu  b iç im de ta b lo n u n  b ir  
p a rç a s ı o lm ası gerek tiğ ine ilişk in  an lay ış  o la rak  g ö rü n ü r (bkz. §31.1). Yine 
de bu  a lan d a  deney eksik liğ i söz konusu  o ld u ğ u n d an  k u ram c ıla rın  ç a b a la 
rı faz las ıy la  m a tem atik se l is tek le r  iç d ü n y as ın a  yönelm iştir.

742 Bkz. Amelino-Camelia vd., 1998; Gambini ve Pullin, 1999; Amelino-Camelia ve Piran, 2001; 
Sarkar, 2002; ya da olası b ir  "çıkış yolu" için bkz. Magueijo ve Smolin, 2002.



34.2 Matematiksel olarak yönlendirilen tem el fizik

M atem atik se l f ik irle r  ve fizik i d av ra n ış  a ra s ın d ak i etk ileşim  bu  k ita b ın  
s a b it  b ir  te m as ı olageldi. F izik b ilim in in  ta r ih i boyunca ile rlem e b ir  ta r a f 
ta  m atem atik se l k u ram a ilişk in  e leştiri, ay a rtm a  ve if şa la r la  ö te  ta ra f ta  f i
ziki d ü n y an ın  ey lem lerin in  genellik le d ikka tli b iç im de k o n tro l ed ilen  d e
ney ler yo luy la kesin  gözlem i a ra s ın d a k i doğru  dengeyi y aka lam ak  yoluyla 
gerçek leşti. Güncel çoğu a ra ş tırm a d a  o lduğu  üzere deneysel y ö n len d iric i
lik  yok luğunda bu  denge ku llan ım  d ış ı kaldı. M atem atik sel u yum lu luk743 
bize "doğru  yol üzerinde" o lup  o lm ad ığ ım ızı söylem eye y e te rli b ir  ö lçü t o l
m a k tan  u z a k tır  (ve çoğu d u ru m d a  b e lirg in  b iç im de gerekli o lan  bu  istem  
b ile  rü zg â ra  sav ru lu r). E s te tik  m a tem atik se l değerlerin  d a h a  önce sah ip  
o ld u k la rın d an  d ah a  büyük  ro lle r  üstlenm eye b aş la d ık la r ın ı görü rüz . A raş
tırm a c ıla r  sık lık la , o rtay a  koyu lan  özel k u ram sa l fik irle rdek i e s te tik  çek i
cilik  yo luy la önem li b ir  dereceye k a d a r  yön lend irilm iş o lm a la rın d a , D irac, 
Schröd inger, E in ste in , Feynm an ve d iğ e rle rin in  b a ş a r ıla r ın a  iş a re t  ed e r
ler. B ana göre, böylesi e s te tik  d eğerlend irm elerin  değerine ve tem el fiziğe 
ilişk in  yen i k u ram la rla  ilg ili m an tık lı önerm elerin  seçim inde tem el o larak  
önem li b ir  ro l oyn am asın a  ilişk in  h e rh an g i b ir  y ad s ım a  söz k o n u su  değ il
dir.

Bu tü r  e s te tik  y a rg ıla rd an  b az ıla rı zam an  zam an  yaln ızca , m a tem a tik 
sel o la rak  tu ta r l ı  b ir  düzene d u y u lan  açık b ir  gerek liliğ i ifad e  ed e r çünkü 
a s lın d a  m a tem atik se l güzellik  ve tu ta r lı l ık  y ak ın d an  ilişk ilid ir. Ö nerilen 
h e rh a n g i b ir  fiziki m odeldeki bu  tü r  b ir  tu ta r lılık  gereksin im i b a n a  ta r t ı 
şılm az görünüyor. D ahası, çoğu e s te tik  ö lçü te k a rş ılık  m atem atik se l tu ta r 
lılık , k e n d is in in  yeterince  açık  b iç im de nesnel b ir  şey  o lm ası av an ta jın a  
sa h ip tir . E s te tik  y a rg ıla r la  ilg ili güçlük  genelde o n la rın  son  derece öznel 
o lm a eğ ilim inde o lu şudu r.

Yine de m a tem atik se l tu ta r lılığ ın  kend iliğ inden  d eğ e rlen d irilm esi ge
rekm ez. M atem atiksel b ir  f ik ir  derlem esi üzerinde  ye terince  u zun  ve sık ı 
ça lışm ış  o lan lar, b e lirli b ir  düzen  içe ris in d e  bu lu n ab ilecek  incelik li ve ço
ğ u n lu k la  bek lenm edik  b ir liğ i değerlend irm ek  k o n u su n d a  d a h a  iy i b ir  ko
n u m d a  o lab ilirle r. D iğer ta ra f ta n  böy lesi b ir  düzen in  y ab a n c ıs ı o la n la r  
onu  d a h a  çok, şa şk ın lık la  iz leyeb ilir ve şu  veya b u  özelliğ in  n iç in  h e rh an g i 
b e lir li b ir  değere sah ip  o lm ası gerek tiğ in i ya da k u ram d ak i b az ı şey le rin  
n iç in  d iğ e rle rin d en  d ah a  şa ş ır tıc ı -v e  belk i de böylece d ah a  g ü z e l-  o la rak

,4) “Uyumluluk" sözcüğünü burada  tu tarlılıktan  b ir  m iktar daha güçlü b ir  şeyi aktarm ak üzere 
kullandım . Sözcük bütünüyle u yu m lu  m atem atiksel b ir  yapıda, kendisine a it form alizm in 
farklı görünüm leri b ir arada  mükemmel uyum la çalışm ak üzere, tu tarlılığ ın  yanı sıra  belirli 
b ir  tutum luluğu da önerm ektedir.



kabu l ed ilm esi gerek tiğ in i değerlend irm ey i güç b u la b ilir . Yine de d ah a  iyi 
nesne l y a rg ıla rd a  bu lu n ab ilecek  o la n la r ın  b u  y a b a n c ıla r  o lduğu k o şu lla r 
söz k o nusu  o lab ilir; çünkü  belk i de, b e lirli b az ı y ak la ş ım la r  içeris in d e  o r
ta y a  çıkan  m atem atik se l so ru n la r  derlem esine zo rluk la  o d ak lan a rak  geçi
rilen  y ılla r  ça rp ık  y a rg ıla rd a  b u lu n m a so n u cu n u  verir!

B unun la  b ir lik te  fizik i b ir  k u ram ın  m atem atiğ in d ek i tu ta r lılık  ve z a ra 
fet, şü p h e  götürm ez değerlerine  k arşm , y e te rli o lm ak tan  açık b iç im de 
epeyce uzak tır. F iziki değ e rlen d irm e ler genellik le çok d ah a  faz la  önem e 
sa h ip tir . Öte ta ra f ta n  deneye daya lı yön lend iric iliğ in  b u lu n m ad ığ ı d u ru m 
la rd a  m a tem atik se l n ite lik le re  d ah a  büyük  önem  yüklen ir. K esinlikle bu  
k o n u la rla  ilg ili b a s it  y a n ıtla r  o lduğunu  ile ri sü rü y o r değilim . B ireysel 
a ra ş tırm a c ıla r ın  kend i e s te tik  itk ile rin i iz lem ekte h ak lı o ld u k la rın a  in a n ı
yorum . B unun la  b ir lik te  b az ı m e sle k taş la rın ı, bu  itk ile r in  yönelteb ileceğ i 
so n u ç la ra  ilişk in  id d ia  ed ilen  görkem  k a rş ıs ın d a  tüm üy le  harek e ts iz  o l
d u k la rın ı g ö rü rle rse  şa  ş ırm a lıd ır la r. Böylesi e s te tik  güdü leri, k u ram sa l 
b ilim dek i önem li h e r  tü r  yen i f ik rin  ge lişim in in  tem el b ir  p a rç a s ı o la rak  
değerlend iriyorum . B unun la b irlik te  deney ve gözlem in k ıs ıtlay ıc ılığ ı o l
m aksız ın  böy lesi g ü d ü le r  k u ram ı s ık lık la  fizik i o la rak  do ğ ru lan acak  şey in  
çok ö tesine  ta ş ır .

T a rih  boyunca , h a r ik a  b ir  m a tem atik se l düzen in  b aş lan g ıç ta  D oğanın 
g izem lerin i o rtay a  ç ık a rm ak ta  yeni b ir  devrim ci yol su n a r  gö rünüp  bu  
b aş lan g ıç  u m u tla rın ın  y ine de, en az ın d an  b a ş la n g ıç ta  bek lend iğ i b iç im de 
gerçekleşm ediğ i pek çok ö rnek  göreb iliriz . B ir bölm e ceb iri o lu ştu rm ay a  
ilişk in  h a r ik a  b ir  özelliğe sa h ip  d ö rdey le r s is tem i, iy i b ir  ö rnek olm alıd ır. 
§11.2 'de gö rdüğüm üz g ibi 1843'te H am ilton  ta ra fın d a n  b u lu n a n  b u  sis tem  
onu, ö m rü n ü n  k a lan  22 y ılın ı, Doğa k u ra lla r ın ı b ü tü n ü y le  b u  çerçeve iç in 
de göste rm e g iriş im in e  ad ay acağ ı b iç im de b a ş ta n  ç ıkard ı. B unun la  b ir lik 
te  b u  "saf dördey" ça lışm ası (bölme ceb iri özelliğine sa h ip  b aş lan g ıç tak i 
gerçek  d ö rdey le rin i kasted iyorum ) tem el fizik i b ilim in in  ge lişim inde gö re
ce küçük  b ir  do laysız  etk iye sah ip  oldu. H am ilto n 'u n  fizik i k u ram  ü z e rin 
deki d iğer e tk ile ri kesin lik le  d ev asa  ve son  derece do laysızd ı. Çünkü şu  an  
"H am ilton lar", "H am ilton  ilkesi" ve "H am ilto n -Jaco b i denklem i" vb o larak  
ad lan d ırd ığ ım ız  - b u n la r  Nevvton p a rç ac ık la r ıy la  d a lg a la rı a ra s ın d ak i b e n 
zerliğe ilişk in  a ra ş tırm a n ın  p a rç a s ın ı o lu ş tu ru r - ,  k u an tu m  m ekaniğ i ve 
OFT'ye ilişk in  200. yüzy ıl gelişm elerinde  s ıç ram a n o k ta s ı o lu ş tu ra n  şey ler 
onun  erken  a ra ş tırm a la r ıy d ı (bkz. §20.2 ve §§21.1, 2). Öte ta ra f ta n  dördey- 
le rin  fizik  üzerinde, bö lm e ceb iri öze lliğ in in  b ir  ken a ra  b ırak ılm ak  zo ru n 
d a  o lduğu  genellem eler yo luy la  y a ln ızca  u za k ta n  e tk is i m evcu ttu r.

19. yüzyıl o r ta la r ın d a  dördey lerin , o n la rla  bölm e y ap ılab ilm esin e  i l iş 
k in  h a r ik a  m atem atik se l özelliğ i (§11.1) ta ra fın d a n  büyü lenm ek  son  derece



kolay  o lm uş olm alı. D ördeylerin  ve b ir  dereceye k a d a r  b irk aç  ceb irin  s a 
h ip  o lduğu  b u  m ükem m el özellik  s a f  m a tem atik  üzerin d e  b e lirg in  b ir  e tk i
ye sah ip k en  an a  akım  fiziğ inde do laysız  b ir  e tk is i söz k o nusu  değildi. F i
ziki k u ram d a  devasa  gelişm elerin  o lanak lı hale  geleb ilm esine n ih ay e t izin  
veren  şey, içeris inde  u zay zam an la  ilg ili Lorentzci im zan ın  ben im send iğ i 
P au li ve özellik le D irac 'ın  so n rak i f ik irleriy le  b irlik te  C liffo rd 'un  dördey- 
le ri yüksek  b o y u tla ra  genellem esiyd i (§11.5, §§24.6, 7). H am ilto n 'u n  h a r i
ka bölm e özelliği, fizik  iç in  son  derece önem li o lan  bu  so n rak i g e lişm e le r
de zo run lu  b iç im de te rk  edildi!

F izikle ilg ili o la rak  b a ş a r ılı  o lan , m atem atik tek i güzelliğe ilişk in  b u  b i
raz  gizem li konuya §34.9 'da döneceğim . B unun la  b irlik te  b u  ko n u la r 
önem li ve büyüley ici, tam am lay ıc ı m atem atik se l "yan ü rün" k o n u su n a  d e 
ğ inm ekted ir. A ntik Y unan z a m a n la rın d a n  b e r id ir  d ünya  d a v ra n ış ın a  yakın  
b iç im de o lu ş tu ru la n  k u ra m la r  h a r ik a  m a tem atiğ in  engin  a ra z is in d e  y av 
ru lad ı, b a ş lan g ıç ta  yaln ızca  kendi h a tır ın a  ça lış tı fak a t çoğu kez k ay n ak 
land ığ ı değerlend irm elerden  o ldukça uzak  u y g u lam alar b u ldu . Bazen bu  
u y g u lam ala rın  gerçek leştirilm esi (gezegen h arek e tle rin e  ilişk in  16 ve 17. 
y ü zy ılla rd a  K epler ve Nevvton ta ra f ın d a n  su n u la n  k av ra y ış ta  önem li b ir  
ro l oynayan  A pollon ios 'un  yak laşık  IÖ 200 'deki ça lışm ası ya d a  20. yüzyıl 
so n la rın d a  k rip to g ra fid e  önem li uygu lam a a la n la rı b u la n  F e rm a t'n ın  
1640 'taki "küçük teorem i" d u ru m u n d ak i gibi) y ü zy ılla r ald ı. M atem atik , 
özel o la rak  iyi m atem atik , u y g u lam ala rın ı çok b am b aşk a  a la n la rd a  bu lm a 
a lışk a n lığ m d a d ır  ki bu  kuvvet ve sağ lam lığ ın a  ilişk in  n ed en le rd en  b irid ir . 
D oğanın iş ley iş i sık lık la  bu  tü r  m ükem m el m atem atik se l f ik ir  k ay n ak la rı 
su n m u ş tu r. D oğanın m a tem atik se l k u ra lla r la  tam  o la rak  uyum lu  b iç im de 
iş led iğ in i kabu l edersek  Doğa ta ra fın d a n  teşv ik  ed ilen  böy lesi fik irle rd e  
kesin lik  ve güven ilirlik  o lm ası gerek liliğ i şa ş ır tıc ı olm az. D aha d ik k a t çe
kici o lan  şey , Doğa y a sa la rın d a  içerilm iş görünen  m a tem atiğ e  a i t  incelik  
ve bu  tü r  m a tem atiğ in  sah ip  g ö ründüğü , o rijina l am ac ın d an  o ldukça uzak 
a la n la rd a  (özellikle N ew ton ve Leibniz ana liz indek i du ru m  gibi; bkz. b ö 
lüm  14) u y g u lam ala r b u lm a a lışk an lığ ıd ır .

B unun la  b irlik te  d iğer ta ra f ta n , geniş b iç im de yay ılm ış m atem atik se l 
a lan la rd a k i çok d ah a  ü re tk en  a ra ş tırm a n ın  te tik led iğ i v a rsa y ım sa l b ir  f i
ziki ku ram ın , b u n d an  do lay ı fiziki in an d ırıc ılık  k azan acağ ın ı ile ri sü re b i
l ir  m iyiz? Konu özellikle, 31, 32 ve 33. bö lüm lerdek i fiziki düzen le re  ilişk in  
b ir  an lam a sa h ip tir . S anıyorum  ki bu  h erh an g i b a s it  b ir  b iç im de y an ıtla - 
nam az; fak a t kesin lik le  son derece d ik k a tli o lunm ası önerilir.

Özellikle sicim  ku ram ı m a tem atik se l o la rak  h a rik a  a ra ş tırm a la r ı  te tik - 
lem iş ve b u  m atem atik se l çekicilik  sebebiy le önem li b ir  güç elde e tm iştir. 
(Aynı şey b u rg aç  ku ram ı ve A sh tekar ile Havvking y ak la ş ım la rın ın  çoğu



iç in  de söylenebilir.) Öte ta ra f ta n  b u n u n , fizik i gerçeklik le h e rh a n g i tem el 
b ir  uyum un  n e  dereceye k a d a r  b e lirtec i o lduğu  b e lirs izd ir. Yine de sa f  m a 
tem atik ç ile rin  sık lık la , b u lm u ş o lab ilecek leri b ir  son u cu n  fiz ik te  u y g u la 
m a la ra  sa h ip  o lm asın ın , onun  yaln ızca  sic im  ku ram ıy la  m atem atik se l b ir  
ilişk iye sa h ip  o lm asın d an  kay n ak lan d ığ ıy la  ilg ili h o şn u tlu k  ifade e ttik le 
r in e  ş a h i t  oldum ! Çoğu sa f  m atem atikç i a ra s ın d ak i, kend ile rine  a i t  güzel 
k o n u la ra  ilişk in  g ö rü n ü m le rin  fizik i d ü n y an ın  iş ley iş in e  yönelik  önem li 
b ir  uygu lam a bu lacağ ıy la  ilg ili a rzu y u  e lb e tte  an layab iliyo rum . B ununla 
b irlik te  sic im  ku ram ın ın  fizik  oZduğuna in an m ay a ilişk in , kesin lik le  güçlü  
fiziki am aç la r  ta ra fın d a n  güd ü len se  de (şim diye dek) gözlem e daya lı h iç 
b ir  gerekçe o lm adığ ı b e lir tilm e lid ir. A yrıca sicim  k u ram ı b irçok  iyi fizikçi 
ta ra f ın d a n  ça lış ılan  b ir  k o n u d u r fa k a t bu  onu  fizik  y a p a r  m ı? Bu, tem el f i
ziki a ra ş tırm a y a  ilişk in  m oda k o n u su n u  gündem e g e tir ir  ve şim d i b u  ko 
nu y u  ele a lm ak  isterim .

34.3 Modanın fiziki kuramdaki rolü

Carlo R avelli ta ra f ın d a n  g erçek leştirilip  A ralık  1997'de H in d is ta n 'ın  
P une şeh rin d e  y ap ılan  U lu s la ra ra s ı Genel G örelilik ve K ütleçekim  Kongre- 
s i 'n d ek i k o n u şm asın d a  su n u la n  b ir  a ra ş tırm a y ı a k ta ra ra k  b aş lay ay ım .744 
R ovelli §32 .4 'te  aç ık lan an  k u an tu m  kütleçek im e yönelik  döngü  değişkeni 
y ak laş ım ın ın  y a ra tıc ıla r ın d a n  b ir id ir . A ra ş tırm a sın ı g erçek leştirm ek te  
h iç b ir  p ro fesyonellik  id d ia  e tm em iştir. Yine de u la ş tığ ı (doğrulanm am ış) 
so n u ç la r  ta m  o larak  bek led iğ im  şey leri y a n s ıtm a k tad ır . O, önceki yıl, Los 
A ngeles A rchives'de kay ıtlı, k u an tu m  kütleçek im  k onusu  h ak k ın d a  yay ım 
lanm ış m ak ale le rin  b ir  döküm ünü  çıkard ı. K onuya yönelik  çeşitli y ak la 
ş ım la rd ak i aylık  o rta lam a  tez say ıs ı k ab aca  şu  şekildeydi:

Sicim  kuram ı: 69
Döngü k u an tu m  kütleçekim : 25

Eğik u zay la rd ak i QFT: 8
Kafes y ak laşım ları: 7

Ö klitçi k u an tu m  kütleçekim : 3
D eğişm eli o lm ayan  geom etri: 3
K uan tum  kozm olojisi: 1
B urgaçlar: 1
D iğerleri: 6

744 Bkz. Rovelli, G ravity a n d  Relativity: A t the tu m  o f  the M iüennium , ed. N. Dadhich and J. 
Narlikar, 1998.



Okuyucu, m oday la ilişk in  ta lep le r i çok zay ıf b iç im de iz led iğ im i, bu  k i
ta p ta  kendi ad ım a ilg ili k u ram la ra  ay ırd ığ ım  a la n d a n  a lg ılay acak tır. (Eğik 
u zay la rad ak i ÛFT'ye §30.4 'te ta r t ış ı la n  Havvking e tk isiy le  ilişk is i iç inde 
k ısaca  değindim . Kafes y ak la ş ım la rı sü rek li o la n la r  yerine  ay rık  u zayza
m an  m ode lle rin i alır; bkz. §33.1. Ö klitçi k u an tu m  kütleçek im  §28.9 'da t a r 
tış ıla n  Havvking y ak laşım ın d a  ro l oynar. K uantum  kozm olojisi kütleçekim - 
le ilg ili se rb e s tlik  d erecelerin in  çoğunun  göz a rd ı ed ild iğ i b a s itle ş tir ilm iş  
u zay zam an la rı k u llan ır. B ahsed ilen  d iğer y ak la ş ım la r  b ö lü m ler 31 -33 'te  
ta rtış ılm ış tır .)  Sicim ku ram ı a la n ın d a  d iğer a la n la rın  tü m ü n ü n  to p la m ın 
dan  d ah a  faz la  m akale o lduğu  görü lecek tir. Bu tü r  b ir  a ra ş tırm a  bugün  
yen iden  yap ılacak  olsa, sicim  k u ram ı tez le rin in  ü s tü n lü ğ ü n ü n  d ah a  da 
büyük  o lacağ ına yönelik  genel b ir  u z laşı o lduğu  gö rü lm ek ted ir. B ilim sel 
a ra ş tırm a n ın  dem okra tik  h ü k ü m et ilke lerince yö n len d irild iğ in i düşünecek  
olsak , m u tlak  çoğunluğun sic im  k u ram c ıla rın a  a i t  o lm ası nedeniy le , hang i 
a ra ş tırm a n ın  y ap ılm ası gerek tiğ ine  ilişk in  k a ra rla r ın  tü m ü n ü n  o n la r  t a r a 
f ın d an  d ik te ed ild iğ in i g ö rü rü z!745

Şanslıy ız ki, b ilim in  k ıs ta s la r ı  dem okra tik  hü k ü m etin k ile rle  ayn ı değil. 
Azınlık e tk in lik lerin in , yaln ızca  az ın lık ta  o lm ala rı gerçeği neden iy le  z a ra r  
görm em esi doğru  ve uygundur. Gözleme ilişk in  m a tem atik se l tu ta r lıl ık  ve 
uyum  d ah a  da önem lid ir. Yine de m oda hevesin i tüm üyle  görm ezden  gele
b ilir  m iyiz? K esinlikle hay ır. Z am anında (yedi ek b o y u tu  b ir  "basık  7-küre" 
o lu ş tu ra n  11-boyu tlu  sü p e r kü tleçek im  kavram ı gibi)746 son  derece rev aç ta  
o lan  çok d ah a  az güven ilir pek  çok fik re  ek o la rak  b a n a  son derece önem li 
gerçek ler iç e rir  b iç im de g ö rünm üş -v e  h â lâ  g ö rü n m ek te - o lan  (örneğin 
Regge yörüngeleri, § 31.5 ve G eoffrey Chevv'in an a litik  S m a tr is i747 gibi) 
geçm işin  m oda olup a rtık  on y ılla rd ır  gözden d ü şm ü ş pek çok k u ram ın ı 
an ım sa tab ilir im . Bir k u ram ın  gözde o lu şu  ona ilişk in  b ilim se l o la rak  m a 
kul olm a d u ru m u n u n  ö lçüsünü  b ir  dereceye - fa k a t  yaln ızca  b ir  d ereceye- 
k a d a r  sunar.

İşe ilişk in  k o n u la rla  ilg ili o la rak  d ah a  büyük  hale  gelm e doğal eğ ilim i
ne sah ip  o lan , küçük o lan d an  d a h a  çok büyük  o land ır. D urum un, özellikle 
uçak  yo lcu luğu  ve in te rn e tin  o lduğu , yen i b ilim sel f ik irle rin  k o n fe ra n s la r
d a  ağ ızdan  ç ık ar çıkm az e -m a il yo luy la  se ri b iç im de y ay ılab ild iğ i ve in-

745 Bazı m eslektaşlarım  bana artık  durum un gerçekten bu olduğuna inandıkların ı söylediler!
~,fl §15.4'ten S7'nin, S3 üzerindeki Clifford paralellerine benzer biçimde, S3'ler ta ra fın d an  liflen

diğini anım sayın. Aslında S7, tan jan t vektörlerine ilişkin 7-çerçeveııin kendisine a it tüm  
noktalara sürekli biçimde atanabileceği anlam ına gelmek üzere, "paralelleşebilir” olarak ad
landırılan  şeydir. S7'nin "bastırılm ası" böylesi "paralel" yönler üzerinde sistem atik  biçimde 
gerçekleştirilir. Bkz. Jensen, 1973.

747 Regge yörüngeleri için bkz. Collins, 1977; S m atrisiyle ilgili olarak bkz. Chew, 1962.



te m e tte k i b ilim se l m ak ale le rd e  (çoğu kez a t ıf ta  b u lu n u lm ad an ) ak ta rıla - 
b ild iğ i m o d e m  dü n y ad a , b ilim se l m odaya ilişk in  o la rak  d a  n iç in  böyle o l
duğunu  görm ek güç değ ild ir. Bu ile tiş im  ko lay lığ ın ın  ned en  olduğu  çoğu 
d u ru m d a  z ıv an ad an  çıkm ış rekabetç ilik , a ra ş tırm a c ıla r ın , d ah il o lm ad ık 
la r ı d u ru m d a  k aç ırm ak tan  en d işe len d ik le ri "sü rü  psiko lo jisi"  e tk isine  yol 
açar. M odanın , sü rek li b iç im de b ilim se l incelem eye m aru z  k a lan  k u ram sa l 
f ik irlerle  ilg ili o la rak  b u  den li konu o lm ası gerekm ez. B unun la  b irlik te , b i
lim sel doğ ru lam a y a  da çü rü tm e  o la sılığ ın d an  k u an tu m  kü tleçek im dek ile r 
k a d a r  uzak  olan  fik irle rle  ilg ili o la rak  b ir  y ak laşım ın  gözde o lm asın ı ona 
ilişk in  geçerliliğ in  b ir  b e lir t is i  o la rak  k ab u l etm ekte özel o la rak  d ikkatli 
o lm ak zorundayız.

M oda ay rıca  n o ta sy o n  ya d a  özel m atem atik se l fo rm alizm  gibi d iğer 
a la n la rd a  d a  oynayacak  b ir  ro le  sa h ip tir . Belki de bu  ü s tte  ta r t ış ı la n la r 
dan  d ah a  az önem li b ir  k o n u d u r fa k a t a ra ş tırm a n ın  gelişm esi iç in  y ine de 
an lam lıd ır . B elirli b ir  ö rneği, d iğer b ir  dey işle  van  d e r  W aerd en 'in  d ah a  
so n rak i 2 -b ile şen li sp in ö r fo rm alizm i yerin e  D irac 'm  son  derece yaygın  
b iç im de k u lla n ıla n  4 -b ile şen li sp in ö r fo rm alizm in i aç ık layay ım  (bkz. 
§22.8, §24.7, §25.2). G öreceğim iz üzere  bu , b e lir li iro n ik  gö rünüm lere  s a 
h ip tir . A slında k u an tu m  elek trod inam iğ inde , R obert G eroch ta ra fın d a n  
g ö ste rild iğ i üzere,748 (§ 22.8 'de k ısaca  açık lanan) 2 -sp in ö r le r i ku llanm ak  
gerçek ten  çok d ah a  b a s itk e n  4—sp in ö r  fo rm alizm i k u llan ılır . D irac 1928'de 
kend i denklem ini b u ld u ğ u n d a  4r-spinörleri k u llan m ış tı. D irac denklem i 
sp in ö rle rin  önem ine ilişk in  d ah a  faz la  ilgiyi te tik led i ve b ir  y ıl so n ra  seç 
kin  H ollandalI m a tem atik ç i B arte l L. v a n  d er W aerden  güçlü  2 -sp in ö r 
an a liz in i fo rm üle e t ti .749 B unun la  b irlik te  o zam ana k ad a r , D irac 'ın  e lek t
ron  denk lem in i k eş fed iş in in  ned en  o lduğu  coşku çoğu fiz ikçin in , pek çoğu 
van  d er W aerd en 'in  d ah a  esnek  ve g ö ste riş li fo rm alizm in d en  h a b e rd a r  b i
le o lm am ak üzere, D irac 'm  o rijina l y ak laşım ın ı iz lediği an lam ın a  geldi. Yi
ne de so n u ç ta  D irac 'ın  k en d isi de van  der VVaerden'in y ap m ış o lduğu  şe 
y in  gücünü  ta k tir  e tm iş göründü . A slında, 1950 'lerin  b a ş la r ın d a  D irac 'ın , 
2- s p in ö r  ana liz ine  ilişk in  güzel b ir  su n u m  yap tığ ı, tü m  konuyu ben im  
için , d a h a  önce gördüğüm  aç ık lam a la rd a  n eredeyse  tü m ü y le  şa ş ırtıc ıy k en  
açık h a le  ge tiren  b ir  d e rsin e  k a tılm ıştım .

E sasen  D irac 'm  k en d isi de 1936'da, 2 -sp in ö r  y ak laşım ın ı elek tron  
denklem iy le ilg ili o la rak , yüksek  sp in li p a rç ac ık la ra  yönelik  genellem eler 
b u lm a k ta  k u lla n m ış tı.750 Öte ta ra f ta n  2 -sp in ö r  fo rm alizm in i b ilm eyen  b a 

748 Bkz. Geroch, Chicago Ü niversitesindeki yayım lanm am ış ders no tlan .
749 Bkz. van der VVaerden, 1929; Infeld ve van der VVaerden, 1933; Penrose ve Rindler, 1984, 

1986; O'Donnell, 2003.
750 Bkz. Dirac, 1936; yüksek spin  denklem lerine ilişkin başkaca versiyonlar için bkz. Corson, 

1953.



zı b a şk a  a ra ş tırm a c ıla r  D irac 'ın  yüksek  sp in  denklem leriy le  ilg ili özel d u 
ru m la r  keşfe tm iş görünm ekte  ve böy lesi şey le ri "D uffin-K em m er" denk le
m i (0 ve 1 sp in le  ilgili, 1936, 1938), "Proca" denklem i (1930) ve "R .arita-

3Schvvinger" denklem i (- sp in le  ilg ili, 1941) o la rak  a d lan d ırm a k ta la r , in s a n 

la rın  b u  a la n d a n  a lın tılad ık la r ı D irac 'ın  önceki ça lışm ası değil o n la n n  ç a 
lışm asıd ır .

D irac m oda tak ip ç is i değ ild i ve öyle g ö rü nüyor ki kend i k u rd u ğ u  m o
dayı b ile  h e r  zam an  iz lem em iştir! Yine de d iğerleri zam an  zam an  k en d ile 
rin i, is tem ese le r de onun  iç ine çekilm iş b u lu rla r. Buna ilişk in  b ir  ö rnek ten  
1970 'lerin  o r ta la r ın d a , sü p e rs im etrid e k i tem el f ik irle rd en  b a z ıla rın ı ü re 
ten  B runo Z um ino 'y la konuşm ak  üzere CERN'i z iy are t e ttiğ im  b ir  s ırad a  
h a b e rd a r  oldum . (Ju lius W ess 'le751 b ir lik te  1974'teki ç a lışm a la rı b u rg aç  
ku ram ıy la  kesin  b ir  b ağ lan tıy a  sa h ip  o lm uş ve ben de b u n u  incelem ek i s 
tem iştim .) B ana 2 -sp in ö r  fo rm alizm in in  gücünü  ta k d ir  e ttiğ in i söyledi. Bir 
keresin d e  ken d isin e  a it be lirli b ir  fik ri fo rm üle etm ek üzere yazd ığ ı tezde 
2 -sp in ö r le r i k u llan m ış tı. B unun la  b irlik te  b irk aç  ay so n ra , b a n a  söy led iğ i
ne göre, sayg ın  fizikçi A bdus Salam  ayn ı fik ri bu  kez 4 -sp in ö r le r i k u lla n a 
rak  o rtay a  koydu. D aha so n ra  herkes S alam 'ın  tezine a tıf ta  b u lu n u rk en  
ken d isin in k in e  k im se a t ıf  yapm am ıştı. Zum ino b u ra d a n  b ir  d ah a  (teknik 
o la rak  m ükem m el) 2 -sp in ö r fo rm alizm in i ku llan m a h a ta s ın a  düşm em esi 
gerek tiğ i so nucunu  çıkarm ıştı!

A raş tırm ac ıla rın , özellikle genç o lan la rın , a ra ş tırm a y la  ilg ili m oda ç iz
giden  k açm aların ı, is te se le r  de z o r la ş tıra n  ilg ili b ir  konu söz kon u su d u r. 
Bu, m odern  m atem atik se l fizik te  k a rş ıla ş tık la r ı, tüm üyle  fa rk lı ve zo r m a
tem atik se l fik irle re  a i t  şe ffa f n icelik tir. Ç alışm aya ilişk in  b e lirli b ir  çizg i
n in  küçük b ir  p a rç a s ın ı ay ırm ak  ve ona hâk im  olm aya ça lışm ak  yeterince  
zo rdu r. Ç eşitli fa rk lı çizg ilerin  b ü tü n lü k lü  değerine ilişk in  k a rş ıla ş tırm a lı 
b ir  yetk in  ça lışm ay ı b ir  se ferde g erçek leştireb ilm ek  kesin lik le  çoğu genç 
a ra ş tırm a c ın ın  ye tenek lerin in  ö te sin d ed ir. Seçim y ap m ala rı gerek irse, h a 
lih a z ırd a  o lgun a ra ş tırm a c ıla r ın  önce lik lerine  güvenm ek z o ru n d a d ır la r  ve 
bu yaln ızca , d ah a  az b ilinen  d iğ e rle rin in  h a rc an m a s ı p a h a s ın a , ça lışm aya 
ilişk in  za ten  m oda o lan  çizginin  e tk is in e  eklenir.

Ü sttek i u y a rıla r ım  deneye daya lı so n u ç la r  ta ra f ın d a n  s ın ırlan m am ış  
tü rd e  k u ram sa l b ir  a ra ş tırm a y ı am açlam ış o lsa  da, deneyle b a ğ la n tılı  o la 
rak  m oda u n su ru  da fak a t b iraz  fa rk lı b ir  sebeple, önem siz değ ild ir. Bu 
büyük  o ran d a , genellik le tem el fizik  h u d u tla r ın d a k i deney lerin  ku ru lu - 
m u n d a  içerilen  devasa  m a s ra f ta n  k ay n ak lan ır. E sasen  çoğu deney böyle 
p ah a lı o ld u ğ u n d an  no rm alde  h ü k ü m et ya da büyük  tic a r i h ed e fle rin  d es



teğ ine gerek d u y a r ve deneye devam  etm eye ya da şu  veya b u  tip  deneyin  
s ın ırlı p a ra  k aynağ ın ın  d a h a  iy i ku llan ım ın ı g erçek leştir ip  g erçek le ş tire 
m eyeceğine k a ra r  verecek say ıs ız  heyete  gerek du y u lacak tır . B ilim sel a n 
lam da b ilg ili h eye t ü y e lerin in , m evcut bak ış a ç ıla r ın a  b a ş a r ılı  b iç im de yol 
açm ış fik irle ri ge liş tirm ek te  k en d ile rin i k an ıtla m ış  k iş ile r  o lm ası gerek li
liği doğald ır. Böylece on la r, b u  b e lir li bak ış a ç ıla rın d an  doğal gö rünen  so 
ru n la r ı do laysızca  ele a lan  deney leri onay lam a eğ ilim inded irle r. Bu n e 
denle ku ram  önem li b iç im de, b e lir li yönlere "hapsolm a" eğ ilim ine s a h ip 
tir . Böylesi b ir  ned en d en  do lay ı tem el h e rh an g i b ir  yön değ işik liğ i yapm ak  
da son  derece güç o lab ilir.

34.4 Yanlış bir kuram deneysel olarak çürütülebilir mi?

B u rad a  h erh an g i gerçek b ir  teh like  b u lu n m ad ığ ı d ü şü n ü lm ü ş o lab ilir  
çünkü  yön h a ta lıy sa  bu  d u ru m d a  deney b u n u n  ak s in i b ize yeni b ir  yönün  
d ay a tılacağ ı b iç im de k an ıtla r. Bu, b ilim in  ile rley iş ine  ilişk in  geleneksel 
ta b lo d u r. A slında, iyi ta n ın a n  b ilim  fe lsefecisi K ari P o p p er önerilen  b ir  
k u ram ın  b ilim se l kabu l ed ileb ilirliğ iy le  ilg ili o la ra k  b ir  m aku l görünüm  
k r ite r i752, d iğ e r b ir  dey işle  gözlem sel o larak çü rü tü le b ilir  o lm asın a  ilişk in  
b ir  k r ite r  sundu . K orkarım  ki bu , o ldukça zorlay ıc ı b ir  k r ite r  ve bu  m odern  
"büyük bilim " d ü n y as ın d a  kesin lik le  son  derece id e a lis t b ir  b ilim  b a k ış ı
dır.

M odern  p arçac ık  fiz iğ indek i sü p e rs im e tri ö rneğ in i ele alayım . Bu, k e
s in  b ir  m a tem atik se l za ra fe te  sa h ip  ve yen iden  n o rm a lle şe b ilir  Û FT'ler 
(§31.2) o lu ş tu rm ak  k o n u su n d a  k u ram c ın ın  h ay a tın ı k o la y la ş tıran  k u ram 
sa l b ir  fik ird ir. En önem lisi bu , sic im  k u ram ın ın  m erkezi b ir  b ile şen id ir . 
B ugünlerde k u ram c ıla r  a ra s ın d a k i konum u öylesine g ü ç lü d ü r ki n e red ey 
se günüm üz "s tan d a rt"  p a rçac ık  fiziği m odelin in  b ir  p a rç a s ı o la rak  değer
le n d irilir . Yine de şim dik i haliy le  h e rh an g i deneye d ay a lı (ciddi) b ir  d e s te 
ğe sa h ip  değild ir. Kuram , D oğanın  gözlem lenm iş o lan  tem el tü m  p a rç ac ık 
la r ın a  ilişk in  "süper eşler" öng ö rü r fak a t b u n la rın  h içb iri şim diye dek göz
lem lenm em iştir. S ü p ersim etri k u ram c ıla rın a  göre b u n u n  neden i, (b ilinm e
yen doğaya sahip) b ir  s im etri k ın lım ı m ek an izm asın ın  sü p e r  eşlerin , o n la 
rı y a ra tm ak  iç in  gerekli enerjin in  h â lâ  günüm üz h ız la n d ırıc ıla rı k ap sam ı
n ın  ö te sin d e  olacak b iç im de ir i k ü tle li o lm a la rın a  yol açm asıd ır. A rtan  
enerji k ap as ite le riy le  sü p e r  eş le r b u lu n a b ilir  ve bu yo lla  fiziki k u ram d a  
gelecekle ilg ili önem li an la m la ra  sa h ip  o lacak yeni b ir  dönüm  n o k tası g er
çek leşeb ilir. B unun la  b irlik te  sü p e r eş le rin  y ine de gerçek ten  b u lu n m a d ı



ğ ın ı d ü şü n ü n . Bu sü p e rs im e tri f ik rin i ç ü rü tü r  m ü? Pek say ılm az. S im etri 
k ın lım ı dereces in in  küçüklüğüyle ilg ili aç ıkça çok faz la  iy im serlik  b u lu n 
m u ş o lduğu  id d ia  ed ileb ilir  ve h a t ta  kayıp  sü p e r eşleri b u lm ak  üzere  daha 
yüksek  enerjile r gerekebilir.

Gözde b ir  k u ram sa l fik ri, k r itik  deneylem eye ilişk in  geleneksel b ilim sel 
yön tem  yo luy la  y erin d en  e tm en in , o f ik ir  esasen  y an lış  da o lsa, pek de ko
lay  o lm ad ığ ın ı görm ekteyiz. Y üksek enerji deney lerin in  d ev asa  m a sra fı 
ay rıca , b ir  k u ram ın  ö b ü r tü r lü  o lab ileceğ i b içim i s ınam ay ı son  derece zo r
la ş tır ır . P arçac ık  fiziğ inde, öngörü len  p arç ac ık la rın  h erh an g i c idd i b ir  ç ü 
rü tm e  o la sılığ ın a  ilişk in  o la rak  çok d a h a  yüksek kü tle  enerjile re  sa h ip  o l
duğu  b aşk aca  pek çok k u ram sa l önerm e söz k o nusudur. GUT'a ya da sicim  
k u ram ın a  ilişk in  çeşitli özel v e rs iy o n la r  bu  tü rd ek i sebep  do lay ısıy la  çü 
rü tü lm ey e k a rş ı ko ru n ak lı böy lesi pek çok "öngürü"de b u lu n u r.

Bu tü r  m ode lle rin  "Popperci o lm ayan" n ite lik le ri, o n la rı b ilim se l o la rak  
k ab u l edilem ez k ıla r  mı? B öylesine zo rlay ıc ı b ir  P opperci yarg ı b a n a  göre 
kesin lik le  çok k a tı olur. İ lg i çekici b ir  ö rnek  o la rak  tek  b ir  m anyetik  tek 
k u tb u n  kozm osta  b ir  yerle rde tek  b a ş ın a  varlığ ı, evrendeki h e r  pa rçac ığ ın  
(esasen  gözlendiğ i üzere) sa b it  b ir  değerin  tam  k atı o lan  b ir  e lek trik  yü k ü 
ne sa h ip  o lacağ ı gerçeğiyle ilg ili b ir  aç ık lam a su n a b ilir . Böylesi b ir  tek 
k u tb u n  b ir yerlerde  v a r  o lduğunu  ile ri sü ren  k u ram  b e lirg in  b iç im de P op
perc i o lm ayan  b ir  k u ram d ır. Bu k u ram  böy lesi b ir  p a rçac ığ ın  keşfiy le 
o lu ş tu ru la b ilir  fa k a t P opper k rite rin in  gerek tird iğ i üzere ç ü rü tü le b ilir  gö
rünm em ekted ir; çünkü  k u ram  h a ta lıy sa , deneyciler fay d asız  b iç im de ne 
k a d a r  a ra ş t ır ır s a  a ra ş t ır s ın  b ir  tek  k u tu p  b u lm a y e ters iz lik le ri k u ram ın  
aks in i kan ıtlam az!753 Yine de ku ram  kesin lik le , c idd i b iç im de ele a lınm aya  
değer b ilim se l b ir  ku ram dır.

B enzer b ir  uyarı, kozm olojiye ilişk in  o la rak  da y ap ılab ilir . P arçac ık  u f 
kum uz (§27.12) d ış ın d ak i evren bö lgesi do laysız  gözlem in ö te sin d ed ir. Yi
ne de b u n u n , bölgenin , gen iş b ir  ölçekte, do laysız  gözlem  iç in  e r iş ileb ilir  
o lan  bölgeye benzem e gereğiyle ilg ili m aku l b ir  b ilim se l önerm e olduğu 
gö rü lü r. Gözlem lenem ez bö lgen in  gözlem e dayalı o la rak  e r iş ileb ilir  bö lge
ye b enzem esine  ilişk in  -ço ğ u  ş işm e d ü zen in in  (§28.4) o lm asa  da, esasen  
s ta n d a r t  kozm oloji m odelin in  (§27.8) p a rç a s ı o la n -  k u ram  gözlem e dayalı 
o la rak  ç ü rü tü le b ilir  değild ir.

D ahası ilgiyi ev ren in  y a ln ızca  do laysız  b iç im de gözlem leneb ilir p a rç a 
sıy la  b ile  s ın ırla sa k , geniş b ir  ö lçekte tü rd e ş  ve izo trop ik  o lduğu  v a rsa y ı
lan  u zam sa l geom etrin in  pozitif, n e g a tif  y a  da s ıf ır  eğ rilik te  m i o lduğunu  
(ilgili K > 0, K < 0, K = 0 d u ru m la rı; bkz. §27.8) so rab ilir iz . K uram ım ız



K =  0 o ld u ğ u n u  ile ri sü re rse  böylece bu  gözlem e dayalı o la rak  çü rü tü le- 
m ez o lm a n ite liğ in e  sa h ip  o lu r çünkü  u zam sa l düz lü k ten  herh an g i son lu  
b ir  sap m ay la  ilg ili o la ra k  yeterince  k es in  b ir  gözlem , o u zam sa l eğ rilik  ne 
k a d a r  küçük  o lu rsa  o lsu n  d ü z lü k ten  bu  sapm ay ı (belki de u y g u lam ad a  o l
m a sa  d ah i ilkede) a y ır t edeb ilir. Öte ta ra f ta n  k u ram ım ız K =£ 0 o lduğunu  
ile ri sü re rse  bu  d u ru m d a  k u ram  gerçek te K = O'sa çü rü tü lem ez çünkü  göz
lem lerde h e r  zam an, çok h a f if  b ir  p o z itif  ya d a  n eg a tif  u zam sa l eğriliğe 
o lanak  ta n ıy a n  b ir  b e lirs iz lik  a ra lığ ı söz k o n u su  olur. G erçekte K < O'sa 
K > 0 d u ru m u n u n  ve gerçek te K > O'sa K < 0 d u ru m u n u n  k u ra l o la rak  çü- 
rü tü le b ild iğ in i belirte lim . Öte ta ra f ta n , K ^  0 gözlem e d ay a lı o la rak  doğ- 
ru la n a b ilirk e n  (evrenin öyle o lduğu  o rtay a  çıkarsa) K = 0 (dolaysız b iç im 
de) d o ğ ru la n a m a z,754 Böylece h e r ik i id d ia  da, K > 0 ve K > 0, -g e rçek te  
K =  O'sa çü rü tü lem em elerin e  ra ğ m e n -  b e lir li k o şu lla rd a  ç ü rü tü le b ilir  o l
m a la rı s ın ır lı an lam ın d a  P o p p erc i'd ir  ve ay rıca  tek il o la rak  da doğ ru lana- 
b ilird ir . K = 0’m  k u ra l o la rak  b ü tü n ü y le  Popperci olup d o ğ ru la n a b ilir  o l
m ad ığ ın ı belirte lim .

Bu çeş itli o las ılık la rı göz önünde  tu ta ra k  P opperci b ak ış  a ç ıs ın ın  bizi 
n erede  te rk  e ttiğ in d e n  em in değilim . K > 0, K <  0 ya da K = O 'dan h e r  b ir i 
n in  e ş it derecede "bilim sel" b ire r  id d ia  o lduğu, P opper k rite riy le  ilg ili bu  
incelik li fa rk la ra  k a rş ın  b a n a  göre aç ık tır. A yrıca çoğu kozm olog, ne o lu r
sa  o lsun , b u ra d a  ben im sed iğ im  o ldukça u k a la  çizgiyi, d iğer b ir  deyişle 
“K = 0 ''ın a s lın d a  b u n u n  kes in  b iç im d e  geçerli o lm ası gerek tiğ i an lam ın a  
geld iğ in i, k ab u l etm ez. Yine de d o ğ ru  b ir  ku ram , K >  0 y a  da K <  O'ı öngö
rü rse , o an d a n  itib a re n  gözlem e daya lı o la rak  d o ğ ru lan m a o lan ağ ın a  s a 
h ip  o lacağ ın d an  (ve b ilim se l k ab u l ed ileb ilirlik  k o nusuy la  ilg ili P op p er'in  
d ah a  o lum suz bak ış aç ıs ın a  k a rş ın  b ilim se l b ir  k u ram ın  a ra d ığ ı şey doğ
ru lam a  o lduğundan) d a h a  iyi b ir  h a le  gelir. K =  O'ı öngören  b ir  kuram , 
onay lam a elde etm ek üzere  b aşk ac a  gerekçelend irm elere  b ağ lı olm ak zo
ru n d a  olur.

Böylesi b ir  gerekçelend irm e K = O'ın, gözlem e daya lı d o ğ ru lan m asın ı 
b aşk a  b ir  b iç im de b u la n  b e lir li b ir  k u ram ın  an la tım ı o lm asıd ır. A slında 
bu, §28 .4 'te  ta r t ış ılm ış  o lan  son  derece gözde şişm e kozm olojisine ilişk in  
o la rak  ile ri sü rü len  d u ru m d u r. S ü p e rsim e trin in  p a rç ac ık  fiziğ i s ta n d a r t  
m odeline ilişk in  b ir  "neredeyse" p a rç a  o lm asın a  ben zer b iç im de şişm e 
kozm olo jis in in  s ık lık la  günüm üz "s tan d a rt"  kozm oloji m odelin in  b ir  n ere
d eyse  p a rç a s ı o la rak  d eğ e rlen d irild iğ in i belirtelim ! Şişm eye ilişk in  k o n u 
m u, P o p p e r 'in  ç ü rü tü leb ilir lik  k o n u su y la  ilg ili o la rak  incelem eye ç a lış a 
lım .

754 BOOMERanG'ın gerçekten böylesi doğrulam alar sunm uş olduğuyla ilgili güncel idd ialara 
karşın . Örneğin, bu idd ia larla  ilgili (sınırlı) b ir  e leştiri için bkz. Bouchet vd., 2002.



D urum un açık  o lduğu  ve ş işm en in  e sase n  Popperci o lduğu  d ü şü n ü le b i
lir. On y ık d an  fa z la d ır  K =  O'ın şişm e fik rin e  ilişk in  b ir  a n la tım  o lduğu s ü 
rek li o la rak  ile ri sü rü lm ü ş tü 755 ve şişm e y a n lıla rın c a  verilen , böy lesi ta h 
m in le rin  y ap ıld ığ ı say ısız  d erse  k a tıld ığ ım ı an ım sıy o ru m .756 Bu neden le  
gözlem ler b ize ikna ed idci b iç im de K =£ 0 o lduğunu  söy lerse  ş işm e o lan ak 
sız olur! Bu, P opper ilkesine , a ra n ılab ilec ek  ö lçüde açık b ir  bağ lılık  o la rak  
gö rü n ü r. D ahası, m ik ro d a lg a  a rd a la n ıy la  ilg ili ş işm eden  gelen  ay rın tılı 
baz ı öngö rü ler söz k o n u su d u r ve b u n la r, genel b ir  b iç im de, çoğu şişm eci 
bek len tiy le  uyum  iç inde özellik le d a lg a la n m a la ra  ilişk in  sü rek li gözlem le
nen  ölçek d eğ işm ezliğ iy le  ilg ili o la rak  gözlem e daya lı d ik k a t çekici bazı 
des tek le rd en  fa y d a la n ır  g ö rü n ü r. B unun la  b irlik te  1990 'ların  o r ta la r ın d a  
ev ren in  f ld o r ta lam a  m adde  y o ğ u n lu ğ u n u n  (baryonik a r tı  kara), top lam  
u zam sa l düzlük  iç in  gerekli o lan  şeyden  d ah a  küçük o lduğuna , o değerin  
k ab aca  en faz la  ü ç te  b iri o ldu ğ u n a  ilişk in  çeşitli tü rd ek i bağ ım sız  gözlem 
den gelen k a n ıtla r  a r tm ay a  b aş lıy o rd u . (I2d ve HA yoğunluk  n ice lik le ri kr i
t ik  yoğun luğa ilişk in , bu  E in s te in  k u ram ın d a  kozm olojik te rim  o lm aksız ın  
K =  0 verm iş o lan  yoğun luk  olm ak üzere, b ir  k es ir  o la rak  k ab u l ed ilir; bkz. 
§28.10) Özel o la rak  ü d y ak laşık  0 ,3 'tü r. G özlem lerdeki b u  eğilim le uyum lu  
b iç im de şişm e k u ram c ıla rı, e sasen  K <  0 olm ak üzere a r tık  K ^  O'a iz in  v e 
r ilen  şişm e m ode lle ri sağ lam ay a  b a ş la d ıla r .757 Ek o larak , (H artle-H avvking 
"s ın ır  yok" önerm esiy le b a ğ lan tılı o larak ; §28.9) K > O'ın kesin  b ir  öngürü  
o la rak  k ab u l ed ild iğ i Havvking eko lünün  de K < O'ın kend i düzen le rine  d a 
h il ed ileb ileceğ i b iç im le ri fa rk  etm eye b aş lad ığ ın ı b e lir te b ilir iz .758

Bu durum , uzak  sü p e rn o v a la ra  (§28.10) ilişk in  gözlem lerin  b ize E in s te 
in  denklem ine p o z itif  b ir  kozm olojik  sa b it, d iğer b ir  deyişle A >  0, ek len
m esi gerek tiğ in i söy le r g ö rü n d ü ğ ü  1998'e k a d a r  sü rd ü . Bu, Jld m adde  yo 
ğ u n luğuy la  b ir lik te  a lın d ığ ın d a  fa rk  ed ilen  ü d + ÜA = 1 k ritik  to p lam ın ı 
(ya d a  b u n u n  yerine  o rijina l H artle-H avvking önerm esi iç in  gerekli o lan

nd + nA> i)

su n ab ilecek  e tk in  b ir  ek f2A yoğun luğu  sağ la r. Bu yo lla to p lam  uzam sa l 
düzlük  (K = 0), /2e «  0,7 o lm ak üzere, gözlem le (toplam  p o z itif  u zam sa l eğ

755 Bondi, Gold ve Hoyle tarafından  1950’lerin b aşlarında  ortaya konduğu üzere, bkz. Hoyle 
1948; Bondi ve Gold 1948, kararlı durum daki evren Bondi tarafından  açık biçim de belirtild i
ği gibi kesin olarak Popperci'd ir ve K *  0’a ilişkin kurulum  da ayrıca çürütm e yo llan  a ra 
sında yer alm ıştır. Bununla birlikte bu, gözlemle diğer, en önem lisi Büyük Patlam anın fiilen 
dolaysız b ir kanıtı olan 2,7 K ardalan  ışınım ıyla olan, çelişkiler nedeniyle yıkıldı; bkz. 
§§27.9, 10, 12 ve §28.4.

756 Örneğin bkz. Linde, 1993.
757 Bkz. Bucher vd., 1995 ve Linde, 1995.
75“ Bkz. Havvking ve Turok, 1998.



rilik le  o lduğu  gibi) uyum lu  o lur. B una k a rş ın  çoğu şişm e y an lıs ı, ş işm e 
kozm olo jisin in  b ir  ö n gö rüsü  o la rak  K =  O'a geri dönm üş gö rü n ü r. Pop- 
p e r 'in  tü m  b u n la rla  ilg ili söylem ek zo ru n d a  kalm ış o lacağ ı şeyden  em in 
değilim .

A slında artık , içeris inde  "öz" o la rak  a d lan d ır ılıp  n e g a tif  b a s ın c a  ilişk in  
d inam ik  b ir  "kara  enerji" yo luy la  e tk in  b ir  kozm olojik sa b it sağ lay an  yeni 
b ir  b ile şen in  (yeni b ir  alan) su n u ld u ğ u  ilgi çekici b ir  ş işm e  önerm esi söz 
k o n u su d u r. Bkz. S te in h a rd t vd ., 1999. B unun  b ize doğru  gelen  yeni b ir  ş iş 
m e faz ın a  iş a re t ed iyor o lab ileceği ile ri sü rü lm e k ted ir  (bkz. §28.10)! Bir 
m ik ta r  o la ğ an ü s tü  g ö rünen  b u  tü r  ö n erile rin  a s lın d a  gözlem e daya lı o la 
rak  ikna edici b iç im de yerleşik leşm en in  se ri y o lla rın ı b u lacağ ı, u y g u la m a
d a  k o n u la r  n ad ire n  bu k a d a r  açık seçik  g ö rünse  de, u m u t ed ilm ek ted ir.

B ana göre bu  tü r  id d ia la rla  ilg ili, g ö rü n ü şte  yüksek  n ite lik li deneysel 
so n u ç la rla  d es tek len se  bile , son  derece d ikkatli o lm ak zorunday ız. B un lar 
s ık lık la  b az ı gözde k u ra m la ra  ilişk in  b ak ış  aç ıs ıy la  an a liz  ed ilir . Ö rneğin 
m ik roda lga  a rd a la n ın a  ilişk in  m u h teşem  BOOMERanG759 gözlem leri b a ş 
la n g ıç ta  çokluk la şişm e b ak ış  a ç ıs ın d an  yo ru m lan d ı ve a s lın d a  gözlem le
r in  K =  0 (bu neden le  A > 0) o lduğunu  g ö ste rd iğ ine  ilişk in  güçlü  id d ia la r 
d a  b u lu n u ld u . D ahası geniş v eri m ik ta r ın a  ve fa rk lı an a liz le rle  ilg ili daha 
faz la  k ap sam a  sah ip  b az ı deney lerde  (BOOMERanG'da o lduğu  gibi), ilg ili 
in sa n la r ın  (çok hak lı olarak) "öncelikle g idecekleri" ham  v eri genel o la rak  
b irk aç  y ıllık  sü reç te  o rtay a  ç ıkm ayab ilir. Ara sü reç te  v e rin in  fa rk lı b ir  b a 
k ış aç ıs ın d an  ana liz  ed ilm esi iç in  küçük  b ir  a lan  söz k o n u su d u r. A slında 
BOOMERanG d u ru m u n d a  Vahe G urzadyan  ek ib indek i b az ı üyelerle  b ir lik 
te  veriye gerçek ten  de u la şm ay ı b a ş a rd ı ve on a  e lip tik lik  an a liz in i (§28.10) 
u y g u lay arak  K <  0 o ldu ğ u n a  ilişk in  (daha so n ra  ken d is in e  a it ilg ili WMAP 
veri ana liz iy le  desteklenen) do laysız  b ir  sağ lam  işa re te  u la ş tı. "Düzensiz" 
t  — 2 (Şekil 28 .19 'daki düşey  eksence tu h a f  b iç im de gizlenen) WMAP ö lçü 
m ü g ib i bu , ş işm e konum uyla  pek de sam im i değ ild ir. Tüm  b u n la rla  ilg ili 
aç ık  b ir  sonuca  u la şm a d a n  önce o rta lığ ın  sak in le şm es in i beklem em iz g e
rekecek!

B ilim sel m oda k o n u la rın ın , b ilim  in sa n la rın d a n  k o n u la rın ın  n esn e lli
ğ ine ilişk in  yükse len  geleneksel p ro te s to la ra  k a rş ın , k u ram sa l b ilim se l 
a ra ş tırm a n ın  yönünü  n as ıl güçlü  b iç im de e tk iled iğ in i görm ekteyiz. Yine 
de b e lirg in  nesnellik  y o k su n lu ğ u n u n  D oğanın  kend i h a ta s ı  o lm ad ığ ın ı 
m u tlak  b iç im de vurgu lam alıy ım . D ışa rıd a  n esn e l b ir  fizik i d ü n y a  m ev cu t
tu r  ve fiz ikçile r onun d o ğ asım  keşfe tm ek  ve d a v ra n ış ın ı an lam ay ı doğru  
b iç im de kend i görev leri o la ra k  d eğerlend irir. M odaya ilişk in  ü s t te  an ılm ış



o lan  güçlü  e tk ile rde  gördüğüm üz b e lirg in  öznellik , so sy a l bask ı, kaynak  
b u lm a  b ask ıs ı ve in sa n  zay ıflık la rıy la  s ın ırlı lık la rı h a lih a z ırd a  k a rş ı k a r 
şıya  o lduğum uz b ir  m ik ta r  kao tik  ve sık lık la  k arşılık lı o la rak  tu ta r s ız  ta b 
lo la rd a  önem li ro lle r  oynam ak üzere, b a s it  o la rak  bu  an lay ışa  yönelik  el 
yo rdam ıy la  a ra y ış la rım ızd a  b u lu n a n  b ir  özellik tir.

34.5 Sonraki fiziki devrimimizi nereden bekleyebiliriz?

S an ırım  b u  bö lüm deki aç ık la m a la rım d a  fiziğe ilişk in  tem el b ir  a n lay ı
şa yönelik  m evcu t gelişm elere ilişk in  p o p ü le r  aç ık lam a la rd a  sık lık la  v e r i
lenden  görece d ah a  k ö tü m ser b ir  ta b lo  sundum . B unun la b irlik te  ay rıca  
b u n u n  çok d ah a  gerçekçi o lduğunu  san ıyo rum . Öte ta ra f ta n  kesin lik le , b a 
zı p o p ü le rle ş tir ic ile rin  sü rd ü rm ey e  ç a lış tık la rı g ibi, tem el ile rlem en in  h e 
m en hem en o lanaksız  o lduğu  b ir  a şam a y a  u la ştığ ım ız  iz len im in i u y a n d ır 
m ayı is tem iyo rum .760 A slında h â lâ  an lam lı k ılınm ası gereken  gözlem e d a 
yalı d ev asa  m ik ta rd a  veri söz konu su d u r; ve bu, b aşk aca  h iç b ir  deney g e r
çek leştirilm eyecek  b ile  o lsa böyledir.

M odern  deneylerle  ilg ili v e rile r  s ık lık la  o tom atik  o la rak  d ep o lan ır  ve 
do laysız b iç im de ilg ili ku ram cı ve deneycile r için, depo lanm ış bu  b ilg in in  
yaln ızca  b e lirli b ir  küçük k ısm ı an lam lıd ır . Böylece tü m  veri k ü tle s in in  
yaln ızca , o n la rın  ilg ilend ik leri so ru n la r ın  ele a lınacağ ı b e lirli b iç im de 
ana liz  ed ilm esi o la sıd ır . Bu tü r  veride  D oğanın yo lla rın a  ilişk in  gizli k a l
m ış pek çok ip u cu  o lm ası da, o n la rı şu  an  iç in  uygun  b iç im de okuyam asak  
da, kesin lik le  o la sıd ır . E in ste in  genel gö reliliğ in in  önem li b iç im de onun, 
gözlem e d ay a lı v erid e  ö rtü k  o lan , G alilei zam an ın d an  (ve öncesinden) b e 
r id ir  o rad a  olup tüm üyle  d eğerlend irilem eyen  şeye (eşdeğerlik  ilkesi; bkz. 
§17.4) ilişk in  k av ra y ış ın a  bağ lı o lduğunu  an ım say ın . Ö lçülem eyecek d e re 
cede d ah a  gen iş m odern  gözlem lerde gizli b aşk ac a  ip u ç la rı da o lab ilir . 
H a tta  belk i de gözlerim iz önünde, fizik i gerçek liğ in  doğasıy la ilg ili tem el 
o la rak  yeni b ir  b ak ış  aç ıs ın ın  elde ed ileb ileceğ i şekilde, çevrilip  fa rk lı b ir  
aç ıd an  bak ılm aya  gerek duyan  "belirgin" o la n la r ı da söz konusu.

A slında kesin lik le  yen i b ir  bak ış aç ısı gerek tiğ ine  ve bak ış aç ıs ın d ak i 
bu  değ işik liğ in  k u an tu m  m ekan iğ indek i ölçüm  p a ra d o k su n ca  o rtay a  ko 
n an  derin lik li k o n u la rı ve EPR e tk ile riy le  "kudolanıklık" k o n u su n d a  içkin 
ilg ili yerel o lm ay ışı ele a lm ak  zo ru n d a  o lacağ ına inan ıy o ru m  (23 ve 29. b ö 
lüm ler). 30. bö lüm de ölçüm  p a ra d o k su n u n  genel görelilik  ilkeleriy le  (ve 
özellikle az önce değ in ilen  G alile i-E in ste in  eşdeğerlik  ilkesiyle) b irb ir in e



d erin  b iç im de bağ lı olm ak zo ru n d a  o lduğunu  ile ri sü rdüm . Belki yen i de
ney ler (örneğin FELIX ya d a  d ah a  yer tem elli b ir  a lte rn a tif; §30.13) k u an 
tu m  k u ram ın a  ilişk in  gerekli gelişk in  an la y ış la ra  yol açab ilir . Belki de k u 
an tu m  kütleçek im  do ğ asın a  ışık  tu ta c a k  b aşk a  tü rd e  deney ler (örneğin 
u zay zam an a yönelik  yüksek  b o y u tlu lu k  o lasılığ ın ı s ınam ak  üzere  ta s a r la 
n an lar) söz k o n u su  o lacak tır. Öte ta ra f ta n  belk i de b iz i ile rle tecek  şey  k u 
ra m sa l değ e rlen d irm e ler o lacak tır.

V arsay ılm ış o lan  böy lesi h e rh a n g i k u ram sa l gelişim  k ay n ak la rı bu  k i
ta b ın  önceki b ö lüm lerinde  aç ık lanm ış o lan  fik irle rd e  h a lih a z ırd a  b u lu n u r  
m u? A çıktır ki b u  konuya ilişk in  say ıs ız  fa rk lı b ak ış  aç ısı söz k o n u su d u r 
ve h e rh a n g i b ir  y a n ıtta  k iş ise l b ak ış  önem li b ir  ro l oynam ak zo ru n d ad ır. 
K endi özel um u d u m  kesin lik le  (esasen 40 y ıld an  faz la  b ir  sü red ir), bu rgaç  
ku ram ı çerçevesin in  fiziki b ak ış  aç ıs ın a  ilişk in  böy lesi b ir  değ işik liğe yol 
açab ilecek  k av ra y ış la r  o rta y a  koyab ilm esi o lageldi; h â lâ  da böy led ir. Bu
n u n la  b irlik te  gerçek leştirilm iş  o lan  ilerlem eye k arş ın , v a r  o lan  haliy le  
b u rg aç  k u ram ın ın  bizi, ö lçüm  p a ra d o k su n u  çözm em ize y ard ım cı o lab ile 
cek h erh an g i b ir  yöne doğru  an lam lı b iç im de yön len d ird iğ i söylenem ez.

A çıkladığım  k u ram la rın  göreli değerleriy le  ilg ili d u ru ş  ne o lu rsa  o lsun  
kesin lik le  yen i kav ray ış  ve b ak ış  a ç ıla n  gerek lid ir. B u n lar ne şek ilde  o r ta 
ya çıkm alıd ır?  Y alnız b ir  b iç im de b ir  "yeni E inste in" ça lışm ası ve büyük  
o ran d a  iç değ erlen d irm elerd en  k ay n ak lan an  böy lesi devrim ci b a k ış la rla  
karş ıla şm ay ı m ı bekleyelim ? Ya da kendim izi son  derece k a fa  k a rış tır ıc ı 
deneysel b u lg u la ra  zo rla n ır  b iç im de m i bu lacağ ız? A lbert E in s te in 'ın  d u 
ru m u n d a , onun  iç kav ray ış ı sonuç o larak , (E in ste in 'ın  Lorentz, Po incare , 
M ach, Minkovvski, G rossm ann  ve d iğ e rle rin d en  elde e ttiğ i önem li g ird iye 
rağm en) büy ü k  o ran d a  b ir  "tek k iş ilik  kuram " o lan  genel göreliliğe yol aç 
tı. Öte ta ra f ta n  k u an tu m  ku ram ı, çok büyük  m ik ta rd a  h a s sa s  deney in  o la 
ğ a n ü s tü  so n u ç la rın c a  d ış sa l o la ra k  d estek lenm iş olm ak üzere, b ir  "çok k i
şilik" ku ram dı. M evcut tem el a ra ş tırm a  ik lim inde b ireyler  iç in  sağ lam  
ilerlem e kaydetm ek E in s te in  zam an ın d ak in d en  çok d a h a  zor görünüyor. 
Ekip ça lışm ası, devasa  b ilg isay a r  h esap la m a la rı, m oda f ik irle rin  tak ib i; 
b u n la r  güncel a ra ş tırm a d a  görm eye y a tk ın  o lduğum uz e tk in lik le rd ir. Ge
rek li tem el b iç im deki yen i b ak ış  a ç ıla rın ın  böylesi e tk in lik le rd en  o rtay a  
ç ık tığ ın ı görm eyi bek leyeb ilir m iyiz? Ş im dilik  b u  görülm eye m u h ta ç tır  fa 
k a t b u n u n la  ilg ili o la rak  b ir  m ik ta r  şüpheliy im . Belki de yen i yönler, 20. 
yüzy ılın  ilk  üçte  b irlik  d ilim inde  k u an tu m  m ekan iğ inde o rtay a  ç ıkan  d u 
ru m d ak i gibi, çok d ah a  faz la  deneysel o la rak  des tek len irse  böylece b u  tü r  
b ir  "çok kişilik" yak laşım  iş leyeb ilir. Yine de k u an tu m  kü tleçek im  a la n ın 
da b u n u n  yaln ızca , genel gö relilikçi ilke lerin  k u an tu m  m ekan iğ i y ap ıs ı 
ü ze rindek i e tk is in i aç ığa ç ık a ran  (30. bö lüm de desteklediğim ) deney le r söz



konusu  o lu rsa  gerçek leşeceğin i h issed iyo rum . Bu o lm azsa d ah a  çok Eins- 
te in c ı "tek kişilik" yak laşım  benzeri b ir  şey in  gerek li o lacağ ın ı san ıyorum . 
B unun iç in se  z ihn im de çok küçük b ir  kuşku  söz k o n u su d u r fak a t fiziki 
k av ray ışa  ek o la rak  o m a tem atik se l es te tik , önem li b ir  itic i kuvvet olm ak 
zo rundad ır.

Bu in a n ışa  ilişk in  sebep , tem el fiziki d av ra n ış ı ne k a d a r  derin lem esine 
a ra ş tır ır s a k  onun  m a tem atik  ta ra f ın d a n  o k a d a r  kesin  b iç im de kon tro l 
ed ild iğ in i görm em izdir. D ahası, b u lduğum uz m a tem atik  yaln ızca  do laysız 
b iç im de h e sa b a  daya lı b ir  doğada değil ayn ı zam an d a , fizikle d a h a  az te 
mel b ir  düzeyde ilişk ili m a tem atik te  görü lm eyen  tü rd e  b ir  incelik  ve gü 
zelliğ in  söz k o n u su  olduğu , d erin  b iç im de çok yön lü  b ir  n ite lik ted ir . B u
n u n la  uyum lu  o la rak  d ah a  d erin  b ir  fiziki an lay ışa  yönelik  ilerlem e, deney 
ta ra fın d a n  a y rın tılı o la rak  yön lendirilem eyecekse, fiziki an lam  ve m a te 
m atik se l derin liğ i d eğerlend ireb ilm e ve uygun  fik irle ri d erin  b iç im de h a s 
sas b ir  e s te tik  m atem atik se l beğen in in  ku llan ım ı yo luy la  "o rtaya çıkarm a" 
y e tis in e  çok d ah a  sık ı b iç im de dayanm ak  zo ru n d ad ır.

S orunun  doğası neden iy le  b u n u  g erçek leştirm ek  üzere  g üven ilir tü rd e  
k r ite r le r  belirlem ek  son  derece güçtü r. Bu k ita b ın  so n la ra  doğru  o lan  b ö 
lü m lerinde  ta r tış tığ ım ız  y ak la ş ım la r  a ra s ın d a k i k a rş ıtlık ta , h e r  b ir i kendi 
es te tik  m a tem atik se l ve fiziki k r ite r  küm esi ta ra f ın d a n  yön len d irilen  fa rk 
lı m a tem atik se l gelişm elerin  k a rşılık lı o la rak  çe lişk ili yönlerde n as ıl g e liş
tiğ in i za ten  gördük. B azıları belk i de tü m  b u  y ak la ş ım la rın  b ir  tü r  sen tez  
iç inde b ir  a ray a  g e tirileb ileceğ i yo lla rı, belk i de tü m ü  b ir  a ray a  g e tirilm iş  
o lan  bu  gövdeden  uygun  o lan  şey leri dam ıtm ak  yoluy la , a ram am ız  gerek
tiğ in i ile ri sü rd ü . Öte ta ra f ta n  fa rk lı y ak la ş ım la r  a ra s ın d ak i çe lişk ilerin  
çok büyük  o lduğu  ve geri k a lan  tüm ü  b ir  köşeye a tılm ak  üzere en çok b ir i
n in  ay ak ta  kalab ileceğ i h ak lı o la rak  ile ri sü rü leb ilir . Ben de gerçeğin  bu 
u ç la r  a ra s ın d a  b ir  y erle rde  b u lu n d u ğ u n d a n  ve tem el ilke leri sonuç o la rak  
te rk  edilecek o lan  k u ram la rd a  b ile  h â lâ  önem li b ir  şey ler b u lu n ab ileceğ in 
den kuşku lan ıyo rum .

B irb iriy le b ü tü n ü y le  uyum lu  o lm asa  da aç ık lad ığ ım  k u ram la rd an  b az ı
la rı fa rk  edilecek düzeyde o rtak  tem ellere  sa h ip tir . Özellikle 32. b ö lüm de
ki döngü  değ işken i y ak laşım ı bu rg aç  k u ram ıy la  (33. bölüm ) önem li o rtak  
öze llik lere s a h ip tir  ve h e r  b irin d e n  gelecek (belki sp in  ağ ları, sp in  köpük
leri, n -k a te g o ri ku ram ı ya da h a t ta  değ işm eli o lm ayan  geom etriy i içeren) 
f ik irle rin  uygun  b ir  b ir le ş im in in  ileriye doğru  b ir  yola yön lend ireb ileceğ i
n i h aya l edeb iliyorum . B unun la  b irlik te  ek uzay  b o y u tla r ın a  bağ ım lı m ev
c u t haliy le  sic im  ku ram ı bende, öngö rü leb ilir  h e rh a n g i b ir  b ir liğ in  o rtay a  
ç ıkm asına  ilişk in  o la rak  b u rg aç  ya da döngü  değ işken i k u ram ın d an  çok 
uzak  o lduğu  izlen im i b ırak ıyor. U yum lu o lm ay ışın  neden i sic im lerin  k en 



d ile ri d eğ ild ir  (§31.5). S ü p ersim e tri b ile  b u rg aç  fik irle riy le  b ir  a ray a  g e ti
rile b ilm e k ted ir761 fa k a t sic im  k u ram ın ın  yüksek  b o y u tla r la  (özellikle b u r 
gaç k u ram ın ın  ho lom orfik  fe lse fesin i çiğneyen o b e lir li boyu t/im zay la ; 
bkz. §33 .4 'ün  son  parag ra fı)  ilg ili ıs ra r ı  hem  b u rg aç  hem  de döngü d eğ iş
ken i k u ram ıy la  tem el b ir  çelişk i y an s ıtır .  Çok yak ın  zam an a  k a d a r  sicim  
k u ram c ıla rı tu ta r l ı  b ir  (1 +  3 )-b o y u tlu  k u ram  sağ lam ay a  dönük  h erh an g i 
b ir  eğilim  g öste rm ed ile r. B unun la  b irlik te , §31.18 ve §33.14 'te b e lir tild iğ i 
üzere, çok yak ın  b ir  kaym a söz k o n u su  o ldu  ve böylece a r tık  sic im  k u ra m ı
n a  ilişk in  k u ra m sa l f ik irle rin  o lağan  (1 +  3 )-b o y u tlu  uzay zam an a  u y g u 
la n m as ı cidd i b iç im de k ab u l ed ilm iş görünm ek ted ir.

34.6 Gerçeklik nedir?

O kurun tü m  b u n la rd a n  edineceği üzere  "gerçekliğe g iden  doğru  yol"u, 
üç b in  beş yüz y ıld a n  faz lad ır , özellik le son  b irk aç  y ü zy ıld ır  g e rç ek le ş tir il
m iş o lan  o la ğ an ü s tü  ilerlem eye k a rş ın  henüz bu ld u ğ u m u zu  sanm ıyorum . 
K esinlikle b az ı tem el yen i k av ra y ış la r  gerek lid ir. Yine de b az ı o k u rla r  h â lâ  
yo lun  k en d is in in  b ir  se ra p  o lab ileceğ i b ak ış ın ı ben im sem ek ted ir. D oğru
d u r, -b ö y le  id d ia  e d e b ilir le r-  D oğayla d ikkate  değer b iç im le rde  uyum lu  
m atem atik se l düzen lere  ra s tla m a k ta  ye terince  ş an s lıy d ık  fa k a t D oğanın 
m atem atik se l b ir  düzenle b ir  b ü tü n  o la rak  b irliğ i "gerçek o lam ayacak  b ir  
hayal"den  fa z la s ı o lam az. D iğerleri, gerçek ten  n esn e l b ir  doğaya sa h ip  "fi
ziki gerçeklik" k av ram ın ın  kend isin in , ona ne şek ilde bakm ayı se ç tiğ im iz
den  b ağ ım sız  o larak , b ir  h ay a l o lduğu  b ak ış ın ı ben im seyeb ilir.

A slında şu n u  d a  so rab iliriz : fizik i gerçeklik  n ed ir?  Bu, b in le rce  y ıld ır  
so ru lm a k ta  o lan  b ir  so ru d u r  ve çağ la r boyunca fe lse feciler b u n a  çeşitli 
y a n ıtla r  verm eye ça lış tıla r . Bugün m o d e m  b ilim e ilişk in  av a n ta jlı k o n u 
m u m u zd an  geçm işe b ak ıy o r ve d ah a  ak lı b a ş ın d a  b ir  konum u b en im sem e
yi ta lep  ed iyoruz. "Ne" so ru su n a  y a n ıt verm eye g irişm ek  yerine  çoğu b ilim  
in sa n ı o n d an  kaç ınm aya ça lış ır. S orunun  yan lış  b iç im de so ru ld u ğ u n u  ileri 
sü rm eye ça lış ırla r : gerçekliğ in  ne  o ld u ğ u n u  so rm ay ı değil y a ln ızca  onun  
n a sıl d av ran d ığ ın ı so rm ay ı denem eliyiz. A slında "nasıl?" b u  k ita b ın  ana  
am aç la rın d a n  b ir i o la rak  değerlend ireb ileceğ im iz  tem el b ir  so ru d u r: ev re
nim ize ve onun  iç indek ilere  hükm eden  y a s a la rı  n a s ıl aç ık larız?

Yine de b az ı o k u rla r  şü p h esiz  b u n u n  b ir  m ik ta r  haya l k ırık lığ ı y a ra ta n  
b ir  y an ıt o lduğunu  h issedecek lerd ir; b ir  "kaçam ak" o k ad a r. E vren in  iç in 
dek ile rin  n a s ıl d av ra n d ığ ın ı b ilm ek b ize d a v ra n ış ı y ap an  şey in  ne o ld u ğ u 



n a  ilişk in  pek  faz la  şey  söy le r gö rünm üyor. Bu "ne?" so ru su  b ir  d iğe r derin  
ve eski so ru y la  y ak ın d an  ilişk ilid ir; "niçin?". E vren im izdeki şey ler n iç in  
d a v ra n d ık la rı b e lir li b iç im le rde  d av ran ır?  B unun la  b irlik te  b u n la rın  n e  
o lduğunu  b ilm eksiz in  n iç in  b ir  şey yerine  d iğerin i y a p tık la rın ı görm ek 
güçtü r.

M odem  bilim  "ne?" so ru la r ın d a  o lduğu  g ib i "niçin?" so ru la r ın a  da y a 
n ıt la r  verm eye g irişm ek te  d ik k a tlid ir. Yine de "ne?" ve "niçin?"le ilg ili so 
ru la ra  s ık lık la  y a n ıtla r  sağ lan ır. Böyle yap ılm ası, so ru la r  en d erin  düzey
deki gerçeklik le ilg ili o lm am ak koşu luy la  k ab u l ed ileb ilir  o la rak  değ erlen 
d irilir . Şu g ib i so ru la ra  b ir  y a n ıt verilm esi bek leneb ilir. "Bir ko leste ro l 
m olekü lünün  b ile şen le ri nedir?"; "sert b ir  yüzeye an id en  sü rtü ld ü ğ ü n d e  
k ib r it n iç in  alev  alır?"; "kutup ış ık la rı nedir?"; "güneş n iç in  parlar?"; "bir 
h id ro jen  atom u  ya da h id ro jen  m olekü lünü  b ir  a ra d a  tu ta n  kuvvetle r n e 
lerdir?"; ve "b ir u ran y u m  çekirdeği n iç in  karasızd ır?". Yine de "b ir elek tron  
nedir?" ya da "uzay n iç in  yaln ızca  üç b o y u ta  sah ip tir?"  g ib i so ru lab ilecek  
b az ı b aşk ac a  so ru la r  d ah a  faz la  u ta n c a  sebep  o lab ilir. B unun la  b irlik te  bu  
so ru la r  d ah a  tem el b ir  fiziki gerçeklik  ta b lo su  iç inde b ir  an lam a sah ip  
o lab ilir.

Ö zellikle b ö lü m ler 31-33 'tek i ta r t ışm a la rd a n  m o d em  fiz ikç ile rin  şey le
ri is t isn a s ız  şe k ild e  m a tem atik se l m ode lle r b iç im inde ta n ım la d ık la rı gö
rü lecek tir. Bu, h an g i be lirli önerm e a iles in e  bağ lı o la ca k la rın d a n  b ağ ım 
sızd ır. "Gerçekliği" m a tem atik se l id ea lle re  a it P la toncu  d ü n y ad a  bu lm aya  
ça lış ır  g ib id irle r. Böylesi b ir  b ak ış  önerilm iş h e rh an g i b ir  "her şey in  ku ra- 
m ı"nın  b ir  sonucu  o larak  g ö rü lü r  çünkü  böylece fiziki gerçek lik  yaln ızca  
s a f  m atem atik se l y a sa la rın  b ir  y an s ım a sı o la rak  gö rünür. Bu bö lüm de ile 
ri sü rm ek te  o lduğum  üzere, böy lesi b ir  k u ram d an  kesin  o la rak  epey u za 
ğız ve "her şeyin  kuram ı"na ben zer b ir  şey  b u lu n u p  b u lu n am ay acağ ı t a r 
tışm a lı b ir  konudur. Öyle o lsa  b ile  d u ru m  kuşkusuz , D oğanın  g izem lerin i 
ne k a d a r  derin lem esine  a ra ş tır ır s a k , kav ray ışım ızı a rad ığ ım ızd an  Pla- 
to n 'u n  m atem atik se l id e a lle r  d ü n y as ın a  d a h a  d erin  b iç im de itileceğim iz 
gerçeğ id ir. Peki n iç in  böyle? Ş im dilik  b u n u  yaln ızca  b ir  gizem  o la rak  göre
b ilm ekteyiz. Bu, §1 .4 'te değ in ilip  Şekil 1.3 'te g ö ste rilen  üç derin  gizem den 
ilk id ir  ve b u ra d a  Şekil 34.1'de yen iden  çizilip  b iraz  sü s len m iş tir .

Peki m atem atik se l k av ram lar gerçek ten  kendi "dünya"la rında  y aşay an  
şey ler m id ir?  Böyleyse, n ih a i gerçekliğ im izi evine, o tüm üy le  so y u t dünya 
iç inde sah ip  o la rak  bu lm uş g ö rünü rüz . Bazı in sa n la r  P la to n 'u n  m a tem a
tik se l d ü n y as ın ı h e rh an g i b ir  an lam d a  "gerçek" o la rak  k ab u l e tm ek te zo r
la n ır la r  ve fizik i gerçekliğ in  k en d is in in  y a ln ızca  soyu t k av ra m la rd a n  o lu ş
tu ğ u  b ak ış ıy la  te se lli bu lm azlar. Bu konuy la  ilg ili kend i konum um  P la 
to n 'u n  d ü n y as ın ın  m a tem atik se l k av ra m la ra  kesin lik le  b ir  tü r  "gerçeklik"



Fizikilik

Ş ek il 34.1 "Üç D ünya ve Üç G izem "i g ö ste re n  d iy ag ram ın  (Şekil 1.3), m a te m a tik te  b u lu n a n  
m u tla k  D oğru luğa ek o la rak  d iğ e r G üzellik  ve A hlak "P la toncu  m u tla k la r" la  sü s len m iş 
h a ld e  y inelenm esi. G üzellik  ve D oğruluk, fiz ik i b ir  k u ram a  ilişk in  güzellik  k en d i d o ğ ru lu 
ğ u n u  F iziki D ü n y a 'y la  ilişk ili b iç im d e  y ö n len d irecek  şe k ild e  d av ran m ak  üzere , b irb ir in e  
g eçm iştir . Ö te ta r a f ta n  tü m  A hlak k o n u su  n ih a i o la rak  Z ih inse llik  D ü n y as ı’n a  b ağ lıd ır.

sağ lad ığ ım  benim sem em iz g ere k tiğ id ir  (ve bu  d u ru m u  §1 .3 'te güçlü  b iç im 
de savundum ) fak a t e sa se n  fizik i gerçekliğ i P la to n 'u n  d ü n y as ın ın  soyu t 
gerçekliğ i iç inde ta n ım la m a y a  g irişm eye ayak  d ireyeb iliriz . Bu so ruya  
ilişk in  konum um u en iy i b iç im de, üç d ü n y an ın  -P la to n c u  m atem atik se l, 
fiz ik i ve z ih in se l-  h e r  b ir in in  kend ine özgü gerçekliğe sah ip  o lduğu  ve h er 
b ir in in  (derinden  ve gizem li biçim de) ken d in d en  önce gelende (dünyalar 
döngüse l b iç im de kabu l ed ilm ek üzere) k u ru ld u ğ u  Şekil 34. l ' in  ifade e t t i 
ğ in i san ıyo rum . P la ton ik  d ü n y an ın , b ir  an lam d a , üçü  a ra s ın d a k i en ilkel 
o lan ı o lduğunu  düşünm ek  is tiy o ru m  çünkü  m a tem atik  kend ine yaln ızca  
m a n tık  yo luy la  fiilen  v arlık  k az an d ıra n  b ir  tü r  g erek lilik tir. Böyle b ile  o l
sa , b ir  de b u  d ü n y a la ra  ilişk in  döngüse l gö rünüm le ilgili, k en d isi önce li
n in  yaln ızca  küçük  b ir  p a rç a s ın a  b ağ lı gö rü n ü rk en  h e r  b ir in in  kend inden  
so n ra  geleni kend i b ü tü n lü ğ ü  iç inde k a p sa y a b ilir  g ö ründüğü , gizem  y a  da 
p a ra d o k s  d a  m evcu ttu r.



34.7 Zihinselliğin fiziki kuramdaki rolleri

H er "dünya"nın , d iğer ik is in in k in d en  fark lı, kend ine özgü tü rd e  b ir  
v a rlığ a  sah ip  o lduğunu  zihn im izde tu tm a k  zorunday ız. Yine de sonuç o la 
rak  b u  d ü n y a la rd an  h erh an g i b ir in i d iğ e rle rin d en  y a lıtık  o la rak  uygun  b i
çim de değerlend ireb ileceğ im izi düşünm üyorum . Bu d ü n y a la rd a n  b ir i  z i
h in se llik  o ld u ğ u n d an  bu, fizik i k u ram d a  z ihn in  ro lü  ve de ay rıca  z ih in se l
liğ in  ilg ili o lduğu  (örneğin en az ın d an  yaşam , uykusuzluk , sağ lık lı in sa n  
beyn i gibi) fizik i y ap ıla rd a  n as ıl o r tay a  ç ık tığ ı k o n u su n u  gündem e getirir. 
Bu k ita p ta  b ilin ç li z ihn iye t so ru n u n u , sonuç o larak  bu  k o nunun  fiziki g e r
çeklik k av ra y ış ın a  ilişk in  a ray ış ım ızd ak i önem li b ir  konu olm a zo ru n lu lu 
ğu gerçeğ ine k a rş ın , derin lem esine ele a lm ak tan  k a s ıtlı b iç im de kaçınd ım . 
(Bu tü r  k o n u la rı ay rın tılı o la rak  b aşk a  b ir  yerde  ta r tış tım ; o rtay a  çıkacak 
ta r t ışm a lı pek çok konuyla ilg ili kafa  k a rış ık lığ ı y a ş a r  h a le  gelm ek is te m i
yorum .)762 Yine de z ih in se llik  k o n u su n d a n  tüm üyle  kaç ınm aya ça lışm ak  
b a n a  göre uygunsuz o lur. Şekil 34.1 u y arın c a  d iğer iki d ü n y ay la  b irlik te  
ele a lınm ış o lan  z ih in se llik  d ü n y as ın d an  ay rı o la rak  bu  k ita p ta  b ilin ç  ko 
n u su n u n  fizik i o la rak  açık ya da ö rtü k  an lam lı b ir  ro le za ten  sah ip  o lduğu  
çeşitli y e rle r b u lu n m ak tad ır.

B u n la rd an  b iri, §27.13 'te değ in ilip  §§28.6, 7 'de b ir  m ik ta r  a y rın tılı b i 
çim de ta r t ış ılm ış  o lan  an tro p ik  ilkeyle b ağ lan tılıd ır . "Gözlem lenm iş" h e r 
h ang i b ir  evren, m an tık sa l b ir  gerek lilik  o larak , b ilinç li z ih in se lliğ i des- 
tek leyeb ilm elid ir çünkü  b ilinç  kesin  b iç im de "gözlem ci"nin n ih a i ro lü n ü  
oynayan  şeydir. Bu tem el gereklilik  b ilin ç li z ih in se lliğ in  v a r  o lab ilm esi (ve 
olacağı) iç in  ev ren in  fiziki y a sa la rı ya da fizik i p a ram etre le riy le  ilg ili k ı
s ıt la m a la r  da sağ lay ab ilir . Bu neden le  a n tro p ik  ilke, b ilin ç li gözlem ciler 
o la rak  gerçek ten  gözlem lediğim iz ev ren in  b u  k ıs ıtlıl ık la r la  tu ta r l ı  y a sa la r  
ve uygun  p a ra m e tre  değerleriy le işlem ek zo ru n d a  o lduğunu  ile ri sü rer. 
Böylesi k ıs ıtlıl ık la r  k end ile rin i D oğanın tem el (boyutsuz) sa b itle riy le  ilgili, 
§31.1'te  ta r t ış ılm ış  olan, b e lirli değerlerde aç ığa  v u ru r. A slında, gerçek ten  
bu ld u ğ u m u z değerleri an tro p ik  ilkeye ilişk in  b ir  tü r  uyg u lam an ın  sonucu  
o la rak  değerlend irm ek  o ldukça s ıra d a n la şm ış tır .

Ne yazık  ki bu  sa b itle r in  değerleri -d iy e lim  ki m a tem atik se l d eğ erlen 
d irm e ler y e r in e -  an tro p ik  ilke ta ra f ın d a n  b ile  b e lirlen se , ilke neredeyse 
k u lla n ışs ız d ır  çünkü  b ilin c in  v a r  o lm ası ve esasen  o rtay a  çıkm ası iç in  ge
rek li k o şu lla r  h ak k ın d a  çok az şey b iliyoruz. O, uzam sa l o la rak  so n su z  ve 
esasen  düzen li (K < 0) b ir  evrende neredeyse tüm üyle  k u lla n ışs ız d ır  çünkü  
böy lesi b ir  evrende şa n s  eseri o rtay a  ç ıkabilecek  m add i h e rh a n g i b ir  d ü 



zenlem e, ilke ta ra f ın d a n  b ilin ç li y aşam la  ilg ili son  derece e lv erişs iz  k o şu l
la ra  b ile  o lanak  ta n ın a c a k  şe k ilde, b ir  y erle rde  o rtay a  çıkacak tır; bkz. 
§28.6. Çok d ah a  iy im ser b ir  o lasılık  b a n a  göre, b u  tem el sa b itle r in  esasen  
m atem atik se l o la rak  b e lir len e b ilir  sa y ıla r  o lm asıd ır. U zam sal o la rak  so n 
suz b ir  ev rende b u n u n  an tro p ik  ilkeyle önem li so ru n la r  o rtay a  ç ıkarm ası 
gerekm ez.

29. bö lüm de (özellikle §§29.7, 8) ta r t ış ıld ığ ı üzere  k u an tu m  m ekan iğ i
n in  R p a rç a s ın a  ilişk in  çoğu yo ru m d a b ilin ç  ta ra f ın d a n  o ynanan  oldukça 
ayrı, önem li b ir  ro l söz k o n u su d u r. A slında k u an tu m  m ekan iğ ine ilişk in  
"geleneksel" y o ru m la rın  n ered ey se  tü m ü  sonuç o la rak  b ir  "a lg ılayan  v a r lı
ğın" v a r  o lm asın a  b ağ lıd ır  ve böylelik le a lg ılayan  b ir  v a rlığ ın  gerçekte ne 
o lduğunu  b ilm em izi g e re k tir ir  gö rünür! K openhag y o ru m u n u n  (§29.1'deki 
(a) b ak ış  açısı) d a lga  fonksiyonunu  n esn e l o la rak  gerçek b ir  o la rak  kabu l 
etm eyip  a s lın d a  varlığ ı "gözlem cinin  zihn inde" o lan  b ir  şey o la rak  kabu l 
e ttiğ in i an ım sayalım . D ahası b u  yorum , en  az ın d a n  b e lir tile rin d en  b irin d e  
b ir  ö lçüm ün, ta h m in e n  sonuç o la rak  b ilin ç li b ir  v arlık  ta ra f ın d a n  gözlem 
lenen  b ir  şey  an lam ın a  gelm ek üzere, ölçüm  d ah a  p ra tik  b ir  u y g u la n a b ilir 
lik  düzey inde "klasik" ölçüm  a le tle rin ce  gerçek leştirilecek  b ir  şey  o lm ası
n a  rağm en, b ir  "gözlem" o lm asın ı gerek tirir. B unun la b irlik te  k lasik  a le tle 
re  o lan  b u  bağ lılık , h erh an g i gerçek b ir  a le t p a rç a s ı h â lâ  k u an tu m  b ile şe n 
le rin d en  y ap ıld ığ ın d a n  ve s ta n d a r t  U k u an tu m  evrim ine b ağ lı k a ld ıy sa  
gerçek te -y a k la ş ık  o la rak  b ile -  k lasik  b iç im de d av ran m ay acağ ın d an , y a l
n ızca  geçici b ir  ön lem dir. (Bu b a s it  o la ra k  S ch röd inger'in  ked isi d u ru m u 
dur; bkz. §§7, 9 ve §§30.10-13.) Ç evresel evre uyum suz luk  konusu  
(§29.1'dek i (c) b ak ış  açısı) da b ize ay rıca  yaln ızca  geçici b ir  ön lem  konum u 
su n a r  çünkü  "çevrede kaybo lm uş olan" b ilg iye erişilem ezlik  onun , nesnel 
b ir  an lam da , gerçek ten  kaybo lduğu  an lam ın a  gelm ez. Öte ta ra f ta n  kayb ın  
öznel o lm ası iç in  b iz i b ilin ç li gözlem ci so ru n u n a  geri d ö n d ü ren  "öznel b i 
çim de alg ılanm a; peki kim  ta ra fın d an ?"  k o n u su n a  yen iden  çekiliriz.

H er d u ru m d a , h a t ta  çevresel evre u yum suz luk la  bile , evrene ilişk in  
"doğru" k u an tu m  aç ık lam asay ıla  ilg ili U evrim ine h a s sa s  b iç im de bağ lı 
kalm ay ı sü rd ü rü rse k  böylece gerçeğe ilişk in  çoklu d ü n y a la r  aç ık lam asın a  
(§ 29.1 'dek i (b) b ak ış  açısı) itilir iz . Çoklu d ü n y a la r  b ak ış  aç ısı b e lirg in  b i
çim de b ir  "b ilinçli gözlem ci"yi o lu ş tu ra n  şeye ilişk in  uygun  b ir  an lay ışa  
sa h ip  o lm aya b ağ lıd ır  çünkü  a lg ıla n an  h e r  "gerçeklik" b ir  "gözlem ci d u ru 
m u m la  ilg ilid ir, böylece h an g i gözlem ci d u ru m la rın ın  o lanak lı o lduğunu  
b ilene  dek h an g i gerçeklik  d u ru m la rın ın  (diğer b ir  dey işle "dünyalar") o la 
n ak lı o lduğunu  bilm eyiz. B aşka tü r lü  o rtay a  konduğu  haliy le , gerçek ten  
a lg ıla n an  g ö rü n ü ştek i n esn e l d ü n y an ın  d av ra n ış ı b ir in in  b ilin c in in  yo lu 
nu , say ıs ız  k u an tu m  ü s t  ü s te  b in m iş a lte rn a tif le r  a ra s ın d a n  n a s ıl g eç ird i



ğine b ağ lıd ır. B ilinçli gözlem cilerle ilg ili uygun  b ir  k u ram  yok luğunda 
çoklu d ü n y a la r  yo rum u  zo run lu  b iç im de tem el o la rak  eksik kalm ak  zo ru n 
d a d ır  (bkz. §29.8).763

T u ta rlı geçm iş ler yak laşım ı (§29.2 'deki bak ış açısı) da ay rıca  açık  b i
çim de b ir  "gözlem ci"nin o lab ileceğ i şeye ilişk in  b ir  k av ram a (kavram  G ell- 
M an n -H artle  düzen indek i b ir  IGUS o la rak  an ılır)764 b ağ lıd ır . W igner ta r a 
fın d an  önerilen  b ilin c in  (ya d a  genel o la rak  y aşay a n  sis tem lerin ) U ev rim i
ni çipneyebileceğ ine ilişk in  b ak ış  aç ıs ı (§29.2'deki (fl'n in  b ir  versiyonu) 
ay rıca  k u an tu m  m ekan iğ in in  y o ru m la n ış ın d a  zihn in  (ya d a  "gözlemci"yi 
o lu ş tu ra n  h e r  neyse onun) ro lüne  açık b ir  gönderm ede b u lu n a n  b ak ış  aç ı
sıd ır. A nlayabild iğ im  k ad a rıy la  b ir  "b ilinçli gözlem ci" b ak ış  aç ıs ın a  zo 
ru n lu  b iç im de bağ lı o lm ay an  tek  yorum  de-B rog lie-B ohm 'unk iy le  
(§29.2'deki (e) b ak ış  açısı)765 k en d ile ri u y arın ca , U ve R 'n in  h e r  ik is in in  de 
nesnel o la rak  gerçek b ir  tü r  fiziki evrim e yönelik  yak laşık lık  ta h m in le ri 
o la rak  k ab u l ed ild iğ i k u an tu m  m ekan iğ i k u ra lla r ın d a  tem el b ir  değ işik lik  
gerek tiren le rin  (§ 29.2 'deki (f) bak ış açıları) çoğudur.

Bu k ita b ın  pek çok yerinde (özellikle 30. bölüm de) ifade  e ttiğ im  üzere, 
kü tleçek im  o lgusuy la  b irlik te  U 'nun y erin i R 'n in  (diğer b ir  dey işle  OR'nin) 
ald ığ ı bu  son  b ak ış  aç ıs ın ın  ta ra fta r ıy ım . K ütleçikim le ilg ili bu  OR k en d i
liğ inden  b iç im de gerçek leşir ve h e rh an g i b ilin ç li b ir  gözlem cinin  işlem in  
b ir  p a rç a s ı o lm asın ı gerek tirm ez. O lağan k o şu lla rd a  O R 'nin h e r  zam an  
m eydana gelen sık  b e lir tile ri söz k o n u su  o lu r  ve b u n la r, m ükem m el b ir  
yak laşık lık  ta h m in i o la rak , büyük  ölçekte o rtay a  ç ıkan  k lasik  b ir  dünyaya 
yol açar. B u radan  hareketle , b ir  ölçüm  gerçek leştiğ inde (R) k u an tu m  d u ru 
m u n u n  in d irg en m esin i g erçek leştirm ek  üzere  h e rh an g i b ilin ç li b ir  gözlem 
ciyi çağ ırm aya gerek yoktur.

Öte ta ra f ta n  -"d ışa rıd ak i"  fiziki d ü n y ad a  o rtay a  çıkan  gerçek  b ir  fiziki 
işlem  o la rak  k ab u l e ttiğ im - b ilinç  o lg u su n u n  esas  o larak  gerçek OR iş le 
m inden  y a ra rla n a c a ğ ım  düşünüyorum . Bu neden le  kend i konum um  tem el 
o larak , R iş lem in in  şu  ya da b u  yo lla  b ilin ç te n  so rum lu  o lduğu  d ü şü n ü le n  
ü s tte  ifade ed ilm iş o la n la rın  te rs id ir . Benim  b ak ış  açım da, b ilin ç ten  (kıs
men) so rum lu  o lan  şey fiziki o la rak  gerçek  b ir  R işlem id ir!766

Bu çekişm e deneyse l o la rak  s ın a n a b ilir  m id ir?  Öyle o lduğunu  sa n ıy o 
rum . İlk  o larak , bey indek i y a p ıla n m a la rla  ilg ili do laysız  b iç im de an lam lı

763 Bkz. Deutsch, 2000; Lockvvood, 1989.
764 Bkz. Gell-Mann, 1994 ve Hartle, 2004.

765 Bununla birlikte bu konuyla ilgili David Bohm'un görüşlerini dinlem iş olanlar, onun bilince 
ilişkin konulan  kuantum  m ekaniğininkilerle ilgisiz olarak değerlendirm ediğini görecektir.

766 Bkz. Penrose, 1989, 1994, 1997.



olab ilecek  -ö ze llik le  ilk o la rak  S tu a r t H am ero ff767 ta ra f ın d a n  önerilm iş 
o lan  s in irle r le  ilg ili A -kafes m ik ro tü p le ri (fakat belk i de ay rıca  y ap ıla r ı 
C60 m olekü lle rine  y ak ın d an  benzeyen  s in a p tik  k la tr in 768 g ib i d iğe r y ap ıla r  
d a )- b e lir li d ü şü n c e le r söz k o n u su d u r ve b u  be lirli fik irle ri o n ay lam ak /çü 
rü tm ek  üzere  önem li b ir  a lan  m evcu ttu r. Düzen, (yüksek sıcak lık  sü p e r 
ile tken liğ iy le  o rtak  özellik lere sah ip ; bkz. § 28.1)769 beyn in  önem li bö lgeleri 
boyunca geniş b iç im de e tk iyen  b ir  tü r  büyük  ölçekli k u an tu m  uyum lu luğu  
g e re k tir ir  ve s in irle rle  ilg ili A -kafes m ik ro tü p le rin in  b u n d a , b ilin ç li b ir  
o lay  bu  k u an tu m  sis tem in in  k ısm i d u ru m  ind irgenm esiy le  (düzenlenm iş 
OR) ilg ili o lm ak üzere, önem li b ir  ro l oynadığ ı d ü şü n ü lü r . N orm alde bu, 
kü tleçek im le ilg ili OR'yi §§30.11, 12'de aç ık lanm ış önerm eyle uyum  içinde 
etk ilem ek iç in  p ro te in  m o lekü lle rinde y e te rli uyum lu  h are k e ti gerçek leş
tirm ek  üzere, bey n in  pek çok fa rk lı p a rç a s ın ı b ir  a ra d a  içerir.

K endisi u y a rın c a  -m ik ro tü p  h ip o tez in e  özgü o lm asa  d a -  böy lesi v a rs a 
y ım sal f ik irle rin  s ın an ab ild iğ i, A ndrew  D uggins ta ra fın d a n  o rtay a  kon 
m uş o lan  zekice b ir  öneri m ev cu ttu r. Bu öneri, a lg ılam an ın  fa rk lı gö rü 
n ü m le rin d en  (örneğin h arek e te i renge ya d a  b içim e ilişk in  gö rse l a lg ıla r
dan) beyn in  o ldukça fa rk lı bö lg e lerin in  so ru m lu  o lm ası fak a t y ine de b i
lin c in  u la ş tığ ı g ö rü n tü d e  tü m  b u  fa rk lı gö rü n ü m lerin  tek  b ir  g ö rü n tü  o lu ş
tu rm a k  üzere  b ir  a ray a  gelm esi gerçeğ ine dayan ır. Bu zam an  zam an  bağ
la n ım  so ru n u  o la rak  ad lan d ır ılır . D ugg ins 'in  fik ri b ilin ç li g ö rü n tü  o lu şu 
m u n d a  içerilen  Bell e ş its iz lik le rin e  ilişk in , büyük  ölçekli k u an tu m  e tk ile ri
n in  b ilin ç li a lg ılam an ın  b ir  p a rç a s ı o lduğunu  güçlü  b iç im de v u rg u lay an  
EPR tü rü  yerel o lm ayan  o lay la rın  (§§23.3-5) v arlığ ın ı b e lir ten  önem li ih 
la lle rin  söz k o n u su  olup o lm ad ığ ın ı görm ek üzere sın am ak tır . İlk  so n u ç la r 
ikna ed ici o lm ak tan  uzak o lm a la rın a  rağ m en  c e sa re t veric i b az ı g ö rü n ü m 
lere sa h ip tir .770

Bu f ik irle rin  konum u ne o lu rsa  o lsun  b a n a  öyle geliyor ki, fizik i o lg u la
r ın  en d e rin  düzey lerindek i h e rh a n g i b ir  tü r  eksikliğe yönelik  id d ia d a  b u 
lu n a n  "temel" b ir  fizik i ku ram  ayrıca , b ilin ç li z ih inse lliğ i de iş in  iç ine k a 
ta ca k  p o tan siy e le  sah ip  o lm alıd ır. Bazı in sa n la r  b u  so ru n d an , b ilin ç li o l
m a h a lin in  b a s it  b iç im de b ir  tü r  "epifenom en" o la rak  "o rtaya çık tığ ın ı" ile 
r i sü re rek  kaç ınm aya (ya d a  onu  küçüm sem eye) ça lış ır. Böylece b u ra d a n  
harek etle , ilg ili (biyolojik o lm ası gerekm eyen) iş lem lerin  tem elinde b u lu 
n a n  kesin  tip tek i fizik te, b ilin ç li o lm a h a lin in  o rtay a  ç ık m asın ın  h içb ir

767 Bkz. Ham eroff ve W att, 1982; Hameroff, 1987, 1998; Ham eroff ve Penrose, 1996.
768 Bkz. Koruğa vd., 1993.
765 Bkz. örneğin Anderson, 1997.
770 Kişisel iletişim . Bildiğim kadarıyla D uggins'in a raştırm aları hemüz tam am lanm adı ve henüz 

herhangi b ir  yayın söz konusu değil.



önem i o lm adığ ı id d ia  ed ilir. S ta n d a rt b ir  konum , kend isi u y arın ca  b ilinç li 
z ih in se lliğ i o rtay a  ç ık aran  şey in  y a ln ızca  (uygun fa k a t henüz sa p ta n m a 
m ış b ir  doğaya sahip) h e sa b a  daya lı e tk in lik  o lduğu  h esap lam a lı işlevsel
lik  konum udur. Bu görüşe  (kısm en T uring  h e sa p la n a b ilir lik  kav ram ıy la  
Gödel k u ram ın a  d ay an an  gerekçelendirm eyi k u llan arak ; bkz. §16.6) kuv 
vetle  k a rş ı ç ık tım  ve a s lın d a  b ilin ç li o lm a h a lin in  gerçek ten  kay ıp  (kütle
çekim le ilgili) OR k u ram ın a  b ağ lı o lduğunu  b e lir ttim .771 İd d ia la rım  bu  k a 
y ıp  k u ram ın  h esap lam a lı o lm a y a n  (diğer b ir  deyişle eylem leri T u ring  m a
k in esi s im ü lasy o n u n u n  k ap sam ı d ış ın d a  b u lunan ; §16.6) b ir  k u ram  olm a 
z o ru n lu lu ğ u n u  ta lep  e tm ek ted ir. Bu tü rd e  b ir  OR m odeli ü re tm ek le  ilg ili 
k u ram sa l f ik irle r şim dilik  son  derece b aş lan g ıç  a şa m a s ın d a d ır  fa k a t b u 
ra d a  b az ı ip u ç la rı b u lu n m ası o lasıd ır.

34.8 Gerçeğe giden uzun matematiksel yolumuz

Önceki bö lüm lerde su n u lm u ş o lan  ta r t ışm a la rd a n , gerçek d ü n y an ın  
d o ğ asın ı an lam ay a  ilişk in  yo lum uzun  hed efin d en  h â lâ  çok uzak  olduğu 
u m arım  açık lık  k azan m ıştır . Belki de b u  hedefe a s la  u la ş ıla m ay a ca k  ya da 
sonuç o la rak  "gerçeklik" o la rak  ad lan d ırd ığ ım ız  şey in  k u ra l o la rak  a n la ş ı
lab ileceği b iç im de b ir  n ih a i k u ram  o rtay a  çıkacak. Böyle o lu rsa , o k u ra 
m ın  doğası şim d iye  dek fiziki k u ra m la rd a  gördüğüm üz şeyden  d ev asa  b i
çim de fark lılık  gösterm ek  zo ru n d ad ır. İki b in  beş  yüz y ıld an  u zu n  sü ren  
yo lcu luğum uzda o rtay a  çıkan  en önem li an lay ış  m a tem atiğ in  b e lir li a la n 
la rıy la  fiziki d ü n y an ın  iş ley iş i a ra s ın d a , bu  şek ille r 1.3 ve 34.1 'de  g ö s te ril
m iş o lan  "ilk gizem" olm ak üzere, derin  b ir  b ir lik 772 o lduğudur. "Gerçeğe 
g iden  yol" so n u ç ta  hedefine  u la ş ırsa , böylece b a n a  göre o son  n o k tay la  i l 
g ili tem elde y a ta n  son  derece d e rin  b ir  b a s itlik  söz k onusu  olm ak zo ru n 
dad ır. M evcut h iç b ir  önerm ede b u n u  görm üyorum .

771 Bkz. Penrose, 1987, 1994; Ham eroff ve Penrose, 1996.
772 Bu birliğ in  dikkat çekici ve b iraz gizemli olarak değerlendirilip değerlendirilm eyeceği uz

m anlar arası b ir  çekişme konusu olarak görünm ektedir. Son derece saygın m atem atiksel fi
zikçi Eugene VVigner, 1960, ünlü b ir dersinde "m atem atiğin fiziki bilim lerdeki akıl alm az et- 
kinliği"ni açıklam ıştı. Bununla birlikte, güçlü teorem lerinden ikisi bu k itap ta  b ir  yerlerde 
sunulm uş olan, seçkin m atem atikçi Andrew Gleason m atem atik ve fiziki arasındak i uyumu 
yalnızca "m atem atiğin düzen bilim i olduğu"na ilişkin gerçeğin b ir yansım ası biçim inde de
ğerlendiren karşıt b ir  görüşü kabul e tti, 1990. Kendi kişisel bakış açım  Gleason yerine Wig- 
ner'inkine daha yakındır. Fiziğin tem ellerindeki geçerli m atem atiksel y asa larda  gördüğü
müz yalnızca olağanüstü  kesinlik değil fakat ayrıca incelik ve çok yönlülük bana, tek başm a 
dünyanın işleyişindeki "düzen"in tem elini o luştu ran  b ir ifadeden çok daha fazlası olarak 
görünür.



Fiziki gerçekliğ in  iş ley iş in i v u rg u lay an  şey in  m a te m a tik  o ldu ğ u n a  i l iş 
k in  b u  esk i Y unan sezg isi b ize o la ğ an ü stü  b iç im de h izm et e tm iştir. A m aç
lad ığ ım ız  hedefe o lan  u zak lığa  k a rş ın , ev ren in  b ild iğ im iz  en derin  düzey 
le rdek i iş lem lerine  ilişk in  d ik k a t çekici derecede e tk iley ici b ir  an lay ışa  
u la ş tığ ım ız ı b e lirg in  h a le  g e tird iğ im i um uyorum . B elirli m a tem atik se l 
kav ra m la r  geçm işte  özel o la rak  b a ş a r ılı  o lm a d u ru m la rıy la  göze ça rp m ak 
ta d ır . Gerçel say ı s is tem i ve geom etriye ilişk in  f ik irle r  b u n la r  a ra s ın d a d ır . 
B aşlang ıç ta  b u  s is tem a tik  b iç im de ilk  o la rak  eski Y u n an la r ta ra f ın d a n  ça 
lış ılm ış  Ö klitçi geom etriyd i fak a t d a h a  so n ra  f ik ir le r  Ö klit geom etris inden  
Lam bert, G auss, Lobaçevski, Bolyai, R iem ann, B eltram i ve d iğerlerin ink i- 
ne doğ ru  gelişti. D aha so n ra  M inkow ski uzay la  zam an ı b irle ş tirm em iz i 
söy led i ve E in s te in  b ize genel göreliliğe ilişk in  m u h teşem  eğik uzayzam an  
geo m etris in i sundu . A rşim et, F erm at, Nevvton, Leibniz, E uler, Cauchy, 
C a rtan  ve d iğer pek ço k la rın ın  in te g ra l ve tü rev  an a liz le ri ve ay rıca  d ife 
ran s iy e l denklem ler, in te g ra l denk lem leri ve değ işken  tü rev le r, b u  fik irle r  
geom etriy le  son  derece önem li b iç im le rde  b ağ lan m ış olm ak üzere, d ü n y a 
n ın  iş ley iş in i aç ık layan  b a ş a r ılı  k u ram la r  iç in  m u tlak  b iç im de y aşam sa l 
o ld u ğ u n u  k an ıtlad ı. M axw ell, B oltzm ann, G ibbs, E in s te in  ve d iğ e rle rin in  
b ize öğ re ttiğ i, çok büy ü k  say ıd a  tek il b ile şene  sa h ip  büy ü k  ve k a rış ık  fiz i
ki s is tem leri ele a lm am ıza  o lanak  sağ lay an  is ta tis tik se l f ik ir le r  de tem el
di. M atem atik , H e isen b e rg 'in  m a tr is  k u ram ı fik irle rin d e n  D irac, von  Ne- 
u m a n n  ve pek çok d iğ e rle rin in  k arm aşık  H ilb e rt u zay la rı, C lifford  ceb iri, 
göste rim  ku ram ı, son lu  b o y u tlu  fonksiyonel ana liz  vb 'ye  k a d a r  k u an tu m  
k u ram ın ın  d e rin  tem elin i o lu ş tu ru r .

M atem atiğ in , d ü n y an ın  işley işine  ilişk in  an lay ış ım ız ın  tem elin i o lu ş 
tu ra n  y a ln ızca  b e lirli iki g ö rü n ü m ü n ü  h e r  b ir in i s ıra s ıy la  ta r t ış a ra k  b e
lirtm ek  is te r im  çünkü  in an ıy o ru m  ki b u n la r  fizik i ku ram ım ızdak i ilke lerin  
önem li fa k a t büyük  o ra n d a  ele a lınm am ış so ru n la r ın a  ü s tü  k ap a lı b iç im de 
değ ineb ilirler. İlki, k u an tu m  m ekan iğ i iş lem lerinde, b a ş a r ılı  tü m  ilk  k u 
ra m la r ın  k u ru lm a sın ı sağ lam ış o lan  gerçel say ı s is tem in in  aksine, çok te 
m el o ld u ğ u n u  gördüğüm üz ka rm a ş ık  sa y ı s is tem in in  ro lü d ü r. İk incisiyse , 
fiilen  tü m  20. yüzyıl k u ram la rın d a , özellikle fizik i e tk ileşim lere  ilişk in  
a y a r  k u ram ın ın  fo rm ü lasy o n u y la  ilg ili o la rak  m erkezi b ir  önem e sah ip  
o lan  s im e tr in in  ro lüdü r.

İlk  o la rak  k arm aşık  sa y ıla rı ele alın . Bu sa y ıla rın  m a tem atiğ in d e  y a l
n ızca  özel b ir  s ih ir  b u lu n m a s ı değil fak a t ay rıca  D oğanın  k en d isin in  bu  
s ih ri kend i ev ren in i en d e rin  düzey lerde dokum akta  k u lla n ır  gö rünm esi de 
bu  k ita b ın  y ine lenen  b ir  te m as ı o lage lm iştir. Yine de b u n u n  d ünyam ıza 
ilişk in  doğru  b ir  özellik o lup  o lm ad ığ ın ı ya da b u  sa y ıla rın  fizik i k u ra m 
dak i geniş k u lla n ım la rın a  yol açan  şey in  yaln ızca  k en d ile rin in  m a tem a tik 



sel fa y d a la rı o lup o lm adığ ın ı da so rg u lay ab iliriz . S an ırım  çoğu fizikçi bu  
ik inci görüşe  eğilim  gösterm ek ted ir. B unun la  b irlik te  o n la ra  göre, tem el 
k u an tu m  ü s t  ü s te  b inm e ilkesin i, b iraz  fa rk lı b iç im de S chröd inger denk le
m ini, p o z itif  frek an s ko şu lu n u  ve k u an tu m  a lan  k u ram ın d a  o rtay a  çıkan 
sonsuz  b o y u tlu  "karm aşık  yap ı"nm  (§26.3) tem elin i o lu ş tu ra n  bu  sa y ıla ra  
ilişk in  ro lün  n iç in  k u an tu m  ku ram ı çerçevesinde böy lesine  ev rensel gö
rü n m esi gerek tiğ iy le ilg ili h â lâ  - b i r  tü r  aç ık lam aya gerek d u y a n -  gizem li 
b ir  şey  söz konu su d u r. Bu fizikçilere göre gerçel sa y ıla r  "doğal" ve k a rm a 
şık sa y ıla r  "gizemli" gö rünü r. B unun la b irlik te  tüm üyle  m atem atik se l b ir  
bak ış aç ıs ın d an  gerçel sa y ıla rla  ilg ili o la rak  karm aşık  sa y ıla rd a n  özellikle 
d ah a  "doğal" h e rh an g i b ir  şey söz k o n u su  değ ild ir. A slında k arm aşık  sa y ı
la ra  ilişk in  b ir  m ik ta r  gizem li m atem atik se l konum a b ak a rak  k a rş ıt  bak ış 
aç ısı da b en im sen eb ilir  ve b u n la r  b e lirg in  b iç im de d ah a  "doğal" ya da ger- 
çe lle rden  d ah a  " tan rı vergisi" o la rak  d eğerlend irileb ilir.

K arm aşık  sa y ıla rın  fizik  tem elindek i önem i -y a  da d ah a  b e lirg in  o la rak  
ho lom orfik liğ in  (ya d a  karm aşık  analitik lik ) ön em i- kend i özel b ak ış  aç ı
m a göre as lın d a  "doğal" b ir  şey o la rak  g ö rü lm e lid ir  ve k a rm a şa  esasen  d i
ğer tü r lü d ü r .773 Gerçel y ap ıla rın  fiz ik te  böy lesine  önem li b ir  ro l oy n ar gö
rü n m esi n as ıl söz konusu  olur? K uan tum  m ekan iğ ine ilişk in  s ta n d a r t  fo r
m alizm in  bile , k a rm aşık  sa y ıla ra  d ay a n m a sın a  rağm en, tüm üy le  h o lo m o r
fik  b ir  ku ram  olm adığ ı v u rg u lan m alıd ır. B unu, k u an tu m  g özlem leneb ilir
le rin in  H erm itse l iş lem cile r (ya da §22 .5 'te aç ık lanm ış no rm al o lan lar) t a 
ra f ın d a n  aç ık lan m asıy la  ilg ili a lış ıld ık  gerek lilik te  ve k u an tu m  ev rim in in  
(basit o la rak  k arm aşık  doğ ru sa l yerine) ü n ite r  doğasında, b u n la r  k a rm a 
şık eşlem e (z >—> z) k av ram ın a  b ağ lı o lm ak üzere, gö rü rüz . B unun la  ilg ili 
o la rak  d u ru m la r  a ra s ın d ak i önem li o rto g o n allik  özelliği ho lom orfik  o lm a
yan  b ir  kav ram dır. H erm itse l özellik, ö lçüm lerin  so n u ç la rın ın  gerçel sa y ı
la r  o lm ası ve ü n ite rlik se , kend isi yo luy la  k a rm a şık  b ir  z  gen liğ in in  ho lo 
m orfik  o lm ayan

z  >—* zz

işlem i u y arın ca  b ir  o lasılığa  çevrild iğ i "o lasılığ ın  korunm ası", d iğe r b ir  
dey işle m odül k a resi k u ra lın ın  sa ğ lan m ası, s ıra d a n  ta leb iy le  ilg ilid ir. Bu
n u n  tem el o larak , k u an tu m  ho lom orfik liğ in in  k ırıld ığ ı, "kuan tum  b ilg i
s i n i n  (diğer b ir  deyişle kudolan ık lık ; bkz. §23.10) "klasik  bilgi"ye (ölçüm 
olasılığı) çev rim inde o lduğunu  görü rüz . A lte rn a tif le re  ilişk in  o rtogonallik  
bu  ö lçüm ün y ine çok önem li b ir  özelliğ id ir. Bu nedenle, ho lom orfik  o lm a
yış ta m  da ö lçüm lerin  k u an tu m  k u ram ın a  su n u ld u ğ u  n o k ta d a  devreye g ir 
d iği gö rü lü r.

773 Bu felsefe, S m atris in in  holomorfik özelliklerin çok önemli olduğunu düşünen Geoffrey 
Chew'inkine yakın görünm ektedir. Bkz. Chew, 1962.



G erçel sa y ıla rın  ro lü n ü  e lb e tte  ay rıca  içe ris in e  k u an tu m  k u ram ı fo rm a
lizm in in  y erle ş tir ild iğ i a rd a la n  uzay zam an d a  da görü rüz . K üteleçekim le 
ilg ili O R 'nin k u an tu m  d u ru m  in d irg en m esin e  ilişk in  doğru  tem el olduğu 
o rtay a  ç ık a rsa  b u  d u ru m d a  gerçek uzay zam an ın  z >—» z z  işlem iy le ilg ili 
(holom orfik  olm ayan) gerçel say ı y ap ıs ın ı bu lacağ ız . B u rad a  belk i de b u r 
gaç k u ram c ıla rı iç in  ku ram ın  ho lom orfik  işlem lere  özgü güven in in  e ilişk in  
b ir  ders  söz kon u su d u r. Belki de öte ta ra f ta n  ayrık  tüm leşik  ilke lerle  ilg ili 
b ir  b iç im de k arm a şık  s ih ird e n  o rtay a  çıkan  b ir  ro l a ram alıy ız  ki böylece 
"uzayzam an" (§§3.3,5, §32.6 ve §33.1 'de ta rt ış ıld ığ ı üzere) gerçel say ı t a 
b an lı b ir  y ap ı yerine  tem elde y a ta n  ay rık  b ir  y ap ıya  sa h ip  o lsun . Ne o lu r
sa o lsun  b u ra d a  fiziki gerçekliğe ilişk in  m a tem atik se l ta b a n la  ilg ili o larak  
d erin d en  önem li k o n u la r  b u lu n d u ğ u n a  inan ıyorum .

Şim di s im e tr in in  m odern  fizik i k u ram d ak i tem el ro lüne  dönelim . Bu 
kav ram ın  fay d a sıy la  ilg ili h iç b ir  şü p h e  söz k onusu  değ ild ir. Hem  (Lorentz 
g ru b u y la  b a ğ la n tılı olarak) gö relilik  hem  de k u an tu m  ku ram ı ondan  son 
derece önem li b iç im de y a ra rla n ır . Öte ta ra f ta n  s im etriy i D oğanın y o lla r ı
n a  tem el o la rak  m ı yoksa r a s t la n tıs a l  ya da y ak laşık  b ir  özellik  o la rak  m ı 
değerlendirm eliy iz?

S im etriy i e sas  tem el k ab u l etm ek ve s im etrid en  h a lih a z ırd a  görünen  
sa p m a la r ı erken  evrendeki s im etri k ırılım ın m  b ir  özelliği o la rak  değerlen 
d irm ek  p arçac ık  fiziğ ine yönelik  pek çok m odem  yak laşım ın  b ir  ilkesi o la 
rak  gö rü lü r. A slında §13.1 ve §§15.2, 4 'te  b e lir tild iğ i üzere  b ü tü n lü k lü  s i
m e tri dem et b ağ la n tı f ik rin in  gerek li b ir  özelliğ id ir. D ahası §§25.5, 8 'den  
e lek trozay ıf k u ram a ilişk in  s ta n d a r t  ta v rın  U(2) s im etris in i, on u n  esasen  
e lek trozay ıf k uvvetlere  (§§15.1, 8) ilişk in  ay a r  k u ram ı b iç im inde  fa k a t n o r 
m alde  s im e tr in in  kend iliğ in d en  (Büyük P a tla m a d an  y ak laşık  10~12s sonra) 
k ırıld ığ ı d ü şü n ü len , b ir  ro l oynayab ileceğ i şekilde tem el o la rak  b ü tü n lü k 
lü  b iç im de değerlend irm ek  o ld u ğ u n u  an ım say ın . §28 .3 'ten  erken  evreni 
gerekli s im etri k ırılım ın ı sağ lam ak  üzere  çağ ırm an ın  b e lir li g üç lük lerin in  
b u lu n d u ğ u n u  an ım sayalım . Bu, e lek tro zay ıf k u ram d ak i U(2) s im e tr is in e  ve 
de ay rıca  GUT k u ra m la rın d a  işe  k o şu lan  çok d ah a  büyük  s im etrile re  u y 
gu lan ır.

G ut k u ra m la r ın a  ilişk in  b ü yük  s im etri g ru p la n  p a rç ac ık  fiziğ i ta b lo 
m uzu  gerçek ten  b a s it le ş t ir ir  m i? Ya d a  b u  b e lirg in  s im e tr ile rin  çoğu tem el 
o la rak  b a ş la n g ıç ta n  itib a re n  k ırık  o lsayd ı d a h a  m ı iy i o lurdu? Bu ik inci a l
te rn a tif  b ak ış  aç ıs ın d an  tem el k u ram larım ız d a  a lg ılad ığ ım ız  s im etr ile rin  
çoğu gerçek ten  yaln ızca  tem el düzeydeki y ak laşık lık la rd ır; böylece b u  b e 
lirg in  s im e tr ile rin  n ered en  ge ld iğ in i an lam ak  üzere  d a h a  d erin  b ir  a r a ş t ı r 
m a y ap m ak  zorundayız.



O lağan k u an tu m  k u ram ın d a  h e r  iki tü r  k ırık  s im etri ö rnek le rine  s a h i
biz. K endiliğ inden  s im etri k ırılım m ın  açık b iç im de m eydana geldiği, ö rn e 
ğ in  sü p e r ile tken lik  (U(l) k ın lım ı) ve d iğer o lg u la r gibi, iy i an laş ılm ış  d u 
ru m la r  söz konu su d u r. Öte ta ra f ta n  s im etri f ik irle rin in  b ir  o lguya ilişk in  
m ükem m el b ir  kav ray ış sağ lam ak  üzere  k u llan ılab ild iğ i fa k a t s im etrin in  
y aln ızca , d a h a  tam  fa k a t d a h a  az s im etrik  olup tem elde y a tan , a tom a iliş 
k in  sp e k tru m u n  s ın ıfla n d ır ılm a s ın d a  o lduğu g ib i d ah a  derin  b ir  k u ram 
d an  k ay n ak lan an  b ir  yak laşık lık  ta h m in i o lduğu  ö rn ek le r de söz k o n u su 
d u r.774 Bu iki d u ru m d an  h an g is in in  p arçac ık  fiziğ ine ilişk in  d ah a  d erin  b ir  
gelecek k u ram ın d a  d ah a  büyük  b ir  önem e sah ip  o lacağ ın ı zam an  g ö ste re 
cek.775

İlg ili b ir  konu o larak , b ir  tam  sim etri g ru b u n u n , b aş lan g ıç  o la rak  h e r 
hang i b ir  s im etrin in  yüklenm ediğ i y a p ıla r la  b ile  o rtay a  çıkab ileceğ i d u 
ru m la r  söz konu su d u r. B unu, h e rh an g i b ir  s im etrid en  yoksun  b iç im de 
k arm a şık  düzlem  y a m a la rın d a n  b ir  a ray a  g e tirilm iş  o la rak  d ü şü n eb ilece 
ğim iz R iem ann k ü res in in  k en d is in d e  görü rüz . B unun la b irlik te , sonuç tak i 
k a rm aşık  m an ifo ld u n  topo lo jisi S2 olm ak koşu luy la  b u n u n , (R iem ann 'a a it 
b ir  teo rem  vas ıtasıy la ) k a rm aşık  b ir  m an ifo ld  o la rak  R iem ann k ü resin e  eş
değer  o lduğunu  görü rüz , böylece ona ilişk in  s im etri g ru b u  ne k a d a r  d ü 
zensiz b iç im de b ir  a ray a  g e tirilm iş  o lu rsa  o lsun  ta m  o la rak  SL(2, C), d iğer 
b ir  dey işle y an sım a lı o lm ayan  L oren tz g ru b u  (§18.5), o lu r.776

D oğanın  gizem li sa f  say ı sa b itle riy le  (§31.1) ilg ili o la rak  b ir  so ru  söz 
k o n u su d u r. Bu say ıla r, s im etri k ın lım ı fik rine  ben zer b iç im de, (§28.6'da 
an ılan  W heeler/Sm olin  tü rü  önerm ede o lduğu gibi) son  derece erken ev
ren d e  m i sa p ta n m ış tır?  A slında C abibbo ve W einberg  a ç ıla rın a  (§25.7) 
ben zer bu  sa b itle rin  b a z ıla rı no rm ald e  yaln ızca  b u  tü r  b ir  yo lla  o rtay a  
çıkm ış k ab u l ed ilir. Ya da b u  sa y ıla r  gerçek ten  m atem atik se l o la rak , te 
m elde y a ta n  d ah a  d erin  b ir  k u ram  ta ra fın d a n  sa p tan m ış  o la b ilir  mi? So
n u n cu  b ak ış  aç ıs ı kendi k işise l te rc ih im d ir  fak a t bu  tü r  g ü v en ilir  b ir  k u ra 
m a sa h ip  o lm ak tan  uzak  gö rünm ektey iz .777

B ununla  ilg ili o lan  ilg inç b ir  so ru , zay ıf e tk ileşim lerin  (§25.3) a y n a l  
a s im e tris id ir . S ta n d a rt m odele yönelik  no rm al y ak laşım d a ayna l a s im e tri 
k u ram ın  çerçevesi içeris in d e  in şa  ed ilir. Öte ta ra f ta n  a r tık  n ö tr in o la rın  
(en az ın d a n  çoğunun) k ü tle li p a rç a c ık la r  (diğer b ir  dey işle  s ıf ır  o lm ayan  
d u rağ a n  kütle) o lduğu  gö zlem len m iştir  ve b u  gerçek za ten  o rijina l s ta n 

774 Dyson'daki, 1966, Freem an Dyson tara fın d an  sunulan  tan ıtıc ı yorum lara bakın.
115 Bkz. Penrose, 1988.
776 Bu gerçek genel görelilikteki asim ptotik  olarak düz uzayzam anların  asim ptotik  sim etrileri

ne ilişkin çalışm ayla ilgili olarak önem lidir; bkz. Sachs, 1962; Penrose ve Rindler, 1986.
777 Krş. Eddington, 1946.



d a r t  e lek tro zay ıf m odelden  b ir  sap m ay a  iş a re t eder. S o l-e lli b ir  n ö trin o  
b a s it  şe kilde, zay ıf e tk ileşim lere  ilişk in  tü m  ayna l a s im e tri iç in  "suç- 
lan"am az. K ütleli b ir  n ö trin o  tüm üy le  so l-e lli b ir  "zik" p arç ac ığ ı değ ild ir 
çünkü kü tley le  b irlik te  o ay rıca  sa ğ -e lli b ir  "zak" p a rç a s ın a  d a  sah ip  o lu r 
(bkz. §25.2). S ta n d a rt m odelin  (kütleli n ö tr in o la rın  dah il edileb ileceği b i
çim de hafifçe  gen işle tilm iş) b az ı b iç im le rinde  d ah a  önceki so l/sağ  s im e t
rik  m ode linden  gelen k en d iliğ inden  b ir  s im etri k ın lım ım n  söz k o n u su  o l
duğu  d ü şü n ü leb ilir. B unun la b irlik te  b u  ö rnek te  as im e trin in , erken  ev ren 
deki k en d iliğ inden  b ir  s im etri k ın lım ı yo luy la o rtay a  ç ıkm ası yerine , b a ş 
ta n  itib a re n  o rad a  b u lu n m a s ı "geleneksel" b ak ış  aç ısıd ır.

A yrıca zam an  a s im e tris in in  de (27 ve 28. bö lüm lerde  ta lep  ed ild iğ i ü ze 
re) b u  bak ış aç ısıy la  ele a lın m a sı gereken  b ir  konu  olup o lm ad ığ ın ı d ü şü 
neb iliriz . B unun la  b ir lik te  o kesin lik le  geleneksel b ir  "erken evrendeki 
kend iliğ inden  s im etri k ın lım ı"  yo luy la o rtay a  çıkam az. G eleneksel tab lo  
te rm o d in am iğ in  ik inci y a s a s ın d a n  fa y d a la n ır ,  onu tü re tm ek  üzere  k u lla 
nılam az.

34.9 Güzellik ve mucizeler

Gelin şim di m atem atiğ in , fizik i k u ram a en d erin  düzey le rinde  -e n  
az ın d a n  şim diye k a d a r  ö rdüğüm üz derin lik tek i b ir  d ü zey d e- tem el o lu ş 
tu rd u ğ u  gö rü len  d ah a  genel ve gizem li baz ı g ö rü n ü m le rin e  dönelim . Ku
ra m sa l a ra ş tırm a n ın  yönünü , n ed en se  cidd i b ilim se l y az ıla rd a  genellik le -  
şüp h esiz , b u  e tk ile rin  uygun  b ilim se l iş lem in  k a tı k u ra lla r ın d a n  b ir  hay li 
uzağa  sü rü k len m iş gö rünm esine  ilişk in  korku  n ed e n iy le - değinilm eyen, 
güçlü  iki itic i kuvvet ş id d e tli b iç im de etk iledi. B un ların  ilk i güzellik  ya da 
z a ra fe tt ir  ve b u  konuya k ita b ın  pek çok y erin d e  değ indim . İk inc isin i, s ık 
lık la  "m ucizeler" o la rak  a d la n d ır ıla n  şey lerin  k a rş ı konu lam az çekiciliği, 
şim diye dek yaln ızca  ü s tü  k ap a lı ç ıtla ttım  (§19.8, §21.5 ve §31.14'te); y ine 
de k iş ise l deneyim im le kefil o lab ileceğ im  üzere  b u n la r  as lın d a , b ir in in  
a ra ş tırm a s ı üze rin d e  güçlü  b ir  etk i uygu layab ilir.

Bu bö lü m ü n  ana  k o n u su  o lan  m ucize ler so ru n u n a  gelm eden  önce önce
lik le güzellik  k o n u su n a  dönelim  çünkü  bu  ik isi b ağ lan tıs ız  değ ild ir. Ü stte  
b e lir tild iğ i üzere fiziki k u ram d a  tem el b ir  gelişim  g erçek leştirm iş  o larak  
a lg ıla n an  f ik irle rin  pek çoğu ay rıca  ikna edici b iç im de güzel o la rak  da gö 
rü lecek tir. Son derece ta m  ilk  fizik i k u ram ın , eski Y u n an la r ta ra fın d a n  
fo rm üle  ed ild iğ i üzere uzay  k u ram ın ın  tem elin i o lu ş tu ra n  Ö klitçi geom etri 
şü p h e  gö tü rm ez b ir  güzelliğe sa h ip tir . Bin beş yüz yıl son ra , so n rad a n  
L agrange denklem i ve H am ilton  fo rm alizm leri (§20.4) yo luy la  aç ığa çık tığ ı



üzere, tem elde y a ta n  derin  ve güzel s im p lek tik  y ap ıs ıy la  b irlik te  N ew toncı 
d inam iğ in  o la ğ an ü s tü  za ra fe ti geldi. M axw ell e lek tro m an y etizm asın ın  
m a tem atik se l b iç im i de ay rıca  esasen  n e f is t ir  ve E in ste in  genel gö re liliğ i
n in  m uh teşem  m a tem atik se l güzelliğ ine şü p h e  yoktur. A ynısı k u an tu m  
m ekan iğ in in  y ap ıs ı ve ona ilişk in  pek çok be lirg in  özellikle ilg ili o la rak  da 
söy leneb ilir. K uantum  m ekaniksel sp in in , D irac 'ın  görelilikçi dalga denk 
lem in in  ve F eynm an ta ra f ın d a n  g e liş tirilen  QFT fo rm alizm indek i yol in- 
te g ra lin in  o la ğ an ü stü  m atem atik se l z a ra fe tin i ay ırıyorum .

Yine de bu  düzen lerdek i şü p h e  gö tü rm ez m atem atik se l güzelliğ in , b a 
s it o la rak  s a f  m a tem atik  b iç im inde, bağ ım sızca  p a rla y an  b ir  şey olup o l
m ad ığ ın ı so rgu layab ilm em iz o n la rın  ev ren in  işley işiy le  bu  denli uyum lu  
o lm asına  ilişk in  d ik k a t çekici gerçekle ilg ili değil m idir? S af m a tem atiğ in  
baz ı değerli ta ş la n  ya da iş a re t ış ık la rın a  sa h ip  yaln ızca  m atem atik se l y a 
p ıla r  o la rak  k a rş ıla ş tır ılm a y a  n a s ıl k a tla n ırla r?  O ldukça iyi fak a t o k ad a r 
da k a ra rlı o lm ayan  b ir  b iç im de ayağa d ik ild ik le rine  inan ıyorum . Saf m a 
tem atik , fiziki dünyay la  h erhang i a y ır t  ed ileb ilir  b ir  b ağ a  sah ip  o lm ayan  
ve henüz k a rş ıla ş tığ ım ız  fiziki k u ram ların k in e  e ş it ya da onu a şa n  b ir  g ü 
zelliğe sa h ip  pek çok cism e sa h ip tir . (Ayrıca bkz. §16.2.)

Şim di m atem atik tek i, fizik üzerindek i etk in in  -e n  az ın d an  şim diye 
d ek - asg ariy e  ind iğ i baz ı d erin  ve güzel gelişm eleri ele alalım . C an to r'u n  
sonsuz  k u ram ı d ikkate  değer b ir  ö rnek tir. B ana göre bu, tü m  m atem atik  
ta rih in d ek i en o la ğ an ü stü  güzellik tek i k a tk ıla rd a n  b irid ir . B unun la b ir lik 
te  b ild iğ im iz  k ad a rıy la  son derece küçük  b ir  k ısm ı fiziki d ü n y an ın  iş ley i
şiyle ilişk iye sah ip  g ö rü n ü r (bkz. §§16.3, 4, 7). Aynı konu, m atem atik se l 
k av ray ışa  ilişk in  b ir  d iğer heybe tli b a şa rıy la , C an to r 'un  sonsuz  kuram ıy la  
y ak ın d an  ilg ili b ir  devam cıyla, d iğer b ir  dey işle  G ödel'in  ü n lü  eksik lik  teo 
rem iyle (diğer b ir  dey işle § 16.6) ilişk ili o la rak  o rtay a  çıkar. Ayrıca, ş im d i
ye k a d a r  fizik le o ldukça s ın ırlı b ir  b a ğ la n tıs ı o lduğu  görü len  ka tego ri k u 
ram ın a  (§33.1) a it geniş k ap sam lı ve d erin  f ik irle r de söz k o nusudu r.

Bu son  iki a lan d a , 21. yüzy ılda  gelişeb ilecek  fizikle önem li b ir  ilişk in in  
söz k o n u su  olab ileceğ ine d a ir  m aku l b ir  b e lir ti m e v cu ttu r  (§34.7, §33.1) 
fak a t b u  o ldukça k u rg u sa ld ır. G eliştirilm iş o lan  derin  ve güzel m a tem a tik 
sel k u ram la rın  büyük  çoğunluğu  iç in  fizikle önem li b ir  b a ğ lan tın ın  o rtay a  
çıkm ası çok d ah a  az m aku l gö rünü r. Ö rneğin Andrevv VViles'm, 350 y ıld an  
faz la  d irenm iş o lan , "F erm at'nm  Son Teorem i" o la rak  b ilin en  sav ın  d o ğ ru 
la n m as ın ı gerçek leştirm ek tek i d ikka t çekici 20. yüzyıl b a şa r ıs ın ı ele a la 
lım . Bu, m uh teşem  m atem atik se l f ik ir le r  b a r ın d ırm a s ın a  rağm en, k en d ile 
r in i an lad ığ ım ız  b iç im iy le fizik i y a s a la rd a n  o ldukça uzak  gö rünür. 20. 
yüzyılda, hem  sü rek li hem  de ay rık  b a s it  g ru p la rın  s ın ıfla n d ır ılm a s ı g ibi 
b aşk aca  pek çok m ü th iş  gelişm e gerçek leşti. B u rada kesin lik le  fiziğe dö 



n ü k  u y g u la m a la r  söz k o nusu  o ldu  fa k a t bu  b a s it  g ru p la r  k u ram ın ın  bize 
b ir  "fiziki ku ram " sağ lad ığ ın ı söy lem ekten  uzak tır. M atem atik se l s ın ıfla n 
d ırm a la r  yaln ızca , fiz ikçile rin  o la s ılık la r ın  ne o lduğunu  görm elerine  o la 
n ak  sağ lam ası b ak ım ın d an  fay d a lıd ır . B ir d iğer örneği ele alalım . 19. y ü z
yıl R iem an n 'ın  nefis  ^ -fonksiyonu  k u ram ı ve onun  a sa l sa y ıla rın  d ağ ılı
m ıy la b a ğ ın tıs ın a  şa h itlik  e tti. H âlâ k an ıtla n am a m ış  R iem ann h ip o tez in in  
(§7.4) şü p h e  gö tü rm ez güzelliğ i ve büyük  m a tem atik se l önem ine k a rş ın  bu , 
f iz ik ten  neredeyse e ş it derecede u zak tır . A slında b u ra d a  fizik le b ir ta k ım  
ilgi çekici b ağ la n tı m e v c u ttu r778 fak a t R iem ann  k u ram ın ın  b ize fizik i d ü n 
yaya a it b ir  m odele benzer h e rh an g i b ir  şey  sağ lad ığ ın ı sav u n m ak  güçtü r.

G eleceğin fiziğ inde, d a h a  büyük  kü tleye sah ip  d e rin  ve güzel b ir  m a te 
m atik le  yak ın  b ir  ilişk i o lacağ ın ı m ı beklem eliyiz? Ya da m a tem atik  ve f i
zik a ra s ın d a k i ilişk in in  gerçek tek inden  d ah a  yak ın  o lduğuna in an m ak ta , 
fizik i k u ram d a  şim diye dek gö rdüğüm üz b a ş a r ıla r  ta ra f ın d a n  y an lış  mı 
yön lend irilm ek tey iz?  Soru d ah a  açık o la rak  Şekil 1.3 b iç im inde ifade ed i
leb ilir . P la toncu  m a tem atik  d ü n y an ın  ne k a d a rı "ilk gizem "i g ö ste re n  okun 
ta b a n ın d a  y er a lm ak tad ır?

A yrıca, fiziki d ü n y an ın  d av ra n ış ın ı yönetm ekte d e rin  b ir  ro l b u la n  şe
y in  ne tü r  b ir  m a tem atik  o lduğunu  a lg ılam an ın  h e rh a n g i b ir  yolu  olup ol
m ad ığ ın ı da so rab ilir iz . İlgi çekici b ir  konu. Belki de m a tem atik  ve fizik  
a ra s ın d a k i gizem li ilişk iy i yöneten , tem elde y a ta n  can  a lıcı e tm en le r gele
cekte d ah a  iy i an laşılacak .

Ü sttek ine b en z er değ erlen d irm elerin  okura, m a tem atik se l güzelliğ in  
k en d is in in  en iy im ser görüşle , m uğ lak  b ir  k ılavuz o lduğunu  b e lirg in  hale  
g e tird iğ in i um uyorum . Yine de k ita b ın  d a h a  önceki pek çok yerinde b e l ir t
tiğ im  üzere, hem  m atem atik se l hem  de fizik i y a rg ıla rın , k u ram sa l fizik  
iç e ris in d e  iz lenecek  en verim li çizg ilerle  ilg ili k a ra r  verm ektek i d ik k a t çe
kici ro lü n d en  kuşk u  duym ak g ü çtü r. B un ların  çoğu incelik li b ir  n ite liğe  
s a h ip tir  ve çeşitli a l te rn a tif le rd e n  h an g is in in  izlenecek en etk ili yol o ld u 
ğ una  k a ra r  verm en in  son  derece k iş ise l b ir  konu o ldu ğ u n a  in an m ak  ko lay 
d ır. B unun la  b ir lik te  zam an  zam an  fizik i d ü n y an ın  m atem atik se l k u ra m 
la rın a  ilişk in  a ra ş tırm a la rd a , böy lesi seçim ler üzerin d e  tek b a ş ın a  m a te 
m a tik se l z a ra fe tte n  çok d a h a  güçlü  b ir  etkiye sah ip  o lan  b ir  şey  o r ta y a  ç ı
k a r  ve bu  ben im  "m ucize" o la rak  ad lan d ırd ığ ım  şeydir.

"K uantum  kütleçekim " fik ir le r in in  yak ın  ta r ih in d e  böy lesi şey lere  i l iş 
k in  pek çok örnek düşü n eb iliy o ru m . B u n lard an  b iri, s ta n d a r t  E in s te in  ge

™ R iemann hipotezinin fizikle olan bağ lan tısına ilişkin b ir tartışm ayla ilgili bkz. du Sautoy, 
2004; ayrıca bkz. Berry ve Keating, 1999. LANLarXiv'in hızlı b ir  ta ram ası (Euler) (-fonksiyo
nunun düzenli hale getirilm esinin önem ini gösterir; son sayım da 136 tıklama!!!



nel görelilik  k u ram ın a  a it ÛFT'ye yönelik  ted irgey ic i yak laşım  ik inci d e re 
ceden  n o rm a lle şe b ilir  o lm ayan  ıra k sa m a la ra  yol açarken  sü p e rs im e tri 
devreye soku ld u ğ u n d a  ıra k sa k  te rim le rin  m ucizevi b iç im de sad e le ş tik le ri 
sü p e r kü tleçek im  k u ram m d ay d ı (§31.2).779 Bu sadeleşm e çok sa y ıd a  te rim i 
içeriy o rd u  ve b ir  sü re liğ ine  pek  çok sü p e r kü tleçekim  a ra ş tırm a c ıs ı t a r a 
f ın d an  bu  apaçık  sadeleşm e "m ucize"sin in , ku ram ın , yen iden  norm alleşe- 
b ilirliğ in  bu  yo lla  tüm  derecelerde beklenebileceğ i -v e  b u ra d a n  h arek etle  
doğru  k u an tu m  kütleçekim  k u ram ın ın  yak ında  o rtay a  ç ıkacağ ı!- şekilde 
doğru  yo lda  o lduğuna ilişk in  b ir  iş a re t o lduğu  d ü şü n ü ld ü . Ne yaz ık  ki s ü 
p e r  kü tleçek im  a ra ş tırm a c ıla r ı ü çüncü  derece h esap lam ay ı g erçek le ş tire 
b ild ik le rin d e  yen iden  n o rm a lle şe b ilir  o lm ayan  ıra k sa m a la r  geri döndü . Bu 
yüksek b o y u tlu  d eğerlend irm elere  yol aç tı fa k a t iş le r  b ir  sü re liğ in e  d u r 
g u n la ş tı. D aha so n ra  1990 'ların  so n u n d a , §§31.4, 14 'te aç ık land ığ ı üzere, 
sü p e r  kü tleçekim  M -k u ram ın a  g ö tü ren  yo lun  b ir  p a rç a s ı o la rak  yen iden  
can lan d ırıld ı.

Sicim  ku ram ı ve M -k u ram ın ın  k en d ile rin in  böy lesi pek çok m ucize t a 
ra f ın d a n  y ö n len d irild iğ in d en  em inim . En önem lile rinden  b ir i kesin lik le , 
kend is i yo luy la  açık b iç im de çok fa rk lı o lan  sic im  k u ram la rın a  ilişk in  kafa 
k a r ış t ır ıc ı b ir  derlem en in , §31 .14'te aç ık land ığ ı üzere, "M -kuram ı" ad ı v e
r ile n  tek  b ir  büyük  düzende b ir le ş tir ileb ileceğ in e  ilişk in  güçlü  b e lir tile r  
elde e ttiğ i, ayna s im e tr ile rin in  keşfiyd i. Bu ayna s im etrile ri s ih irliy m iş  g i
b i h a re k e t e tti ve d ah a  önce b irb ir iy le  ilg isizm iş g ib i g ö rünen  say ıla rın , 
§31 .14'te aç ık lan an  C andelas ve m e sle k ta ş la r ı ta ra fın d a n  gerçek leştirilen  
h e sa p la m a la ra  ilişk in  d u ru m d ak i g ib i, ayn ı o lduk ları gö rü ldü . Bu k es in 
likle, sözcüğü  b u ra d a  ku lland ığ ım  an lam d a  b ir  "m ucize" o la rak  n ite le n d i
r ilir . C an d elas 'm  ayna s im e tr is i k u llan d ığ ı h esap la m as ın d a  elde edilen  
317206375 say ıs ı so n u ç ta  ceb ir  g eom etric ile ri ta ra fın d a n  d o ğ ru lan d ığ ın d a  
b u n u n , yen i s ic im /M -k u ram m m  doğru  yo lda olm ak zo ru n d a  o lduğuna 
ilişk in  ikna edici k an ıt su n a n  b ir  m ucize o la rak  se lam lan d ığ ın d an  em i
nim ! D urum  böyle o lsa da o lm asa  da bu  "m ucize" kesin lik le , ayna s im e tr i
si fik rine  ilişk in  m atem atik se l gö rü n ü m lerle  ilg ili m ükem m el b ir  destek  
su n m a k ta d ır. A slında so n rad a n  bu  konuya ilişk in  çok d ah a  s a f  b ir  m a te 
m a tik se l ilg i u y a rıld ı ve a r tık  içerilen  şey in  çoğuna ilişk in  iyi b ir  s a f  m a 
te m atik se l kav ray ış  elde ed ild i.780

Böylesi açık m ucize ler gerçek ten  fizik i b ir  ku ram a yönelik  yak laşım ın  
d o ğ ru lu ğ u n a  ilişk in  iyi k ıla v u z la r m ıd ır?  Bu d erin  ve zo r b ir  so ru d u r. B a
zen öyle o ld u k la rın ı d ü şü n e b ilir im  fa k a t bu  tü r  şey lerle  ilg ili son  derece

779 Bkz. Wess ve Bagger, 1992 ve not 31.13.
™ Bkz. not 31.57 ve not 31.58.



d ik k a tli o lunm ak  zo ru n d ad ır. D irac 'ın , ken d isin e  a i t  da lga  denk lem in in  
e lek tron  sp in in i o tom atik  o la rak  içerd iğ ine  ilişk in  keşfi de, B ohr'un  h id ro 
jen e  a it doğru  atom ik  sp e k tru m u  elde etm ek üzere  aç ısa l m om entum  kuan- 
tizasyonu  k u llan ım ın d a  ya da ben zer b iç im de E in s te in 'ın , ken d is in e  a it 
yak laşım da, kü tleçek im e genel göreliliğe a it eğik uzay  yo luyla y a k la şm a
n ın  gerçek ten  de -a s tro n o m la r ı d ah a  önce 70 y ılın  üzerin d e  u ğ raş tırm ış  
o la n -  M erk ü r 'ü n  gü n b eri h arek etiy le  ilg ili doğru  y an ıtı v erd iğ in i fa rk  ed i
şinde  o lduğu  gibi, bu  tü r  b ir  m ucize o la rak  gö rü leb ilir. Ö te ta ra f ta n  b u n 
la r  açık  b iç im de, o rtay a  konm uş o lan  k u ra m la rın  uygun  fizik i so n u ç la rıd ır  
ve m uc ize le r ilg ili k u ra m la ra  ilişk in  etk ileyici d o ğ ru lam a la r  su n m u ştu r. 
B ü tünüy le  m a tem atik se l o lan  m uc ize le rin  kuvvetin in  ne o lduğu , sü p e r 
kü tleçek im  ya d a  ayna s im e tr is i d u ru m la rın d a k i gibi, d ah a  az belirg in d ir. 
Bu tü r  m a tem atik se l b ir  m ucizeye ilişk in  m a tem atik se l b ir  kav ray ış  n ih a 
y e t elde ed ild iğ inde b u n u n , b ir  dereceye k ad a r, ele a lın an  m ucizen in  
"m askesin i düşürm e"yi sağ lay ab ilm e o lasılığ ı söz k onusu  olur. Böyle o lsa 
b ile  bu , h e r  zam an  kend i uygun  ta r ih i çerçevesinden  görü lm ek  zo ru n d a  
o lan  m ucizen in  ken d isin e  ilişk in  psiko lo jik  kuvveti tüm üyle  o r ta d a n  kald ı- 
ram ay ab ilir .

B unun la  b irlik te  b ir  şey  k e s in d ir  ki bu  tü r  m atem atik se l m ucize ler h e r  
zam an  em in b ir  k ılavuz olam az. B urgaç k u ram ın a  ilişk in  kend i ça lışm a la 
rım  e sn as ın d a , te rim i b u ra d a  k u llan m ak ta  o lduğum  an lam ıy la  "m ucize- 
ler"in  yön lend iric iliğ i a ltın ı g ird iğ i görü len  çeş itli pek  çok say ıd a  teşv ik le 
k a rş ıla ş tım . Tekil b u rg a ç la ra  a it tü rd e ş  fo n k siy o n la rın  k ü tle s iz  a lan  d enk 
lem lerine  genel çözüm ler ü re tm es in in  keşfi (§33.8) b u n la rd a n  b iriyd i; b ir  
d iğeriyse  §33.11'dek i çizg isel o lm ayan  g rav ito n u n  o lu ş tu ru lm asıy d ı. B un
la r  b u rg aç  k u ram ın ı "doğru  çizgilerde" o lduğuna ilişk in  ne derece güçlü  
b ir  b e lir tid ir?  Yine d ikka tli o lunm ak  zo ru n d ad ır. B urgaç k u ram ın a  ilişk in  
m ucize lerle  sic im  k u ram ın ın k ile r  a ra s ın d a  b ir  k a rş ıla ş t ırm a  yapm ay ı is te 
m iyorum . Öte ta ra f ta n  h e r  ik is i de b e lirg in  iş a re t lev h ası o lam az çünkü  
§33.14 'te b e lir tild iğ i üzere, v a r  o ld u k la rı h a lle riy le  iki k u ram  b irb iriy le  
b ağ d aşm am ak tad ır!

Yine de b u  y o ru m la r yaln ızca , b u  k u ra m la rın  "şu anki" d u ru m la rın d a n  
an lad ığ ım  şey iç in  geçerlid ir. Y alnızca geçm iş b irk aç  ay iç e ris in d e  m eyda
n a  gelen heyecan  veric i gö rü n ü m lü  b az ı gelişm eler önceki p a ra g ra fta  
u la ş tığ ım  sonuç y o ru m la rın ı tüm üy le  a lt ü s t  edeb ilir. B un lar, sicim  k u 
ram sa l f ik ir le r in  bu rg aç  k u ram ı bağ lam ın d ak i, öncelik li o la rak  Edvvard 
VVitten'e a it son  derece y a ra tıc ı b az ı u y g u la m a la rıd ır  (ve b u n la ra  §31.18 
ve §33.14 'te k ısaca  değ inm iştim ).781 Bu gelişm elerde sic im  k u ram ı s ta n 



d a r t d ö /t-b o y u tlu  uzayzam an  fiziğ ine u y g u la n m ak tad ır  ve gerçek p a rç a 
cık e tk ileşim le riy le  do laysız ilişk iye sa h ip  g ö rünen  ve bu  yolla önceki p a 
ra g ra f ta  ifad e  e ttiğ im  sicim  ku ram ı b iç im inde önem li b ir  k ırılm ay ı tem sil 
eden tü rd ek i Y ang-M ills e tk ileşim le riy le  ilg ilid ir. Bu n as ıl gerçek leştirilir?  
E sasen  bu, sicim  k u ram ın a  ilişk in  R iem ann yüzey lerin in  dön ü ştü rü leceğ i 
"hedef uzayı"nı, "s tan d a rt"  sicim  k u ram ın a  ilişk in  "ek u zam sa l boyu tla r"ı 
sağ lam ak  üzere  çağrılm ış o lan  C alab i-Y au  k arm aşık  3 -m an ifo ld u  (§31.14) 
b iç im inde değil fak a t PT izd ü ş ü m se l burgaç  u za y ı  (bir CP3; bkz. §33.5) 
o lan  k arm a şık  3 -m an ifo ld  b iç im inde  değerlend irm ek  yoluy la y ap ılır. G ör
düğüm üz üzere  b u rg aç  g eom etrisi aç ık  b iç im de o lağan  4 -b o y u tlu  uzayza- 
m an la  ilg ilid ir  ve hiçb ir  "ek uzay  boyutu" söz konusu  değildir! Bu yeni f i
k ir le r  aç ık lan d ığ ın d a  h â lâ  içerilen  b ir  sü p e rs im e tri söz k o n u su d u r ve 
PT 'ye ilişk in  bu  sü p e rs im e trik  versiyon  esas  o la rak  b ir  tü r  "C alabi-Y au 
uzayı" b iç im inde  değ erlen d irileb ilir. (Bu, belirli b ir  "anom ali"nin  sa d e le şe 
ceği şek ild ed ir fak a t b an a  öyle geliyor ki bu  tü r  anom ali sa d e le ş tirm e  g e
rek liliğ ine  o lasılık la  faz la  değer v erilm ek ted ir  ve belk i de sü p e rs im e tri 
gerçekten  gerekli değildir.) Bu yeni fik irlerde , o ld u k la rı ha lleriy le , R i
em ann  yüzeyleri cins l 'e  sa h ip  o la rak  kabu l ed ilir  {bkz. §8.4); d iğer b ir  d e 
yişle  o n la r  R ie m a n n  kü relerid ir .762 Bu, "sicim" f ik irle rin in  içeris ine  d ah a  
önceden d ah il ed ild iğ i epey önceki b ir  bu rgaç  ku ram ıy la  gerçekleşecek 
fark  ed ilir  b ir  ilişk iye o lanak  sa ğ la r .783

Sicim kuram ı, b an a  son derece dayan ık lı b ir  yol g ib i gö rünen  şeyle bu 
b iç im de değ işm iş hale  g e leb ilirse  o ha lde  o k u ram a ilişk in  "m ucizeler" n a 
sıl b ir  fiziki an lam a sah ip  olur? A slında (dolaylı da olsa) önem li b ir  a n la 
m a sa h ip  o lacak ları ve (R ichard T h o m as 'ın  §31.18 'de a lın tılan m ış  o lan  y o 
ru m u n d a  ile ri sü rü ld ü ğ ü  üzere) "sahne a rd ın d a  sü ren" şeye ilişk in  daha 
iyi b ir  k av ray ış ın  çok d ah a  kolay b iç im de gün  yüzüne çıkab ileceğ in i ta h 
m in  ediyorum . Sicim k u ram ın d a  güçlü  o lan  b ir  şey özü tlen ip  uzayzam an  
boy u tlu lu ğ u  ö tesine  o lan  gerekli b ağ lılık tan  ay rıla b ilir  mi? O labilir. E sa 
sen  doğru  görünen  şey, R iem ann k ü re le rin in  k a rm aşık  m a n ifo ld la ra  dö 
n ü ş tü rü lm e s in e  (ya da ay rıca  belk i de R iem ann yüzey lerin in  d ah a  yüksek 
c in sle re  dönüştü rü lm esine) d ay a n an  b ir  k u an tu m  a lan  k u ram ı fik rinde  d e
r in  b ir  şey  b u lu n m a s ıd ır784 ve b u  tip  b ir  şey, k a rm aşık  m a n ifo ld la rın  (iz
düşüm sel) b u rg aç  u zay la rı o lduğu  yeni b ağ lam d a  h â lâ  an lam lı o lab ilir.

782 Bu, söz konusu Riemann yüzeylerinin, uzayzam an noktalarını gösteren burgaç uzaylarının 
çizgileri olm alarını kendiliğinden kısıtlam az, bkz. §33.5 fakat "yüksek dereceli" eğriler ola
bilirler. Temel olarak "cins 0 koşulu" bize, içerilen herhangi b ir "kapalı döngü"nün söz ko
nusu olmadığı Yang-M ills işlem ler ağacıyla (§ 26.8) ilgilenildiğini söyler.

78î Shaw ve Hughston, 1990; Hodges, 1985, 1990a, 1990b.



B ununla  b irlik te  g erçek ten  n e le r o lm ak ta  o lduğu  h â lâ  büyük  o ran d a  b ir  
gizem  g ib i gö rünür.

34.10 Derin sorular yanıtlanır, daha derinleri sorulur

D aha önceki b irk aç  bö lüm de aç ık la n an la ra  benzer k o n u la r  günüm üz f i
ziki kav ray ış ı içe ris in d e  y an ıt b u lm a k ta n  uzak tır; o n la ra , 21. yüzyıldak i 
b ir  gelecek fiziğ inde önem li ışık  tu tu la c a ğ ın ı um ab iliriz . Öte ta ra f ta n  20. 
yüzyıl so n u n d ak i k av ray ış ım ızd a  gerçek leştirm iş o lduğum uz şeye b a k a r 
sak  in sa n  ırk ı h ak lı o la rak  önem li b ir  g u ru r  duyab ilir. Eski in sa n la r  için 
son  derece kafa k a r ış t ır ıc ı -v e  bazen  k o rk u tu c u -  o lm uş o lan  pek çok soru  
y a n ıtla r ın ı b u ld u  ve bu  y a n ıtla r  ış ığ ın d a  o lum lu  b iç im de d av ranm ak  ço
ğ u n luk la  o lanak lıd ır. Çoğu h a s ta lık  d eh şe ti a r tık  yaln ızca  (bilim sel y ö n te 
m in  p a h a  b içilem ez olduğu) m odern  ila ç la r  nedeniy le değil fak a t ayrıca 
(röntgen, u ltra so n , tom ografi, vb gibi) m odern  teknoloji ku llan ım ı yoluyla 
erken  te şh is  yan ı s ıra  (ışınım , laze rle r, vb gibi) çok yönlü  fizik tedav i n e 
deniyle de h e rh an g i b ir  ko rkuya sebep olm az. Bu teknoloji sıkça fiziğe i l iş 
k in , eski çağ  in sa n la rın ın  e rişem ediğ i derin  b ir  k av ray ışa  bağ lıd ır. Aynı 
tip tek i kav ray ış  b ize h id ro e lek trik , e lek trik  ay d ın la tm a , e lem entle re  karşı 
ko ru n m a sağ lay an  m odern  m alzem eler, te lev izyon  ve m obil ile tiş im , b ilg i
sa y a r  teknolo jisi, in te rn e t, çeş itli b iç im lerdek i m odern  u la şım  ve m odern  
y aşam la rım ız a  ilişk in  say ısız  b aşk ac a  gö rü n ü m le r g ib i fa rk lı pek çok şey 
sundu .

Bu gelişm elerin  pek çoğu kesin lik le  şu  ya da bu  b iç im de fiziğe do lay 
sızca b ağ lıd ır . D ahası k im yan ın  tem el k u ra lla r ı da ayrıca, b u gün  a n la ş ı l
d ık la rı b içim iyle, e sa se n  (uygulam ada değilse b ile  ilkede) k u an tu m  m eka
n iğ in in  k u ra lla r ın d a n  gelen  fizik i k u ra lla rd ır . Biyoloji fiziki y a sa la ra  in 
d irg en e b ilir  o lm ak tan  epeyce u z a k tır  fak a t b iyolojik  d av ran ış ın , köken 
o larak , a r tık  tem el o la rak  an lad ığ ım ız  fizik i e tk in lik lere  b ü tü n ü y le  bağ lı 
o ldu ğ u n a  in an m am ak  iç in  (b ilinç ten  ayrı olarak) h iç b ir  neden  yok tu r. Bu
ra d a n  h arek etle  biyoloji ay rıca  sonuç o la rak  m a tem atik  ta ra f ın d a n  kon tro l 
e d ilir  gö rünm ekted ir.

Ö rneğin  b ir  to h u m u n  y aşay a n  b ir  b itk iye  gelişeb ild iğ i, h e r b itk in in  
m ükem m el y ap ıs ın ın  ayn ı tü rd e  to h u m d a n  gelen  d iğ e rle rin in  y ap ıs ıy la  en 
ince ay rın tıy a  k a d a r  b en z er o lduğu , m ucizevi b iç im i dü şü n ü n . B urada de
r in  b ir  tem el o lu ş tu ra n  fizik  söz k o n u su d u r çünkü b itk in in  gelişim in i 
k o n tro l eden  DNA, y a p ıs ın ın  sü rek lilik  ve dayan ık lılığ ı (Schrödinger'in  
1967'de, son  derece e tk iley ici küçük  k itab ı W hat is L ife? 'da  (Yaşam Nedir?)



b e lir ttiğ i üzere)785 y aşam sa l b iç im de k u an tu m  m ekaniği k u ra lla r ın a  bağ lı 
olm ak üzere, b ir  m olekü ldür. D ahası b itk in in  gelişim i n ih a i o la rak , onu 
o lu ş tu ra n  tek il p a rç ac ık la r ı yöneten  ayn ı fizik i kuvvetler ta ra fın d a n  y öne
tilir . İlg ili o la n la r  köken o larak  esasen  e lek trom anyetik tir, b u n u n la  b ir lik 
te  yeğin  n ü k lee r kuvvet ne tü r  çek irdek lerin  o lanak lı o lduğunu  ve böylece 
hang i tü r  a to m la rın  m evcu t o lab ileceğ in i b elirlem ek te  y aşam sa ld ır .

Zayıf kuvvet de büyük  ölçekte gördüğüm üz o lg u la rd a  kend i ro lü n ü  oy
n a r  ve b u  kuvvetin , zay ıflığ ına  k a rş ın  (yeğin kuvvetin  dayan ık lılığ ın ın  y a l
n ızca  İO-7 ve e lek trom anyetizm a d ay an ık lılığ ın ın  10~s katı), in sa n  tü rü n ce  
deneyim lenm iş o lan  en d ram a tik  o lay la rın  b az ıla rın a  sebep  o lab ilm esi 
d ikkat çekicid ir. Ç ünkü, d ü n y an ın  iç indeki rad y o a k tif  bozunum  yoluyla 
dünya m ag m asın ın  ıs ın m as ın d an  büyük  o ran d a  so rum lu  o lan  şey zay ıf 
kuvvettir. Özellikle vo lkanik  p ü sk ü rm ele r onun  m irasıd ır . D ünya ta r ih in 
de, devasa  b ir  vo lkanik  p a tlam ay la  e tra fa  sa ç ılan  to z la rın  o lu ş tu rd u ğ u  h e 
m en hem en  sü rek li b ir  ö rtü  neden iy le  yak laşık  İS 535 'te  b aş lay ıp  b irkaç 
yıl sü ren  dünya çap ın d a  k ıtlık la r  ve tip ik  o lm ayan  soğuk iklim  söz k onusu  
oldu. Volkan o la sılık la  535 'te ve aynı şekilde (fakat bu  kez o k a d a r  ş id d e tli 
değil) m odern  çağda, 1883'te, feci b iç im de p ü sk ü ren  Ja v a  y ak ın la rın d ak i 
K rakatoa 'y la  ayn ı nesneydi.

U ygar iz ley ic ilerine  d ah a  da d ram a tik  gelen b ir  şey o lasılık la  T hera  
(Santorini) ad a s ın ı h a ra p  eden, ken d isin d en  160 k ilom etre k a d a r  güneyde
ki G irit 'ten  ko lay lık la  gö rü leb ilm iş o lan  İÖ 1628'deki p a tlam ay d ı. Bu p a t 
lam a, T h e ra 'n ın  kend isi üzerindek i u ygar to p lu lu ğ u  silip  yok e tti ve belki 
de G irit'tek i, D aed a lu s 'u n  ü n lü  la b ire n tin in  Büyük S aray 'ın d a  b u lu n d u ğ u  
söylenen  K nossos 'un  b a rışç ıl ve k ü ltü r lü  to p lu m u n u n  çöküşünde n ih a i so 
ru m lu  oydu .786 T h era 'n ın  y ık ım ın ın  A tlan tis  e fsan esin in  kaynağ ı o lduğu  
ikna ed ici b iç im de id d ia  ed ilege lm iştir.787 Belki de geçm işin  b az ı fe lak e tle 
rin in  so n u ç ta  ö b ü r tü r lü  gerçekleşm eyecek o lan  yeni ile rlem ele rin  g e liş i
m in i o rtay a  ç ıkard ığ ı gerçeğiyle b iraz  o lsun  tese lli b u lab ilir iz . (B unların  
en d ram a tiğ i, sonuç o la rak  in sa n  v arlığ ın a  yol açan  m em eli gelişim ine 
o lanak  sağ layan , bu  volkanik  b ir  e tk in lik  yerine  b ir  a s te ro id  ça rp m ası o la 
rak  g ö rünse  de, d in a zo rla r ın  kü rese l yok oluşuydu.) T h era 'd ak i y ıkım ı iz 
leyen m ilenyum da eski Y unan k ü ltü rü n ü n  o la ğ an ü stü  gelişim i bu  feci vo l
kan ik  o laya h erh an g i b ir  şey b o rç lu  o lm uş m udur?

E vrende gö rü len  en ş id d e tli p a tla m a la rın  tüm ü  a ra s ın d ak i -o n u  b ir  
kuvvet o la rak  ad lan d ırm a k  uygun  o lu rs a -  en zay ıf kuvvet (bir h id ro jen

7!S Bkz. Schrödinger, 1967.
786 Efsaneyle ilgili o larak eski b ir  gözde H am ilton 'dur, 1999 (elbette yeni basım!).
787 Bu fikre ilişkin yeni b ir açıklam a için bkz. Friedrich, 2000.



a to m u n d ak i e lek trik  kuvvetin in  yaln ızca  yak laşık  İO-40 ve zay ıf kuvvetin  
d ayan ık lılığ ın ın  İCT38 katı), d iğe r b ir  deyişle , k a ra  delik le rin  inan ılm az  
derecede güçlü  enerji k ay n ak la rı o lan  k u a s a r la ra  y ak ıt ikm ali y ap tığ ı küt- 
leçekim  neden iy le  o rtay a  çıkm ası belk i de çok d ah a  ça rp ıc ıd ır. B ununla 
b irlik te , d ü n y ad a n  görü ldüğü  üzere  b ize o lan  u zak lık la rı o k a d a r  b ü y ü k tü r  
ki en p a r la k  k u a s a r  3C273'ün p arlak lığ ı, k u a s a r ın  o la ğ an ü s tü  gücüne k a r 
şın , y ak ın la rd ak i S irius y ıld ız ın ın  p a rla k lığ ın ın  y ak laşık  10-6 k a tıd ır . As
lın d a  sak in  ve açık b ir  gecede gökyüzünü  incelersek , ev ren in  eng in liğ i k a r 
ş ıs ın d a  d ehşete  dü şsek  de, onun  d ev asa  ö lçü lerin in  yaln ızca  en küçük b ir  
b ö lü m ü n ü  gerçek ten  a lg ılayab iliriz . Ç ıplak gözle g ö rü leb ilir  o lan  en uzak  
n esn e le r (Androm eda galaksisi), 3C 273'ün uzak lığ ın ın  y a ln ızca  10~3 ve 
gözlem leneb ilir ev ren in  d ış s ın ır ın a  o lan  uzak lığ ın  yak laşık  10-4 k a tı 
u zak lık tad ır!

K ara delik le rin  çek irdek lerinde b u lu n a n  uzayzam an  tek illik le ri ev ren 
de b ilin en  (ya da ta h m in  edilen), h ak la r ın d a  en d erin  g izem lerin  v a r  o lm a
ya devam  e ttiğ i -v e  günüm üz k u ra m la r ın ın  aç ık lam aya b a ş a r ıs ız  o ld u ğ u - 
n esn e le r a ra s ın d a d ır . Özellikle §§34.5, 7, 8 'de gördüğüm üz üzere, k en d ile 
riy le  ilg ili çok küçük  b ir  k av ra y ışa  sah ip  o lduğum uz son  derece gizem li 
b aşk ac a  k o n u la r  da m evcu ttu r. 21. yüzyılın , 20. yüzy ılın  k u tsa d ık la rın d a n  
b ile  faz la  m u h teşem  sezg ileri aç ığa  ç ık a rm as ı o la sıd ır . B unun la  b irlik te , 
b u n u n  gerçek leşm esi iç in  bizi, h a lih a z ırd a  izlenm ekte o la n la rd an  b e lirg in  
b iç im de fa rk lı yönlere gö tü recek  güçlü  yeni fik irle re  gerek  duyacağız. As
lın d a  belk i de gerek  duyduğum uz şey hep im iz in  yo lunu  gözlediği, bak ış 
aç ıs ın d ak i incelik li b ir  değ işim dir....



SONSÖZ

D oktora so n ras ı b ir  fizik öğrencisi o lan  A ntea İ ta ly a 'n ın  güneyindeki k ü 
çük b ir  k en tten  geliyordu  ve m a tem atik se l yetenek lerin  yan ı s ıra  d ikkate 
değer sa n a ts a l becerile re  de sa h ip ti. A lm anya P o tsd am  y ak ın la rın d ak i 
G olm 'da b u lu n a n  A lbert E in ste in  E n s titü sü n ü n  doğu cepheli gen işçe b ir  
pen ceres in d en  gözlerin i te rtem iz  gece göğüne dikti. Bu p re s tijli a ra ş tırm a  
e n s titü sü  20. yüzyıl so n la rın d a , b ir  za m a n la r  E in s te in 'ın  b ir  ta til  evi sa h i
b i o lduğu  yerin  y ak ın la rın a  k u ru lm u ştu . A ra ş tırm a la rın  büyük  kısm ı, 
E in s te in 'ın  genel göreliliğ in in  tem elin i o lu ş tu ra n  ilke lerle  k u an tu m  m eka- 
n iğ in ink ile ri b ir le ş tirm ey e  ç a lışan  can  sık ıcı "kuan tum  kütleçekim " - d ü n 
yaya ilişk in  y a sa la rın  kaynağ ındak i g izem - konusuy la  ilg iliydi.

A n tea 'n ın  kendi a ra ş tırm a s ın ın  d o ğ ru ltu su  buydu  fak a t o yen iyd i ve 
gelenekselin  d ış ın d a  ve n as ıl ilerleneceğiy le ilg ili henüz ye terince  gelişm e
m iş, b az ıla rı m eslek taş la rın ın k ile rle  tem elden  çelişk ili b az ı f ik irle re  s a 
h ip ti. O gece, d iğe r herkes çok tan  y a ta k la rın a  g ittiğ in d e  e n s titü n ü n  ü s t 
k ü tü p h a n esin d e  gündüzün  erken  sa a tle r in e  dek ça lışm ıştı. Bazı g a lak s ile 
rin  m erkezinde o rtay a  çıkan devasa  enerji yay ın ım ıy la  ilg ili eski b ir  a r a ş 
tırm a  üzerine  ça lışm ak tayd ı. Kendi kend ine dünya ve güneş s is tem in in  
b u n la rın  h içb irin e  yak ın  o lm am asın ın  a s lın d a  ne k a d a r  büyük  b ir  şa n s  o l
duğunu  d ü şü n d ü , ö b ü r tü rlü , b ü tü n  o larak , neredeyse an ın d a  yok o lu r la r 
dı. Bu m uazzam  p a tla m a la rın  yerleşik  aç ık lam ası h e r b ir in in  b ir  k a ra  de
lik  ta ra fın d a n  m uazzam  o ran d a  güçlend irilm esiyd i.

A ntea b ir  k a ra  deliğin, içe ris in d e  -b ilim se l aç ık lam ası h â lâ  son  derece 
kaçam ak  ve h â lâ  kayıp  k u an tu m  kütleçek im  ku ram ın a  bağ lı o la n -  "uzay
zam an  tekilliğ i" o la rak  b ilinen  b ir  y ap ın ın  y er ald ığ ı b ir  uzayzam an  bö lge
si o lduğunu  b iliyordu . B ununla b ir lik te  A n tea 'n ın  gerçek ilg isi galak tik  
k a ra  delik le r yerine  daha da büyük  korkunç b ir  p a tlam ay a  dönüktü : tüm  
p a tla m a la rı so n lan d ıracak  olan  -y a  d a  d ah a  çok h ep s in i b a ş la ta n - 'B ü y ü k  
P atlam a" o la rak  b ilinen  p a tlam a . Onun, tü m  kötü  şey lerin  yan ı s ıra  tüm  
iyi şey lerin  de kaynağ ı o lduğuy la  ilg ili b ir  düşünceye dald ı. Yine de Büyük 
P a tlam ad ak i uzayzam an  tek illiğ i k a ra  delik le rdek ile rden  b ile  d a h a  büyük  
gizem ler içeriyordu . A ntea bu  g izem lerin  kay n ağ ın d a  E in s te in 'ın  büyük  
ölçekli uzay, zam an  ve kü tleçek im  ku ram ıy la  fiziğ in  k u an tu m  m ekaniksel 
ilke le rin in  n as ıl b ir le ş tir ild iğ in e  ilişk in  s ır r ın  b u lu n d u ğ u n u  b iliyo rdu .



Sakin b ir  geceydi ve y ıld ız la r  şü p h e  gö tü rm ez b iç im de be lirg in d i. An- 
tea  b ir  sü reliğ ine , k o lla rın ı k ıvrık  b iç im de m erd iven  p arm a k lığ ın a  d ay a 
m ış ve gözlerin i y ıld ız la rın  d iz ilim ine d ikm iş h a ld e  dalg ın  ka lakald ı; ne 
k ad a r geçtiğ in i b ilm iyordu . D evasa gö rü n ü m lü  y arı kü re  b iç im li k u b b ed e
ki o m in ik  ışık  iğnecik lerin in , h e sa p la n sa  da kozm olojik ö lçü lerin  devasa  
büyük lüğüy le  k ıy a s la n d ığ ın d a  küçük  ka lan , büyük  uzak lığ ın ı d ü şü n d ü ğ ü  
h e r  zam an korkm uş h issed erd i. Yine de, kozm ik b ir  p a tla m a  şu  a n  ona gö
rü n eb ilir  o lsayd ı, ne k a d a r  uzak  o lu rsa  o lsun, p a tlam ay a  a it m in ik  fo ton- 
la rın  ona u la şm a s ın ın  pek de zam an  a lm ayacağ ı d ü şü n ces in e  dald ı. A ynı
sı, p a tla m a d a  o luşacak , b a z ıla r ı E n s titü 'n ü n  250km  uzak lık tak i H annover 
y ak ın la rın d a k i kütleçek im le ilg ili d a lga  a lg ılay ıc ısı ta ra f ın d a n  fa rk  ed ile 
b ilecek  o lan  m in ik  g ra v ito n la r  iç in  de geçerliydi. O p a tla m a  o lay ıy la e sa 
sen , hem en  do laysız b ir  ilişk i iç inde o lacağ ı d ü şü n ces in d en  etk ilendi...

O rada doğuya b ak a rak  d ik ilirken , şa fa k  tam  üzerine  gelip  so n ra s ın d a  
g üneş in  d erin  k ırm ız ısı belirecekken  an lık  ve beklenm edik  b ir  yeşil ışık  
şe rid i onu  ü rk ü ttü . "Yeşil p a rıltı"  o lgusu  ve ona ilişk in  yerleşik  fizik i aç ık 
lam ay ı b iliy o rd u  fak a t e sasen  d ah a  önce b u n a  h iç  ta n ık  o lm am ıştı ve bu 
onda tu h a f  b ir  d uygusa l e tk iye neden  oldu. Bu deneyim , onu gece boyunca 
u ğ ra ş tıra n  kafa k a r ış tır ıc ı b az ı m atem atik se l f ik irle rle  k a rış tı.

Ve b ird en  tu h a f  b ir  düşünceye kap ıld ı...



KAYNAKÇA

20. yüzyıl fiziğ inde h â lâ  değinm em  gereken fak a t y ine de tü m ü  a ra s ın d ak i 
en önem lisi o lan  tem el b ir  b u lu ş  d ah a  söz konusudur! Bu, fizikçi ve m a te 
m atik ç ile rin , biyolog ve b ilg isa y a r  b ilim cile rin in  ç a lışm a la rın ın  derg ilere 
su n u lm ad a n  önce (ya da b u n u n  yerine!) ön b ask ıs ın ı y ap ab ild ik le ri çev ri
m içi b ir  havuz o lan  arX iv .o rg 'un  tak d im id ir. arX iv.org b ilim  in sa n la rın ın , 
yeni f ik irlerle  ilg ili o la rak  in an ılm az  yüksek h ızda  hab e rleşm ele rin e  o la 
nak  sağ lad ı ve b u n u n  sonucu  o la rak  a ra ş tırm a  ilerlem e hız ı duyu lm am ış 
yüksek lik lere u la ş tı. A slında arX iv .o rg 'u  g e liş tiren  P aul G insparg  geçen
le rd e  b u lu şu  iç in  M acA rthur "dâhilik" ödü lü  kazandı.

Bu önem li yen i ak ım dan , K aynakça 'dak i m addele rle  ilg ili m üm kün  o l
d u ğunca  arX iv .org  link leri su n a ra k  y a ra rla n m a y a  ça lış tım . arX iv .org 'da 
b ir  tez b u lm ak  son  derece b as it, ilk  o larak , w w w .arx iv .o rg 'a  g itm ek üzere 
gözde in te rn e t ta ra y ıc ın ız ı ku llan ın . D aha so n ra  is te rsen iz  tezi a ray ın  ya 
da is te rsen iz  "w w w .arx iv .o rg /"u  tak ib en  K aynakça 'da p a ra n te z  iç inde s u 
n u lm u ş o lan  kim lik kodunu  girin . Ö rneğin Lee S m olin 'in  "How fa r  are we 
from  the  q u an tu m  theo ry  of g rav ity" b aş lık lı 2003 tez in i çağ ırm ak  için  in 
te rn e t ad res i şu  şekilde g irilir: 

w w w .arx iv .o rg /h ep -th /0 3 0 3 185.
Deneyin!

Bu özellik, özellikle in te rn e t e riş im i o lan  fak a t b ilim se l te z le rin  sık lık la  
yay ım land ığ ı özelleşm iş y ay ın la rı b u lu n d u rab ilecek  b ir  ü n iv e rs ite  k ü tü p 
h an e sin e  uzak  o lan  o k u rla r iç in  fay d a lı o lacak tır.

K aynakçadaki bu  yeni özelliğ in  sizi arX iv 'deki, b u  ça lışm ad a  a t ıf ta  b u 
lu n u lm u ş o lan  ve ö tesindek i pek çok hoş m akaleyi okum aya teşv ik  edece
ğ in i um arım !
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KARA DELİKLER ve BEBEK 
EVRENLER
S tep h en  Havvking /  
çev. N ezihe B ah ar

DERİN BASİTLİK
Kaos, Karmaşa ve Yaşamın 
Ortaya Çıkışı 
John  G ribbin /
çev. Arda Barişta-A lkım  Kızıltuğ

HAYVANLAR NE İSTER?
Hayvan Bilinci, Hayvan 
Refahı ve İnsanın Esenliği 
M arian  Stam p Davvkins /  
çev. Ç ağatay  T arhan
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Köken Ağac ı

ALTI KOLAY PARÇA

R ichard  P. Feynm an /  
çev. Zekeriya Aydın

BAŞKALARININ NE 
DÜŞÜNDÜĞÜNDEN SANA 
NE
R ich a rd  F eynm an
çev. Lale A ykent T unçm an-
Tuna A ykent T unçm an

ZAMANIN RESİM Lİ KISA TARİHİ
Stephen Havvking /  
çev. B a rış  G önülşen

ZAMANIN KISA TARİHİ
Stephen Havvking /  
çev. B a rış  G önülşen

ÇİPLER, KLONLAR VE 100 YAŞ 
ÖTESİ YAŞAM
Biyolojik Bilimler Bizi Ne Kadar 
Uzaklara Götürecek 
Joyce A. Schoem aker-Pau l J.H. 
S choem aker /  çev. Aybey E p er

KÖKEN AĞACI
Primat Davranışı İnsanın 
Toplumsal Evrimi İçin ne 
Söyleyebilir?
Frans B.M. de W aal /
çev. D ilek E ylül D izdaroğ lu

ERWİN SCHRÖDİNGER VE 
KUANTUM DEVRİMİ
Jo h n  G ribbin /  
çev. P rof. Dr. B a h a ttin  
M ehm et B aysal

KÜLTÜR
Önde Gelen Bilim İnsanları 
Toplum, Sanat, İktidar ve 
Teknolojiyi Tartışıyor 
Jo h n  Brockm an / 
çev. F e rh a t İy id o ğ an
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B EY N İN
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DÜNYA DIŞI YAŞAMLA İLK 
TEMAS
Astrobiyoloji hakkında 
merak ettiğiniz her şey 
M arc K aufm an / 
çev. Aybey E p er

DARVVIN'lN TEHLİKELİ 
FİKRİ
Evrim ve Hayatın Anlamı

Daniel C. D ennett /
çev. Aybey E p er-B ah ar Kılıç

BİLİM KURGULARI
Bilimsel Temellere Dayanan 
Gelecek Tasarımları

G erard 't H ooft /  
çev. Tufan  G öbekçin

BEYNİN ÖTESİ
Beden ve Çevre, Hayvan
ve İnsan Zihnini Nasıl
Şekillendirir
Louise B arre tt /
çev. İlkay  A lp tek in  D em ir

TANRI BEYNİ
Beyin Neden İnanç Üretir?

Lionel Tiger/M ichael McGuire 
çev. Seda Toksoy

ZIHIN

■ HMLAKATOS
Bilimsel Araştırma 

Programlarının 
Metodolojisi

ZIHIN

Editör: Jo h n  Brockm an /  
çev. Zeynel G ül-Beyza B ilal

ALBERT EINSTEIN-MILEVA 
MARİC AŞK MEKTUPLARI

Jü rgen  Remi ve R obert 
Schulm ann /  
çev. N u rse l Y ıldız

BİLİMSEL ARAŞTIRMA
PROGRAMLARININ
METODOLOJİSİ

Im re L akatos/ 
çev. D uygu U ygun

ALTI ZOR PARÇA

R ichard  P. Feynm an / 
çev. Zekeriya Aydın
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BİLİM TARİHİ

R obert VVinston / 
çev. M u ra t M e teh an  
T ürkoğ lu -S im in  Yıldız- 
S e rh a t A tay

DELİLİK VE MODERNIZM

Louis A. Sass /  
çev. E nder G ürol

KENDİNİ YİNELEYEN ZİHİN
İnsan Dilinin, Düşüncesinin 
ve Uygarlığının Kökenleri 
M ichael C. C orballis /  
çev. A hm et B irsen

EVRENİ YÖNETEN DÖRT YASA
Enerji, Termodinamik, Entropi 
ve Zaman Hakkında Bilmek 
İstediğiniz Her Şey 
P eter A tkins / 
çev.

BEYİN NASIL OKUR?
Okumanın Bilimi ve Evrimi 
S tan islas  D ehaene /  
çev. O zan K arakaş



BİLİM TARİHİ

Jo h n  G ribbin  /  
çev. B a rış  G önülşen

GELECEKTE

BİLİM GELECEKTE BİLİM
Bilimde Son Gelişmeler 
Editör: M ax B rockm an /  
çev. F e rh a t îy id o ğ a n

FARKLI BİR

EVREN

VAROLMANIN HAFİFLİĞİ
Fizikte Birleşik Kurama 
Doğru
F rank VVilczek /  
çev. N ezihe B a h a r

ZİHNİN SİHİRBAZLIĞI
Zihnimiz Bizi Nasıl Aldatır? 
Stephen L. M acknik,
S usan a  M artinez-C onde /  
çev. G ü lç in  V ard ar

BEŞ MİLYAR YILLIK 
YALNIZLIK
Yıldızlar Arasında Yaşam
Arayışı
Lee B illings /
çev. O zan K arakaş

TANRI VE YENİ FİZİK

Paul Davies /  
çev. B a rış  G önülşen

FARKLI BİR EVREN
Fiziği En Baştan Icet Etmek 
R obert B. L aughlin  /  
çev. Ulaş Apak
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SONSUZLUK 

VAPBOZU

ÖYKÜCÜ
BEYİNE
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SONSUZLUK YAPBOZU
Kuantum Alan Kuramı ve 
Higgs
Frank Close /  
çev. Irm ak  Kam cez

E V R İ M EVRİM
Bir Fikrin Zaferi
Cari Zim m er /
çev. H a şa n  E ro l E roğ lu

KAOS
Yeni Bir Bilim Ortaya
Çıkarken
Jam es Gleick /
çev. İlkay  A lp tek in  D em ir

MANTIKSAL ATOMCULUK 
FELSEFESİ
B ertrand  A rth u r VVilliam 
R ussell /  çev. D ilek A rlı Çil, 
K urtu l G ülenç, Ö nder Kulak, 
Cenk ö z d a ğ

ÖYKÜCÜ BEYİN
Bir Nöroloğun Bizi İnsan 
Kılanın Ne Olduğuna Dair 
Arayışı
V.S. R am achandran  /  
çev. Ayşe Cankız Çevik

OLASILIK VE TÜMEVARIM 
MANTIĞINA GİRİŞ YILDIZLARARASI

B İLİM İ YILDIZLARARASI BİLİM

la n  H acking /  
çev. İrfan  Ö zdabak

Kip T hom e / 
çev. B arış G önülşen

H I K »  
KİITIR

ÜÇÜNCÜ KÜLTÜR
Bilimsel Devrimin Ötesi 
Jo h n  B rockm an /  
çev. Yelda Türedi

KANT VE KESİN BİLİMLER

M ichael F riedm an /  
çev. Sibel Şan Öget





Bu kitabın a m a c ı  okuyucuya insanlığın 4 0 0 0  yıldır giriştiği en 
önemli ue heyecan  uerici yolcu luklarından  biri hakkındaki son 
bilgileri ak ta rm ak tır .  Amacın tem e l o larak  m a te m a tik  ue  fizik 
a ras ındak i ilişki ile eu ren  hakk ında  d a h a  iyi bir kuram  için 
arayışlarım ızın tem ellerin i güdüleyen iki güçlü etki a ras ındak i 
etkileşimin nasıl şekillendiğiyle ilgili o lduğu söylenebilir. Penrose, 
m a tem a tik se l  denklem lerin  okuyucu sayısında ciddi düşüşlere  
yol a ç a c a ğ ın a  ilişkin uyarılara  rağ m e n  k itab ında  b u n d an  
kaçınm am ış. Ancak okuyucuya denklem leri an lam ad ığ ı yerde 
a t lam a s ın ı  öneriyor. Öklit teo rem le rinden  genel göreliliğe kadar, 
ku an tu m  ue sicim kuram ları d a  dahil, fiziğin tem elinde  yer a lan  
m a tem a tik  kauram ların ı k ap say an  bu kitap, gerçeğe  giden yolu 
aydınlatıyor.

“Dünyanın en özgün düşünürlerinden birinden, bütün resmi 
görm em izi sağlayan b ir fizik rehberi."
The Neuu York Times

"Olağanüstü şaşırtıcı...Penrose bu kadar çok şeyi b ir kitapta  
anlatm ayı başarmış."
American Scientist

"Harika b ir kitap, baştan sona haz uerici."
Nature

"Fizik hayranları için, son y ılların  en iyi kitabı Gerçeğin Yolları." 
The Guardian
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