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ONS®Z

Modern sembolik mantik dersleri 1967 yiindan bu yana lise ve Universi-
telerimizde yayginlasarak okutulmaktadir. Bu alanda simdiye dek yedi tane
ders kitabi yazdim. Ancak, sembolik mantik hizla gelismekte ve uygulamala-

r artmaktadr.

Ug ciltlik Sembolik Mantik El Kitabi'ni gesitli mantik sistemlerini ve uygu-
lamalarini genis bir okuyucu kitlesine, ozellikle lise 6§retmenleri ile Gniversi-

te ve lise 6grencilerine tanitmak amaciyla hazirladim.

Birinci ciltte temel mantigi olusturan Onermeler Mantig ile Niceleme
Mantigi (Yiklemler Mantigi); ikinci ciltte Ozdeglik Mantig, Varlik Mantig,
Kiplikler Mantig, Bilgi Mantig, Cok Degerli Mantik, Odev Manti§i, Sorular
Manti§i, Zaman Mantigi ve Kosullular Mantigi’'ni ele aldim. Ug(jncﬁ ciltte
ise, sembolik manti§in uygulamalari olarak Elegtirel Dustinme ve Akilci Tar-
tisma, Klasik (Geleneksel) Mantik, Kiimeler Kurami, Otomatiklesmis Teorem
Ispatlamasi, Olasilik Kuraminin Mantiksal Temelleri, Matematigin Mantiksal
Temelleri, Doga Bilimlerinin Mantiksal Temelleri, Sembollestirme ve son ola-

rak Mantik Felsefesi konularini ele aldim.

Kitabin temize ¢ekilmesinde emegini esirgemeyen esim Rahel Grun-

berg’e tesekkur borgluyum.

Ayrica birinci cildin diizeltmelerini yapan Iskender Tagdelen’e, ikinci
cildin duzeltmelerini yapan ve bitiin yapitin terimler dizinini hazirlayan
Besim Karakadilar'a ve (guncu cildin duzeltmelerini yapan M. Cem
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0. GiRIS
0.1 Mantik Nedir?

Gunluk hayatta sozleri veya davraniglar birbirine uymayan, birbirini tut-
mayan insanlarn mantiksizlikla suglariz. Buna karsilik dustnceleri uyumlu ola-
rak birbirine baglayan, sozleri birbirini tutan, davraniglarinda ve kararlarinda
akla uygun yolu secen kisileri mantikli diye overiz.

Genelliklé mantik, dogru diiginmenin yontemi veya dogru diisiinmenin
kurallarini konu edinen bilim olarak tanimlanir. Bu baglamda digiinme, akil
ylritme anlamina gelir. Akl ylriitme (muhakeme, usavurma), oncil deni-
len bir veya daha ¢ok sayida yargidan sonug denilen bir yarginin elde edil-
mesi islemidir. Yarg), dogru veya yanhs bir dugiince (iddia, sav) demektir.
Akil ydritmenin dogru olmasi, onciillerin dogru olmasi durumunda sonucun
da dogru olmasi demektir. (Yani “dogru” akil ylritme, “dogruya goturen”
anlamindadir.)

Yargi, “onerme” denilen bir sozle dile getirilir. Buna gore, onerme, bit
yargiyt dile getiren ve dogru veya yanhs olabilen bir s6zdir. Gunlik dil oner-
meleri genellikle bildiri kipinden tumceler durumundadir. Baska kiplerden
olan cimleler (sorular, dilekler, buyruklar vb.) onerme olmadig: gibi, timce
olmayan sozler de bir yargiy! veya iddiay! dile getirmedikieri durumlarda
onerme sayllmazlar. Akil yiriitme, ¢ikarim denilen bir 6nerme dizisi ile dile
getirilir. Akil-yiritmenin oncillerini dile getiren onermeler ¢ikarimin oncul
onermeleri veya onctiller, sonucu dile getiren onerme de ¢ikarimin sonug
onermesi veya sonu¢’udur. Bir ¢ikanmin tim oncillerinin dogru olmasi, zo-
runlu ve kesin olarak sonucu da dogru kilarsa, ¢ikarima gegerli denir. Geger-
li bir ¢itkarim dogru olan bir akil yuritmeyi dile getirir.

Mantik, bilgilerimizi elde etmek icin kullandi§imiz araglardan biridir. Her-
hangi bir bilgiyi elde etmek i¢in bir onermenin dodrulugunun hakl gosteril-
mesi yani bu 6nermenin kabul edilmesini halki gosteren gerekgelerin ortaya
konulmasi gerekir. Boyle bir hakli gosterme ya baska bilgilere; yani onceden
hakh gosterilmis onermelere dayanir, ya da bagka hi¢ bir bilgiye dayanmaz.
Birinci halde hakl gdsterrﬁenin dolayl, ikinci halde ise dolaysiz oldugunu



soyleriz. Ornegin belli bir maddenin icinde bakir bulunup bulunmadigini
arastiran bir kimyacly! goz 6nuine alalim. Bu kimyaci maddeyi toz haline ge-
tirerek aleve tutar. Alevin yesillesmesi halinde maddenin iginde bakir oldugu
sonucuna varilir. “Alev yesillesti” onermesinin dogrulugu, bagka hig bir bil-
giye basvurmadan gozlem ile dolaysiz olarak gdsterilir. Bu dnermenin ifade
ettigi bilginin - alevin yesillestigi olgusunun bilgisinin kazanilmasinda basvu-
rulan aracin mantik olmadi§i meydandadir. Boyle bir bilgi salt deney veya
gozlem araciyla elde edilmistir. Ote yandan sézii gecen maddenin iginde
bakir kullandigi olgusunun bilinmesi, dolaysiz olarak degil dolayh olarak “bu
alev yesillesti” ile “alevi yesillestiren maddenin iginde bakir bulunur” oner-
melerinin dodruluguna dayanan bir gikanm yoluyla hakli gosterilir. Iste bu
son durumdaki hakl gostermede mantik aracina bagvuruluyor. Buna gore
mantigin, bilgilerimizin ¢ikarim yoluyla yani dolayli olarak hakli gosteriime-
sini saglayan bir yol veya yontem oldugunu da soyleyebiliriz. Mantik, dog-
rudan dogruya gikarim suregleri ile degil, yalnizca ¢ikanmiarin gegerliligi ile
ilgilenir. Cikanm sirecinden olusan diuginme mantigin degil, deneysel bir
bilim dali olan bilgi psikolojisi’nin konusuna girer.

Cikarimlanin gegerliligini amaclayan mantgin ikinci bir islevi de herhan-
gi bir metni ve sOylemi olusturan 6nermelerin birbiriyle uyumlu veya tutarli
olmasini saglamaktir. Metnin veya sdylenenlerin uyumlu ve tutarli olmasi,
bunlann butinlesmesine yol agarak anlamlarini saglamlastinir.

Sonug olarak mantik, ¢ikanimlarin gegerliligi ile 6nerme kimelerinin tu-
tarhligini denetleyen (ortaya koyan) yontem veya gegerlilik ile tutarsizig: be-
lirleyen kurallan konu edinen bilim olarak tanimlanabilir.

0.2 Onerme ve Cikarim

Onermenin bir yargiyr dile getiren dogru veya yanlis olan bir s6z odugu-
nu daha once belirtmistik. Dogru ile Yanls'a dogruluk degerleri denir. Ba-
zi mantikgilar dogru ile yanlig'in diginda (“belirsiz” gibi) degisik dogruluk de-
gerleri de kabul etmislerdir. Ama mantikgilarin ¢odu dogruluk degerlerinin
dogru ile yanhg'tan ibaret oldugu goériglinu tagiriar. Biz de bu konuda ¢o-
guniuga katiliyoruz.



Onermeleri A, B, C, ... gibi biiyiik harflerle gésteriyoruz. Buna gére n sa-
yida onculd olan bir ¢ikanmi

(M) Ay, ..., A, o halde B

biciminde dile getirebiliriz. Burada A,, ..., A, 6ncul énermeleri veya kisaca
onciiller, B ise sonug dnermesi veya kisaca sonug’tur. “O halde” (veya ayni
anlama gelen “dolayisiyla”, bundan oturi vb.), “..” isareti ile gosterilir. Bu-
na gore (1) cikanmini

QA ... A, . B

biciminde gosteririz. (2) ¢ikarimi
(3) A

An

B

biciminde dile getirilir.
Ornek olarak:

(1) lginde bakir bulunan bitin cisimler toz halinde aleve tutulursa (tu-
tulur ise) alev yegsillesir; bu cisim toz haline getirilip aleve tutuldu ve
alev yesillesti, o halde bu cismin i¢inde bakir vardir 6nerme dizisi bir
¢tkarimi olugturur.

Ikinci bir ¢ikanim ornedi olarak

(2) Ahmet Ankara’ya gidecek veya (Ahmet’in) annesi Istanbul’a gele-
cek; oysa Ahmet Ankara’ya gitmeyecek (gidecek dedgil); o halde Ah-
met’in annesi Istanbul’a gelecek

onerme dizisini gosterebiliriz.

Gerek (1) gerekse (2) cikarimlari gegerlidir. Cikarimlarin gegerliligi yalniz-
ca iglerinde gegen “butun”, “ise”, “veya”, “degil” gibi bazi sozciiklerin an-
larmina bagh olup geri kalan sozlerin anlamindan busbitin bagimsizdir. Ni-
tekim bu sozler yerine ayni tiirden degisik birer s6z konulursa ¢ikarimiann
gegcerliligi degismez.



Cikanimlarnin gegerliliginin ve onerme kimelerinin tutarliiginin dayandi-
g1 sozclklere mantik degismezleri denir. Bir ¢lkanmda gecen mantik degdis-
mezleri ¢ikarimin mantiksal bigimini belirler. Cikartmin gegerliliginin yalniz
mantiksal bicimine bagdl olmasindan dolay, gegerliligin bigimsel (formel) bir
6zellik oldudu soylenir. Bu nedenle gegerlilikte ilgisinden dolayr mantigin
kendisine de bigcimsel mantik denir. Gerek ¢ikarimlarin gecerliliginin, gerekse
onerme kumelerinin tutarhliginin, yalmizca iglerinde gecen mantik degis-
mezlerine dayandi§ini gorecediz. Buna gore (bigimsel) mantik bilimini man-
tiksal degismezlerin bilimi sayabiliriz.

ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki sozlerden hangileri onerme’dir?
1. Ali Istanbul’a gidecek mi?

. Ali kegke Istanbul’a gitse!

. Ali Istanbul’a gitseydi iyilesecekti.

. Ali Istanbul’a gitti.

. Ali Istanbul’a git!

2>3

.2+3

. H,0

. Na,COj3 + 2HCl = Nacl + H,0 + CO,

“H,0” bir onerme degildir.

. .
© vV ® N O U AW N

0.3 Sembollestirme

Modern Mantik, ginlik dil veya bilim dilindeki ¢ikanmlarin mantiksal bi-
¢imini gun sigina gikarmay: amaclar. Bu amagla ¢ikanimlarda, mantik degis-
mezleri disindaki sozlerin yerine bu sozlerin tirlerine uygun semboller konu-
lur. Bu igleme sembollestirme denilir. Elde edilen sembolik ¢ikarima, verilen ¢i-
karimin sembolik karsiligi diyoruz. Biz guinlik dil 6nermesinin sembollestiril-
mesi sonucunda elde edilen sembolik 6nermeye de ilk 6nermenin sembolik
karsihgi diyoruz. Bir ¢ikarimi sembollestirerek ¢tkarimin mantiksal bicimi agi-
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da cikarilir. Modern mantik, sembollestirmeyi 6n plana ¢ikardigindan dolay:
sembolik mantik olarak da adlandinlir. Sembollestiriimis onermelerin ait
oldugu dile sembolik dil denir. Sembolik dillerin incelenmesi de sembolik
mantigin baglca konularindan biridir.

Sembolik bir ¢ikarimin onctilleri ile sonucu birer sembolik onerme oldu-
gundan, dogruluk degerinden yoksundurlar.

Ornek olarak (2) ¢ikanimini sembollestirelim. Bu ¢ikarimda mantik degis-
mezleri diginda “Ahmet Ankara’ya gidecek” ile “Ahmet’in annesi Istanbul’a
gidecek” sozleri gegmektedir. Bu sozler birer 6nermedir. llerde gosterecegi-
miz gibi onerme tirinden sozler p, g, r gibi temsilci harflerle sembollestiri-
lir. Buna gére “Ahmet Ankara’ya gidecek” sozi yerine “p”, “Ahmet’in anne-
si Istanbul’a gelecek” s6zii yerine “g”, “o halde” s6zu yerine de “.~.” isare-
tini koyarsak, (2) ¢ikarimi,

(3) p veya q; p degil .. q
biciminde sembollestirilebilir. (3), bir sembolik ¢ikarimdir. Onciilleri (“p ve-
ya q” ile “p degil”) ve sonucu (g) dogruluk degeri olmayan birer sembolik
onermedir.

Bundan boyle sirekli olarak sembolik 6nerme ve ¢ikarimlardan s6z ede-
cegiz. Bu nedenle “sembolik” nitelemesini durmadan tekrarlamak zorunda
kalmamak amaciyla “sembolik 6nerme” ve “sembolik ¢ikarim” yerine kisaca
“onerme” ve “cikarim” diyecegiz.

0.4 Yorumlama

Bir (sembolik) onermeyi yorumlama bu onermenin belli bir dogruluk
degeri tagimasin saglayacak bicimde onermede gegen sembollere belli bir
anlam verilmesi iglemi demektir. Her sembole verilen anlam semboliin kap-
lam’1 veya kaplamsal anlam’i olmalidir. Bir 5nerme temsilcisine verilecek kap-
lamsal anlam belli bir dogruluk degerinden ibarettir. Bu nedenle p,, ..., p,
gibi n tane onerme temisilcisine birer kaplamsal anlam verilmesine, bu oner-
me temsilcilerinin bir degerleme’si denir. Buna gore sembolleri 5nerme tem-
silcilerinden ibaret olan bir 6nermenin yorumlanmasi, 6nermede gecen tim



onerme temsilcilerinin belli bir dederlendirmesinden bagka bir sey degildir.
Ornegdin “p veya q” dnermesi verildiginde, p’ye dogru g'ya da yanhs dege-
rini veren bir degerleme bu 6nermenin bir yorumlamasini olusturur. Boyle
bir yorumlamada “p veya q” 6nermesi dogru degerini kazanir. (Nitekim iler-
de gorecegimiz gibi, “p veya q” bi¢imindeki bir 6nerme p dogru ve q yan-
hs ise dogru degerini alir.)

Bir sembolik ¢ikanimin yorumlanmasi, bu gikarimi olusturan onclil ile so-
nug énermelerinin yorumlanmasi demektir. Bir 6nerme veya ¢ikarimin yo-
rumlanmasinda, ayni semboliin 6nerme veya ¢ikarimdaki tim gegislerine
ayni kaplamsal anlam’in verilmesi gerekir. Ornegin, iinde p 6nerme temsil-
cisinin gegctigi bir ¢ikanimi yorumlamak igin p’nin ¢ikanimdaki her gecisine
ayni dogruluk degerinin verilmesi gerekir. Ornegin 0.3'de gegen

(1) p veya q; p degil .. q
¢tkarimini yorumlayalim. S6z gelisi p’nin her iki gegisine dogru degerini,
g’nun da her iki gegisine yanhs degerini verelim. Boylece olusan degerleme
(1) ¢ikanmunin bir yorumlamasidir.

Bir 6nermeye dogru degerini veren yorumlamaya dogrulayici yorumlama
(véya model), yanls degerini veren yorumlamayada yanlislayici yorumla-
ma (veya ters-model) denir.

Ornegin “p veya p degil” 6nermesinin gegerli oldugunu “p veya q de-
gil” in de tutarh oldugunu gorecediz.

A,, ... A, dnermelerinden olusan {A,, ... A} kimesinin her 6gesini dog-
ru kilan bir yorumlamaya da kiimenin dogrulayici yorumlamasi denir.

{A,, ...A} kiimesinin en az bir dogrulayici yorumlamas: varsa bu kime-
ye tutarl kiime denir. Tutarh olmayan yani dogrulayici yorumlamasi ol-
mayan klimeye de tutarsiz kume denir.

A,, ... A, - B bigiminde bir cikanim verildiginde, A, ... A, dncillerinin her
birini dogru kilan bitin yorumlamalar B sonucunu da dogru kilarsa, ve-
rilen gikarimin gegerli oldugu soylenir.

Ay, ., A, o B gikanminin gegerli olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,



) {A,, ..., A,, B-degil)

onermeler kiimesinin tutarsiz olmasi, yani dogrulayici yorumiamasinin ol-
mamasidir. Nitekim (2)'nin dogrulayici yorumlamasi varsa boyle bir yorum-
lamada A,, ..., A, B-degil dogru olurlar. Dolayisiyla A,, ..., A, dogru ama B
yanhs olur. O zaman da A,, ..., A,"yi dogru kilan her yorumlama B yi de dog-
ru kilmayip A,, ..., A, .. B gegersiz olur. Tersine A, ..., A, .. B gegersiz ise,
A, ..., A.'yi dogru kilan her yorumlama B’yi dogru kilmaz, dolayisiyla A,, ...,
A.'yi dogru kilip B'yi yanlis kilan bir yorumlama vardir. Boyle bir yorumlama
ise Ay, ..., A,, B-degil 6nermelerinin bir dogrulayici yorumlamasidr.

(2) kiimesine, Ay, ..., A, .. B'nin gecersiz kilici kiimesi, (2)'nin her dogru-
layici yorumlamasina da (2)’nin bir gecersiz kilici yorumlama's: diyoruz. Or-
nek olarak (1) ¢ikarimimin gegersiz kilici kimesi

(3) {p veya q, p-degil, gq-degil}
kumesidir. Ancak (3) kiimesinin dogrulayici yorumlamasi olmadigini gorece-
giz. Dolayisiyla (1)’in gegersiz kilici yorumlamasi olmayip (1) gegerlidir.

Cegerli olmayan onerme ve cikanimlara gegersiz, tutarh olmayan oner-
melere tutarsiz denir. Ayni 6nerme hem tutarh hem de gegersiz olabilir. Ote
yandan gegerli olan her 6nerme tutarli ve tutarsiz olan her dnerme gegersiz-
dir. Nitekim her yorumlamada dogru olan 6nerme en az bir yorumlamada
da dogru olur. Her yorumlamada yanlis olan 6nerme de en az bir yorumla-
mada yanlis olur. Buna gore her onermenin ya (i) gegerli ve tutarls, ya (ii) ge-
cersiz ve tutarlt ya da (iii) gegersiz ve tutarsiz oldugunu soyleyebiliriz.

0.5 Ginliik Dil Cikarimlarinin Gegerliligi

Bir gunlik dil ¢tkariminin veya bilim diline ait bir ¢ikanmin gegerli olma-
siny, verilen ¢ikarimin oncillerinin dogru olmasi durumunda sonucun da
dogru olmasi biciminde dile getirmistik. Boyle bir tanim denemesi yeterin-
ce aydinhik ve islemsel degildir. Ancak bu tamim denemesine dayanarak soy-
le bir ilke elde ederiz.



(1) Butin éncilleri dogru, ama sonucu yanhs olan bir giinliik dil gika-
rnmi gegersizdir. Boyle bir ¢ikarima diipediiz gegersiz diyoruz. Orne-
gin gunluk dile ait

(2) Kar beyaz olur ... komiur sandir.

Gikariminin onculu dogru sonucu da yanhs oldugundan dipediz
gecersizdir. Ayni bicimde matematik diline ait

- (3) 2<4, 4<6..6<4
¢ikanmi, her iki oncili dogru ama sonucu yanlis oldugundan, du-
peduz gegersizdir.

Genel olarak gunlik dil glkanimlanini veya bilim diline ait ¢tkanmlari, on-
cul ve sonuglarnin dogruluk degerine bakarak asagidaki dort tire ayiriyo-
ruz.

(4) Gunlik dil glkaniminin tiiri Onciiller Sonug
1.. ? Timi dogru Dogru

2. Dupediiz gegersiz Tumu dogru Yanlig
3, ? Timi dogru degil | Dogru

(en az biri yanhg)

4. ? Tumu dogru degil Yanhs
(en az biri yanhsg)

Bu dort turden ancak 2’ncisinin (yani dipediz gecersiz olanlarin)
yalnizca oncillerin ve sonucun dogruluk degerine bakarak gecersizligini
saptayabiliriz. 1‘inci, 3'inci ve 4’Gncd turden olanlann ise gegerli veya
gegersiz olduguna bu yolla karar veremiyoruz. Bunu asagidaki orneklerle
acik olarak gorebiliriz.



5)

Gunluk dil Gegerli cikarima Ornek Gegersiz ¢ikarima ornek
¢tkanm turd
1. 7?7 Kar beyazdir..Kar beyazdir | Kar beyazdir...Kémiir siyahtir
D.D D.D
2. Dlpediiz X Kar beyazdir...Kémir sandir
gegersiz D.Y
3. ? Kar beyazdir ve komdir Komdur sandir . Kar beyazdir
sandir.-.kar beyazdir Y. D
Y.D
4. 7 Komir saridir .. Komur sandir | Kémdr sandir.-.Kar yesildir
Y. Y Y. Y

Nitekim (5) cizelgesinde 1‘inci 3’lUncu ve 4’'Uncu turden ginlik dil
¢ikanmlannin gerek gecerli, gerekse gegersiz olan o6rnekleri vardir. Buna
kargiltk 2’nci tirden olanlara -(1) ilkesi geredi -gegerli 6rnekler bulunamaz.
Bu orneklerin 151ginda (5) ¢izelgesini

(6)
Onciiller Sonug Giinliik dil ¢tkanmi

Timu dogru Dogru Gegerli de olabilir, gegersiz de.
Timd dogru Yanhs Gegersiz (dupeduz gecersiz).
Tumu dogru Dogru
degil (en az) Gegerli de olabilir, gecersiz de.
biri yanhs
Tdmda dogru
degil (en az Yanls Gegerli olabilir, gegersiz de.
biri yanlhs)

biciminde genigletebiliriz.

Yukaridaki (6) gizelgesinden de anlasilacagi gibi, glinluk dil ¢cikarimlarinin
gecerliliginin yalmizca oncillerle sonucun dogruluk de@erine dayanarak bir
tanimini yapamiyoruz. Bunun yerine sembollestirmeyi de ise katarak
asagidaki genel tanimi veriyoruz.



(7) Bir gunluk dil cikanminin gegerli olmasi, en az bir sembolik
karsihginin (yani sembollestirme sonucunda elde edilen ¢ikarimin)
gecerli olmasi demektir.

Dikkat edilirse (7) tammu glnlik dil ¢ikanmlannin gegerliligini sembolik
cikanimlarin gegerliligine indirgemektedir. Bu son kavrami ilerdeki bolim-
lerde ayrintih olarak inceleyecegiz.

0.6 MANTIK SISTEMLERI

Belli bir takim mantik degismezlerinin anlami geregi gegerli olan
¢ikanmlan ve onermeleri denetlemeye yarayan kurallar sistemine mantik sis-
temi (mantik dizgesi) denir. Bir ¢tkarimin, dnermenin veya 6nerme kimesinin
denetlenmesi, bunlarin gecerlilik veya tutarsizhginin belli bir takim kurallar
yardimiyla ortaya konulmasi demektir. Sembolik mantigin en onemili isleri
gegerlilik ile tutarsizhgin denetlenmesidir. Ornek olarak “degil”, “
“veya”, “ise” gibi onerme eklemi denilen mantik degismezlerinin anlami
geregi gecerli olan ¢ikarimlari denetleyen mantik sistemine 6nerme eklemleri

"

ve”,

mantigi veya kisaca 6nermeler mantig: denir.

Onermeler mantiginin mantiksal degismezlerine niceleme isaretleri
denilen “her” (veya “bitin”) ile “baz” sozciklerini katarsak niceleme
mantigi denilen bir mantik sistemi elde edilir. Gerek 6nermeler mantg
gerekse niceleme mantiginin iki degerli oldugunu kabul ediyoruz. ki sistem
bir arada temel mantik olarak adlandiribr. Temel mantigin otesinde degisik
sistemler vardir. Bu sistemler ya ¢ok degerli mantik sistemleridir, ya da temel
mantigin iki degerliligini bozmadan yeni mantik degismezlerinin
katiimasiyla olugan sistemlerdir. Temel mantiga “6zdes” mantik degigmezini
katmakla elde edilen sisteme 6zdeslik mantigi “var” mantik degismezini kat-
makla elde edilen sisteme varlik mantigi, “zorunlu” ve “muiumkin” mantik

degismezlerini katmakla elde edilen sisteme de kiplik mantigi denir.
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1. ONERMELER MANTIGI

(ki degerli) onermeler mantigr/ni, yalnizca 6nerme eklemlerinin anlami
geredi gecerli olan ¢ilkanim ve onermeleri denetleyen kural sistemi olarak
tanimltyoruz. Bu bolumde once onerme eklemlerini ayrintili olarak
inceleyece@iz, sonra da karma dogruluk ¢izelgesi yontemi, ¢ozumleyici
cizelge yontemi ve tiuretim yontemi olmak Uzere Ug¢ ayri denetleme yon-
temini ele alacagiz.

1.1. Onerme Eklemleri

1.1.1 Degilleme Eklemi

Gunlik dile ait

(1) Ahmet Istanbul’a gitmeyecek
timcesini (yani gunlik dil 6nermesini) goz 6nine alahm. (1), “p-degil” bigi-
minde olan

(2) Ahmet Istanbul’a gidecek degil.

anlamina gelir. “Degil” yerine “~" isareti kullanilir. Bu isaret 6nermenin
onune yazilr. Boylece (1),

(3)-p
biciminde sembollestirilir. “~" isareti, degilleme eklemi denilen Oonerme
eklemini dile getirir. A herhangi bir onerme oldujunda

(4) ~A

bir bilesik onerme’dir. (4)'e degilleme dnermesi veya kisaca degilleme denir.
A'ya da degillemenin bilesen’ denir.

(3) yani ~p degillemesini yorumlamak icin p dnerme temsilcisine belli bir
dogruluk degeri verilir. p'ye Dogru degeri verilirse (soz gelisi “kar beyazdir”
anlami verilirse) (3) yanlis degerini alir. p’ye Yanhg degeri verilirse (s6z gelisi
“kar sandir” anlami verilirse), (3) Dogru dederini alir. Dogru’yu D isaretiyle,
yanhg! da Y isaretiyle gosterelim. O zaman p’ye D dederini verdigimizde
~p’nin 'Y degerini aldigini, p'ye Y deg@erini verdigimizde de ~p’nin D degerini
aldigini soyleyebiliriz. Demek ki, ~p degillemesinin aldi§) dogruluk degeri p

11



"won

bilegenine verilen dogruluk degerinin bir fonksiyonudur. Bu nedenle
ekleminin dogruluk fonksivonu durumunda bir onerme eklemi oldugu
sdylenir. Gerek p‘’ye verilen deger, gerekse ~p'nin aldi§ deger D ile Y

" n

degerlerinden biri oldugundan, “~" eklemine iki degerli dogruluk fonksiyonu

denir. “~” nin aldig1 dogruluk degerleri “~" ekleminin dogruluk ¢izelgesi
denilen asagidaki ¢izelge ile gosterilir.
(5)
p | -p
D Y
Y D

soldaki situnda p’nin iki degerlemesi (yani p’ye D degerini veren degerle-
me ile p’ye Y degerini veren degerleme) belirtilmistir. Sag stitunda ise “~p”
nin her degerleme icin aldigi deger ayni hizada belirtilmigtir.

“~” gibi dogruluk fonksiyonu durumunda olan 6nerme eklemlerinin ya-
ni sira dogruluk fonkiyonu durumunda olan “zorunlu” ve “mumkdin” s6z-
cukler ile dile getirilen onerme eklemleri vardir. Bunlar ilerde kiplikler man-
tg gercevesi icinde inceleyecegiz.

“." eklemine, bir tek dnermeden bilesik bir onermeyi olusturdgundan
dolay: birlik onerme eklemi denir. Birden ¢ok sayida 6nermeden bilesik bir
onerme olusturan onerme eklemleri de vardir. Bu sonuncu eklemlere ¢okiu
Onerme eklemi, iki onermeden bilesik bir onerme olusturaniara da ikili oner-
me eklemi denir. Ikili dnerme eklemlerini agagida inceliyoruz.

1.1.2 Tiimel-Evetleme Eklemi

Gunliik dile ait

(1) Ahmet Istanbul’a gidecek ve Behget lzmir'den donecek.
timcesini

(pveq

biciminde sembollestirebiliriz. “Ve” sozcligl yerine “A” isareti kullanilir. Bu
isaret iki 6Gnermenin arasina yazilir. Buna gore (1),

12



B)pnrq
biciminde sembollestirilir. “A” isareti, timel-evetleme eklemi denilen 6nerme
eklemini dile getirir. A ile B herhangi iki onerme oldugunda

(4)AAB

bir bilegik dnermedir. (4)’e tiimel-evetleme onermesi veya kisaca tiumel-evet-

" on

leme denir. A ile B onermeleri de (4)'in bilesenleridir. “A” eklemi, iki 6ner-
meden bir bilesik onermeyi olusturdugu zaman ikili eklemdir. Ancak gtnluk
dilde “ve” sozciigii ikiden ¢ok sayida tiimceyi de birlestirebilmektedir. Orne-

gin
(5) Alilstanbul’a gidecek, Behget Izmir'e gidecek ve Cevdet Adana’dan
donecek

tumcesi
(6)pveqver
yani
(7 paqar

biciminde sembollestirilir. Burada “A” tumel-evetleme eklemi ug¢li eklem
durumundadir. Genel olarak A,, ..., A, n tane 6nerme oldugunda

@A, A AA,(N22)

Bir n-li timel-evetlemé' dir. A, A ... A A, onermeleri (8)'in ana bilesenleri olup
A;, A ... A A'leri birlestiren “A” isaretinin her gegisi de ana eklem durumun-
dadir.

Tumel evetleme eklemi genellikle dogruluk fonksiyonu durumunda bir
eklemdir. Yani

) py A Aap,(n22)

onermesinin yorumlanmasi halinde aldi§i dogruluk degeri p;, A ... A p,
onerme temisilcilerine verilen dogruluk degerlerinin bir fonksiyonudur.
(9)'un D degerini almasi i¢in pq, A ... A p,'nin timd D degerini almayip ba-
zilar Y degerini alirsa, (9) Y degerini alir. Buna gore ikili ve Gg¢la timel-evet-
lemenin dogruluk cizelgeleri s6yle olur.
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(10) an

Pq | PArq P qr | paqar
D DDD D
DY | Y DDY Y
YDI| Y DY D Y
Yy v | v DY Y Y
Y DD Y
Y Y D Y
Y Y Y Y

Ornegin (1) timcesinin dogru olmasi ancak “Ahmet Istanbul’a gidecek”
ile “Behget lzmir'den donecek” bilesenlerinin dogru olmasi durumunda
gergeklesir. Ayni bicimde (5)'in dogru olmasi icin her U¢ ana bilesen de
dogru olmalidir.

Gunlik dilde ”ve""ekleminin dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan
kullamiglan da vardir. Ornegin

(12) Ahmet yemegini yedi ve uykuya daldi
timcesini g6z onune alalim. (12)'nin asil anlami

(13) Ahmet yemegini yedi ve bundan sonra uykuya daldi’dr.

(12)'nin D degeri almasi icin ana bilesenlerin dogru olmasi gerekli
olmakla birlikte yeterli degildir. Nitekim Ahmet uykuya daldiktan sonra bir
sire sonra uyanip yemegini yerse (12), her iki ana bilesenin dogru
olmalarina kargin, yanlis olur. Buna goére (12)'nin dogruluk cizelgesi (10)
biciminde olmayp

(14)
Pq | Prg
DD | DY
DY | Y
YD | ¥
YY Y

biciminde olur. Demek ki “ve” eklemi (12) baglaminda dogruluk fonksiyonu
durumunda olmayan bir eklemdir.
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“Ve" sozcuglinin gunluk dilde énerme eklemi olmayan kullarusiar da
vardir. Ornegin

(15) Ali ve Behget arkadagtirlar.

tumcesinde “ve” sozcigl iki onermeyi degil iki s6zcugu birbirine eklemek-
te olup onerme eklemi degildir. Nitekim (15),

(16) Ali arkadastir ve Behget arkadagstir

anlamina gelmez. Ote yandan (15)’e benzeyen
(17) Istanbul ve lzmir Adana’dan buyiktur

tumcesi -
(18) Istanbul Adana’dan buyuktur ve lzmir Adana’dan biyiktir

anlamina geldiginden dolay: (17)'de gegen “ve” s6zcidi gergekten bir
onerme eklemi durumundador.

Onermeler mantiginda “A” eklemi, anlami (10) ile (11) dogruluk ¢izel-
geleriyle belirlenen dogruluk fonksiyonu durumunda bir 6nerme eklemi ola-
rak ele alinir.

1.1.3 Tikel-Evetleme Eklemi

Gunlik dile ait

(1) Ali Istanbul’a veya lzmir'e gidecek
tumcesi

(2)pveyaq

biciminde sembollestirilebilir. “Veya” s6zcligu yerine “v” isareti kullamhr. Bu
isaret iki onermenin arasina yazilir. Buna gore (1),

BG)pvg

bigciminde sembollestirilir. “v” isareti, tikel-evetleme eklemi denilen 6nerme
eklemini dile getirir. A ile B herhangi iki 6nerme oldugunda,

(4)Av B

bir bilesik onermedir. (4)’e tikel-evetleme Onermesi veya kisaca tikel-evetleme
denir.
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Ginllk dilde “veya” sozcigu ikiden ¢ok sayida tlimceyi de birlestirebil-
mektedir. Ornedin

(5) Ali Istanbul’a, Izmir'e veya Adana’ya gidecek
tumcesi
(6) pveyaqveyar
yani
NYpvagvr
biciminde sembollestirilebilir. Burada “v” tikel-evetleme eklemi lgli eklem
durumundadir. Genel olarak A, ..., A, n tane 6nerme oldugunda,
B8)YA, v..vA ,(n22)

bir n-li tikel-evetleme'dir. A, ..., A, onermeleri (8)'in ana bilesenleri olup “v”
isaretinin her gecisi de ana eklem durumundadir.

Tikel-evetleme eklemi genellikle dogruluk fonksiyonu durumunda bir ek-
lemdir. Yani

@ pyv..vp,(n22)

onermesinin yorumlanmasi halinde aldig: dogruluk degeri p,, ..., p,, temsil-
ci harflerine verilen dogruluk degerlerinin bir fonksiyonudur. (9)’'un D dege-
rini almasi icin p;, ..., p, onerme temsilcilerinden en az birine D degerini
vermek gerekir. E§er p;, ..., p,, Onerme temsilcilerinin timune Y degeri ve-
rilirse (8)'de Y degerini alir. Buna gore p v qile p v g v r tikel-evetlemeleri-
nin dogruluk ¢izelgeleri asagidaki bicimi alirlar.

(10) an
Pg |Pvq Pgr |pvavr
DD | D D DD D
DY | D DD Y D
YD | D DY D D
Y Y Y DY Y D

Y D D D
Y Y D D
Y Y Y Y
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Dikkat edilirse (1)'in Ali'nin hem Istanbul’a hem lzmir’e gitmesi halinde
de dogru oldugunu kabul ediyoruz. Yani (1)’

(12) Ali Istanbul’a veya Izmir'e ya da her ikisine gidecek

anlaminda kullandigimizi varsayiyoruz. Ancak gunlik dilde “veya” eklemi
degisik bir anlamda da kullanilir. Ornegin

(13) Yarin Istanbul’a veya Izmir‘e gidecegim

timcesi iki kentten birine gidecegimi dile getirebilir. O zaman (13)'Un
dogruluk ¢izelgesi, (10) bi¢ciminde degil

(14)
Pq | pveyaq
DD | Y
DY | D
Y D D
YY Y

biciminde olur. Nitekim yarin hem Istanbul’a hem lzmir'e gidersem (13)
iddiasi yanliglanmis olur. “Veya” eklemi, (10) degil de (14) dogruluk ¢izel-
gesi anlaminda kullanildi§i zaman ayriklik eklemi adini alir. Bu eklem “l”
isaretiyle gosterilir. Ayriklik eklemini Turk¢e'de “veya” yerine “ya...ya”
sozilyle dile getirmek uygun olur. Buna gore (13) yerine,
(15) Yarin ya Istanbul’a ya lzmir’e gidecegim

timcesini kullanabiliriz. (15)in bir ayrikik onermesi oldudu siiphe
goturmez.

“Veya” s6zcligu gunlik dilde dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan
bir 6nerme eklemi olarak da kullanilir. Ornegin

(16) Hasta ameliyat olacak veya kisa siirede olecek

timcesinin dogruluk ¢izelgesi
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a7)

Pa | pveyaq
DD | DY
DY | DY
Y D D, Y
Y Y Y

bicimindedir. (17)yi soyle agiklayabiliriz. (i) Hastanin hastalidi gercek olup
ameliyat sonucunda iyilesir ama kisa siirede trafik kazasindan olurse p, q' ile
“p veya q”nun Ugli de D degerini alir Ama hasta ameliyata kargin
hastaliindan oturu kisa sirede olirse p ile q D degerini, “p veya q” Y
degerini alir. Nitekim (13)’den hastanin ancak ameliyat sayesinde iyilesecegi
anlagiyor. (ii) Hasta ameliyat olup ameliyatin sonucu olarak sag kalirsa p D
degerini, q Y degerini, “p veya q” D degerini alir. Ama hastanin hastaligi
gercek olmayip ameliyattan sonra omrunu surdurirse p D degerini, q Y
degerini, “p veya q” Y degerini alir. (iii) Hasta ameliyat olmayip kisa bir
surede hastaligindan otiru olirse p Y degerini, q D degerini, “p veya q” D
degerini alir. Ama hasta ameliyat olmayip kisa surede bir trafik kazasindan
olurse p Y degerini, q D degerini, “p veya q” Y degerini alir. (iv) Hasta
ameliyat olmayip omrin surdiriirse p, g, “p veya q” nun lgl de Y degerini
alr.

Onermeler mantiginda “v” tikel-evetleme eklemi, anlami (10) ve (11)
gibi dogruluk gizelgeleriyle belirlenen dogruluk fonksiyonu durumunda bir
onerme eklemi olarak ele alinir.

1.1.4 Kogul Eklemi

Gunluk dile ait

(1) Ali Istanbul‘a giderse (gider ise) Behget Ankara’ya gelecek
timcesi

(2) piseq

bi¢ciminde sembollestirilebilir. “Ise” s6zctigu yerine “—” isareti kullanilir. Bu
isaret iki Onermenin arasina yazihr. Buna gore (1),
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B)p—q
biciminde sembollestirilir. “—" isareti, kosul eklemi denilen onerme eklemini
dile getirir. A ile B herhangi iki 6nerme oldugunda

4A->B

bir bilesik onermedir. (4)’e kosullu 6nerme veya kisaca kosullu denir. A'ya

kosullunun on-bilesen’i, B’ye de ard-bilesen’i denir. “—" eklemi, iki
bilesenden bir bilesik 6nermeyi olusturdugundan dolay: ikili eklemdir.

Onermeler mantiginda kosul eklemi dogruluk fonksiyonu durumunda
bir eklem sayilir. Bu eklemin dogruluk gizelgesi

(5)
Pq | P—q
DD D
DY Y
YD D
YY D

bicimindedir. (5) dogruluk ¢izelgesini goyle agiklayabiliriz.
1’inci satir: Ayirma ve Modus Ponens kural olarak adlandirilan

6)p—->qp-.q

ctkanmi gegerlidir. Cikarimin gecerliligi “—" kogul ekleminin anlamindan
kaynaklaniyor. Dolayisiyla “—” nin dogruluk ¢izelgesi (6) ¢ikariminin geger-
tiligini saglamahdir. (6) ¢ikarimi gecerli oldugunda, p — q ile p’ye D degeri-
ni verirsek, q D degerini alir. p — q’'nun dogruluk degeri p ile q'nun dogru-
luk degerlerinin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon f olsun. A gibi bir 6nerme-
nin aldigi dogruluk degerini d(A) biciminde gdsterelim. O zaman d(p—q) =
fld(p), d(q)] olur. (6) ctkariminin gegerlilijine dayanarak, d(p—q) = D ve
d(p) = D’den d(q) = D elde edilir. Dolayisiyla f[D, d(q)] = D ise, d(q) = D olur.
O halde f(D, D) = D’dir. Demek ki, p ile g’ya D degeri verilirse, p —q D
degerini alir. Boylece dogruluk ¢izelgesinin 1’inci satinmin D D D bigiminde
oldugu ortaya gikar.

2'nci satir: Bir kogullunun dogrulugunu ileri siirmek on-bilegenin dogru
olmas! durumunda ard-bilesenin de dogru olacagini ileri sirmek demektir.
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Buna gore on-bilesen dogru ama ard-bilegen yanhs olursa, kosullu dogru
olmayip yanlig olur. Dolayisiyla dogruluk ¢izelgsinin 2’nci satin D Y Y bigimi-
ni alr.

3’uncu ve 4’uncu satirlar: Son iki satir icin asagidaki 4 gik vardir:

1’inci stk 2°'nci sik
P q P q
D D D D D D
DY Y DY Y
Y D Y Y D Y
Y Y Y Y Y D
3’tincu sik 4’incu sik
P q P q
D D D DD D
DY Y DY Y
Y D D Y D D
Y Y Y Y Y D

1'inci sik: “A” timel-evetleme ekleminin dogruluk ¢izelgesidir. “—” nin
anlami “A” den farkh oldugundan 1‘inci sik elenmis olur.

2'nci stk: “—" nin anlamin geregince, p — q ile @ — p farkh dogruluk
degerleri almalan gerekir. Oysa 2'nci siktaki dogruluk ¢izelgesi “—" ye ait
olsayd,

Pa |p—og P q q-p
DD| D D D D
DY | Y DY Y
YD | Y Y D Y
YY | D Y Y D

dogruluk cizelgeleri kurulacakti. Boylece p — qile g — p, p ile g'nun bitin
degerlemelerinde ayni degeri alacaklardi. Dolayisiyla 2'nci sik da elenmis
olur.
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3‘Uncd sik: Eger “—" nin dodruluk cizelgesi 3’linci giktaki cizelge olsayd)
p—q’nun dogruluk dederi p’nin dogruluk degerinden bagimsiz olup yalniz-
ca q'nun dogruluk degerine bagh olurdu. Nitekim bu ¢izelgeye dayanarak
d(p — q) = d(q) yazabiliriz. Oysa “—" anlami geregince p — g’nun degeri
hem p’nin hem de g’'nun degerine bagl olmalidir. Boylece 3’lUnci §ik da
elenmis olur.

Sonug olarak 1’inci, 2'nci ve 3’lncu siklarin elenmesiyle yalniz 4’lncu
sikkin geri kaldigini soyleyebiliriz. 4’Uncu giktaki dogruluk ¢izelgesi onerme-
ler mantiginda “—" eklemi i¢in ongorilen cizelgesi ile 6zdestir. Boylece (5)
dogruluk cizelgesinin hakhihgini gostermis olduk.

Gunlik dilde kosullu 6nermeler, 6n bilesenlerinin yanits oldugu durum-
larda dogruluk degerinden yoksundur. Dolayisiyla 6n bilesenlerinin yanlishg
bilinen bir kosullu, (dogruluk de@erinden yoksun oldugundan) anlamsiz
olup evetlenemez. Ote yandan ard-bilegeninin dogrulugu bilinen

(6) Sokrates insan ise olimlddur
gibi bir kogulluyu evetleyemeyiz. Onun yerine
(7) Sokrates insan oldugundan élumludadr.

tirinden bir onermeyi evetleriz. Gunluk dilde, ard-bilesenin dogrulugunu
bildigimiz bir kosullunun yerine, ya ard-bileseni dogrudan evetleriz ya da
ard-bilesenin dogrulugunun gerekgesini belitmek amaciyla (7) turinden bir
onermeyi evetleriz. (7) yerine

(8) Sokrates insandir, ¢linku olimiudiir
bicimindeki bir onermeyi de evetlemek mumkundur.

Ard-bilegeninin yanhshgini bildigimiz kogullulan (yalan hali bir yana)
evetleyemeyecegimiz meydandadir. Boylece gunluk dilde kosullular, ancak
on-bilegenin ve ard-bilegenin dogruluk de@erini bilmedigimiz durumlarda
evetledigimizi soyleyebiliriz.

Ginliik dilde bazi kogullular dilek-sart énermesi sayiimalidir. Ornegin
dilek-sart onermesi niteliginde olan

(9) Ahmet Ankara’ya gitseydi annesi ¢ok sevinirdi.

kosullusu, on bilegeni yanlig olmasi durumunda da dogru olabilir. Dilek-sart
eklemi “ise” yerine “olsaydi” s6zcugu ile dile getirilir. Buna gore “p olsaydi
q” bi¢imindeki bir dilek-sart onermesinin dogruluk ¢izelgesi soyle olur:
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(10)

P q p olsayd: q
D D D, Y

DY Y

Y D D, Y

Y Y D, Y

“Ise” s6zciigli evrik kosul eklemi denilen bir eklemi de dile getirebilir. Orne-
gin

(11) Ahmet Istanbul‘a gidecek, ejer Behget Ankara‘ya gelirse (gelir ise)
evrik timcesini goz 6nune alahm. (11),

(12) Behget Ankara’ya gelirse, Ahmet Istanbul‘a gidecek
anlamina gelir. Genel olarak

(13) p eger q ise
olarak sembollegtirilebilen bir timce

(14)qise p
bigimine ¢evrilebilir. “Ise” s6zcigi (13)'de evrik kosul eklemini dile getirir.
Bu eklem “«" isaretiyle gosterilir. Buna gore (11)i (12)'ye ¢evirmeden,
dog@rudan

(15)p«q
biciminde sembollestirebiliriz. “p < q" nun dogruluk gizelgesi “q « p” nin-
ki ile 6zdestir. Dolayisiyla “«" ekleminin dogruluk izelgesinin

(16)

Pa | peq
DD| D
DY | D
YD | Y
yvy | o

biciminde oldugunu soyleyebiliriz. “«” eklemine “—” ekleminin evrik'i
denir.
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1.1.5 Kargilikh - Kosul Eklemi
Gunluk dilde

MP—=9Aea)
bi¢ciminde sembollegtirilebilen timceler yerine “ancak ve ancak ... ise” so-
zityle dile getirilen timceler de kullanilir. Ornegin

(2) Ahmet ancak ve ancak ¢ahsirsa sinifin1 geger.

(3) p ancak v ancak q ise

biciminde sembollestirilebilir. “Ancak ve ancak ... ise” s6zli “e" isaretiyle
gosterilir. Bu isareti, karsiikhi-kosul denilen 6nerme eklemini dile getirir. Buna

gore (1),
4peq
biciminde sembollestirilir. Genel olarak A ile B iki 5nerme oldugunda
5 AoB
ye karsilikli - kosullu onerme veya kisaca karsilikli-kosullu denir. A ile B (5)'in
bilesenleridir.

“&" karsihkl kosul ekleminin dogruluk ¢izelgesi, (p = q) A (p « g)'nun
dogruluk gizelgesiyle 6zdeg olan

6 [p g [ peq
D D D
D Y Y
Y D Y
Y Y D

cizelgesidir. Buna gore “«"” in dogruluk fonksiyonu durumunda olan ikili bir
eklem oldugunu séyleyebiliriz. Onermeler mantiginda kullanilan kargihkh ko-
sul eklemi (6) gizelgesiyle dile getirilen eklemdir.

Gunlik dilde, karsilikh - kosul eklemi
(7) Ahmet iyilesecekti, ancak ve ancak bu ilaci igerse
gibi timcelerde dogruluk fonkisoyun durumunda olmayan bir eklem olarak

kullanilir.

23



1.1.6 Bilesik Onermeler, Ana eklem ve Ana bilesenler

Onermeler mantiginin sembolik dilinin 6nermeleri, p, g, r ... 6nerme
temsilcileriyle ~, A, v, —, & onerme eklemlerinden olusur. Bu bes eklem
sembolik dilin temel eklemleridir. Diger eklemler bu beg temel eklem tirun-
den tanimlanabilir. Onerme temsilcilerine atomsal 6nerme de denir. Atomsal
olmayan her onermeye bilesik dnerme denir. “Onerme” s6yle tanimlanir.

(i) Her dnerme temisilcisi (yani her atomsal onerme) bir dnermedir.’
(ii) A bir onerme ise ~A bir onermedir.
(iii) Aile B onerme ise, AA B, Av B, A— B ve A < B birer onermedir.

Ornegin p ile q, (i) kural geredi birer dnerme olduguna gére (ii) kurali
geregdi ~p bir dnermedir. O zaman da (i) kurall geregi ~p — q’da bir oner-
medir.

Bes temel eklemi yardimiyla olugan her bilesik 6nerme su beg bicimden
birindedir. (i) ~A, (i) Aja ... AA,, (i) Ay v ... VA, (V) A > B, (v) Ao B.
Her bilesik onermede birden ¢ok sayida farkli eklem gectigi gibi ayni ekle-
min birden ¢ok sayida gegisi olabilir. Ornegin ~~p’de “~” in iki gegisi vardr.
Imdi her bilegik 6nermede ana eklem denilen bir eklemin bir veya daha ¢ok
gegisi vardir. (i)'in ana eklemi A'nin énundeki “~” in gegisi, (ii)’'nin ana ek-
lemleri A, ..., A,'nin aralarindaki “A” nin gegisleri, (iii)’'nin ana eklemleri ge-
ne A,, ..., A/nin aralarindaki “v”nin gegisleri (iv)’'un ana eklemi A ile B ara-
sindaki “—” nin gegisi ve (v)’in ana eklemi A ile B arasindaki “<” nin gegi-
sidir. Ana eklemin bagladigi bilesenlere verilen onermenin ana bilesenler'i
denir. Bir onermenin bilesenler'i ise onermenin ana bilesenleri, ana bilesen-
lerinin ana bilegenleri, anabilesenlerinin ana bilegenlerinin ana bilesenleri,

vb. dir. Ornegin
(1) ~~p

nin ana eklemi “~” in birinci gegisi, ana bileseni ise ana eklemden sonra ge-
len “~p” dir.
) ~~pA(@nan)

“u ”

nin ana eklemi “A” nin yalniz ilk gegisi olup, ana bilesenleri ana eklemin so-
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lundaki “~~p” ile sagindaki “q A r” dir. Bu nedenle (2)’deki “A” nin ikinci
gecisi, ana eklem olmayan bir eklem gegisidir. (2)'nin bilegenleri ise ~~p, q
At ~p, P, g, r'dir. Ote yandan,

B)~pva) vipvg v(Q-n
1 2 3 4

onermesinin ana eklemleri “v” nin ikinci ve dorduncu gegisleri olup, ana bi-
lesenleri “~p v q”, “p v r” ile “q — r” dir. “v” nin birinci ile tgUncu gegisi
ise ana eklem olmayan eklem gegisleridir. (3)’in altina “v” nin gegislerinin
siralarini yazdik.

Bir onermenin ana bilesenlerinin altini | bicimindeki bir ¢izgi ile
cizerek belirtecegiz. O zaman da alti gizilmemis isaret veya isaretler ana ek-
lem durumundadir. Ornegin (3)'lin ana bilegenlerinin altini gizerek

4) |(~p v q)| v |(p v v I(q - r)l

elde edilir. Boylece “v” birinci ile uglincl gegislerinin ana eklem olmadig
acikca ortaya ¢ikar. (3)’lin tum bilesenleri
~pvq,pvrq-r ~p,p q rdr

Sonuncu ornek olarak

SYl~p—o-lpva->nle(pa-q)
nun ana bilesenlerinin altimi ¢izerek ana eklemi ortaya ¢ikarallm. Sonra da
(5)'in tim bilesenlerini belirtelim.

(6) l[~p - -~lpva - r)]IHl (p -9 |

Yukandaki (6)'ya bakarak ana eklemin “<”, ana bilesenlerinin de
“~p > -~[(pvQqg)>r]”ile “(p A ~q)” oldugunu goriyoruz. (6)'nin tim bi-
lesenleri, bu iki ana bilesenden bagka ~p, ~[(pv q) =], (P A ~q9), p, (P v
Q) —r, pvq,r, ~q, q'dan ibarettir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki dnermelerin ana bilegenlerinin altini gizerek ana eklemi ortaya

gikanniz.

1.

0 ® N & b A W N

~~~(p A ~Q)

pa(garn)

p-(@-r)

pa(@ana(pvn
(pva)v@vnviqg-or
pegye@ern
pvaeliqvne (vl
pA@a-~NA(-pA~n)a(-pv-~q)
(~~p > (q v -1) = ~(pv -1

10.[(po~q) e (Pealvpe—-n

1.1.7 Parantezli ve Parantezsiz Yazi Bicimleri

Dikkat edilirse

MPE-oqvr

ile

@ p->@Qvn

birbirinden farkli tam deyimierdir. Fark ancak parantezler kullanmakia belli
olmaktadir. Parantezler kullaniimasaydi

G)p-qvr

gibi gokanlamli bir 6nerme ortaya gikardi. Bu nedenle AAB,AvB A—B
ve A & B bicimindeki dnermeleri, bilesen olarak gectikleri zaman, parantez-
ler icine alip (A A B), (A v B), (A — B), (A & B) bigiminde dile getiriyoruz.
Boyle bir yazilg bigimine parantezli yazilis bigimi denir.
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Ote yandan ikili 6nerme eklemi, bilegenlerin arasina yazilacak yerde iki
bilesenin onlne yazilirsa, parantezlerin kullaniimasina gerek kalmaz. Boyle
bir yazilig bicimine de parantezsiz yazilis bicimi denir. Parantezsiz yazilg bigi-
minde AA B, Av B, A— B ve A & B bicimindeki 6nermeler

(4) AAB
(5) vAB
(6) —»AB
(7) «AB

biciminde yazilir.
Buna gore (1) onermesi
(8) vopar

biciminde, (2) onermesi ise
(9) —p~ar

biciminde (parantezsiz olarak) yazilir.
Baska bir ornek olarak
(10)~[p v (~q &)

onermesini parantezli yazilig biciminden parantezsiz yazilis bigimine ¢evire-
lim.

1) ~vpe~qr

Parantezsiz yazihig biciminde genellikle “~" yerine “N"” “A” yerine K”, “v*
yerine “A”, “—" yerine “C” ve “&" yerine “E” yazilir. Buna gore (8) oner-
mesi

(12) ACpqar
biciminde, (9) onermesi
(13) CpAqr

biciminde, (11) onermesi de
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(14) NApENgr

bigiminde yazilir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermeleri parantezli yazilig biciminden parantezsiz yaziliy bi-

¢imine dénisturiniz. (“~” yerine “N”, “A” yerine “K”, “v" yerine “A”, "—"
yerine “C” ve “«" yerine “E” koyunuz.)

1. pa(gvr)
2. (-pag)vr
3. ~(p—~q)ar
4. (paq)—o-r
5

~(p—~q)Ap

1.1.8 Dogruluk Degeri Hesaplamas:

Bir onermede gegen onermeye temisilcilerine birer dogruluk degerinin
verilmesi islemine degerleme (veya yorumlama) denildigini daha once belirt-
mistik. A gibi bir 6nermede gegen 6nerme temsilcileri p,, ..., p, oldugunda,
bunlara verilen dogruluk degerleri d(p,), ..., d(p,,) olsun. O zaman degerle-
meyi

(1) (py:d(Py)s - PRd(PR))
biciminde gésterebiliriz. Ornegin

@2p—-9

onermesini goz onine alalim. p’ye D, q'ya Y degerini verelim. Bu degerle-
meyi (1)’e uygun olarak

3) (p:D, q:Y)
biciminde gosteririz.
A gibi bir onermede gegen butun onerme temsilcilerinin belli bir deger-

lemesi verildiginde, A'nin bir degerlemede oldugu dogruluk degeri tek bir
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bicimde saptanahilir Bu saptama islemine dogruluk degeri hesaplamas: diyo-
ruz.

Ornegin (2) 6nermesinin (3) degerlemesinde aldi§i dogruluk degeri s6y-
le hesaplanabilir:

(4) 1. P — ~q (verilen onerme)
2. D — ~Y (verilen degerler)
3.0-D
4.D
Daha karmasik bir ornek olarak
) pv-q)e@-rn)
onermesinin
6)(p:Y,q:D, r:D)
degerlendirmesinde dogruluk degerini hesaplayalim:
(7) 1. (p v ~q) & (p — r) (verilen 6nerme)
2. (Y v ~D) & (Y — D) (verilen degerler)
3.YvY)eo (Y- D)
4.Yeo D
5Y

ALISTIRMALAR

| Asagidaki onermelerin verilen degerlemelerde dogruluk degerini hesap-
layiniz.

1. p>q (p:D)

2. qv-~p,(p:D, q:D)

3. (@—-pP)—r(p:Y,q:D,r:D)

4. (pArq) > (Pvr), (P:Y;q:D,r:D)
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5.

[(prg)orlepo@-n0)L,(P:Y.q:Y,r:Y)

Il. Asagidaki glinlik dil veya bilim diline ait ¢tkanmlann onciilleri ile sonug-
larinin dog@ruluk degerini hesaplayiniz. Bu hesaplamaya dayanarak s6zu
gecen ¢ikanmlardan diipedlz gegersiz olanlanini belirtiniz. (Bkz. § 0.5)

1.

-—

©S v ® N O L AW N

2=1+1.1>2

1<2,2<7 .7<1

1=2A2=3.1=3

1=2v2<3..1=3

1=22>1.3<1

Merih bir gezegendir .. Dinya bir gezegen degildir.

Kar sari ise komir sandir .. Kann rengi beyaz degildir.

“1+1 =3"yanhstir . 32 + 3 = 5" do§rudur.
“1+3=3->34+1=3"dogrudur .. “1 < 2” yanhstir.
“1<2 .. 2<1” gkanminin dncili dogru, sonucu yanhstir ..

“2=2 .1 =23 ¢ikannmi gegerlidir.

1.1.9 Onerme Eklemlerinin Sistematik Siniflamasi

Iki degerli dogruluk foksiyonu durumunda olan bitiin 6nerme eklemle-
ri sonlu sayida olup soyle siniflandinlabilirler. n tane onermeden bilesik bir
onerme olusturan bir onerme eklemine n-li 6nerme eklemi denir. e bir n-li
onerme eklemi ise, eklemi en one yazarak ep, ... p, biciminde bir bilegik
onerme kurabiliriz. e n-li ekleminin dogruluk ¢izelgesi, ep,... p,, 6nermesi-
nin dogruluk ¢izelgesi demektir. pq, ..., p,, Onerme temsilcilerinin tam 2" ta-
ne farkli de@erlemesi vardrr. ep, ... p,'in 1’inci degerlemedeki degeri d,,
2'nci degerlemedeki degeri d,, ..., 2" nci degerlemedeki dederi de d," ol-
sun. O zaman dogruluk cizelgesi
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F_PTI - Pn-2 Pn-1 Pn €p, Pn
D .. D D D d,
D ... D D Y d,
D.. D Y D dy
D.. D Y Y d,
Y D D D dyp, 1
Y Y Y Y d,",,

bicimindedir. Cizelgenin solunda p,, ..., p,'in degerlemeleri siralanmistir.
p, nin altindaki situnda D ile Y degerleri sira ile yazilmigtir. p,_,’in altindaki
sutunda diger D ile Y sira ile yazilmig, ve soldan saga gidildiginde D ile Y'nin
alt alta yazilan sayisi ikiser kat artmaktadir. P,’in altindaki situnda 21 Dile
2™1Y yazilmistir. ep, ... p,, altindaki siitun ise D ile Y'nin herhangi bir orta-
lamasindan olusabilir. D ile Y'den olusan 2" uzunlugundaki tim siralamala-
rin sayist 2@"ye esittir. Her siralama belli bir 5nerme eklemine karsiliktir. De-
mek ki 2 degerli dogruluk fonksiyonu durumunda n-li 6nerme eklemierinin
sayist 2@™ dir. m = 2 icin 2@™ = 2% = 24 = 16 oldugundan 16 tane 2-i
eklem, m = 1 icin 22M = 2@") = 22 = 4 oldugunan 4 tane 1-li eklem, hatta
m = 0 igin 2@% = 21 = 2 oldugundan, 2 tane 0-li eklem vardr. 0-Ii Gnerme
ekleme, sifir sayida onermeden, yani tek bagina bir onerme olusturan eklem
demektir. 0-l eklem tek bagina bir 5nermedir. Bunlardan biri tek bagina dog-
ru olan ve T isaretiyle gosterilen onerme ile hep yanlg olan ve L isaretiyle

gonderilen onermedir.

Sayisi 4 olan birli eklemleri sirasiyla e:, e;, e;, el biciminde gosterelim.

O zaman

31



My p &P €p €3p &p
D D Y Y
Y D Y D Y

biciminde bir karma dogruluk gizelgesi elde edilir. Sag taraftaki her sutun bir
birli eklemin dogruluk ¢izelgesini olusturmaya yarar. Dikkat edilirse, e; p’nin
altindaki situn “~” ekleminin dogruluk cizelgesini olugturur. Dolayisiyle e;
“~" eklemiyle ozdestir. e; eklemine birli evetleme eklemi, e: eklemine birli
totoloji eklemi, er‘neklemine de birli gelisiklik eklemi diyoruz.

Bu 4 eklemi §Oyle siralayabiliriz.

e! | Birli 6nerme eklemi e'p
el | Birli totoloji eklemi T Tp
e! | Birli evetieme eklemi E! E'p

e! | Birli degilleme eklemi D' | D'P (veya ~p)

e! | Birli celisislik eklemi L 1p

Burada T', E' D' ve L' eklemlerini 6yle tanimliyoruz. T'p= T, E'p = p,

D'p = ~p, 1'p = L tanimlama isareti olarak daha sonra gérecegimiz “=" es-
degerlik isaretini kullaniyoruz. (Bkz. § 1.2)

Ote yandan sayisi 16 olan ikili eklemleri sirasiyla ef, eg, cer ef6 ile gosterip
asagidaki karma dogruluk ¢izelgesini olusturabiliriz.
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(2) p q|efpa elpq elpq efpq elpq elpq eZpq e2pq | eZpq e 2pq e 2pq e 2pq e 2pq e 2pq e 2pq e pq
DD[D D D D D D D D Y Y Y Y Y Y Y Y
DY|D D D D Y Y Y Y D D D D Y Y Y Y
YD|D D Y Y D DY Y D D Y Y D D Y Y
YY|D Y D Y D Y D Y D Y D Y D Y D Y
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e? Ikili Onerme ekiemi e2pq

ez Ikili totoloji eklemi pT2q
el (Ikili) tekel evetleme eklemi pvq

e§ Evrik kogul eklemi pe<q
ef Birinci bileseni evetleme eklemi P EIZ q
eg Kosul eklemi p—q
eg Ikinci bilegeni evetleme eklemi p Eg q
e’ Karsihkh-kogul eklemi peq
eg Tumel-evetleme eklemi PAq

e’ Ikili gelisirlik eklemi pLl2p
e? (Ikili) tumel degilleme eklemi plq

e-]Zl Evrik kogulum degillemesi p4q
elzz Birinci bileseni degilleme eklemi p D12 q
e]23 Kosul degillemesi eklemi Pl—q
e124 Ikinci bilegeni degilleme eklemi P Dg q
elzj Ayriklik eklemi p+q
e Bagdagmazlik eklemi pTq

Burada gegen T2, Elz, Eg, Df, Dg ikili eklemlerini §0yle tanimliyoruz.

PT?q=T,pElq=p,pElq=q pD2q=~p,pDiq=~q pl2g=L



Dikkat edilirse e2 pq, e qu, e qu onermeleri, sirasiyla e2pq ezpq,

s e2pq onermelenmn degulleme5| durumundadlr Nitekim |k|nculer|n|n

dogruluk degerlen birincilerinin dogruluk degerlerinin tersidir. Bu nedenle

gqu, . e]J)q onermeleri tamamiyla yeni fonksiyonlar belirtmeyip

elzpq,...,egpq onermeleriyle belirtilen fonksiyonlardan elde edilmig sayilabi-
lirler.

1.2 Karma Dogruluk Cizelgesi Yontemi

Bir onermenin gecerli olmasinin bitun yorumlamalarda dogru olmas
anlamina geldigini, bir onerme kiumesinin tutarl olmasinin da en az bir
dogrulayici yorumlamasinin olmasi anlamina geldigini daha once belirt-
mistik. Onermeler mantiginda bir 6nermenin yorumlamasi, bu 6nermenin
icinde gegen butun onerme temsilcilerinin belli bir degerlemesi demektir.
Buna gore 6nermeler mantiginda bir 5nermenin gegerli olmasi, icinde gegen
bitin onerme temsilcilerinin tim degerlemelerinde D degerini almasi
demektir. Onermeler mantiginda gegerli olan Gnermelere totoloji de denir.
Cecerli olmayan onerme gegersiz’dir. Gegersiz bir onerme en az bir
degerlemede Y degerini alir. Bir 6nerme kiimesinin tutarl olmasi ise en az
bir degerlemede kimenin butin uyelerinin D degerini almasi demektir.
Tutarli olmayan bir kiimeye tutarsiz kime denir. Tutarsiz kumenin tdim
ogeleri hicbir degerlemede bir arada D degerini alamazlar. A gibi bir oner-
menin tutarh veya tutarsiz olmasi {A} birim kimesinin tutarli ya da tutarsiz
olmasi demektir. Onermeler manti§inda tutarsiz olan 6nermelere ¢celisme de
denir. Bir ¢tkanmin gegerli olmasi ¢ikarimin gegersiz kilici kimesinin tutarsiz
olmastyla tanimlanr.

Onermeler mantiginda herhangi bir énermenin veya ¢ikanmin gegerli
veya gecersiz, bir onerme kimesinin de tutarl veya tutarsiz oldugunu
ortaya koyan karar-verme (ve dolayisiyla denetleme) yontemleri vardir. En
basit karar-verme yontemi karma dodruluk cizelgesi yontemidir. Bu yonteme
gore sinanan onerme veya onermelerin tim bilesenlerinin (en basitinden en
karmasigina kadar) dogruluk ¢izelgeleri bir tek karma cizelge bi¢ciminde
kurulur. Verilen onermenin altindaki situn yalmz D’den kurulu ise oner-
menin gegerli oldugu, yoksa gecersiz oldugu ortaya ¢ikar. Verilen 6nerme
kiimesinin tum o6gelerinin bir arada D degerini aldigi bir degerleme varsa
kiimenin tutarl oldugu yoksa tutarsiz oldugu anlagilir. Ornegin
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Mp—->@Q-p
onermesinin gecerli oldugunu asadidaki karma dodgruluk cizelgesiyle
denetleyebiliriz.

2| pq |a-p | P=>(@—P)
DD D D
DY D D
YD Y D
YY D D

Daha karmasik bir ornek olarak
B poa->r-0prg -]

onermesinin gecerli oldugunu asagidaki karma dogruluk c¢izelgesiyle
denetleyebiliriz.

@ {par |p—q |(pog)—-r|paq | (PAg)-r |[(pP—>g-n)]-[(pAg)—r]
DDD| D D D D D
DDY| D Y D Y D
DYD| Y D Y D D
DYY | Y D Y D D
YDD| D D Y D D
YDY | D Y Y D D
YYD| D D Y D D
YYY | D Y Y D D

Simdi de agagidaki onermenin gegersiz oldugunu gosterelim.

5) -p->q)—>(Pnraq)
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(6) |Ipq |~p | ~p—q | PAQ [(-P—Q)—PAq
DD | Y D D D
DY Y D Y Y
YD D D Y Y
YY D Y Y D

Son situnda Y degeri bulundugundan (5) 6nermesi gecersizdir.
Tutarlihkla ilgili bir 6rnek olarak

N{prg~pva pv-q

onerme kimesinin tutarh olup olmadigini arastirahm.

®{pa [-p |[-9 | pra| ~pvq | pv-q
DD | Y |V D D D
DY|Y | D | ¥ Y D
YO | D | ¥ Y D Y
yy | o |Dp | v D D

Gorildigu gibi (8) karma dogruluk c¢izelgesenin birinci satirinda
kimenin o6geleri olan li¢ 6nermenin altinda hep D degeri ge¢mektedir.
Dolayisiyla (7) onerme kiimesi tutarhdir.

Son bir érnek olarak agagidaki kiimenin tutarsiz oldugunu gosterelim.

9 {(PAg ~pv-~q)

(10) [pa [~p |~a [prq | ~pv-q
po |y |y [ D Y
DY | Y | D | Y D
YD | D | Y | ¥ D
Yv |o|po |y D
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Hi¢bir satirda kimenin 6geleri olan onermelerin altinda hep D degeri
olmadigindan dolayi (9) kimesi tutarsizdir.

GCikanmlara iligkin 6rnek olarak
(MPvgp-orq-or.or

¢ikaniminin gegerli olup olmadigini bulalim. Bu amagla (11)'in gegersiz kilici
kimesi olan

2){pvqgp-orqg-or -1}

kiimesinin asagidaki karma dodgruluk ¢izelgesini kuranz.

A3 |pqr pvq | por | gor | ~r
DDD
DDY
DYD
DYY
YDD
YDY
YYD
YYY

< < 000000
UUUU<U<6
O 0O <000 <0
O <X 0 <0 <0 <

Dikkat edilirse (13)’in hi¢cbir satirnda kiime 6gelerinin altinda hep D
isareti gegmiyor. Dolayisiyla (12) kiimesi tutarsizdir. Bu nedenle (11) ¢ikanimi
gecerlidir.

Gegersiz bir ¢ikarima ornek olarak
(14p—->qgq.-p
yi g6z onine alalim (14)’Un gegersiz kilici kimesi

(15 {p—aqq ~p}
dir. (15)’in karma dogruluk gizelgesi de
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(6)[pqg [p>a [ a | -p
pop| D | D Y
DY | Y | Y Y
YOD| D | D D
YY | D | Y D

(15) kimesinin her G¢ 6gesinin dogruluk degerlerini yanyana yazabil-
mek amaciyla 9'un diger sutununu cizelgenin sag tarafinda tekrarladik,
ucuncli satirda kime Ogelerinin altindaki degerler hep D oldugundan
(15)’in tutarh, dolayisiyla (14)'in gegersiz oldugu anlasilir.

A ile B herhangi iki onerme oldugunda A ile B’de gegen tim o6nerme
temsilcilerinin her degerlemesinde A’'nin aldigi deger ile B'nin aldi§i deger
birbirine esitse, A ile B'nin esdeger 6nermeler oldugu soylenebilir. A ile B'nin
esdeger oldugu

(17)A=8
bigciminde gosterilir. “ = “ isareti esdegerlik bagintisini dile getirir. A ile B'nin
esdeger olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,

(18) A B
karsiliklr kogullusunun gecerli olmasidir. Buna gore A ile B'nin esdeger olup
olmadiginin A ile B’nin karma dogruluk ¢izelgesiyle karara baglanabilecegi
gibi, A & B'nin gizelgesiyle de karara baglanabilir. Ornegin

(19p—-oq=-~pvq
esdegerliginin dogru oldugunu ya

(20) [pa [~p | p—q [ ~Pvq
DD | v D D
DY | v Y Y
YD | D D D
YY | D D D
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cizelgesiyle, ya da

21)|pa | ~p | pma |-pva | (p—q)e(~pvq)
DD | Y D D D
DY | Y Y Y D
YD | D D D D
YY | D D D D

cizelgesiyle denetleyebiliriz. (20) cizelgesinde her dort satrda p — q ile
~pvq ayni degeri almaktadir. (21) cizelgesinde ise son situnda hep D degeri
gecmektedir. Boylece her iki gizelgeden (19) esdegerliginin dogru oldugunu
goruyoruz.

A,, ..., A, B gibi onermeler verildiginde bu 6nermelerde gegen butun
6nerme temsilcilerinin degerlemelerini géz oniine alahm. Eger A,, ..., A_'nin
herbirini dogru kilan her degerleme B’yi de dogru kilarsa “A,, ..., A, oner-
meleri B'yi iceriyor” denir ve

(22) A, ..., A, =B

¢ Ap
bicimimde yazilir. “ =" jsareti icerme bagintisini dile getirir. Dikkat edilirse
A ile B birbirini icerirse, yani hem A = B hem B = A olursa, o zaman A ile
B esdeger olur, yani A = B elde edilir. Buna gore egdegerliligin karsilikh
icerme oldugunu s dyleyebiliriz. A = B’nin gerekli ve yeterli kosulu
A — B’nin gegerli olmasidir. Buna gére A = B’nin dogru olup olmadigini
ortaya koymak icin ya A ile B'nin karma dogruluk ¢izelgesini, ya da

A — B’nin karma dogruluk cizelgesini kuranz. Ornegin

) (peq FEpoq

nun dogru olup olmadigini, ya
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29[ pq [ peq | P9
DD | Y D
DY | Y Y
YD Y D
YY D | D

cizelgesiyle ya da

(25) | pq | pea | p—q | (pP~9)—(p—A)
DD| D D
DY Y Y D
YD Y D D
YY D D D

cizelgesiyle gosterilebilir. (24) ¢cizelgesinde p «> q'nun altinda D’nin bulun-
dugu her satirda, p — g'nun altinda olan D vardir. Boylece (23)'in dogru
oldugu anlagiir. (25) cizelgesindeki son sutin ise hep D’den olusuyor.
Bundan da (23)’Gn dogru oldugu ortaya cikar. A,, ..., A = B igermesinin
dogrulugunun gerekli ve yeterli kosulu A,, ..., A, .. B ¢lkarimimin gegerli
olmasidir. Boylece dogru icermeler ile gegerli ¢ikanimlar arasinda bire bir
karsiik vardir. Ornegin yukardaki (11) ¢ikarimi dogru oldugundan

(26)pvag p-orgorEr

icermesi dogrudur. (26)'nin dogrulugu, (13) karma dogruluk gizelgesiyle
denetlenir.

ALISTIRMALAR

t.  Asagidaki onermelerin gegerli olup olmadigini karma dogruluk ¢izelge-
sine dayanarak bulunuz.

.p 6. ~(pAq) e (~pv~q)
2. p—q 7.~(pvag) e (~-pA-q)
3. pv~q 8. ~(pA~q) > (-pA-q)
4. po(Pvay 9.l(pvag) —rl-lp > Aa(@—n)]
5. po>(PArq) 10. [(pAq@)=rleo[(p—>r)Aa(q-or)
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Asagidaki onermelerin ve 6nerme kimelerinin tutarh olup olmadigini
karma dogruluk ¢izelgesine dayanarak bulunuz.

1.
2.
3.
4.
5.

{pvaq, ~p, -q} 6.p—q
{p—q,q—-p} 7. po(@Q-n)
{p.Pp—9, 9-r, -1} 8.~(pe<q)vr

{p%q'qu/p—)“'r} 9p(—(q—)r)
(pvagqvr~pa~t  10.~[qv~(p>qQ]v(pra)

Asagidaki gikarimlarin gegerli olup olmadigini karma dogruluk cizelge-
sine dayanarak bulunuz.

1.
2.
3.
4.
5.

pP—qp-q
pva ~p .. q
pP—>9q.p
p—~qp - ~p

pvqg p-orngqor.par

Asagidaki egdegerliklerin dogru olup olmadigini karma dogruluk ¢izel-
gesine dayanarak bulunuz.

1.

2
3
4.
5

pP—=>pP=p
prg=~(~-p~q)
Po(@-onN=(PAg) T
(p—oq—>r=p-o(q-—r)
(Peqgeop=q

Asagidaki icermelerin dogru olup olmadigini karma dogruluk cizelge-
siyle bulunuz.

1.

2
3
4.
5

pFEp

pvgFEpaq
prAqFEPpvq
Pr@vpanFEqvr
pvapvri=qar



1.3 Onermeler Manti§ Yasalar

Geleneksel (klasik) mantikla ozdeslik ilkesi, celismezlik ilkesi ve dlgunci
halin olmazhgi ilkesi olmak Uzere (¢ temel mantik yasasi kabul edilirdi.
Modern mantikta ise, bu Ug ilkenin, sayisi pek ¢ok, hatta sonsuz olan, cesitli
mantik yasalar arasinda yer aldigini goérecegiz. Onermeler manti§ yasalari
onemli sayilan totolojiler egdegerlikler ve icermelerden ibarettir. Ozdeslik
ilkesi (onermeler mantiginda)

Mp—-p

nin, ¢elismezlik ilkesi

(2) ~(p ~ ~P)

nin, tgtncu halin olmazhd ilkesi de

(3)pv-p
nin birer totoloji olmastyla dile getirilir. (1), (2), (3) ilkeleri gunlik dilde
siraslyla

(4) Sokrates insan ise Sokrates insandir,

(5) Sokrates hem insan hem insan olmayan degildir,
ve

(6) Sokrates insandir veya Sokrates insan degildir.

gibi timcelerle orneklendirilebilir. (1), (2) ve (3)'in gegerliligi, birer karma
dogruluk gizelgesiyle kolaylikla denetlenebilir.

Onermeler mantiginin totololji bigimindeki ana eklemlerine goére su dort
tire ayrilirlar: 1) Degillemeler (ana eklemi “~" olan yasalar), 2) tikel
evetlemeler (ana eklemi “v” olan yasalar), 3) Kosullular (ana eklemi “—"
olan yasalar) 4) karsilikli-kosullular (ana eklemi “—” olan yasalar). Timel
evetleme bicimindeki yasalar ise pratikte hi¢ kullanilmaz. Nitekim A; A A,
veya genel olarak A; A...a A 'nin yasa olmasi A,, ..., A 'nin her birinin yasa
olmasina indirgenir. O zaman da A; A ... A A bilegik yasasi yerine tek tek A,
..., A, yasalar kullanilir. Degilleme ile tikel-evetleme tiriinden yasalar ¢ok
nadirdir. Yasalar ezici ¢ogunlukla kosullu ve kargilikh-kosullu tirindendir.
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Kosullu yasalar icerme bigiminde, kargilhkli kogullu yasalar da egdegerlik bigi-
minde de dile getirilirler. Biz de dyle yapacagiz. Biitin yasalan karma dog-
ruluk gizelgesiyle denetleyebiliriz. Baska yasalar asagida siniflandirlyoruz.

(¢) Degilleme tirinden yasalar
1. ~(p A ~p) (gelismezlik ilkesi)
2. ~(Py A ~Py A P2 A ~P2 A - Pp A ~Pp)
(«) Tikel-evetleme turiinden yasalar
1. p v ~p (uglincu halin olmazhd ilkesi)
2.p) V=P VPV =PV ..VP,V~p,
3.(prqdv(pr~@v(~-paq)Vv(~-pa-q)
4.(poqv@—n
e bir ikili onerme eklemi oldugunda, e eklemine
pep=p
olursa (yani p e p ile p birbirine esdeger olursa), denkguili,
peqg=qep
olursa yer degistirici,
(peqg)er=p
olursa ortaklastirici denir.
Ayrica e, ve e, iki ikili eklem oldugunda
pe;(qey)=(pe,q)e,(per)
veya(qe,re,p=(qe,p)e,(re p)
olursa, e, ekleminin e, uzerine dagiticilik 6zellidi oldugu,
P e, (qe,r) = (peq) e; (peyr)
veya(pe;q)e;(pe;n = pe (qeyrn)

olursa e, ekleminin e, (izerine tek y6nlii dagiticilik 6zelligi oldugu soylenir
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(«) Esdegerlik ve icerme tiiriinden yasalar
a) Denk giigliiliik yasalar
1. p A p=p (“A” in denkglgluligu)
2. pvp=p("v’ nin denkglgliligu)
b) Yer degistiricilik yasalar
3. p ~q=q A p (“A"nin yer degistiriciligi)
4.pvg=qvp (“v'nin yer degistiriciligi)
5.p & q=q & p («in yer degistiriciligi)
) Ortaklasgtincihk yasalar
6.(pAq) Ar=pa(gar) (“A”nin ortaklastincihgr)
7.(pvq)vr=(pvq)vr(“v’nin ortaklastinciligr)
8.(pe q)er=pe(qern) (“o"nin ortaklastinchgr)
d) Dagiticilik ve tek-yonlii dagiticihk yasalari
1.pa(@any=(Arq)a(pAr) (“A” nin “A" Gzerine dagitihcihgr)
2.pa(@vn=(Aaq) vparn (“A” nin “v” Gzerine dagiticihgr)

.pa(@-onE (pAg)-(pAarn) (“A”nin “=" lzerine tek yonlu
dagiticaligr)

4dpr(@onE (paqg)e(Parn (“A” nin “o” lzerine tek yonlu
dagiticihgi)

S.pv(@an=(vag avr(“v’nin “A” Gzerine dagitihicihgr)
6.pv(gan=(vqg) Vvpvr (v nin“v" (zerine dagitilicthg)

7.pv(@-nkE (pva = (v (v’ nin “>” lzerine tek yonlu
dagiticihg)

8.pv(qer) = (pva) e (pvn (“V nin “e” uzerine tek yonlu
dagltlcﬂ@)

9.p>(Qan=( —>q9) A —r) (“>" nin “A” Gzerine dagiicihigr)
10.p->(@Qvn=(pP-q) v (p-r)“>"nin “v” lzerine dagiticihgn)

45



M.po(g=nN=(p —q) = (p-r)(">"nin “>" lzerine dagiticihg)

12.p-o(@enspE-—9)e (p-r) ("> nin “o” lzerine dagitahgr)

" _n

13. (p 5 1) A (g=n) k= (PAg)—r (“—” nin “A” lzerine tek yonli

dagiticihgr)
14.(pvqg) >r= (p—q)v(p—r) (“>"nin “v" Gzerine tek yonli
dagiticih@r)
15.(p>q)>r= (p—q) —(q 1) (“>” nin “>” lzerine tek yonll
dagiticig)
16.peg)a(per) = pe(@arn) (Yo" nin “A” uzerine tek yonli
dagiticihgr)
17.po@vnNi= (peqvpern (‘o nn “v" lizerine tek yonlu
dagiticihgr)

1. po(@-onkE (peq) - (Pern ("o nin “>” tzerine tek
yonli dagiticithr)

e) Cesitli yasalar

1. ~~p = p (cifte degilleme)

m ~p, eger m tek sayi ise (genellegsmis degilleme
2. -.LP= } p. eger m gift say ise yasasi)

3.p—>q q-or = p-r ("> nin gegisliligi)
4. peog ger = por (e’ nin geisliligi)
5. ~p = p — q (énbilesenin degillemesi)
6. q = p — q (asal bilesenin evetlenmesi)
7.(p > 1) a(@—r1)=(pAq)—r(girs ve cikig)
8.p—q [= (rAp) > (r A 9) (sarpma)
9.p—>q = (rvp) - (rvq) (toplama)
10. p e q = (rap) & (r A q) (carpma)
1.peoq = (rvp) e (rvq) (toplama)



12. p - q=~q > ~p (devirme)

13.p = [(p = q) — q] (evetleme)

14. ((p » q) = p) = p (Peirce yasasi)

15.[(p > 9 A(r>5s)] = (pAar) o (qas) (Leibniz teoremi)
16.p—>q=-pvq
17.p > q=-(pr-q)
18.p & q=(prq) v (~p A ~Q)
19.pq=(pv-q) A(-p Vv Q)
f) Agilma Yasalan

} (“-" in elenmesi)

} (“e" in elenmesi)

l.p=pv(prq)

2.pspa(pva

3.p=(Prq@)v(pAr-q)
4.p=(pvaa(pv-~q)

g) Genlesme Yasalari
l.pag=po(p—q)
2.pvq=qe(p—Qq)
3.p>q=pe(prq)
4.p>q=qe(pPva)

h) Bilesik onermelerin degillemesi yasalar
l.~-pr@)=~pv-q

2. ~(PyA...APp) = ~PyV...V=P,
De Morgan yasalari

3. -(pva)=-pr~q

4. ~(PyVv...vP,) = ~PyA...A~P,

5. ~(p = q) = p A ~q (kogullunun degillemesi)

6. ~(pq) = (pAq) v (~p A~q) (karsilikh kosullunun degillemesi)
7. ~A(Pq,---Pp~ A V) = A(=Pq, ..., ~Pp, V., A) (Shannon yasast)
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" " ", n "on

A onermesi “A”, "V, eklemleriyle p,, ..., p,,, 6nerme temsilcilerin-
den olugmus bir onerme oldudunda, A'nin degillemesi, Anin icinde p,, ...,
” "

P, yerine sirasiyla ~p,, ..., ~p,, konulmasi ve “A” ile “v” nin degis tokusu so-
nucunda elde edilen 6nermeyle esdegerdir.

¢) Tiretim Yasalan (Turetim Kurallan)

Asagidaki yasalar, ilerde gérecegimiz “tiretim” denilen denetleme yon-
teminin kurallanini olugturan icermelerdir. Bu yasalar nerme temsilcileri yeri-
ne A, B, C, ... gibi 6nerme degiskenleri ile dile getirilmistir. Iginde A, B, C gibi
onerme degiskenleri bulunan bir timceye onerme kalibi denir. A, B, C
harflerinin kendileri de atomsal dnerme kaliplaridir. Bilesik 6nerme kaliplan,
onerme degiskenleri ile 5nerme eklemlerinden olugurlar. Ornegin ~A, A A B,
A — B ve A & B birer bilesik dnerme kalibidir. Onerme kaliplari, incelenen
mantik sisteminin sembolik diline degil, bu sembolik dilden s6z etmek i¢in
kullanilan bir s6zeden dil (meta-dil)’e ait bir sozdir. Bir 6nerme kalibinda
gegen A, B, C, ... gibi 6nerme degiskenleri yerine bunlarnn degeri olan sem-
bolik dile ait onermeler koyarak onerme kalbi sembolik dile ait belli bir 6ner-
meye donugur. Boyle bir onermeye verilen onerme kalibinin bir érnekleme’si
denir. Ornedin A A B 6nerme kalibinda A yerine p — g, B yerine de “~q"
onerresini koyarsak énerme kalib1 “(p — q) A ~q” 6nermesine donugtr. Bir
onerme kalibinin tim drneklemeleri gecerli onermeler ise 6nerme kalibina
gegerli 6nerme kalibi denir. Onerme kaliplarindan olugan bir gikarim igirme
veya esdegerlige ¢ikarim kalibi icerme kalibi veya esdegerlik kalibi diyoruz. Bir
¢tkanm icerme veya esdegerlik kalibinda onerme degigkenleri yerine birer
onerme koymakla belli bir ¢ikarim, icerme veya esdegerlik kalibinda 6nerme
degiskenleri yerine birer 6nerme koymakla belli bir ¢ikarim, icerme veya
esdegerlik elde edilir. Boyle bir ¢ikarim icerme veya egdegerlige verilen
kalibin orneklemesi denir. Baslica tlretim yasalari sunlardir:

1. A, B F= A A B (“A” nin girigi kurali)
22AABF A
3.AAB F A

" n

A" nin ¢ikigi kuralr)
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.B F Av B (“v” nin girisi kuralr)

5. A A\ B, ~A ‘:IZ: B '
‘ (“v" nin gikigl kurali)
6.AvB, ~-A =8B

7.A—>B, A= B (Ayirma veya Modus Ponens kural)
8. A > B, ~B = ~A (Modus Tollens kurali)
9.A->~A=-A

10. ~A> A=A (olmayana ergi)
11.(A—>B)A(A—> ~B)=-A

12.A—> C,B > C, Av B = C (yapici ikilem)
13.A—-5B,A-C, ~Bv ~C = ~A (yikic ikilem)
14.A—>B,C > D,AvC F BvD (yapic ikilem)
15.A—-8,C—->D,~Bv-~D = ~Av ~C (ykic ikilem)
f) Onerme eklemlerinin indirgemesi

Mt UM, N, T, " temel eklemlerini, bunlardan sadece ikisi tii-
rinden tammlamak mumkindir. Bu amagla segilecek iki eklemden biri hep
“~ olmalidir. Obiir eklem “ ”, “v"” ya da “—" olabildigi halde “<" olamaz.
(“A” ekleminin sadece “~” ile “e" eklemi tlrinden tanimlanamayacagi is-
patlanmigtir.) Buna gore s6zi gegen beg temel eklem ya “~” ile “A”, ya “~"
ile “v” ya da “~" ile “=" tiriinden tanimlanabilmekte ve dolayisiyla bu ek-
lem ciftlerinden birine indirgenebilmektedir. Indirgemeyi ilk yapan mantik-
¢ilarin adi kullanilarak, 6nerme eklemlerini ile “A” ye indirgeyen sisteme
Brentano veya Quine sistemi) “~” ile “v” ye indirgeyen sisteme Whitehead-
Russell veya Hilbert-Ackerman sistemi, “~" ile “—" ye indirgeyen sisteme de

Frege veya Lukasiewics sistemi denir.

Il "

"o n Il "
-~

Eklemleri ile ye indirgeme yasalari
1.AvB=~(~A A ~B)
2.A—>B=~(An-B)

3. AB=~(AA-B)A~(B A -~A)
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Eklemleri “~” ile “v" ye indirgeme yasalar
4. AAB=~(~Av ~B)

5.A->B8=~AVvB
6.AB=~(~-Av~B)v~(AvB)

Eklemleri “~" ile “—"ya indirgeme yasalari
7.AAB=~A—> ~B)

8. AvB=~A—B

9. A B=[(A—-B)—>~B - A)]

Geri kalan bitiin eklemler bes temel eklem tirinden tanimlanabilir.

Ornek olarak asagidaki eklemlerin temel bes ekleme indirgeme yasalarini
belirtiyoruz.

10.ATB=~(AVB)
11.AlB=~(AAB)
12A«<B=B A
13.Al>B=~(A > B)
14.A+B=~B oA

Ote yandan bes temel eklemi yalniz { tiirinden ya da yalniz T tiriinden

tammlamak mimkindir. “T” ye ve “.” ye indirgeme yasalanni asagida
belirtiyoruz.

50

16.-A=ATA
17.AAB=(ATB)T(ATB)
18.AvB=(ATA T(@BTB)
19.-A=(AlA) L (BIB)
20.A~B=(ALA) L (BIB)
21.AvB=(AlB) L (AlB)



Cifte degilleme yasasi (“~~p=p”) geredi, ~~A bicimindeki bir bilesik
onermeyi, esdederi olan A biciminde kisaltabiliriz. Bundan boyle bu kisalt-
may! hep yapacagiz. Ayrica genellesmis degilleme yasasi uyarinca, 6nunde
n tane “~” isareti gegen -~ A bicimindeki bir onermeyi n tek say ise ~A

biciminde, m gift say: ise A bigiminde kisaltacagiz.

ALISTIRMALAR

§1.3'deki yasalan, karma dogruluk gizelgesi yontemiyle denetleyiniz.

1.4 Cozumleyici Cizelge Yontemi

Karma dogruluk gizelgesi, 6nerme temsilcilerinin sayisinin artmasiyla son
derece giiglesir. Nitekim denetlenen dnerme, dnerme kimesi veya ¢ikarim-
da gegen onerme temsilcileri p,, ..., p, ise, gizelgedeki degerlemelerin say-
st 2" olur. Oysa n buyluyiince 2" sayisi cok hizli artar. Dolayisiyla karma dog-
ruluk gizelgesi yonteminin pratik yarar ortadan kalkar. Ayrica bu yontem
yalniz iki ve ¢ degerli 6nermeler mantiginda kullanilabilmektedir. Bu ne-
denle 6blir mantik sistemlerinde de kullanilabilen daha etkin y&nterilere ge-
reksinme vardir. Bu Bolim’de onermeler mantiginin en etkin ve kolay denet-
leme ve karar-verme yontemi olan ¢ozumleyici ¢izelge yontemimi ayrintil
olarak inceleyegiz.

Gozumleyici ¢izelgenin ana iglevi, verilen bir veya daha ¢ok sayida oner-
menin tutarh olup olmadigini ortaya koymaktir. Bu amagla verilen 6nerme-
ler baglangic onermeleri olarak alt alta satirlart halinde yazilir. Cizelgenin
Obir satirlan ise Ustteki satirlardan ¢ozimleme islemi ile elde edilir.
Gozimleme isleme “temel onermeler” elde edilene kadar suren bir islemdir.
Temel onermeler ise p, q, r, ... gibi 6nerme temsilcileri ile bunlanin degilleme-
si olan “~p”, “~q", “~r”, ... den ibarettir. p ile ~p temel onermelerine eslik
diyoruz. Temel onermeler, iginde gegtikleri bilesik onermelerin temel
bilesenler'idir. Ornegin

M -~l-pv-Ar(-q->p)a(-per)

onermesinin temel bilesenleri p, ~p, ~q, r'dir. Herhangi bir temel dnermenin
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degillemesi, onun esleniyi ile egdegerdir. Nitekim p’nin degillemesi “~p” dir.
~p’nin dedillemesi ise “~~p” dir. Cifte degilleme yasasi geregi ~~p = p
oldugundan, ~~p‘yi p bi¢ciminde kisaltinz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki bilesik onermelerin temel bilegenlerini bulunuz.

1. ~(-pva)

2. po-[(pe(qna-n]

3. -p o [p - (@ -0

4 ~p-l-q->n-pl

5. (@ a-n) o -[(-pv-p)]

1.4.1 Timel Evetlemenin Coziimleme Kural
(1) AyjacnA

herhangi bir tiimel-evetleme oldugunda (1)'i ¢6ziimleme, (1)'in altina sira-
siyla A,,...,A,, bilesenlerini yazma iglemi demektir. Bu islemi de tumel evetle-
menin ¢6ziimlemesinin kurah dedigimiz asagidaki kuralla belirtiyoruz.

(2) 1. AjannA,
A1

-l

An
¢6zimleme ile elde edilen A,, ..., A, bilegenlerini, ] bigimindeki dikey bir ¢iz-
gi ile bagliyoruz. Tumel evetlemenin dniine islem adimini belirten adim sa-
yist (adim numarasi) olarak 1 sayisini yaziyoruz. Dikey ¢izginin ardina A, ...,
A.'in kaynagini belirten kaynak sayisi (kaynak numarasi) olarak gene 1 say-
sini parantez arasinda yaziyoruz. n = 2 halinde (2) kuralr

(3)1.AAB
A
o
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bigimini alir. Ornegin
4)~-parga-~r
onermesini (2) kural geregi ¢6ziimlersek

(5)1.~parqa-~rB.0)

~p
q:I(U
-..f

cizelgesi elde edilir. (5) ¢izelgesi, baglangig 6nermesi durumunda olan (4)
onermesinin ¢ozumleyici ¢izelgesidir. Baglangic 6nermesinin ardina paran-
tez icinde B.O. kisaltmasini yaziyoruz.

Ikinci bir 6rnek olarak
6) (-pra) A Qq
onermesinin ¢ozumleyici gizelgesini kurahm. Bu amagla once (6) satinins

yazariz. Sonra (3) kural geregi (6)’'nin ana bilegenleri olan ~p A q ile q oner-
melerini alt alta yazip

7)1.(-pAq) A q(B.0)

o

cizelgesini kurarz. Ancak ikinci satir bir temel 6nerme degildir. C6zimleyici
cizelgeyi kurmak igin ¢6ziimleme iglemine temel 6nermeler ortaya ¢ikana
kadar devam edilir. Dolayisiyla ikinci adim, olarak ikinci satira (3) kurahni
uygulayarak

(8)1.(-p ~9) A q(B.O.)
2.-pAq
g o

o

gizelgesini elde ederiz. (8) cizelgesinde gegen biitiin timel evetlemeler (ilk
iki satir) ¢oziimlenmis olup ¢oziimlenmemis onermeler ise (son uUg satir)
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temel onerme durumundadir. (8), (7)'nin ¢ozimleyici cizelgesidir. Temel
onermeler ¢ozliimlenemez. llerde gorecedimiz gibi temel Onermeler
digindaki tim Onermeler belli birer ¢oziimleme kurall geregince ¢ozim-
lenebilir.

Bir onerme kimesinin ¢ozumleyici gizelgesini kurmak igin o6geleri alt alta
baslangi¢c 6nermesi olarak yazip ¢6ziimleme iglemini yapariz. Ornegin

@) {~prq. qAar ~par}
kiimesinin ¢6zimleyici gizelgesi
(10)1. ~p A q (8.0.)
2.qAr(B.0)
3. ~pAr(8.0))
~p ]
q _

q-
r

M

(2)
~p )
r

—J

(3)

bigimindedir. Once kiimenin ¢ 6Jesini alt alta yazip herbirinin ardina BO
isaretini koyduk. Sonra 1’inci adimda ~p A q 6nermesini, 2’'nci adimda
g A r onermesini, 3’inci adimda da ~p A r onermesini ¢ozimledik. Boylece
¢oziimlenmemis olarak yalnizca temel 6nermeler kaliyor.

Bir onerme veya onerme kumesinin ¢ozimleyici gizelgesine bakarak
onerme veya kimenin bir dogrulayici yorumlamasi bulunabilir. Nitekim
baslangig 6nermesi veya onermeleri hep D degerini alirsa, alttaki Gnermeler
ve dolayisiyla aittaki temel onermeler de hep D dederinde olur. Yerine,
cizelgede alt alta bulunan biitin temel onermeler D degerini alirsa, Ustteki
satirlar ve dolayisiyla en Ustteki baslangic onermesi veya 6nermeleri de D
degerini alir. Nitekim (2) kurali dogrulugu korur. Yani kurahn ilk satin D
degerini alrsa alttaki tim satilar da D dedgerini alirlar. Tersine alttaki
satirlarin timid D degerini alirsa en ustteki satir da D degerini alir. Boylece
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alt alta gegen bdtin temel onermelere D degerini verirsek baslangig oner-
mesi veya onermelerinin bir dogrulayici yorumlamasi elde edilir. Bu amagla
p gibi bir (atomsal) temel énermeye D degerini veririz. Ote yandan “~p”
bigciminde bir (bilesik) temel 6nermeye D dederini vermek i¢in p’nin kendi-
sine Y degerini vermek gerekir. Boylece tim temel onermelerine D degerini
vermis oluruz. Boyle bir islemle elde edilen degerleme ¢ozimleyici cizel-
genin baglangi¢ onermesi veya onermelerinin bir dogrulayici yorumla-

"

masidir.

S6zu gegen (4) onermesinin bir dogrulayici yorumlamasim elde etmek

icin (5) ¢6zimleyici ¢izelgesinde alt alta gecen “~p”, “q”, “~r” temel oner-

melerini goz onune alnz. Buniara D degerini vermek igin p’ye Y degeri, q'ya
D degeri ve r'ye Y degerini vermek gerekir. Boylece elde edilen

ANP:Y,q:D,r:Y)

degerlemesi (4)'Gn bir dogrulayici )‘lorumlamaﬂ olur. Bunu sinamak igin (4)
onermesinin (11) dederlemesinde aldigi degeri hesaplayalim.

3)1.~pAaqa-~r
2.-YADA-Y
3.DADAD
4.D

Gorildugu gibi (4) onermesi gergekten (11) degerlemesinde D degerini
almaktadr.

Ikinci bir 6rnek olarak (9) 6nerme kimesinin bir dogrulayici yorumia-
masin bulalim. Bu amagla (10) ¢6ziumleyici gizelgesinde alt alta gecen ~p,
q, r temel 6nermelerine D degerini vermek uzere

(13)(p:Y,q:D, r:D)

degerlemesini olugtururuz. (Tekrarlanan temel onermeler g6z 6ninde tutul-
maz.) (13), (9) onerme kumesinin bir yorumlamasidir. Bunu agagidaki
dogruluk degeri hesabiyla siralayabiliriz.
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A4 () ~p~rq G)qar iy ~p A r

~YAD DAD ~YAD
DAD D DAD
D D

Bir ¢ozlimleyici ¢izelgede alt alta gegen onermeler arasinda A ile ~A
biciminde bir ¢ift gecerse, alt alta gegen Onermeler dizisinin butun
ogelerinin D dederini almasi imkansiz olur. Nitekim A ile ~A'dan birisi D
degerini alirsa oburd Y degerini alir. Bu durumdaki 6nerme dizisine ¢elismeli
onerme dizisi diyecegiz. Boyle bir dizinin altina ¢elismeli oldugunu belirtmek
amaciyla (“X") isaretini koyacagiz. Celismeli diziye kapali yol, ¢elismeli
olmayan diziye ise agik yol diyecegiz. Kapali yolu olan ¢6ziimleyici gizelgeye
ornek olarak,

(A {-p.@an, par
onerme kiimesinin ¢oziumleyici gizelgesini kuralim.

(16) ~p (B.0.)

1.qAr(B.0)

2.pAr(B.0)

f]a)
]
X

Goruldugi gibi 1'inci satir 6’nci satinn degillemesi durumundadir. Bu
nedenle dnermeler dizisinin altina kapall yol oldugunu belirtmek amaciyla
yolun sonuna “X” isareti konulur.

Bagka bir ornek olarak

(A7) (P A~q) (@A ~1)

onermesinin dogrulayici yorumlamasinin olup olmadigin ¢oéziimleyici
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cizelge ile arayahim. (yol agtksa dogrulayici yorumlama vardir, yol kapali ise
dogrulayici yorumlama yoktur.)

(18)1.(p A~ ~q) A (q A ~F) (B. O.)

Z.pA~q:| )
3.qAa~r

fq @
*Jo
X

(18) cizelgesine bakarak (yolun kapali olmasindan dolayi) (17)nin
dogrulayici yorumlamasi olmadigini sdyleyebiliriz.

ALISTIRMALAR

| Asagidaki onermelerin ¢oziimleyici gizelgesini kurunuz.
1.~pA~q
2.(~-pAn)a(-pA-~q)
3.(pA~NA@Ar-~-NA(PArQq)
4. pA~TA~p
5(pA-nNAa(-pAQ)
6.{p,q ATt}
7.{~p.p~q}
8.{~p.~prq,qA-1}
9.{~pA(@A~r),~qAT, ~pArT}
10.{(pAr@)a~r,(~pAr-1)A(~p Q)

. Yukanidaki 6nerme veya énerme kumelerinin hangisinin dogrulayici
yorumlamasi oldugunu belirtiniz. Varsa dogrulayici yorumlama bulup
sinayinIz.
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1.4.2 Tikel Evetlemenin Coziimleme Kural
(MAV..vA,

bigimindeki bir tikel-evetlemeyi ¢ozimleme, (1)'in altina ¢atal agarak yan
yana A,, ..., A, bilesenlerini sirasiyla yazma iglemidir. (1) onermesi ile altina
gelen A,, ..., A, onermelerinden her biri arasina bir ¢izgi cekilir. Buna gére
tikel-evetlemenin ¢o6zimleme kural

2 1A V.vA,

biciminde dile getirilir. Kaynak sayisi, Aj,v...v A ile A,, ..., A/'leri birlestiren
cizgilerin kesigen noktasi altina parantez arasina yazilr.

Simdi (2) kuralina dayanarak
B)pv~qvr

onermesinin dogrulayici ¢izelgesi agagidaki bicimde olur.

4 1. pv~qu(BO)

/N

Bu cizelgede alt alta yaziimig G¢ ayn onerme dizisi vardir; (i) pv~qvr, p
dizisi (i) pv~qvr, ~q dizisi, (i) pv~qvr, r dizisi. Bu dizilerden her biri ayr bir
yol sayilir. Bu yollardan hi¢biri gelismeli degildir. Dolayisiyla her ¢ yolun agik
oldugunu soyleyebiliriz. 3imdi agtk yollardan her birine dayanarak baslangig
onermesinin ayri bir dogrulayici yorumlama bulunabilir. (i) yolunda tek te-
mel 6nerme p oldugundan (p : D), (ii) yolunda tek temel 6nerme ~q oldu-
gundan (q : Y), (iii) yolunda da tek temel 6nerme r oldugundan (r : D) de-
gerlemesi elde edilir. Ancak (i)’'de q ile r (ii)’'de p ile r, (iii)’'te de p ile q eksik-
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tir. Eksik onerme temsilcileri istedigimiz degeri alabilirler. Soz geligi bunlara
hep Y degerini verelim. O zaman (i) icin (p: D, q: Y, r:Y) (i) igin (p: Y, q :
Y, r:Y), (ii)igin (p:Y, q:Y, r: D) dederlemeleri bulunur. Bunlari sinarsak,

() pv-qvr (i)pv~qvr (ipv~qwvr

DvYvY Yv-YVY Yv~YvD
DvDvY YvDvY YvDvD
D D D

Degisik bir ornek olarak tiime!l evetlemenin ve tikel-evetlemenin ¢6zim-
leme kurallan geregi
S)pa(-pvQq)

Onermesinin ¢dziimleyici gizelgesini kuralim.

(6) 1.pa(-pva) (8.0)

2O

(2)
~p q
X

Goruldugi gibi (6) gizelgesinde biri kapal biri agik olmak zere iki yol
vardir. Birinci (soldaki) yol kapali (dolayisiyla gelismeli bir onerme dizisi)
oldugundan, bu yola dayanarak bir dogrulayict yorumlama bulunamaz.
Ama ikinci (sagdaki) yol agik oldugundan, bu yola dayanarak bir dogrutayic
yorumlama bulunabilir. Bu agik yoldaki temel onermeler p ile g'dur.
Dolayisiyla (p: D, q: D) degerlemesi (5) 6nermesinin bir dogrulayici yorum-
lamasidr.

Baska bir ornek olarak

) {pva rvs)

onerme kimesinin ¢6zumleyici ¢izelgesini kurup, varsa dogrulayicr yorum-
lamasini bulalim. 1’inci adimda

59



8)1.pvq@B0)
rvs(8.0.)
m

P g

cizelgesi elde edilir. (8) cizelgesinde iki ayn yol vardir. 2'nci adimda r v s
onermesini ¢6zimlerken (8) gizelgesinde her iki yolun altinda ¢atal acarak r
ile s yazilmalidir. Boylece (8),

(8) 1.pvq(8.0.)
2.rvs(B8.0)
)

2 (3)

bi¢imine donuglir. Dort agik yoldan olugan (9), (7)'nin ¢ozimleyici gizelge-
sidir. Her yolda eksik 6nerme temsilcileri bulunuyor. 1‘inci yolda qiile s, 2'nci
yolda g ile r, 3'iincl yolda p ile s, 4’Uncu yolda da p ile r eksiktir. Eksik tem-
silci harflerine gene Y degerini verirsek sirasiyla (p: D, q:Y, r:D,s:Y),
(p:D,q:Y,r:Y,s:D),(p:Y,q:D,r:D,s:Y)ve(p:Y,q:D, r:D,s:Y)
degerlemelerini elde ederiz.

Daha baska bir ornek olarak

(10){pvaq ras}

6nerme kumesinin ¢ozumleyici gizelgesini kurahm. Eger p v qile r A s 6ner-
melerini sirasiyla ¢ozimlersek
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(N 1.pvq (B.0)
2.t ~s(B.O))
m
P q
3.rAas(2) 3.ras

o e

¢ozumleyici gizelgesini elde ederiz. Ancak timel-evetleme olan ikinci satin
tikel evetleme olan birinci satirdan once ¢o6ziimlersek (11)’'den daha kisa

olan
(12) 2.pvq(B.0)
1.rAs(B.O.)
Jo
@
P q

¢ozumleyici gizelge elde edilir. Kisa bir ¢izelge uzun olanina tercih edilir. Bu
nedenle ¢oziimleyici gizelgeyi kurarken asagidaki 6ncelik kuralina uyacagiz.

Oncelik kurali: Ayni bir yol Gzerinde hem tiimel-evetleme hem tikel-
evetleme gegiyorsa, timel-evetleme her zaman 6ncelikle ¢c6zimlenmelidir.

Sonuncu ornek olarak
3)(Ppva)a(-pAr~q)
Onermesinin ¢oziimleyici gizelgesini kuralim.

(9 1.(pva) A (-pA~q) (B.0)

3.pvq
"3 T
2.-pA-~q
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P q

Goruldugu gibi (14)’G4n iki yolu bulunup her ikisi de gelismeli
oldugundan kapalidir. Demek ki (14)'Gn hi¢ agik yolu yoktur. Higbir acik yolu
olmayan bir ¢ozimleyici ¢izelgesi kapal, en az bir agik yolu alanina agik
denir. Boylece (13) onermesinin (14) ¢ozumleyici ¢izelgesinin kapalt
oldugunu soyleyebiliriz. Kapal bir ¢oziimleyici ¢izelgeye dayanarak higcbir
dogrulayici yorumlama bulunamaz. Nitekim kapali ¢ozimleyici ¢izelgesi
olan bir onerme veya onerme kiimesinin hicbir dogrulayici yorumlamasi
yoktur.

ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki onerme ve onerme kiimelerinin ¢ozimleyici izelgesini kurup
agik veya kapal oldugunu belirtiniz.

1.~pv-~q

2.(~pv~q)vr
3.~pv(~qAnm

4. (pArqv-~r
5[-pA(-qv-nNlv(pA-n
6.{pvqg qvr,pv-r
7.{pv~q,qar, ~pvr}
8.{pr-q (pv-~-qv-n
9.{pvqv-~r,pa-q ~pAq}

10.{pvqvrqv-~rvs, ~p A ~s}

62



1.4.3 Tumel-Evetiemenin Degillemesi ve Tikel-Evetlemenin
Degillemesinin Coziimleme Kurallan

Timel-evetleme ile tikel-evetlemenin ¢o6zimleme kurallarina temel
¢Oziimleme kurallan diyoruz. Bu iki kurala dayanarak obur tiirden olan oner-
melerin ¢6ziimleme kurallan tiretilebilir.

§1.3'deki genellesmis De Morgan yasasint dile getiren
(M) ~(Aja .. AA) = ~A Vv ~Ag
esdegerligi geregi
(2) ~(A; A..nAY)
bigciminde degillenmis bir timel evetlemeyi
(3) ~A; v..v ~A,

tikel evetlemesine donusturilebiliriz. Dolayisiyla (1) bigimindeki bir oner-
meyi

(4) 1. ~(AjA.A A)

2. ~A, v.v~A_(1)
1V An
,‘?’\

~A1 "An

biciminde ¢6zimleyebiliriz. lkinci satiri atlarsak, (4)'G

(5) 1. ~(Ay AA A

N
()\

\

..,A] ’ N ..,A

’

e ———— -t

n

bicimine donusturebiliriz. (5)'e timel-evetlemenin degillemesinin ¢ozimleme
kural diyoruz. Nitekim (5)’e dayanarak (2) bi¢ciminde bir onermeyi ¢6zum-
lemek mimkiin olmaktadir. (5), tiretilmis bir ¢oziimleme kuralidir. Ornegin:
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(6) ~(pv ~q v ~1)
onermesinin (5) kural geregi
(7)1.~(pv-~-qv-~r) (B.O.)

~-P
q‘|(1)
r

¢ozumleyici ¢izelgesini elde ederiz.
Ikinci 6rnek olarak
®) ~-(p A a) ATl

onermesinin ¢ozumleyici cizelgesini kuralim.
9 1.-[<pra)arl B.0)

m

1'inci adimda (5) kurall geregi p A q ile ~p bilegenlerini ¢atal agarak yan
yana yazdik. (Dikkat edilirse, p A q, ~~(p A qQ)'nun kisaltmasi olarak elde edil-
mistir.) 2'nci adimda ise p A q'nun altina p ile q"yu yazdik.

Uglincii 6rnek olarak
A0 ~[prq)r(-p D]
onermesinin ¢ozumleyici gizelgesini kuralim.

(1) 1.~[(pArq)v(-pAn](BO)

M

2.~(prq) 3.~(~pAm)
(2) (3)
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Dordincu ornek olarak

(12) {~(-pv ~q), ~p v q}

onerme kumesinin ¢ozimleyici gizelgesini kurahim.

2. ~(-p v ~q) (8.0.)
1.-pvq(8B.0.)

p
q](U

-p q
X

Sonuncu ornek olarak

(13){pva qvr,~(pAgan)

onerme kumesinin ¢6ziimleyici ¢izelgesini kurahm.

(14) 1.pvq(8.0)
2.qvr(B.0)

3.~(pAqgar)(B.0)

/\
P

@ /\

r q

AN A A

A e i B

-q ~r  ~p
X X

~q
X

~r
X
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§1.3'deki genellesmis De Morgan yasasini dile getiren
(15) ~(A, v..v A) = ~A) ALA A

egdegerligi geregi,
(16) ~(A, v..v A)

biciminde degillenmig bir tikel-evetlemeyi
(17) ~A; A...n ~An

bicimindeki tumel-evetlemeye donustiirebiliriz.
Dolayisiyla (15) bigcimindeki bir 6nermeyi
(18) 1. ~(A; v..v A)

2. "A] Ao A “'An
...A1
(2)
-A,

bigiminde ¢6zimleyebiliriz. lkinci satin atlarsak, (18)’i
(19) 1. ~(A; v.vA)
~A, ]
- lm
-A

n

bicimine donustiirebiliriz. (19)'a tikel-evetlemenin degillemesinin ¢oziimleme
kural diyoruz. (19) tiretilmis bir ¢dziimleme kuralidr.

Ornegin
(20)~(pv-~qvn)

onermesinin ¢6ziimleyici gizelgesini kurarak
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N1.~(pv-~qvr) B.0)
2. -p
3.9 |
4, ~r
elde edilir.
Ikinci bir 6rnek olarak
22) {~pv~qvn,pv~(qa-n}
onerme kimesinin ¢ézimleyici gizelgesini kuralim.
(23)1.~(pv ~qvr) (8.0.)
2.pv~(qn-~r) (B.0)

~p
q]ﬂ)

~r

(2)

3.~(qA~r)

>X o

2

~q r
X X

Gorlldigi gibi (23) kapalidir. Dolayisiyla (22)'nin dogrulayici yorumla-
masi yoktur.

ALISTIRMALAR

I. Asagidaki 6nerme ve dnerme kumelerinin ¢ézimleyici ¢izelgesini kurup
acik veya kapal oldugunu belirtiniz.

1. <[p A (g A =0)]
2.-[paqv-n]
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3.{pa~q ~(pvn) ~(qnr-n)
4. {~[pAr~(@@~-n] ~(qAn}
5 {~[(-pra) A ~r], [aA~(p~rs) s}

Il. Yukarndaki 6nerme ve onerme kiimelerinin varsa dogruiayici yorumla-
masini bulunuz.

1.4.4 Kosullu ve Kosullunun Degillemesinin Coziimleme Kurallan
§1.3’deki “—"nin elenmesi yasasini dile getiren
(1)A->B=~AvB
esdegerligi geregi
()A-8B
bigimindeki bir kogulluyu
3)~AvB
bicimine donustiirebiliriz. Buna gore A — B bigmindeki bir onermeyi
(4)1.A>8B
2.~-AvB
()
~A B
bigiminde ¢6zimleyebiliriz. (4) ¢izelgesini de, ikinci satin atlayarak
5)1.A-8
M
~A B

bigimine ¢evirebiliriz. (5)'e kogullunun ¢oziimleme kural diyoruz. (5), turetil-
mis bir ¢ozumleme kuralidir.

Ornegin (5)’e dayanarak
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6) (pAq) > ~(q VD)

onermesinin ¢ozumleyici ¢izelgesini kurahm.

7) 1.(pAQq) > ~(qvr) (B.O)
m
2.~(p~Qq) 3.~(qvr)
) ~q ](3)
P -q -

§1.3'deki kosullunun degillemesi yasasini dile getiren
(8)~(A—->B)=AA-B
esdegerligi geregi
(9) ~(A - B)
onermesi
(10)0AA-~B
bicimine gevrilebilir. Buna gore (9) bigcimindeki bir 6nermeyi
(11)1.~(A—> B)
2. A A-B

A] @
~B

biciminde ¢6ziimleyebiliriz. Ikinci satin atlarsak (11)’i

(12) 1. ~(A - B)

A]m
-B

bigimine cevirebiliriz. (12)'ye kosullunun degillemesinin ¢6zumleme kural di-
yoruz. (12), turetilmis bir ¢6zimleme kuraldir.
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Ornegin
(13)~[pra) > (qA-n]

onermesinin (12) kuralina dayanarak ¢oziimleyici gizelgesini kuralim.

(49 1.~[(pAq) > (@A -nN](B.0)
2. PAG ] (-l)
3.~(qA-r)

PJ@
q

3

~q r
X
ALISTIRMALAR

I. Asagidaki onerme ve onerme kumelerinin ¢ozimleyici ¢izelgesini
kurunuz ve agik veya kapali oldugunu belirtiniz.

1:(pAq)—>r
2.[-(pv~q)>rl>(ArQq)
3.~(p->n-q

4. {~(po>-~NAr~(q—5s),p->(Qqa-~s)
5fp—>(Qnrs)~-q-(p—s) ~p—~q}

1.4.5 Kargihkhi-Kosullunun ve Karsilikh-Kosullunun Degillemesinin
Coziimleme Kurallan

§1.3’teki “>” nin elenmesi yasasini dile getiren
(MAoB=(AAB)v(-AA-B)
esdegerligi geregi
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QAo B
onermesi
(3) (A A B) v (~A A ~B)
ye donisur. Buna gore (2) bigimindeki bir nermeyi
(4)1.A>B
2. (AAB)v (~A A ~B)

3.AAB 4. ~A A ~B

A] 3) ] @
B ~B

bigcimine ¢evirebiliriz. Ara satirlan atlarsak, (4)'i

5)1.AoB

o

bigimine cevirebiliriz. (5)'e karsilikli-kogullunun ¢éziimleme kural denir.
(5), tiretilmis bir ¢dziimleme kurahdir. Ornegin

6)pe(Qa-n
onermesinin (5)'e dayanarak ¢ozliimleyici ¢izelgesini kuralim.
(7) 1.po(qna-~r)(B.0)
m

p ] ~p
2.Q A~ 3.~(qAa =D

q 3
~l‘:’ (2) ~q r
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§1.3'deki kargilikli kogullunun degillemesi yasasini dile getiren
8)~(AeB)=(AA~B)Vv(~-AAB)
egdegerligi geregi
(9) ~(A & B)
onermesini
(10) (A A ~B) v (~A A B)

bigimine gevirebiliriz. Buna gore (9) bigiminde bir 6nerme

an 1. ~(A e B)
2.(AA~B)v(~AAB)
(2)
3.AA-B 4. ~AAB

A J 3) ~A] @)
-8

biciminde ¢6zimlenir. Ara satirlar atarak (11)’i
12) 1. ~(A & B)
M
A ~A
N
gizelgesine cevirebiliriz. (12)'ye kargihkli-kogullunun degillemesinin ¢6zum-
leme kurali diyoruz. (12) turetilmis bir ¢oziimleme kuralidir.
Ornegin
(DN {pv-r-l@e Pl

onerme kimesinin ¢6zimleyici ¢izelgesini kuralim.
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(14) 1.pv~r
2.~[qge (pAg)]

/\

p ~r
(2)

] o) spral cpnel
3.-(PA Q) 4.paq 5.~(pAq) 6.pArq

p]m) /\ p}(é)
q q

~p -q P -9
X X X X

Simdi temel 6nerme olmayan ve bes temel eklem yardimiyla olugturulan
her 6nerme (“~” ekleminin birden ¢ok sayida ge¢is sayisi 1 veya O'a
indirgendikten sonra su sekiz 6nerme tiirindendir: A A B, Av B, ~(A A B),
~(A v B), A—> B, ~(A - B), A B, ~(A < B). Temel 6nermeler ise ¢6ziim-
lenemez. Buna gore yukarida verilen 2 temel ¢oziimleme kurali ile 6 tiretil-
mis ¢6zumleme kuralinin ¢ozumlenebilen tim onermeleri ¢6zimlemeye
yettigini soyleyebiliriz. Demek ki bu 8 ¢6zimleme kuralina dayanarak oner-
meler mantiginda herhangi bir 6nermenin ¢oziimleyici ¢izelgesini kur-
mamiz mumkundur.

ALISTIRMALAR

l.  Asagidaki onermeler ve onerme kiumelerinin ¢o6zumleyici ¢izelgesini
kurup a¢ik veya kapali oldugunu belirtiniz.

l.(peoqg)vi(gern)
2.-[(peqg) > (p-n)]
3. ~[(p & 9) & ~(p A ~9)]
4. ~-poPeo(p-on
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5.~l(p—>q) e (-q - ~p)]
6.{pq qorpa-~r
7.fpeoq,qorpvr
8.{peqqerp-or}

9. {~(p & 1), ~(q & ~n)

10. {(~(pv Q) ~(Pen), qe -1}

ll. Yukandaki 6nerme ve onerme kiimelerinin varsa dogrulayici yorumia-
masini bulunuz.

1.4.6 Cozumleyici Cizelge ile Gegerlilik, Tutarlihk, Esdegerlik ve
Icerme’yi Denetleme

Gozimleyici ¢izelge, onermeler mantiginda bir denetleme yoéntemi,
hatta bir karar-verme yontemidir. Bu yonteme dayanarak herhangi bir
onerme, onerme kimesi, egdegerlik veya icermenin gecerli, tutarh veya
dogru olup olmad:gini saptayabiliriz.

(i) A gibi bir 6nermenin gecerli olup oimadigini saptamak igin ~A
onermesinin ¢ozumleyici gizelgesi kurulur. Bu cizelge kapal ise
¢cizelgenin baglangi¢ onermesinin dogrulayici yorumlamasi olamaz.
Dolayisiyla baglangig onermesi olan ~A 6nermesi tutarsiz olur. O
zaman da A onermesinin kendisi gegerli olur. Eger cizelge agik ise
~A'nin dogrulayici yorumlamasi olup ~A tutarli olur. O zaman A'nin
kendisi gecersiz olur. ~A'nin dogrulayici yorumlamasi A'nin
yanliglayici yorumlamasi olur.

Ornek olarak
M-~lp>@Qvn]l>(EAar~qa-r

onermesinin gegerli olup olmadigini ¢6ziimleyici ¢izelgesini kurarak denet-
leyelim. Bu amagla (1)'in degillemesinin ¢ozimleyici ¢izelgesini kuruyoruz.
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@) 1. ~[~-lp->@vNl->((Ar~qr-n](B.0.)
4. ~(pA~q A -~r)

P ](2)
3.~(qvr)

"q] 3)
~r

P q
X X X

Gorildugu gibi cizelge kapah olup baslangic 6nermesinin dogrulayict
yorumlamasi yoktur. O halde baslangic 6nermesi tutarsiz olup (1) 6nerme-
si gegerlidir.

Ikinci bir 6rnek olarak
B)pr~-q)e(~g-or)

onermesinin gecerli olup olmadigint arastinp gegersiz ise yanhglayici yorum-
lamasint bulahm. Bu amagla (3)'in degillemesinin ¢6zimleyici cizelgesini
kuruyoruz.

4 1. ~[(p~~q) & (q > N1 (B.0)

(1)
2.pr-q 4.-(p~q)
3.~(q—>n S5.q9q-r ]
P :, 2 (4)
~q -p q
I ] PR RN
~ ~q r ~q r
X X
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Bu ¢izelge agik oldugundan (3) gegersizdir. (4)’in agik olan ikinci yolu
geregi (p: Y, q: Y, r:Y) dederlemesini saptayabiliriz. (Burada yolda eksik
olan r'ye Y degerini verdik.) Bu degerleme (4)’lin baslangi¢ onermesinin bir
dogrulayici yorumlamast olup (3) 6nermesini bir yanhglayici yorumlamasidir

(i) {Aq, ..., A,} gibi bir 6nerme kimesinin tutarh olup olmadigini sap-
tamak icin bu kiimenin ¢oziimleyici gizelgesini kuranz. Cizelge
kapali ise A, ..., A, baslangic énermelerinin (ortak) dogrulayic
yorumlamasi olmayip kume tutarsiz olur. Eger cizelge acik ise
kiimenin dogrulayici yorumlamasi olup kiime tutarls olur.

Ornegin
Glpvap-rng-or -1

kiimesinin tutarli olup olmadigini bulahm. Bu amagla kiimenin ¢6zimleyici
cizelgesini kuruyoruz.

(6) 1.pvq(.0.)
2.p->r(8.0)
3.qg->r(B.0.)

~r (8.0.)
(1)
p q

/{2\ /5\
~-p r ~-p r
X X /\ X

3

~q r
X X

Cizelge kapali oldugundan baslangi¢ dnermelerinin (ortak) yorumlayici
cizelgesi yoktur. Dolayisiyla kiime tutarsizdr.
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(i) A, ..., A, . B gibi bir ctkarimin gecerli olup olmadigini saptamak
icin {A,, ..., A, ~B} gecersiz kilici kiimenin ¢6zimleyici cizelgesi
kurulur. Bu ¢izelge kapal ise gecersiz kihci kimenin dogrulayic
yorumlamasi yoktur. O zaman da ¢ikanimin gegersiz kilici yorumu
olmayip ¢ikarim gegerli olur. Eger ¢oziimleyici cizelge agik ise
gecersiz kiicr kiimenin dogrulayici yorumlamasi olur. Bu da
cikanmin gegersiz kilici yorumu demektir. Gegersiz kilici yorumu
olan ¢ikarim ise gecersizdir.

Ornegin
7Ypvg p—orgq-or.or

¢ikanimin gegerli olup olmadigini bulaim. Bu ¢ikanmin gegersiz kilic) kime-
si (5)’dir. Oysa (5)'in ¢ozumleyici gizelgesi olan (6) kapahidir. Demek ki (5)‘in
dogrulayict yorumlamasi yoktur. Dolayistyla (5)'in gegersiz kilict yorumla-
mas! olmayip (5) gecerlidir.

Baska bir ornek olarak
@®p—aqq.p

cikanmin gecerli olup olmadigini arastinip, gecersiz ise gegersiz kilici yoru-
munu bulalim. Bu amagla (8)'in gegersiz kilici kiimesi olan

(9) {p —q, q "P}
nin ¢ozumleyici ¢izelgesini kurahm.

(10)1.p > q (B.0.)

q (8.0.)
~p (8.0.)
N

~p q

Bu cizelge a¢ik oldugundan (8) ¢ikarimi gegersizdir. (10)'un agik olan bi-
rinci yolu geregi (p :Y, q : D) degerlemesi saptanir. Bu degerleme ise
baslangig onermelerinin ve dolayisiyla (9) kimesinin dogrulayici yorumia-
masidir. Bundan dolayr bu degerleme (8) ¢ikariminin bir gecersiz kilici
yorumlamasidir.
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(iv) A=B gibi bir egdegerligin dogru olup olmadigini bulmak icin A <> B
karsilikli-kosulunun gegerli olup olmadigini bakarnz. Bu amacgla da
~(A & BYnin ¢Ozimleyici cizelgesini kuranz. Cizelge kapal ise
esdegerlik dogru, acik ise esdegerlik yanhg olur.

Ornegin
(1Mp=par(P—aq)

egdegerliginin dogru olup olmadigini bulam. Bu amagla , “p—[pA(p—q)]”
onermesinin degillemesinin ¢oziimleyici gizelgesini kuruyoruz.

(12) 1.-lpolpa@p-qlEBO)
M

P ~p
2ﬂmAmamﬂ 4pAw*m]
@
P )
~p 3.~-(p—-q) P—q

X
q@)
~q

Cizelge agik oldugundan baglangic 6nermesinin dogrulayici yorumla-
masi vardir. Dolayisiyla bu 6nerme tutarl olup degillemesi gecersizdir.
Dolayisiyla (5) esdegerligi yanhstir.

(v) A, ... A, = B gibi bir icermenin dogru olup olmadigini saptamak
icin Ay, ..., A, .. B glkanminin gegerli olup olmadigini bakariz.
Dolayisiyla {A,, ..., A, ~B} gegersiz kihci kiimesinin ¢ozamleyici
cizelgesi kurulur. Cizelge kapal ise icerme dogru, agik ise icerme
yanlsgtir.

Ornegin

B)pvagp-org-orkEr
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icermenin dogru olup olmadigini bulalim. (13)'Un kargihgi olan ¢ikarim
(7Ydir. (7)'nin ise gegerli oldugunu gormistik. Demek ki (13) igermesi
dogrudur.

ALISTIRMALAR

§1.3deki yasalan ¢ozumleyici gizelge ile denetleyiniz.

. Asagidaki onermelerin gecerli olup olmadigini ¢ozimleyici gizelge ile

arastinp gegersiz olanlar igin birer yanhslayicr yorumlama bulunuz.
l.-p-o>(@Qq->n

2.(-poq)or

3.pv~(qern)

4.(p A ~q) & (~q on)

5[p>q9@-nNlelpag)—r]

Asagidaki onerme kimelerinin tutarh olup olmadigini arasgtinp tutarl
olanlar igin birer dogrulayici yorumlama bulunuz.

1.{pvaq -p -q}
2.{p—>qq-orp-or
3.{peaqqornpaqar

4. {(pvg)>rpAa~r,qna-~r}
5{-(p—>q)~(qen ~(pern)

. Asagidaki esdegerliklerin dogru olup olmadigini bulunuz.

l.pr-g=peq
2.(ga-~r)v(-garn=qer
3.-[(prq@)orl=paqa~r
4 po@-onN=G-pv-q)ar
S5.pv~(q—on=pe(r—>-~p)
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V. Asa8idaki icermelerin dogru olup olmadigini bulunuz.
L.paFEpnagq
2.pv-q,qorEp-r
3.po-~qF ~(pe Q)
4 (poga(@vnpo-~rEpor
5.p>q,qonroskE=~s—-~p

1.4.7 Coziimleyici Cizelge ile Dogruluk Degeri Hesaplamasi

Herhangi bir ¢ozumleyici gizelgenin her agik yolu, bu yolu olusturan
onermelerin timel-evetlemesi sayilir. Ancak ag¢ik yolun yalnizca temel oner-
melerinin timinin dogdru olmasi, yoldaki obir onermeleri de dogru kilar.
Bu nedenle agik yolu, yalniz yoldaki temel dnermelerin timel-evetlemesi de
sayabiliriz. Ornegin

M -lpe@->n0la-~p
nin gézUmIeyici cizelgesini kurahm.
1. ~[pe(@—>ra-p(B.0)
2.-[pe@- r)]} M
~p
2

Gorildigu gibi (2) ¢oziimleyici gizelgesinin iki agik yolu vardir. Birincisi
B)~[pe@—-=nNla~p,~[pe>(@->n) ~p,~p.g—r1 -q

dizisinden ikincisi de
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®-~lpe@-=nla~p~[po@->0L-~p-pqg-rr
dizilerinden olugmaktadir. (3)’'in temel onermeleri

() ~p. ~q,
(4)'in temel 6nermeleri de

(6) ~p, r

dir. (5) temel 6nermelerinin belirledigi degerleme, (2)'nin baslangi¢ 6ner-
mesini de kapsayan (3) dizisinin olusturdugu oOnermeler kimesinin
dogrulayict yorumlamasidir. Nitekim (5)’in belirledigi bir degerleme

N P:Y,q:Y,r:Y)

dir. (Bu degerlemede eksik olan r'ye Y degerini verdik. Sozu gegen (7)
degerlemesinde, (4) dizisini olusturan her 6nerme D degerini alir. Nitekim
asagidaki dogruluk hesaplamalanni yapabiliriz.

(8) (i) ~[pe(g-on]a~p (i) ~[pe(g—n)] (i) ~p (V) gq—>r (v)~-q

~[Yo(YSY)A-Y ~[Ye(Y-Y)] ~Y Y-Y ~Y
~[Y&D]AD ~[Y A D] D D D
~YAD ~Y

D D

(5) temel 6nermelerinin timi dogru oldugundan, (4) onermelerinin timu
de dogrudur.

Buna gore her agik yolu, bu yoldaki temel onermelerinin timel-evetle-
mesine indirgeyecegiz. Boylece bir agik yoldaki biitiin temel dnermeler dog-
ru ise yolun dogru oldugunu, yoksa yanliy oldugunu soyleyecegiz.

Ote yandan ¢ézimleyici gizelgenin tiimiini, gizelgenin agik yollarinin ti-
kel-evetlemesine indirgeyebiliriz. Nitekim ayn bir ¢izelgede farkl yollarin
olugmasi oniinde sonunda tikel-evetlemenin ¢6ziimlemesine dayanir. Co-
zimlenen onerme, ¢oziimleme sonucu olan ve farkh yollarda bulunan oner-
melerin tikel-evetlemesidir. $imdi ¢oziimleyici ¢gizelgeyi, agik yollarinin tikel-
evetlemesine indirgedigimize gore, acik yollardan en az birinin dogru olmasi
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durumunda ¢izelgenin dogru oldugunu, yoksa yanls oldugunu
soyleyecegiz. Buna gore ¢izelgenin yanlg olmasi tim agik yollarin yanhs
olmasina bagl oluyor.

imdi bir ¢ozimleyici ¢izelgenin dogru olmasinin gerekli ve yeterli
kosulu, baslangic onermesi veya onermelerinin dogru olmasidir. Nitekim
cizelgenin dogrulugu en az bir agik yolunun dogdru olmasi demektir.
Baglangi¢ onermesi veya onermeleri ise her agik yol Gzerindedir. Dolay:siyla
dogru olan agik bir yol varsa, baglangigc onermesi veya onermeleri de dogru
olur.

Yukaridaki agiklamalara dayanarak, herhangi bir 6nermenin verilen bir
degerlemedeki dogruluk degerini goyle hesaplayabiliriz.

(i) Verilen onermenin dogruluk cizelgesini kurariz.

(i) Cizelgenin agik veya kapali olduguna bakariz. E§er ¢izelge kapali ise
baslangic onermesi tutarsiz olup tim de§erlemelerde Y degerini
alir. Dolayisiyla ¢izelge kapali ise 6nermenin dogruluk degeri Y olur.

(iii) Cizelgede agik yol varsa, agik yollardan birini segeriz. Segilen agik
yolun temel 6nermelerini saptariz.

(iv) Saptanan temel onermelerin verilen degerlemedeki dogruluk
degerlerini ortaya koyariz.

(v) Saptanan temel onermelerin timu D degerini almigsa, segilen agik
yol dogru olur. O zaman da ¢izelgenin kendisi de dogru olup veri-
len 6nerme D degerini alir.

(vi) Saptanan temel onermelerin en az biri Y de@erini almigsa, segilen
acik yol yanhs olur. O zaman diger agik yollarin dogruluk degerini
de arastirmamiz gerekir. Eger dogru olan bir agik yol varsa 6nerme
D degerini alir. Eger tim agik yollar yanhs ise, onerme Y degerini
alr.

Ornegin (1) 6nermesinin

@@PE:D,q:Y,r:Y)
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degerlemesindeki dogruluk degerini hesaplayalim. Bu amagla (1)'in (2)
¢oziimleyici gizelgesine bakanz. Cizelgede iki agik yol vardir. Bu yollardan
birincisini secelim. Bu yoldaki temel énermeler “~p”, “~q” dur. (9)
degerlemesinde “~p” Y degerini, “~q" ise D degerini alir. Buna gore birin-
ci acik yolun verilen degerlemede yanls oldugunu soyleyebiliriz. O halde
ikinci agik yolu ele alahm. Bu yoldaki temel 6nermeler “~p”, “r” dir. Verilen
degerlemede her ikisi Y degerini alir. O halde ikinci yol da yanhstir. Demek

ki (1) 6nermesi verilen degerlemede Y degerini ahyor.

Dikkat edilirse bir onermenin dogruluk degerini ¢ozumleyici gizelge ile
hesaplamak, dogruluk cizelgeleriyle hesaplamaktan daha kisa degildir.
Ancak ilerde gorecegimiz gibi dogruluk degerinin ¢o6zimleyici gizelge ile
hesaplama yontemini niceleme mantiyinda da kullanacagiz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin verilen dederlemedeki dogruluk degerini ¢6zim-
leyici gizelge ile hesaplayiniz.

Onerme Degerleme
l.pe(@--n (P:D,q:D,r:Y)
2. ~pe[~-ro(qvn] (p:Y,q:Y,r:D)
3.[- o (pAq)] > (ga-r) (P:Y.q:D,r:D)
4. [po@->0lA(~-p—o5s) (p:Y,q:D,r:Y,s:Y)
5.r=>[(pv~s)y->(qnar)] (p:D,q:Y,r:Y,s:D)

1.4.8 Coziimleyici Cizelge ile Tikel-Evetlemeli Yasal Bigimin ve
Tam-Yasal Bi¢cimin Bulunmasi

Cozimileyici ¢izelgenin agik yollarinin tikel-evetlemesine, her agik yolu
da yoldaki temel onermelerin tiimel-evetlemesine indirgenebildigini gor-
mustiik. Temel onermelerin timel evetlemesinden olusan 6nermelerin tikel
evetlemesine tikel-evetlemeli yasal bicim denir. Ornegin
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MPEar-qQvprgqa-~nNv(qarn
tikel-evetlemeli bir yasal bigimdir. Nitekim (1) onermesi bir tikel-evetleme
olup her bilegeni temel dnermelerin timel evetlemesidir. kinci bir 6rnek ola-
rak

2 (pAr~q)v-p

tikel-evetlemesini goz 6niine alalim. (2)'nin birinci bileseni iki bilesenli bir tu-
mel evetlemedir. lkinci bilegenini ise tek bilesenli bir timel evetleme
saylyoruz.

3) Ay AA A,
timel evetlemesi ile
(4) Ay v.v A

tikel-evetlemesini ele aldigimizda n = 1 durumunu da kabul ederek tek
bilesenli timel-evetlemelerin ve tikel-evetlemelerin varigini kabul ediyoruz.
Buna gore gerek (2), gerekse

(5)p A ~q
birer tikel-evetlemeli yasal bigimdir. (2)’nin ikinci bilegeni tek bilegenli timel-
evetleme, (5)'in kendisi ise tek bilesenli bir tikel-evetlemedir.

4

“p” ya da “~p” gibi bir temel onerme de bir tikel-evetlemeli yasal
bicimdir. Nitekim temel 6nerme, her bilegseni tek bilesenli bir timel
evetlemeden olugan tek bilesenli bir tikel-evetleme sayilabilir.

@) (pAr~parq)v(~prq)v(qa-~n
gibi bir 6nermeyi bir tikel-evetlemeli yasal bi¢cim saymayiz. Nitekim pa~paq
onermesi tutarsizdir. O zaman da (6) onermesi

) pra)yv(@na-n

ile egdeger oldugundan (6)'y1 (7)'ye indirgeriz. (7) ise gergekten bir tikel-
evetlemeli yasal bicimdir. Boylece tikel-evetlemeli yasal bicimlerin tum ana
bilesenlerinin tutarli olmasini saglanz. O zaman da tikel-evetlemeli yasal
bicimin timu de tutarli olur. Dogrulayici yorumlama bulmak i¢in herhangi
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bir ana bilegen segip ana bilesende gegen her temsilci harfle degillenmemis
bir temel 6nermeye aitse D degerini, degillenmis bir temel onermeye aitse
Y dederini veririz. Ornegdin (7)'nin dogrulayict yorumlamasi, birinci ana
bilesenini se¢tigimizde (p :Y, q : D) bigiminde, ikinci ana bileseni
sectigimizde (q : D, r : Y) bigiminde olur.

Her ¢cozumleyici gizelge, belli bir tikel-evetlemeli yasal bigimi belirler. Bu
amagla her acik yoldaki temel onermelerin timel evetlemesi olugturulur.
Sonra da bu tiimel-evetlemelerin tikel-evetlemesini elde ederiz. Ornegin

@ ((p—aq-r
onermesinin ¢ozimleyici gizelgesini kuralim.

9 1.(p—qg —-r@BO0)

2. ~(p > q) r

P ] @
-q

Birinci agik yoldaki temel onermeler “p” ile “~q”, ikinci agik yoldaki
temel 6nerme “r” dir. Buna gore ¢izelgenin belirledigi tikel-evetlemeli yasal

bigimin
(10) (pA~q)vr

biciminde oldugunu sdyleyebiliriz.
Dikkat edilirse §1.4.7'deki (2) ¢ozimleyici gizelgesi
(M (pA-qV(-pAD

tikel-evetlemeli yasal bi¢imi belirler.

Simdi A gibi bir 6nermenin ¢oziimleyici cizelgesinin beliriedigi tikel-
evetlemeli yasal bicim A ile esdegerdir. Bu nedenle belirlenen yasal bicime,
A onermesinin tikel-evetlemeli yasal bicimi denir. Buna gore verilen bir 6ner-
menin tikel-evetlemeli yasal bigimini bulmak icin bu 6nermenin ¢oziimleyi-
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ci cizelgesini kurup cizelgenin belirledigi tikel-evetlemeli yasal bigimi
olustururuz.

Her bileseni ayni temsilci harflerden olusan bir tikel-evetlemeli yasal
bicime tikel-evetlemeli tam yasal bigim denir. Ornegin (8) ve (9) tam yasal
bigim niteliginde degildir. Ote yandan

A2 (~prganvpa~ganv(paqarnv(pa~qa-~r)
bir tikel-evetlemeli tam-yasal bigcimdir.

Verilen bir onermenin tikel-evetlemeli tam-yasal bicimini elde etmek icin
once onermenin ¢ozumleyici gizelgesini kuranz. Sonra da her agik yolun
altina varsa eksik temsilci harf ile degillemesinin tikel-evetlemesini yazanz.
Ornegin belli bir agik yolda p eksikse, bu yolun altina pv~p tikel evetlemesi
yazilir. pv~p bir totoloji oldugundan ¢6ziimleyici gizelgede agik bir yola
eklenebilir. Ondan sonra da ¢oziimleme iglemi tamamlanana kadar
surdurdlir. Elde edilen yeni ¢ozumleyici gizelgenin belirledigi yasal bigim,
tikel-evetlemeli tam yasal bi¢cimdir. Tam olmayan bir tikel-evetlemeli yasal
bi¢imi tam yasal bigime ¢evirmek igin verilen yasal bigimin ¢ozimleyici gizel-
gesini kurup eksikleri ekleriz. Ornegin (7)’yi tikel-evetlemeli tam yasal bicime
cevirelim. Bu amagla (7)'nin ¢6zumleyici gizelgesini kurahm.

(13)1.(~pAq)v(ga-~r) (B.0O)

M
2.~-paq 3.9Aa-~r

P e T e
q ~r

Birinci agik yolda eksik olan r'ye kargiik “r v ~r” yi, ikinci agik yolda eksik
olan p’ye karsihk “p v ~p” yi ekleyelim. Boylece (13)'den
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(A4 1. (~pArq)v(ga-~r) (B.0)

M
2.~-paq 3.qAa-~r
Pl e
q ~r
4. rv ~r S5.pv-~p

NN
r -1 p ~p

elde edilir. (14) gizelgesi de agagidaki tikel-evetlemeli tam yasal big¢im belir-
ler:

(15) (~-pAqAnNV(~pAqAa~DV(PAGA~T)V(~PAQA-~T)
(15) in ikinci ile dordiincii ana bilegeni 6zdeg oldugundan
(16)(~pArqan)v(~pAaqa~DVv(PAqAa~T)

biciminde kisaltilir. Her ana bilesende temel dnermeler alfabetik siraya gore
siraladik.

Her tikel-evetlemeli yasal bigim tutarli oldugundan tutarsiz 6nermelerin
tikel-evetlemeli yasal bi¢imi (dolayisiyla da tam yasal bigimi) yoktur. Nitekim
tutarsiz bir onermenin ¢éziimleyici ¢izelgesi kapahdir. Kapal bir ¢6ziimleyi-
ci gizelge ise higbir tikel-evetlemeli yasal bi¢cimi belirlemez.

Bir onermenin tikel-evetlemeli tam-yasal bi¢imi, bu onermenin tim
dogrulayict yorumlamalarini belirler. Nitekim tam-yasal bi¢cimin her ana
bileseni onermede gegen tum temsilci harflerin bir degerlemesini belirler. Bu
degerlemeler 6nermeyi dogru kilar, dolayisiyla 6nermenin dogruluk ¢izel-
gesinde 6nermeyi dogru kilan degerlemelerle 6zdegtirler. Ornedin (7)’nin
dogruluk gizelgesini kuralim.
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(A7) pqr|(-pagviqa~n)
DDD
DDY
DYD
DYY
YDD
YDY
YYD
8. YYY

(15)nin belirledigi degerlemeler, dnermeyi dogru kilan 2’nci, 5'inci ve
6'nci degerlemelerdir. Geri kalan degerlemeler 6nermeyi yanlis kilar. Dola-
yistyla (16) tikel-evetlemeli tam-yasal bigimine dayanarak (17) dogruluk i-
zelgesini kurabiliriz. Bu amagla tam-yasal bi¢cimin belirledigi degerlemelerin
hizasinda 6nermenin altina D degerini, 6teki degerlemelerin hizasina ise Y
degerini yazarnz. Elde edilen ¢izelge (7)'nin dogruluk ¢izelgesi olan
(17ydir.

Dikkat edilirse (17) dogruluk ¢izelgesine dayanarak (16) tikel-evetlemeli
tam yasal bi¢imi bulabiliriz. Bu amacla (17)'de 6nermeyi dogru kilan
degerlemelerin kargihg olan ana-bilesenleri olustururuz. Bu karsiligi asagida
gosteriyoruz.

NoOWnwREWN -

< <go=<=<g<

Degerleme Tikel-evetlemeli tam-yasal biciminin
ana bilegeni

1.0DD PAQATr

2.DDY PAQA-~T

3.DYD PA~qQAaTr

4. DYY PA~QA-~r

5.YDD ~PAQAT

6. YDY ~PAQA~T

7.YYD ~PA~QAT

8. YYY ~PA~qQA-~T

Boylece (17)'ye dayanarak (15)'i elde ederiz. Tutarsiz bir énermenin
tikel-evetlemeli tam-yasal bicimi yoktur, dogruluk ¢izelgesinde de 6nerme
tum degerlemeler icin Y degerini alir.
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ALISTIRMALAR

I. Asagidaki onermelerin ¢ozumleyici ¢izelgesine dayanarak varsa tikel-
evetlemeli yasal bi¢imini bulunuz.

1. ~po(p—-Qq)

2. (~penv(g-r)
3. ~[~-r->(p—>-n]
4. [-prq)er]-p
5. [p>@-nl-p

. Yukandaki onermelerin varsa tikel-evetlemeli tam-yasal bigimini
bulunuz.

1.4.9 Coziimleyici Cizelge lkilisi ile Tiimel-Evetlemeli Yasal Bigim ile
Tumel-Evetlemeli Tam-Yasal Bicimin Bulunmasi

Bundan boyle “Tikel-Evetlemeli Yasal Bicim” terimini “vY” igaretiyle,
“Tikel-Evetlemeli Tam-Yasal Bi¢cimi” terimini de “vTY” isaretiyle kisaltacagiz.
Simdi de ikinci turden bir yasal bi¢im tanimlayacagiz. Buna Tiumel-Evetlemeli
Yasal Bicim diyor ve “AY” isaretiyle kisaltiyoruz.

AY, her ana bilegeni temel onermelerin bir tikel-evetlemesi olan bir
timel-evetleme’dir.

MEv~qv~-da(-qvna(pv-r

bir AY’dir. Nitekim her ana bilegeni bir tikel-evetleme olan bir timel-
evetlemedir. Her ana bilesenin ana bilegenleri ise temel 6nermelerdir. Ote
yandan

@ppv~pvagalqva(pv-~r
bir AY degildir. Nitekim pv~pvq gegerli olup (2) 6nermesi
B)(~gvnAa(pv-n

ile esdegerdir. Yani (2)'yi (3)’e indirgeyebiliriz. Buna gore AY’nin her ana
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bilegenini gecersiz olmaldir. O zaman da AY’'nin kendisi gegersiz olur.
Yanhslayici yorumlamasini bulmak igin herhangi bir ana bilesenini segeriz.
Buna temsilci harflere, iginde gegtikleri temel onermeleri yanlis kilacak
degerler veririz. Ornegin (1)'in birinci ana bilegenini segip p’ye Y, g'ya D ve
r'ye D degerini verirsek, “pv~qv~r” ana bileseni Y degerini alir. O zaman da
(1) onermesi s6z konusu degerlemede Y degerini alir. Boylece (1)'in geger-
siz oldugunu goriyoruz.

Simdi herhangi bir 5nermenin AY’sini (yani o 6nerme ile esdeger olan bir
AY'’yi) bulmak igin ¢oziimleyici cizelge ikilisi veya dial ¢oziimleyici ¢izelge
denilen yeni bir ¢oziimleyici ¢izelge tanimlayacagiz. Yeni gizelgenin temel
¢oziimleme kurallan soyledir.

2 1A v.vA,
M
<M
An

Dikkat edilirse ¢6ziimleme bigimleri dedis tokus edilmigtir. Tiretilmig
¢oziimleme kurallan ise goyledir.

(3) 1.~(A; AnnA) @) 1.
~A1
~A ~A
(5) 1.A—>B 6) 1.
A
]m /\
B A -B
7) 1.AoB (8) 1.~(A o B)
) m
A -A A A
8 B B B
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Gene (3), (4), (5), (6), (7) ve (8) gizelgeleri, (1) ve (2)’'den elde edilmigtir.

(7) ile (8) kurallarini, (1) ve (2) temel kurallarina dayanarak soyle

aciklayabiliriz.
9 1.Ao8B
2.(AAB)V(~-AA~B)(1)

3.AAB ](Z)
4. -A A ~B

3)

A B
A A
A B -A -B

X X

(9) cizelgesi, ara satirlar atlarsak (7) bigimine indirgenir.
(10) 1. ~(A < B)
2.(AA~B)v (~AAB)(1)
3.AA~B
(2
4. ~-AAB

3)

~A B -~A B

(10) gizelgesi, ara satirlan atlarsak, (8) bicimine indirgenir.
omegin
Mpeo-qan
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onermesinin ¢ozumleyici gizelge ikilisini kuralim.
(12)1.pe(-qar) (B.O.)
M

p/\ﬂ)
2.~(~q Ar) 3.~qAr

(€]
q @) )
~T ~q r

Her agik yol, (zerindeki temel onermelerin tikel-evetlemesi sayilir.
Cizelgenin kendisi de yollarin timel-evetlemesi sayilir. Buna gore ¢6ziim-
leyici gizelgenin ikilisi belli bir AY belirler. Ornegin (12)'nin belirledigi AY:

(3)(pvav-~-Na(pv~-g)a(~pvr)
dir. (13), (11) ile esdeger oldugundan, (13)’Gn (11) Snermesinin AY'si
oldugunu soyleriz.

Butin ana bilegenleri ayni temsilci harflerinden olusan AY'ye timel-
evetlemeli tam-yasal bicim veya kisaca ATY diyoruz. Bir AY'yi ATY'ye
donlgtiirmek icin AY'yi belirleyen ¢6ziimleyici gizelge ikilisinin agik yollarinin
altina eksik harfleri soyle katariz: p eksik ise pa~p, q eksik ise ga~q, vb.
eklenir. Ornegin (13)'ii ATYye cevirlim. Bu amagla (12)'yi

(19 1.po(-gar) B.0)

m
p ~p
~(~q A ~qAr
q (3)
~r ~q r
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bi¢imine ¢evirebiliriz. (14) ise agagidaki ATY'yi belirler.

(pvaqv-nNDAa(~pv-gvn)A(~pVv~qV -~ A (~pAqnar)gegerli oner-

melerin AY’si 6zel olarak ATY’si yoktur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ¢6zimleyici gizelge ikilisini kurunuz.
l.p>(Qq-p)

2.(pvQqg)or

3.~[(pAa)A-p]

4. ~[pe(qvn

5(pv-q)—>~(q-r)

. Yukardaki onermelerin sonra AY’sini bulunuz.

Yukandaki onermelerin sonra ATY'sini bulunuz.

1.4.10 lkililik

A ile B iki dnerme oldugundan p,, ..., p,, Onerme temsilcileri A ile B'nin

énerme temsilcilerinin birlesimi olsun. A ile B'nin p,, .., pg'nin
degerlemelerine dayall dogruluk cizelgesini kuralim. Boylece

M Py-Pm | A (2 Py -Pm| B
D..D |d;(A) D..D | dy(®B)
D..Y [d,A) D..Y | dyB)
Y..Y | d,mA) Y..Y | d,m(8)

bicimindeki cizelgeleri elde ederiz. (2) cizelgesinde satirlarin sirasini tersine
cevirerek
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3) Py .- Pm | B
Y..Y |d,m@)

D..Y |d,(B)
D..D | d,(B)

cizelgesini elde ederiz. Simdi (3) dogruluk gizelgesi, (1) dogruluk ¢izelgesin-
de gegen tim D ile Y isaretlerinin tersine ¢evrilmesiyle (yani her D yerine Y,
her Y yerine D konulmasiyla elde edilen gizelgeyle 6zdes ise B 6nermesine A
onermesinin bir ikil’si (veya ddal'i) diyor ve bunu kisaca 4(B, A) biciminde
dile getiriyoruz. “#", B ile a arasindaki bir bagintiy: dile getirmektedir.

Ornegin “p A " 6nermesi “p v q” nun bir ikilisidir. Nitekim “p A 9" nun
dogruluk gizelgesi olan

4pag|pnrg
DD| D
DY |Y
YD |Y
YY |Y

izelgesinde D ile Y’leri degis tokuguyla elde edilen gizelge
G)ypq|pPva

O O < <
O <O <
O OO0 <

p v q'nun dogruluk gizelgesinin agagidan yukariya diziligiyle elde edilen
gizelgedir. O halde

(6) #£(pva, pAQ)
dogrudur.

Genel olarak B, A'nin bir ikilisi olsun. p,, ..., p,, A ile B’de gegen onerme

94



temsilcilerinin birlesimi oldugunda, A ile B'yi A(p,, ..., p,,) ve B(p,, ..., p,,) bi-
¢iminde dile getirelim. O zaman

(4) #(A, B) ancak ve ancak A(py, ..., p,)) = ~B(~py, ..., ~p,,)

elde edilir. Nitekim ~B(~p;, ..., ~p,)'nin dogruluk cizelgesi, A(p,, ..., p,)'nin
dogruluk cizelgesinde D ile Y'nin dedis tokuguyla elde edilir. Ornegin #(p v
q, PAq),pVvq=-~(~pA~q)anlamina gelir. (4)'l, A ile B 6nermeleri ara-
sindaki ikililik bagintisinin (“26” nin) tanimi sayiyoruz. Ornegin “p A q” nun
(4) geregi ikilisi ~(~p A ~q) ile esdeder bir 6nermedir. Gergekten p A q’'nun
ikilisi olan p v g, ~(~p A ~q) ile egdegerdir.

« ikililik bagintisinin baghca ozelliklerini goyle dile getirebiliriz. (4) tani-
mina dayanarak ~A(~py, ..., ~p,) Onermesini A(p,, ..., p,,) Onermesinin bir
ikilisi oldugu sonucuna variyoruz. Nitekim #£[~A(~p;,...,.~pP,), A(P1,---,Py)]
onermesi, (4) tanimi gere§i ~A(~p;,...,~Py) = ~A(~py, ....~P,,) anlamina ge-
liyor. Bu son esgdegerlik dogru oldugundan #[~A(~p,,...,~p,), A(P1,--.P,)].
olur.

(5) #£(B, A) ise, #(A, B) ikililigin bakigimhihgr)

(6) #(B, A) ise #(C, B) ise, C = A (bir onermenin ikilisinin ikilisi o oner-
meyle egsdegerdir.)

(5)'i soyle ispatlanz. B(py, ..., Ppn). APy, .., Py’ nin ikilisi olsun. O zaman
B(py, - PR) = ~A(~Pq, ..., ~Pp) OlUL. Py, ..., P, Yerine ~p,, ..., ~p, konulur-
sa egdegerlik bozulmaz. Dolayisiyla B(~py,...,~p,,) = ~A(~~py, ..., ~~P;,) yani
B(~py, - ~Pyy) = ~A(Py, ..., Py Olur. Bundan da ~B(~py, ..., ~p,) = ~~A(91,
s Pp) Yani A(py, ..., Py) = ~B(~py, ..., ~Pp,) olur. Bu #(A, B) demektir. Or-
nedin «#(p v q, p A q)’'den 4(p A q, p v q) elde edilir. (6)'y1 da soyle ispat-
layabiliriz. #(B, A) ve #(C, B) olsun. O zaman B(p,, ..., p,) = ~A(~py, ...,
-p,) ve C(py, ..., pp) = ~B(-py, ..., py) olur. O haldeﬂC(p1, < Pp) = ~B(~py,
s ~Pp) = ~~A(=~Py, ..., ~~Pp) = AP, ..., P,) Olur. Ornegin #£(p v q, p ~ q)
ve #[~(~p A ~q), p A q)’dur. (6)’ya uygun olarak da ~(~p A ~q) = p v q'dur.

Genellikle #(B, A) ise B, A'dan farklidir, hatta B, A ile egdeger degildir. An-
cak kendi ikilisi olan 6nermeler vardir. Bunlara “kendiyle-ikili onerme diyo-
ruz.
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(7) A kendiyle -ikilf dir ancak ve ancak 4(A, A) ise

Butun temel 6nermeler (ve yalniz temel 6nermeler) kendiyle-ikilidir. Ni-
tekim A(p) bir temel 6nerme olsun. O zaman A(p) ya p’dir ya da ~p’dir. Bi-
rinci halde ~A(~p), ~~p dolayisiyla p ile esdegerdir. Ikinci halde ~A(~p),
~~~p dolayisiyla ~p ile esdegerdir. Her iki halde ~A(~p), A ile esdeger olup
#(A, A) olur.

Eger B(py, ..., Pp), A(~pq, ..., ~Py,) ile egdeder ise B ye A'nin ters ikilisi ve-
ya kontra dual'i denir.

Bunu da T (B, A) biciminde dile getirecegiz.

(8) T (B(py, --., PL) APy, -, P,y) ancak ve ancak

B(py, - Pp) = A(=Pyq, ..., ~Py,) ise.

(8)'i Ta¢'in tanimi sayiyoruz. Omegin ~p A ~q, p A q'nun, ~p v ~q'da
p v g'nun ters ikilisidir. T ile 2 baglantilar: arasinda agagidaki iliskiler vardir.

(9) T# (B, A) ancak ve ancak #(~B, A) ise.

(10) #(B, A) ancak ve ancak T4(~B, A) ise.

Ornegin ~p A ~q, p A g'nun ters ikilisidir. (9)’a uygun olarak da (~(~p A
~q), P A q'nun ikilisidir.

Her temel onermenin ters ikilisi Gnermenin degillemesi ile esdegerdir.
Nitekim “p” nin gercek ters ikilisi gerekse degillemesi “~p” dir. Ayni bicimde
“~p” nin gerek ters ikilisi gerekse degillemesi “~~p” dir.

Genellikle bir 6nermenin ters ikilisi, 6nerme ile esdeger degildir. Ama
istismarlar da vardir. Ornegin “p < q” énermesinin bir ters ikilisi “~p < ~q”
onermesidir. Oysa p e q=-~p & ~q. O zaman da “p &> q” onermesi
“p © q” nun bir ters ikilisi olur.

Ta€ (A, A) kogsulunu yerine getiren bir A dnermesine kendiyle ters-ikili di-

yoruz.

Ornegin s6zii gegen “p < q” énermesi kendiyle ters-ikilidir.

“w "

Icinde yalniz “~", “A”, “v"” eklemleri gegen bir 6nermenin bir ikilisi, “A

4
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" "

le “v" nin degig tokusu ile elde edilir. Ornegln “p A q"” nun ikilisi, “A” yerine
“v" nin konulmasiyla elde edilen “p v q” 6nermesidir. Daha karmasik bir
ornek olarak

(D PEAgv(pan
onermesini ele alahm. (11)in bir ikilisi, (11)’de “A” ile “v” nin degis
tokusuyla elde edilen

12)(pva)apvn

onermesidir. Nitekim (4) tanimina dayanarak (11)’in bir ikilisinin

(13) ~[(~-pAr~q) v (~p A ~1)]
biciminde oldugunu sdyleyebiliriz. Oysa (13), (12) ile egdegerdir. Genel
olarak A(p,, ..., p,) yalmiz “~*, “A”, “v" p, ... p,’den olusan bir 6nerme ise
ve B onermesi, A'dan “A” |Ie “v" nin degis tokusuyla elde edilen 6nerme ise
§1.3'deki Shannon yasasi geregince

(1 4) ~A(~p'|/ eenr ~pn) =B
olur. Ornegin A onermesi (11) olsun. O zaman B 6nermesi (12) olur.
~A(~Py, s ~Pp) ONErmMesi de

(15) ~[(~p A ~q) v (~p A ~1)]
olur. (15) dnermesine ise Shannon yasasini uygulayip

(==p vV ~~Q) A (~~p v ~~T)
onermesini, dolayisiyla da (12) onermesini elde ederiz.

Simdiye kadar yapilan agiklamalara dayanarak verilen bir 6nermenin g
ayr yontemle bir ikilisini elde edebiliyoruz. Bu ¢ yontemi sistematik olarak
s0yle dile getirebiliriz.

1'inci yontem

Verilen A onermesinin iginde gegen temsilci harflerine gore dogruluk gi-
zelgesini kuraniz. Sonra da gizelgede D ile Y harflerini degis tokus ederiz. El-
de edilen yeni dogruluk cizelgesi belli bir vTY belirler. Bu vTY, A'nin bir ikili-
sidir. Ornegin
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(16)peo (pva)

onermesinin dogruluk ¢izelgesine dayanarak bir ikilisini bulaim. (16)'nin
dogruluk ¢izelgesi §oyledir.

(17) pq |pe(Pva
DD D
DY D
YD Y
YY D

(17) gizelgesine D ile Y’leri degis tokus edersek

(18) pq

YY

YD
DY
DD

dogruluk cizelgesini elde ederiz. (18) ise
(19)p~-q
vTY'sini belirler. Demek ki (19), (16)'min bir ikilisidir.

2'nci yontem

<O =<<=<

Icinde gegen énerme temsilciteri p;, ..., p, olan A(py, ..., P,) gibi bir
onermenin bir ikilisi,
(20) ~A(~py, -, ~Pp)

bicimindeki 6nermedir. Nitekim #[~A(~p;, ..., P, Al « bagintisinin
taniminin dolaysiz bir sonucudur.

Ornegin

@) ~[~(pv-ne-~[q->~Fvsllv(qa-s)
onermesinin bir ikilisi

(22) ~[~(-p v ) & ~[~q = ~(-r v =9)]] v (-q v 5)],
onermesidir.

Burada ~~r yerine r, ~~s yerine s yazdik.
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3’'Unci yontem

A herhangi bir 6nerme oldugunda, varsa “—>" ile “&" eklemlerini
asagidaki yasalar geregi eleriz.

(23)A—>B=-~AvB
(24) ~(A > B)=A A ~B

(25) Ao B=(AAB) v (~A A ~B)
(26) ~(A © B) = (A A ~B) v (~A A B)

Ondan sonra elde edilen dnermede “A” ile “v” eklemlerini degig tokus
ederiz. Boylece elde edilen 6nerme verilen A dnermesinin bir ikilisidir.
Ornegin

27) ~lp - ~(q © 1)

énermesinin bir ikilisini bulaim. Once “—" ile “&" yi eliyoru.z.
~[po~@enNl=pa~-~(qenN=pa(@en=pal(panv(~ga-n]
Sonuncu 6nermede “A” ile “v” yi degis tokug edelim. Elde edilen
@8)pvi@vn)a(-qv-n]

onermesi verilen (27) onermesinin bir ikilisidir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin li¢ ayn yonteme gore bir ikilisini bulunuz.
1.~(qe-~r)

2.p-o(g-or)

3.~[po(@r-n]

4.p-lqv(pv-nl

5.~(pv-~nN—-[p-o(qvr)]
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1.4.11 Cozumleyici Clzelge ve Coziimleyici Gizelge lkilisiyle Verilen
Bir Onermenin lkilisinin Bulunmasi

Cozimleyici gizelge ikilisinde, “A” ile “v” nin ¢ozimleme kurallarinda
¢6ziimleme bigimleri degis tokus edilmistir. Bu nedenle yeni ¢izelgeye birin-
cisinin “ikifi”si diyoruz. Her iki tiirden ¢6ziimleyici ¢izelge, verilen bir oner-
menin ikilisini elde etmeye yarayan yeni birer yontem saglamaktadir.

4'incii yontem

Verilen A gibi bir 6nermenin bir ikilisini bulmak icin A'nin ¢dztimleyici i-
zelgesini kurariz. Elde edilen ¢6zimleyici gizelgede her agik yolda bulunan
temel dnermelerin tikel-evetlemesi olugturulur. Sonra da bu tikel-evetleme-
lerin timel evetlemesi elde edilir. Bu tiimel evetleme bir AY’dir. $6z konusu
AY ise verilen A 6nermesinin bir ikilisidir. Nitekim bu AY, A'nin ¢dziimleyici
gizelgesinin belirledigi vY'nin (liglincli ydntem geregi) ikilisidir. Oysa VY, A
ile esdegerdir. Dolayisiyla AY, A'nin ikilisidir.

Ornegin

(M-~lp->@Qe-n)
6nermesinin AY bigcimindeki bir ikilisini bulalim. Bu amagla (1)’in ¢6zimleyi-
Ci gizelgesini kurahm.

1. ~[p—>(qe-nj(B.0)

P ]m
2. ~(q e ~n

2

q ~q
r ~r
Bu ¢izelgede iki agik yol vardir. Birinci agik yoldaki temel 6nermelerin

tikel evetlemesi “p v q v r”, ikinci agik yoldaki temel 6nermelerin tikel
evetlemesi de “p v ~q v ~r” dir. Bu iki tikel-evetlemenin tiimel evetlemesi

B pvavnapv~qv-n
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dir. (3) 6nermesi bir AY’dir. Bu 6zel 6rnekte AY ayn zamanda bir ATY’dir. An-
cak bagka 6rnekierde ayni ATY degil, yalnizca AY bulunur. Imdi (3), verilen
(1) onermesinin AY bigimindeki bir ikilisidir.

5'inci Yontem:

Verilen bir 6nermenin vY bigimindeki bir ikilisini bulmak i¢in 6nermenin
¢6zumleyici gizelge ikilisini kuranz. Sonra gizelgedeki her agik yolda bulunan
temel onermelerin tiimel-evetlemesini olustururuz. Bu tumel evetlemelerin
tikel-evetlemesi bir vY’dir. Bu vY ise verilen bir onermenin bir ikilisidir.
Nitekim vY ¢oziimleyicisi gizelge ikilisinin belirledigi AY’nin Uglnci yontem
geregi bir ikilisidir. AY ise verilen onerme ile egdegerdir. O halde VY, verilen
onermenin ikilisidir. Ornegin

@D-lpe@-onl
onermesinin v bicimindeki bir ikifisini bulalim. Bu amagla (4)’in ¢6zimleyi-
ci gizelge ikilisini kuralim.

(5) 1. ~[p (@ 1)

M

P:' "P):l
2.9q-r 3.~(q—r
~ 3
qJ(Z) &)
r q ~r

(5) gizelgesinde t¢ agik yol vardrr. Birinci agik yoldaki temel 6nermelerin
timel-evetlemesi p A ~q A 1, ikinci agik yoldaki temel 6nermelerin timel-
evetlemesi ~p A g, lglincl agik yoldaki temel 6nermelerin timel-evetleme-
si ~p A ~r'dir. Bu li¢ timel-evetlemenin tikel evetlemesi de

G)(PpAr-gqan)v(-pArq)Vv(~pA-=D
dir. (6) ise vTY olmayan bir vY’dir. (6) 6nermesi, verilen (4) 6nermesinin vY
biciminde bir ikilisidir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin 4’Uncli yontem geredi AY biciminde ve 5'inci
yontem geregi vY bigiminde birer ikilisini bulunuz.

l.p—>(qvn
2.~[po(qa-n]
3.qv-l(pa~gan—p]
4.qv[(rvs)->p]
5.-[go(Pvsla(qvryv-~s)

1.4.1 lkililik likeleri

ikililige dayanarak verilen totoloji, celisme, icerme ve egdegerliklerden
yeni birtakim totoloji, celisme, icerme ve esdegerliklerin elde edilmesi mum-
kindur. Bunun igin ikililik (dialite) ilkeleri” denilen asagidaki ilkelerden ya-
rarlanilir.

(1)  Genel Ikililik ilkesi: A bir 6nerme ve A*, A'nin bir ikilisi oldugunda, A
gecerli ise A* tutarsiz olup ~A* gegerli olur. Ornegin “p v ~p” ge-
cerlidir. Bu onermenin bir ikilisi “p A ~p” onermesidir. (1) ilkesi ge-
regi, “p v ~p” gecerli oldugundan “p A ~p” tutarsiz, dolayisiyla
“~(p A ~p)” gegerlidir.

(1) ilkesini goyle ispatlayabliriz. A bir dnerme ve A*, A'nin bir ikilisi oldu-
gunda, A veya A*’da gecen onerme temisilcileri p,, ..., p, olsun. O zaman
A'y1 A(py, ..., P,,) biciminde dile getiririz. Boylece A(p,, ..., p,) olur. Imdi
A(pq, --- P,y gegerli olsun. O zaman ~A*(~py, ..., ~P,,) 9ecerli, dolayisiyla da
A*(~py, ..., ~Py,) tutarsiz olur. Bu tutarsizlik ~p,, ..., ~p,, yerine p,, ..., p,'nin
konulmasiyla bozulmaz. Bundan dolay A*(p,, ..., p,)’de tutarsiz olur.

(2) Icerme Icin Ozel Ikililik flkesi: A ile B iki 6nerme, A*, A'nin ve B*, B'nin
bir ikilisi oldugunda, (i) A — B gegerli ise B* — A* gecerli olur.
(i) A = B ise, B* = A* olur.

(2)’yi soyle ispatlayabiliriz. (i) A — B gegerli olup A*, A'nin B*'de B’nin bir
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ikilisi olsun. A —» B = ~A v B'nin 3’Uncl yonteme gore ikilisi ~A* A B* bigi-
mindedir. (1) ilkesi geregi ~(~A* A B*) onermesi gegerlidir. Oysa ~(~A* A B*)
= A* v ~B* = ~B* v A* = B* - A*. O halde B* — A* gegerlidir. (i) A = B ol-
sun. A — B gegerli olup B* — A*'da gecerli olur. Dolayisiyla B* = A* elde
edilir.

Ornegin “(paq) — p” gegerlidir. p’nin bir ikilisi p, “p A q” nun bir ikilisi
de “p v q”dur. O halde (2) ilkesi geregi “p — (p v q)” gegerlidir.

(3)  Esdederlik ilkesi Igin Ozel Ikililik likesi: A ile B iki 5nerme, A*, A'nin B*,

B’nin bir ikilisi oldugunda A = B ise A* = B* olur.

(3)'i soyle ispatlariz. A =B olup A*, A ve B*, B'nin bir ikilisi olsun. A =B
oldugundan A = B ve B |= A olur. (2) ilkesi geregince A = B’den B* = A*
ve B A'ldan A* = B* elde edilir. Oysa A* = B* ile B* = A* dan A* = B*
¢ikar.

Ornegin “A” nin “v”nin lizerine dagiticihgr yasasini dile getiren

@Dpa@v=(Pagvipan
esdegerligini goz onine alalim. 3’Unci yontem geregince “p A (q v r)” nin
ikilisi “p v (@ A 1)”, “(p A Q) v (q A r)” nin ikilisi de “(p v q) A (p v r)” dir.
Boylece (3) ilkesi uyarinca dogru olan

Gypv@an=pvaalpvn
esdegerligi elde edilir. (5) ise “v" nin “A” Uzerine dagiticiidi yasasini dile ge-
tirir.

Goruldugu gibi ikilik ilkelerine dayanarak daha once elde edilen yasalar-
da yeni yasalar turetilebilmektedir. Daha 6nce ispatlanmig yasalardan ikililik
ilkeleri geredi turetilen yeni yasalan ayrica ispatlamaya gerek yoktur. Boyle-

ce ikililik kavraminin sagladigs biiyiik yarar ortaya ¢ikmig olur. Ikililik kavrami
yalmz onermelere degil, 6nerme eklemlerine de uygulanir.

(6) e ve e*iki tane n-li eklem (~> 0) oldugunda e* p,, ..., p, = ~e~p;,
..s ~Pp, ise, e* eklemini e ekleminin ikil’si (dual’i) denir.

e ikili eklem ise (6),
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(6") pe* q = ~pe ~q
bicimini alir. (6) tanimina gore e’nin dogruluk cizelgesinde D ile Y’nin degis
tokusuyla elde edilen ¢izelge, e*'nin dogruluk gizelgesi olur. Dolaysiyla e gi-
bi (dogruluk fonksiyonu durumunda olan) her eklemin e* gibi bir tek ikilisi
vardr.

Ornegin “A” nin ikilisi “v” dir. Nitekim

(10)pva=-pa-~q
dogrudur.

e*, e’nin ikilisi ise e, e*in ikilisi olur. e’nin ikilisinin ikilisi ise e’nin ken-
disiyle ozdegtir. Sifich, birli ve ikili eklemlerin ikililerini gosteren bir ¢izelgeyi
asagida gosteriyoruz.

(11) Sifirl eklemler

T1
e*| LT

(12) Birli eklemler

T’ E' DI _L'
e* | L'EDT

(13) Ikili eklemler
e|T2|v|<—IEf—>|E§|<—)|A| Lzl¢| <-+|Df|+—>lD§|<-+—>|T
2| alblgEle|E| o] v]| 21| 5| 0| D}

. e*

Bir eklemin ikilisi bu eklemle 6zdes olabilir. e* = e ise e eklemine kendiyle-
ikili eklem diyoruz. Kendiyle ikili birli eklemler El ve “~” (yani D'ydir.
Kendiyle ikili ikili eklemler ise E2, E5, D3, D3 eklemleridir. Sifirli eklemler
kendiyle ikili degildir.

Tum eklemlerin ikilisi tammlandiina gore herhangi bir 6nermenin ikili-
sini elde etmek i¢in asagidaki 6'nci yontem ortaya ¢ikar.
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6'nal Yontem:

A herhangi bir 6nerme oldugunda A'nin bir ikilisini bulmak igin A'da ge-
¢en her eklemin yerine ikilisi konur. Elde edilen yeni 6nerme verilen dnerme-
nin bir ikilisidir. Daha 6nce ele alinan 3'Uncl yontem 6’nc yontemin 6zel bir
halidir. Ornegin “p — q” nun ikilisi “p « qf dur.

D ppva->rEp-or
dogru olan igermesinden (2) ilkesi geredi yeni bir igerme tiiretelim. 6'nci
yontem geredi “(p v qQ) — r” nin ikilisi “(p v q) ¢ r”, “p — r” nin ikilisi de
“p ¢ r” dir. Boylece (14) 6nermesinde (2) ilkesi geregi

(S)per = (@ap) er
icermesini tiretebiliriz.

Sonuncu bir 6rnek olarak temel bes eklemden baska eklemler kapsayan
asagidaki 6nermenin 6’nci yontem geregi ikilisini bulalim.

(16) E' (q - p) «p [pT2q ¢ (g { ~1)]

(16)'run ikilisini bulmak igin her eklemin yerine ikilisini koyarnz. Bdylece
asagidaki onermeyi elde ederiz.

(7E' @4 p)elpl2q-o(qT-n

ALISTIRMALAR

I Asagidaki yasalardan ikililik ilkeleri geregi yeni birer yasa turetiniz.
l.pvg=qvp
2. (p<—>q)<—>rsp<—>(q.<—>r)
3.(p>q)v(@Q-p
4.pr(@-onNkE@PEarg)e(parn
Ssspv@-nkE=(Eva->(pPvn
6.po(@anN=pP-oaqa(p—on
7.0 qA(@onN=(Pag) >
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B.pva=»r=pP-oaqv(p-r
9.pva=qe(p—~q)
10.peoq=(pParqvi-pr~q
Il. Asagidaki onermelerin 6’nci yontemle birer ikilisini bulunuz.
l.~[peb(@—-nlv-~p
2.~[p(ql-n]
3.~[pE;q— ~(L v -pT2q)]
4. pdE -nNeo vl
5.-pl@T-ple@THn

1.5 TURETIM YONTEMI

Onermeler mantiginda denetleme yontemi olarak tdretim yontemi
denilen bir yontem de yaygln Y olarak kullaniimaktadr. Tiiretim yontemi, bir
karar verme yontemi olmayip yalnizca gikanmlarin ve Onermelerin
gecerliliyini denetlemeye yarayan bir yontemdir. Bu yontem genisletilerek
niceleme mantiginda da kullanilir.

Turetim, bir ¢ikanimin gegerli oldugunu gostermek igin ¢ikarimin sonu-
cunu belli birtakim tiretme kurallan yardimiyla onciillerden elde edilmesi
islemi demektir. Bir tiretme kurali ise tiretim igleminde kullarilan gegerli bir
cikanim kalibindan bagka birgey degildir. Turetimler “dolaysiz”, “kosulluya
girig” ve “dolayli tiiretimler” olmak Uzere Ug ture aynlrlar. Bu Ug tirden
tiiretimi sirayla inceleyecegiz.

1.5.1 Dolaysiz Tiretimler:
1.5.1.1 Kosulluya Giris Kural ve Tiiretim Cizelgesi

Tiiretimlerde en yaygin olarak kullanilan tiretme kuralt “Modus ponens”
veya “Ayirma Kurali” da denilen

A—>B,B.. B
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gegerli cikanm kalibidir. Bu kaliba (tUretme kurali olarak) kosulludan ¢ikis
kural denir. Bu kurall “—¢” isaretiyle gosteriyoruz. Bu kurah
A—>B A (=9
B

bi¢ciminde dile getiriyoruz. Amacimiz verilen bir gikanimin gegerli oldugunu
gosteren tiretim iglemini ayrintilariyla agiklamaktadir. Imdi her tiretim isle-
mi, turetim ¢izelgesi dedigimiz bir ¢izelgeyi adim adim kurmak yoluyla yapi-
lir. Bir tiiretim ¢izelgesi, alt alta yazilan belli birtakim satidar’dan olusur. (Tu-
retim gizelgesinin yapisi tiiretim bigimine gore degisir. Oysa ceyitli tiiretim bi-
gimleri vardir. Biz simdi en basit tiretim bicimi olan dolaysiz tiretim’i g6z
oninde tutuyoruz. llerde sirast gelince 6biir tiretim bigimlerini de inceleye-
cegiz.) -

Imdi turetim isleminin adimian agis adimi, ara adimlar, kaparis adimi ol-
mak lzere ¢ 6bege aynilir )

-

(i) Agrs adimi:
Ag¢rs adimi dedigimiz birinci adim olarak ¢izelgenin agagida gosterilen bi-
cimdeki birinci satin yazilir.

Gos. B

Burada B onermesi, verilen ¢ikarimin sonucudur. Bu 6nermenin onine
“Goster” sozcuglnun kisaltmasi anlaminda “Gos.” isareti konulmugtur. B
onermesi, sonug oldugu gésterilmek istenen 6nerme dir. Bu satira uretimin ana
satir' diyoruz. Ana satinn énune 1. sira No.’su konur. Ana satinn altindaki sa-
tirlara turetimin yardimc satirlani diyoruz.

(ii) Ara adimliar:

Ara adimlar, agis adimi (yani birinci adim) ile kapanis adimi (yani son
adim) arasindaki adimlardir. Her ara adimda bir tek satir yazildigi gibi satinn
altindaki her satirin yaziligi bir ara adimdir. Imdi ilk ara adimlarda, ¢ikarimin
onciilleri alt alta gelen satirlar halinde yazilir. Her satinn onlne sira No.’su,
ardina da gerekge olarak “6nciil sézciigiinin kisaltmasi olan (On.) isareti ko-
nur. Sonraki adimlarda ise birtakim yeni satirlar elde edilir. Her yeni satir, on-
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ceki satirlardan belli bir tiretme kurall yardimiyla turetilmis olan bir 6ner-
me’den ibarettir. Satinn sira No.’su 6nermenin oniine, gerekge de ardina ya-
zilir. Gerekge olan tiretme kuralinin isareti konur. Yeni bir satir tiretmek igin,
yalniz ¢tkarimin oncllleri durumunda olan satirlan degil, bir de 6nceden tu-
retilmig olan yeni satirlari da 6ncdl olarak kullanabiliriz. Buna kargilik (“Gos.”
isaretiyle baslayan) 1. satin, yeni bir satir tiretmek igin 6ncdl olarak kullana-
mayiz. (Yoksa B gibi bir nermeyi B'nin kendisinden tiiretmis oluruz. Bu da
mantiJa aykini bir dongidiir.) Buna gore, yeni bir satirdan once gelen 1. sa-
tinn digindaki bitin satirlara bu yeni satinn éncul satirlar diyoruz. Yeni bir
satir turetirken, bu satinn oncul satirlarindaki onermelerden oncil olarak ya-
rarlanmaya her zaman hakkimiz vardir. Ara adimlar, sonug oldugu gosteril-
mek istenilen B onermesinin elde edilmesiyle sona erer. Boylece sonuncu ara
adim olarak B onermesini yazariz. Yani sonuncu satirdaki 6nerme, sonug oldu-
gu gésterilmek istenilen onerme olmalidir. O zaman da g¢izelge

M

1. Gés. B
2. A .. (©On)
3. A v (On)
n+1 An (©n.)

m. B (gerel;ge) )

biciminde olur. Dikkat edilirse, 7. satirh (vani ana satinin) altindaki blitdin yar-
dimci satirlari (yani Ay, A,, ..., A, ... B dnermelerini) 1. satinn biraz saginda
baslamak lizere hep ayni hizada yaziyoruz. (BOylece kapanig adiminda yapi-
lacak ¢erceveleme dedigimiz islemin diizgun olmasi saglanir.

(iii) Kaparig adimi:

Kapanis adimi, turetim igleminin bagaryla sonuglandigini belirtir. Bagary-
la sonuglanmig bir tiiretimde sonug oldugu gosterilmek istenilen B dnerme-
si herhangi bagka bir tiretimin 6ncili olarak kullanilabilir. (Nitekim B oner-
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mesi artik sonug¢ oldugu gosterilmis olan bir dnerme durumundadir.) Bunu
belirtmek igin de 1. satirda B’'nin onuindeki “Gos.” isaretini (silinme veya ka-
ralama anlaminda) ortasindan ¢izerek “G0s.3'yi “Gés:” bigcimine
doniigtiiriiriiz. Ote yandan 1. satinin altindaki yardimar satirlarin (yani A;, A,,

. A, ... B onermelerinin) gorevi, B'nin sonug olarak ¢iktigini gostermekten
ibarettir. Gorevleri bittikten sonra (B'yi bir yana birakirsak) bu satirlar bagka
bir tiiretimin oncilleri olarak kullanamayiz. Iste tiretim bittiginde, 1. satinn
altindaki satirlarin gorevinin bittigini ve bagka bir tiiretimde 6nciil olarak kul-
lamlamayacagini  belirtmek amaciyla bu yardimc satirlan (silinme
anlaminda) cerceveleriz. Boyle bir silme ve ¢erceveleme'ye kaparnis diyoruz.
Kapanig adimiyla (1) cizelgesi

(1)
1. Gos. B
2. A, ..(0n)
3. A, ...(On) N
n+1 |A... (On.)
. . (gerekge)
m.. B ' '(gerek;e)

bicimindeki eksiksiz bir tiretim ¢izelgesine donugur. Tiretim iglemi de bura-
da sona erer.

Genel olarak bir ¢ikarimin gegerli oldugunu gostermek icin (1) bigimin-
deki (veya ileride gorecegimiz obiir bigimlerde olan) bir tiiretim gizelgesi
kurmadga caliginz. Eger boyle bir ¢izelgeyi ger¢ekten de kurabilirsek verilen
ctkarimin gegerliligi belli olur. Buna karsilik verilen ¢ikarim gegersiz ise, bu
¢ikarnimin kargiig olan (1) gibi bir tiretim ¢izelgesi kurulamaz.

Simdi genel olarak tanimladi§imiz tiretim islemini somut orneklerle
aciklamak isteriz.
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Ornek 1:
2p—-qgp-q

cikanminin gegerli oldugunu (—¢) tiiretme kuralina dayanan bir tiretimle
gOsterelim.

_ Tiretim:

(i) Agrs adimi (yani birinci adim) olarak verilen ¢ikanmin sonucu olan q
onermesini 1. satirda yazip 6niine “Gds.” isaretini koyariz. (Satinn éniine de
sira No.’sunu yazariz.) Boylece ¢izelge

1. Gos. q
biciminde baglar.
(ii} Ara adimlar:

Ikinci adim olarak ¢ikarimin p — q onciilind, 2. satirda (bagi 1. satirin
basinin biraz saginda olmak uzere) yazanz. Satinn onune sira No.’su, ardina
da gerekge olarak (On.) isaretini de koyanz. Boylece ¢izelge

1. Gos. q i
2. poq ... (On.)
bicimini alir.

Ugiincii adim olarak g¢ikanmin p onciiliini 3. satirda (istteki satirin
hizasinda baglamak lizere) yazanz. Gene satirin éniine sira No.’sunu ardina
da (On.) isaretini koyariz. Béylece gizelge

1. Gos. q

2. poq .. (On.)

3. p ... (On.)
bigimini alir.

Ugiincii adimin sonunda ¢ikanmin biitiin énciillerini gizelgeye gegirmis
oluyoruz. Ancak sonug oldugu gosterilmek istenilen q 6nermesinin, cizel-
genin 1. satinnin altindaki hi¢bir satira ait olmadigini goriyoruz. Dolayisiyla
dordiinci bir adimda yeni bir satir tiiretmemiz gerekecektir.
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Dérdiinci adim olarak da 2. ile 3. satirlardan (—¢) tiretme kural geregi
turetilebilen q 6nermesini 4. satirda (istteki Gnermenin hizasinda basglamak
uzere) yazanz.

Onermenin 6niine sira No.’sunu, ardina da gerekge olarak 2. ile 3. satir-
lardan (—¢) kurali geregi tiretildigini gosteren (2, 3, —¢) isaretlerini koya-
nz. (2. ile 3. satirlar yeni 4. satinn éncil-satirlan (yani bu satirdan once ge-
len 1. satinn diginda kalan satirlar) oldugundan, 4. satirdaki q 6nermesini 2.
ile 3. satirlardan tiiretmege hakkimiz vardir. Ote yandan q’nun 2. satirdaki
p — g onermesiyle 3. satirdaki p 6nermesinden (—¢) kural geregi turetile-
bildigini soyle agikliyoruz. (—¢) kuralindaki A 6nermesi p, B 6nermesi de q
olsun. Oysa (—¢) kurali geregi A — B ile A'dan B'yi tiretmege hakkimiz var-
dir. O halde p — qile p’den q'yu (—¢) kurali geregi tiiretmege hakkimiz var-
dir. Dordiincli adimin sonunda gizelge

1. Gos. g

2. p>q ... (On.)

3. p ... (On)

4. q (2, 3, T’Q
bigimini alir.

Dikkat edilirse, 4. satirdaki onerme sonug oldugu gosterilmek istenilen q
onermesinden bagska bir sey degildir. Dolayisiyla 4. satir ¢izelgenin son sati-
n olmalidir. Tiretim igleminin basanyla sonuglandigini gostermek igin de ka-
panig adimina gegeriz.

(i) Kaparus adimi (Besinci adim) olarak 1. satirdaki “Gés.” isaretini orta-
sindan ¢izerek “Geés:" bigimine dondstirdr, bir de bu satinn altindaki 2., 3.,
4. satirlan cerceveleriz. Boylece cizelge, 4. adimin sonunda

1. &85 q

2.[p59 .. (6n)

3. |p ... (On)

4. |q .. (2, 3, -=¢)
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bigiminde eksiksiz bir tiretim ¢izelgesi haline girer. Bu tiretim cizelgesine
dayanarak da verilen (2) ¢itkanminin gegerli oldugunu gostermis oluyoruz.

Ornek 2:
B)pg-or.-p
¢ikanmin gegerli oldugunu bir tiiretimle gosterelim.
(i) Agis Adimi (birinci adim) olarak 1. satin yazariz.
1. Gos. p
(i) Ara adimlar:

Ikinci adim olarak ¢ikarimin p oncilini 2. satirda yazariz.

1. Gos. p

2. p ... (On.)

Ugiincii adim olarak gikanimin q — r énciiliinii yazarz.
1. Gos. p L

2. P (ON)

3. Q. (On.)

Imdi yeni bir satir tiiretmege ¢alismadan 6nce sonug oldugu gésterilmek
istenilen p onermesinin 1. satirdan bagka bir satirdaki 6nerme olup olmadi-
gina bakmaliyiz. Oysa p’nin 2. satirdaki onerme oldugunu goriyoruz. O hal-
de yeni bir satir tiretmek gerekmiyor. (Hatta 3. satinn higcbir gorevi
olmadigini goz onunde tutarak bu satin yazmadan da kapanis adimina
gegebiliriz.)

(i) Kaparus adimi olarak “Gos.” isaretini izip birinci satinn altindaki
satirlan cerceveleriz. Boylece, ara adimlarin sayisinin 2 veya 1 olmasina
bakarak,

1. Gés:p
2. |p ... (On))
3.|gor ... (On))
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veya
1. Gés-p
2. E .. (On.)
biciminde birer tiuretim ¢izelgesi elde edilir.

Genel olarak, (Omek 2’de oldugu gibi) bir gikarimin sonucu bu ¢ikanmin
oncdllerinden biri ise, cikanm gegerli olur. Dolayisiyla boyle bir ¢ikarimin
gegerliligini bir tiretim ile gostermek geregi yoktur. Buna gore ornek 2'deki
¢ikanmin gegerli oldugunu higbir tiretim yapmadan da biliriz.

Ornek 3:
@Dp-o@->n,p.gq-or

cikanmin gegerli oldugunu asagidaki turetim ¢izelgesini kurmakla gosteririz.

1. G8s=q o
2.lpo@-r ..@©On)

3. |p ... On)

4. ([g-or . (2,3, 9¢)
Ornek 4:

p—q,q-r,p .. rgkanminin gecerli oldugunu (—¢) kuralina dayanan
bir tiretimle gosterelim.

Turetim islemi burada 6nceki 6rneklerinden daha karmasik oldugundan,
islemi adim adim agikltyoruz.

(i) Agqs adimi:
Birinci adim
1. Gos. r
(ii) Ara adimiar:
Ikinciadm 1. Gos. r

2.p-oq ... (On.)



Ugiinci adim

1. Gosr. r
2.p—oq ... (On.)
3.9 ... (On.)
Dordiincli adim
1. Gos. r
2.p—oq .. (On.)
3.g-r ... (On.)
4.p ... (On.)

Bu adimin sonunda ¢ikarimin bitin onclillerini gizelgeye gegirmis olu-
yoruz. Ancak sonug¢ oldugu gdsterilmek istenilen r nermesi, 1. satirin altin-
daki hig bir satinn 6nermesi degildir. Dolayisiyla yeni bir satir tiretmemiz ge-
rekecektir.

Amacimiz bir 5. satir tiretmektir. 5. satinn 6ncil-satiriari ise 2., 3. ve 4.
satirlardir. Oysa 2. satirdaki p — q onermesiyle 4. satirdaki p 6nermesinden
(—¢) kurah geregi q 6nermesini tiretebiliriz. Iste bu tiretmeyi yaparak 5. sa-
tira g onermesini yazip gerekge olarak (2, 4, —¢) isaretlerini koyarnz. Boyle-
ce gizelge besinci adimin sonunda agagidaki bigimi alr.

Besinci adim
1. Gos. r
2.p—q ... (On.)
3.q-r ... (On.)
4.p ... (On.)
5.q ... (2, 4, 5¢)

Besinci adimin sonunda elde edilen cizelgede de 1. satinn altindaki hig-
bir satinn 6nermesi r degildir. O halde yeni bir satir daha tiretmeliyiz. Boy-
le bir 6. satin da bu satirin 6ncil-satirlan arasinda olan 3. ile 5. satirlardan
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turetiriz. Nitekim 3. satirdaki @ — r dnermesiyle 5. satirdaki q 6nermesinden
(—¢) kurali geredi r onermesini turetebiliriz. Buna gore r dnermesini 6. sati-
ra yazip gerekge olarak (3, 5, —¢) isaretlerini koyariz. Boylece altinci adimin
sonunda ¢izelge agagidaki bigcimi alr.

Altinci adim

—

.Gos. r

P
.q
p
.q

. T

-q

=T

.. (On.)
.. (On)
... (On.)
.. (2, 4, -¢)
.. (3,5, -%)

Imdi altinci adimin sonundaki ¢izelgede, sonug oldudgu gésterilmek isteni-
len r onermesinin, sonuncu (yani 5.) satirdaki onerme oldugunu goriyoruz.
O halde tiiretim bagariyla sona ermistir. Kapanis adimina gegebiliriz.

(i) Kapanis adimi: (yedinci adim)

Bu son adimla istenilen tlretim gizelgesi elde edilir. Verilen ¢ikarimin
gegerlligini gosteren bu tiretim ¢izelgesi* asagidadir.

Yedinci adim

6.

A

Gos-r

P —q

g-or

p

q
r

... On.)
.. (On.)
.. (On.)
.. (2, 4, -¢)
.. (3,5, -¢)

Dikkat edilirse, 6rnek 1 ile ornek 2'deki ¢ikarimlarin sonucu, (—¢) turet-
me kuralinin bir tek uygulamasiyla tiiretmemize karsiik, Ornek 4’deki cikari-

* Tiretim islemiyle turetim izelgesi arasindaki aynmin teorik bir 6nemi vardir. Pratikte ise bu iki kavra-
min ayirdedilmesi genellikle gereksizdir. Bundan boyle islem ile gizelge aynminin énemsiz oldugu bu-
tun hallerde ‘turetim’ s6zci§uni gerek taretim isleni gerekse tiretim gizelgesi anlaminda kullanacagz.
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min sonucunu tiretme kuralimnin ancak iki ayr uygulamasiyla turetebildik.
Genel olarak, sonucu oncilierinden bir tek turetim kuralimin bir tek uygula-
maslyla tiretebilen gikanimlara basit gegerli ¢ikarim, sonucu onciillerinden
ancak bir tliretme kuralinin birden ¢ok sayida uygulamasiyla ya da birden
¢ok sayida ttiretme kural yardimiyla tiiretilebilen ¢ikarimlara da karmasik ge-
cerli ¢tkanmiar diyoruz. Buna gore ornek 1 ile 6rnek 3'deki ¢ikarimlar basit
gecerli, 6rnek 4’deki gikarim ise karmagik gecerli‘dir. (Ornek 2’deki ¢ikarim
da basit gegerlidir. Nitekim bu ¢ikanmin sonucu, onclllerinden ileride gore-
cedimiz, tekrarlama kural yardimiyla turetilebilir.)

Imdi 6rnek 4’teki karmagik gegerli ¢ikarimin tiretimini, herbiri bir basit
gecerli ¢tkanim durumunda olan iki halkah bir zincir sayabiliriz. Boyle bir “ba-
sit gecerli cikarimiar zincir?’ ni asagida gosteriyoruz:

[pP->agp-ql;la>rq.r]

Son halkanin sonucu, tiiretimde sonug oldugu gosterilen onermedir. Bi-
rinci halkanin éncilleri tiretimin 6nciilleridir. Son halkanin 6ncdullerinden bi-

ri gene turetimin bir 6nculu olup 6buru 6nceki halkanin sonucundan ibaret-
tir.

Genel olarak her dolaysiz tiretim’e karsilik bir basit gegerli ¢ikarimlar zin-
ciri vardr, soyle ki:

(i) Zincirin her halkast bir basit gegerli ¢ikarim (yani sonucu oncillerinden
bir tek ¢ikarim kuralinin bir tek uygulamasi ile elde edilebilen bir veya iki 6n-
cilli bir gtkarim) dir.

(i) Zincirin son halkasinin sonucu tiretimin sonucudur.

(iii) Zincirin belli bir halkasinda 6nctil olarak gegen bir 6nerme, ya tiire-
timin bir dnculiidur, ya da s6z konusu halkadan 6nce gelen bir halkanin so-
nucudur.

Ornek 5:

p—o(@-r),pq.. r ¢ikariminin gegerli oldugunu bir tiretimle gosterip
bu tiretimin karsih§: olan basit gegerli ¢tkarimlar zincir? ni kurahim.
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Tiretim:

1
2
3
4.
5
6

. Gosr
p—o(Q—r)

p
q

g-or

r

.. (On.)
.. (On)
... (On.)
. (2,3, =¢)
. (4,5, -=¢)

Basit gegerli ¢ikarimlar zinciri

[p=>@-np.-.qgq-orl;lgqorq..1]
Ornek 6:

p—o(qQ-or),p p—q .. rgkanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle
gosterip bu tiretimin kargihg) olan basit gecerli ¢ikanimlar zincirini kuralim.

Tiretim:

1.

N oL AW

Gos:-r

p—(a—n

p
P—q
q-or

q
r

.. (On.)
.. (On.)
.. (On.)
(2,3, ¢
.. (3, 4, -¢)
.. (5, 6, =¢)

Basit gegerli gtkarimlar zinciri:

[p>@->np-.q-=r;p—-qp.-ql;l[q-orq.r1]

U¢ halkah olan bu zincirin son halkasinin sonucu, tiretimde sonug
oldugu gosterilen r 6nermesidir. Halkalann onciilleri ise ya tiretimin oncil-
leridir, ya da once gelen bir halkanin sonucudur.



ALISTIRMALAR

Asagidaki cikanimlanin gegerli oldugunu (—¢) kuralina dayanan bir tire-
timle gosteriniz:

l.p,p—>9g,g-—ornr—os.s
2.9g-o0-s),pros)y>(p-os),p—o9g..s
3.prrpolgo(p-o9)lroq.s

4.9, p—-[r>G6-9lp->rq—->q.s5-q
5pop-oapP-oq->po@-nlg-r

1.5.1.2 Kosulludan Devirmeli Cilas Kurah
(1)A—>B,~B .. ~A
(2)~-A—>8,~B .. A
3)A->~B,B .. ~A
(4)~A > ~B,B .. A

bigimindeki ¢ikarimlar gegerlidir. S6zi gegen gikarimlar (‘= ile ‘~’ eklemle-
rini tanimlamaya yarayan) bir ¢ikanim kuralina dayandiracagiz. $imdi béyle
bir ¢cikarim kuralimi dile getirmege ¢alisacagiz.

~A gibi bir degillenmis 6nermeyi degillemekle ~~A bicimindeki ¢ifte de-
gilenmis bir onerme elde ederiz. Baska bir deyimle ~A'nin degillemesi
~~A'dir. Bu 6nermeyi ise A bigiminde kisaltinz. Buna gére A dnermesini
~~A'nin bir kisaltmasi sayiyoruz. O halde A dnermesine ~A onermesinin “ki-
saltilmis dedillemesi” diyebiliriz. ~A'min kisaltilmig degillemesini dg(~A) bigi-
minde gosterelim. Ornegin,

ag(-p)=p

dgl~(p »> I = (p = q)

dg(-~p) = ~p

dg-~-p > g =~(p > Q)
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Ote yandan A, baska bir 6nermenin degillemesi olmayan bir 6nerme
olsun. O zaman A'nin degillemesi olan ~A’'nin 6nlndeki ‘~* sembollerinin
sayisini azaltmak mumkin degildir. Bu durumda

dg(A) = -A
yazacagiz. Ornegin
d3(p) = ~p
dg(p - q) = ~(p > q)
dg(-p - q) =~(-p - q)
Bu agiklamalara dayanarak dg(A) deyiminin genel tamimini soyle dile
getirebiliriz:
(5)
~A, e§er A bir degilleme 6nermesi degilse
dg(A) =
B, eger A = ~B ise.

‘dg’ isareti yardimiyla (1) bigimindeki bitin ¢ikarimlarin gegerliligini
gostermege yarayan bir tek ¢ikarm kuralini dile getirebiliriz. Bu ¢ikarim ku-
ralina “kosuludan devirmeli ¢ikis” kurah deyip (—dc) isaretiyle gosteriyoruz.
Kurah soyle dile getiriyoruz.

(6)
A — B, dg(B) (—dg)
dg(A)
Yani A — B ile dg (B) bicimindeki onclllerden dg(A) bigimindeki oner-
meyi sonug olarak tiretmege her zaman hakkimiz vardir.

Simdi de (—dg) kuraliyla daha 6nce gordiugimuz obur ¢ikarim kural-
lanna dayanarak yapilabilen tiretimleri 6rneklerle agiklayacagiz.

Ornek 1:

~p = ~q, q .. p ¢ikanminin gegerli oldugunu yalmz (—dg) kuralina
dayanarak gosterelim.
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1. G5 p

2.|~p=~q ..(©On)
3. |q ... (On.)
4. p . (2,3, dg)

Dikkat edilirse q = dg(~q), p = dg(~p). O halde 2. ile 3. satirlardan (—dc)
geredi q onermesini tiretebiliriz. O halde verilen ¢ikannm gene bir basit
gegerli cikanimdir.

Ornek 2:

~p->~(q-o-~r,q-o~rp—(—>~t). . s> ~tgkanminin gegerli
oldugunu yalmiz (—¢) ile (—dc) kurallanna dayanan bir tiiretimle gosteriniz.

Ayrica bu tiretimin kargiig olan basit gegerli ¢ikanmlar zincirini de
kurunuz.

Tdiretim:

1. G865 s > ~t

2. |~p—>~(q—>-n ... (On.)

3.9 -~r .. (On))

4. lp->(G—o-t) ... (On.)

5. |p «. (2,3, -dg)
6. s o> ~t .. (4,5, -¢)
ALISTIRMALAR

Asagidaki cikanmlanin gegerli oldugunu yalniz (—¢) ile (—d¢) kurallarina
dayanan birer tiretimle gosteriniz:

l.p>gq-orros ~s.. ~p
2.9q-p~q-o@->s5),-os)>~(q-p).p
3.pop ~p2n-qro(-ot. .sot

4 p—>-~qq ~p2(r-s),to~(-ros). ~t

S.P=2q P ~f=3~qs>~L~s>P-o>~r..p>-~r
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1.5.2 Kosulluya Girig Taretimi
1.5.2.1 Yalin Kosulluya Girig Tiiretimi
dimdiye kadar yalniz

Gés: B

R ————

B

bigimindeki dolays:z tiretimler'i gordik. Oysa birgok gegerli cikanimin geger-
liligini gostermek igin daha bagka turlu turetim bigimlerine bagvurmak gere-
kecektir. Ornegin gecerli odugu siiphe gotirmeyen

Mp—-qgq-oropor
cikartminin gegerliligini ((—¢) ile (—dg) kurallarina dayanan) bir dolaysiz tu-
retimle gésteremsyiz.

Imdi (1) ¢ikanminin sonucu bir kosullu’dur. Genel olarak sonucu bir ko-
sullu olan

@A, ... A, ..B; 5B,

bicimindeki herhangi bir gegerli ¢ikarimin gegerli oldugunu gostermek igin
B, ardbilegenini B, on-bileseniyle A, ..., A, 6nciillerinden tiiretmek yetiyor.
Nitekim B,, onclliinden (A,, ..., A, gibi baska oncillerin de yardimiyla) B,
sonucunu ¢ikarmakla, B,‘in dogru olmasi halinde (A,, ..., A, 6nciillerinin de
dogru olmasi kosuluyla) B,'nin de dogru oldugunu 6ne siirme hakkini ka-
zanmig oluyoruz. Oysa bu da (A, ..., A, 6nciillerinin dogru olmasi halinde)
B, ise B, onermesinin dogrulugunu 6ne sirme hakkinda bagka bir sey de-
gildir. O halde

(3) By, Ay, ..., A, -~ B,

¢tkanminin gegerliligine dayanarak (2) ¢ikanminin da gegerli oldugunu soy-
leyebiliriz.

Buna gore B; — B, sonucunu gostermek icin A,, ..., A, oncdllerinin ya-
nisira bir de B, on-bilesenini bir ek-6nciil olarak kullanabilecegiz. B, ek-
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onciline varsayim diyoruz. Nitekim B; — B, bi¢imindeki kosullunun sonug
oldugunu goéstermek icin B, on-bilegenini varsayarak bundan (ve A,, ..., A,
oncillerinden) B, 6n-bilegenini ard-bilesenini tiiretmeye calisacagiz.

Yukaridaki agiklamalara gore (2) bigimindeki bir ¢ikarimin gegerliligini
gostermek igin (3) ¢ikaniminin kargiligi olan

(39 .
1. Gés: B, ’
2. B, .. (On.)
3. A, ... (On.)
n+2 | A, . (On.)
m. B,

gibi bir dolaysiz tiretim yapabiliriz. Ancak asil amacaimiz (3) ¢ikanminin de-
gil de (2) gkanminin gegerliligini gostermek oldugundan, (3’) dolaysiz tire-
timi yerine (2) ¢ikanminin gegerliligini dogrudan dogruya gosteren bagka
bir tiiretim bigcimine bagvuracagiz. Bu yeni turetim bicimine de kosulluya gi-
ris turetimi diyoruz. Nitekim kogsulluya girig turetimiyle B, — B, gibi bir ko-
sullunun sonug oldugunu gostermek icin B,'den B,’yi tiiretmege caliginz.
Yani B,’den B,'yi turetmek yoluyla B; — B, gibi bir kosullunun ortaya ¢ik-
masini veya baska bir deyimle giris'ini saglanz.

Imdi kogulluya giris tliretimi iki agis adimi, herhangi bir sayida olabilen
ara adimlan, bir de kapamg adimindan olusur.
(i) A¢is adimlar::

Birinci agis adimi olarak sonug oldugu gosterilmek istenilen By — B, kosul-
lusu yazilip oniine ‘Gos.’ isareti konur. Boylece 1. satin elde etmig oluyoruz.
Dolaysiz turetimde oldugu gibi kosulluya giris tiiretimi halinde de 1. satira
ana-satir, 1. satinn altindaki satirlara ise yardimci satirlar diyoruz.
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Ikinci agis adimi olarak ta B, 6nermesi (yani 1. satirdaki kogullunun é6n-bi-
leseni) 2. satirda yazilir. (Gerek 2. satirdaki 6nermenin gerekse daha sonra
gelen satirlardaki onermelerin — ¢ercevelemenin diizgin olmasini saglamak
amaciyla — 1. satirdaki 6nermenin biraz sagindan baslamak lizere ayni hizada
yazilmasina dikkat edilmelidir.)

(i) Ara adimiar:

Ara adimlar dolaysiz tiretimde oldugu gibidir. Ancak sonuncu adim ola-
rak, sonug olarak gosterimek istenilen B, — B, dnermesi yerine bunun ard-
bileseni olan B, dnermesini sonuncu sati’da yazarz. Bu ard-6nermenin elde
edimesiyle kogulluya girig tiretimi basariya erisir. O zaman da kapanig adi-
mina gegeriz.

(iii) Kaparis adimi:

Kaparis Adimi da dolaysiz tiiretimde oldugu gibidir. Yani, 1. satirdaki
‘GOos.’ isaretinin (siinme veya karalanma anlaminda) ortasindan cizilerek
‘Ges:'e donusturudlmesi, bir de 1. satirnn altindak satirlarin (silinme anlamin-
da) ¢ercevelenmesinden ibarettir. Ancak (yukarida belirttigimiz gibi) kapanis
adimina gegilebilmesi, son satirdaki énermenin B, — B,’den degil de
B,'den ibaret olmasina baglidir.

Boylece (2) ¢ikariminin gegerliligini gosteren kosulluya giris turetimi (ka-
panig adiminin sonunda)

(2)

1. Gés- B, B,

2. B, ... (Var.)

3. A, ... (On.)

4, A, ... (On.)
n+2 | A, ... (On.)

m. B, ... (gerekge)
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bigiminde olur.
Ornek 1:

Yukarida s6zii gegcen (1) c¢ikanminin gecerli oldugunu yalmiz (—¢),
(—dc), (Tk) kurallarina dayanan bir turetimle gosterelim.

Verilen ¢ikanimin sonucu bir kosulludur. Bir kosullunun sonug oldugunu
gostermenin en iyi yolu ¢odu zaman kosulluya giris tiretimidir. Bu
bakimdan, sonucu bir kosulludan ibaret olan ¢ikanimlann gegerliligini bun-
dan boyle genellikle kosulluya girig tiiretimiyle gostermege ¢alisacagiz. Bu
pratik o6giite uyarak, verilen (2’) ¢ikaniminin gegerli oldugunu asagidaki
kosulluya giris turetimiyle gosteriyoruz.

1. 665 por

2. p ... (Var.)

3. p—q ... (On.)

4, qor ... (On.)

5. q .. (2,3, -=¢)
6. r .. (4,5, 5¢)

Acis adimlan olarak p — r kogullusunu 1. satirda, p 6n-bilegenini de 2.
satirda (varsayim olmasi gerekgesiyle) yaziyoruz. 3. ile 4. satirlara ise
¢ikanmin onclllerini gegiriyoruz. 5. ile 6. satirda tirettigimiz q ie r oner-
melerini yaziyoruz. Imdi 6. satirdaki r 6nermesi, sonug oldugu gosteritmek
istenilen p — r kosullusunun ard-bileseni dir. Buna dayanarak kogulluya girig
turetiminin kapanis adimina gegebiliyoruz.

Ornek 2:

P—-qg-or, T-os,s>t. p-otgkanminin gegerli oldugunu
(—¢) kuralina dayanan bir tiretimle gosterelim.
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;
ol
:

2. P

3. p—q
4, q-oT
5. Tos
6. st
7. q

8. T

9. s

10. t
"Ornek 3:

.. (Var.)
.. (On.)
.. On)
.. (On)

... (On.)
-2, 3, 5)
Wy
- (3, 4 —)
.. (5, 8, =¢)
.. (6,9, 5¢)

s—>r s -p,p—q,r-t. q - takanminin gegerli oldugunu (—¢)

ile (—dg) kurallarina dayanan bir tiretimle gosterelim.

1. Gés: q ot

q

s
=Y )
P-q

rot

W ® N & » > W N
‘ol

—
e
(nd

... (Var.)

.. (On.)

.. (On.)

.. (On.)

... (On.)

.. (2,5, —=dg)
.. (4, 7, -dg)
.. (3, 8, =¢)
.. (6,9, 5¢)
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ALISTIRMALAR

Asagidaki gikarimlanin gegerli oldugunu yalrz (—¢) ile (—dg) kurallarina
dayanan bir tiretimle gosteriniz:

1.p>qr-q ..rop
2.po(Q-or),s—>p,q..sor
3.3p, 7T 29, s »p.(ro35)-q
4p-.(Ppoa—q

595 T7,p >r.p-q

1.5.2.2 Karmagik Kogulluya Girig Turetimi

Simdiye kadar inceledigimiz (gerek dolaysiz gerekse kosulluya girig bigi-
mindeki) butin tiiretimler, bir ana-satirla belli sayida yardmc: satirlardan
kurulu yalin tiretim’lerdir. Ancak birgok gegerli cikarimin gegerliligini goster-
mek icin /¢ ige tiiretim’lerden olugan karmagik tiretim’lere bagvurmak gere-
kecektir. Karmagik turetimleri asagidaki orneklerle agikhyoruz.

Ornek 1:

p—->q .. p—[(q—r - r] gkarminin gegerli oldugunu yalniz (—¢),
(—=dg), (Tk) kurallarina dayanan bir turetimle gosterelim. Kosulluya giris ti-
retimini uygulayarak ilk once

1. Gos.p—-o[(q-on—>r1]

2. p ... (Var.)
3. p—q ... (On.)
4. q .. (2,3, 5¢)

satirlarini elde ederiz. Ancak 4. satirda durakladik. Tiretimi sonuna kadar ge-
tirmek igin soyle bir akil yiritme yapmaliyiz: Amacimiz (@ —r) — r 6nerme-
sini elde etmektir. Oysa bu 6nermeyi turetemiyoruz. O zaman da 6nermeyi
yardimc turetim diyecegimiz bagka bir tiretime dayanarak elde etmege ¢a-
hsmalhyiz. Boylece 5. satirda yardimca tiretime baglamak gerekecek. Buna
gore
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1.Gos.po[(g—or) o]

2 p ... (Var.)

3 p—oq ... (On.)

4, q .. (2, 3, -5¢)
5 Gos. (q or) > r

gibi bir gizelge elde ederiz. 5. satir, yardima tiretimin ana-satindir. Bu satirin
altina da yardima tiiretimin yardimcar satirlar/mi (ana-satinin biraz sagindan
baslamak iizere hep ayni hizada) yazacagiz. Imdi yardimci tiretimle sonug
oldugu gosterilmek istenilen (@ — r) — r onermesi bir kosullu'dur.
Dolayisiyla pratik 6glide uyarak yardima tiiretimi de kogulluya girig tiretimi
bi¢ciminde yapacadiz. Buna gore q — r on-bilegenini ana-satinn altina
varsayim olarak yazalm. Boylece ¢izelge

1. Gos.p->[(q-orn o]

2. o] -.. (Var.)

3. p—ogq ... (On.)

4. q .. (2,3, 5¢)
5. Gos.(qor—or

6. gor ... (Var.)

bigimini alir. 6. satir, yardima turetiminin ilk yardima satindr.

Imdi yardimc tiiretimin dbur yardima satirlanini tiretmek igin 5. satirin
Ustiindeki 2.-4. satirlardan da onciil-satir olarak yararlanabiliriz. Nitekim 5.
satirda baglayan yardimci tiretimin amaci bu onermenin Ustteki 2.-4.
satirlarin sonucu oldujunu géstermekten ibarettir. Buna gére yardimci tiire-
timin ikinci yardima satin olarak 4. ile 5. satirlardan tiretilebilen r oner-
mesini yazacagiz. Boylece ¢izelge

1. Gos.p—=>[(q-or)—r]
2. p ... (Var.)
3. p—q ... (On)
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4, q .. (2,3, =3¢

5. Gos. (qor) —r

6. qor ... (Var.)

7. r ... (4, 6, 5¢)
bicimini alir.

Dikkat edilirse 7. satirdaki r onermesini, (—¢) kural geregi 4. ile 6. satir-
lardan tiiretebildigimiz gibi, ayni kuralla 5. satirda gegen (q — r)—r ile 6.
satirdaki q — r'de turetilebilirdi. Ancak 4. ile 6. satirlardan her ikisinin 7. sa-
tinn dncul-satirlan olmasina kargilik, 5. satir 7. satinn bir oncul satir degildir.
Yani 7. satin tlretmek icin ¢izilmemis ‘Gos.’ ile baglayan 5. satin oncul olarak
kullanmaya hakkimiz yoktur. Yoksa 7. satirdaki 6nermenin sonug oldugunu
gostermek icin gene bu 6nermeden yararlanmig olurduk. Genel olarak ¢izil-
memis ‘Gos.’ ile baslayan bir satir, sonraki satirlarin onciil-satiri olamaz, yani
sonraki satirlar tiretmek icin kullanilamaz. (Ancak ileride gérecegimiz gibi ¢i-
zilmis 'Go6s.’ isaretiyle baglayan bir satinn oncul-onermesi olmasi mimkun-
dur.

Imdi 7. satirdaki r 6nermesi, yardima tiiretimde sonug oldugu gosteril-
mek istenilen (@ — r) — r 6nermesinin ard-bilesenidir. Dolayisiyla kogulluya
giriy biciminde olan bu yardima tiretimin kapanisini yapabiliriz. S6z
konusu yardimc tiretimin ana-satin 5. satir, yardimc satirlan da 6. ile 7.
satirlardir. Buna gore yardima tiretimin kapanis adimi olarak 5. satirdaki
‘Gos.’ isaretini ¢izip ‘Gés:'e donugtirir, bir de 6. ile 7. satirlan gergeveleriz.
Boylece ¢izelge

1. Gos.p—- (=21 —>T] ,
2. o] ... (Var.)

3 p—q ... (On.)

4 q .. (2,3, o%)

5. Gos=(qor)or

6 q-or . ... (Var.)

7 r - (4,6, 0¢)
bigimini alir. |
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Daha once belirttigimiz gibi gerek ‘Gos.’ igaretinin ortasindan ¢izilmesi,
gerekse yardimc: satirlanin cercevelenmesi silinme anlamina gelir. Dolayisiyla
yukaridaki cizelge

1. Gos.p-o[(g-or)—>rT1]

2. o] ... (Var)
3. p—oq .. (On))
4, q .. (2,3, 2¢)

5. -on-or

bigciminde sayilmalidir. (Nitekim 5. satirdaki ¢izilmis ‘Gés-" isaretinin ve cer-
cevelenmis olan 6. ile 7. satirlann timundn silinmis oldugunu kabul ediyo-
ruz.) 1.-5. satirlardan olusan bu turetime, karmasik tiretimin ana-tiretim’i
diyoruz. Gorduglmuz gibi, s6z konusu ana tiiretim kosulluya girig bigimin-
dedir. 1. satirda sonug oldugu gosterilmek istenilen 6nermenin on-bileseni
2. satirda varsayim olarak yazilmig, ard-bileseni ise 5. satirda turetilmistir. O
halde ana turetimin kapanigini yapmadga hakkimiz vardir. Boylece karmasik
tiretimin sonuglanmig bigimi soyle olur:

1.685=p-o[(g-on-or]

2. ¢} ... (Var.)

3. p—q .. (On))

4. q .. (2,3, 5¢)
5. Gas=-(q-or-or

6. q-or ... (Var.)

7. r ... (4, 6, 5¢)

Genel olarak her karmasik tiiretim, bir ana-tiiretim ile bir veya daha ¢ok
sayida yardima turetim’den kuruludur. Gerek ana turetim, gerekse yardimc
tiretimler, bir ana-satir ile bir veya daha ¢ok sayida yardimci satirdan olusur.
Ana-tlretimin ana-satin, karmagik tiretimin 1..satindir. Yardima turetimle-
rin ana-satirlan ise karmasik tiretimin yardimc satirlari arasinda yer alirlar.
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Karmagik bir tiiretimin ana-tiretimi hep yaln bir tiiretimdir. Buna kargilik
yardimci turetimler yalin oldugu gibi karmagik tiretim niteliginde de olabilir.
lleride yardimc tiretimleri de karmagik olan karmagik tiretimlerle de
kargilasacagiz. Dikkat edilirse, yukaridaki karmagik tiretim bir ana-turetim ile
yalin bir yardima tiretimden olugmustur.

Ornek 2:

q-or .. (p—q)— (p—-r) gkanminin gegerli oldugunu yalniz (—¢) ile
(—dg) kurallarina dayanan bir tiiretimle gosterelim.

1.665:(p>q)>(pP-or) )
2. pP—oq ... (Var.)

3 qor ... (On))

4 Gés=p o

5. [ ... (Var.)

6 q .. (2,5, 5%)

7 r ... (3,6, 5¢)

Ornek 3:

p-o(@->0n . (—=49) - (- r)gkanminin gecerli oldugunu yalmiz
(—¢) ile (—dg) kurallarina dayanan bir tiretimle gésterelim.

1. 6és:(poq)—->(p->r)

2. p—q ... (Var.)

3. p - (q-r) .. (On.)

4. Gés-p >

5. P ... (Var.)

6. q .. (2,5, -¢)
7. q-or .. (3,5, -9
8. [ ... (6,7, =¢)
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ALISTIRMALAR

Asagidaki ¢ikarimlarin gegerli oldugunu (—¢) ile (—dg) kurallarina
dayanan bir tiiretimle gosteriniz:

l.p>(@-onpo2@F-os).po2(q—s)
2.p>q.(@-onN->(pP-or)
3.pq-orng-o(-orn)
4p->(@Q@-on.-.q->(p-o0n
5p.5->p ~(po2g)o(—>s)

1.5.2.3. Tekrarlama Kurali
Ornek 1:

q .. r— (p — q) gkanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle gostermege
¢aligalhim, \

1. Goés.r—>(p—q)

2. r ... (Var.)
3. q ... (On.)
4. Goés.p—q

5. o] ... (Var)

Burada durduk. Tiretimi tamamlayabilmek icin 5. satirdan sonra q Oner-
mesini tiretmek gerekir. Ger¢i g onermesi 3. satirda gegiyor. Ama buraya
kadar gordigimuz ¢ikanm kurallarindan hig biri daha 6nce gegen bir satinn
tekrarlanmasini-saglamiyor. lste simdi boyle bir tiretme kuralin gorecegiz.
“Tekrarlama kurali” dedigimiz ve ‘Tk’ isaretiyle gosterdigimiz bu yeni
tiretme kuralini

A
Y

biciminde gosteriyoruz. Bu kuralin dayanag olan
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AOHA.A
bigcimindeki butin ¢ikarimiarin gegerli oldugu apagiktir.*

Simdi de (Tk.) kuralini yukarida s6zi gegen tiretime uygulayahm. O zaman
da tiretimi goyle tamamlayabiliriz:

1. Gés.r—-(p—>q)

2 r ... (Var.)
3. q ... (On.)
4, &6 p > q

5 P) ... (Var.)
6 g v (2, Tk

6. satin, 2. satin (Tk.) kural geregi tekrarlamakla elde ettik. Ancak verilen
bir satin (Tk.) kural geregi tekrarlayabilmek igin bu satinn 6ninde ¢izilme-
mig olan bir ‘Gos.’ isaretinin bulunmamasi gerekir.Z/

Genel olarak belli bir n. satirdan once gelen m. satinn (Tk.) kurali geregi
n. satirda tekrarlanabilmesi i¢in n. satir doldurulmadan once m. satir, n.
satirin bir oénciil-satiri olmaldir. Cizilmemis ‘G0s.’ igaretiyle baglayan bir satin
(Tk.) kurali geregi tekrarlayabilseydik

A, .., A, B
bi¢ciminde herhangi bir (gegerli veya gegersiz) ¢ikanimin gegerli oldugu
1. Gos. B

2. (B . (1, Tk.)

gibi bir sozde tiiretimle gosterilebilirdi. Oysa 2. satir doldurulmadan once 1.
satirdaki ‘Gos.’ igareti ¢izilmemis oldugundan, 1. satir 2. satirin bir onciil-satin

degildir. Dolayisyla 1. satin (Tk.) geregi 2. satirda tekrarlamaga hakkimiz
yoktur.

* Ancak (1') bigimindeki gtkanmlarin gegerli oldugunu (Tk) kuralina dayanmayan
1. Gos. A
2. [A” .. (On)
gibi bir dolaysiz tiiretimle gosterebiliriz. Bununla birlikte (1) bigimindeki gikanmlann gegerliliginin as-
hnda (Tk) kuralina dayanan A .. A turinden tek-halkah bir basit ¢ikanmiar zinciriyle de gosterebiliriz.
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(")rru.“ -

P, p—=q .. s=[r—(p- q)]¢ckanminin gecerli oldugunu yalniz (—¢),
(—dg), (Tk.) kurallarina dayanan bir tiretimle gosterelim.

1. €655 > [r—>(p—q)]

2. 3 (Yar.)
3. p (Qn.)
4, p—oq ... On)
5. Gos:r> (p—q)

6. r ... (Var.)
Ornek 3:

pP-o9-o@PE-or) . .po(@-n .glkarlmlnln gegerli oldugunu yalniz
(—¢), (—dg), (Tk.) kurallarina dayanan bir tiiretimle gostermeye caligalim.

1. Gés.p—>(gq—or)

2. o] (Yar.)
3. Pp-9->P->r ..0On)
4. Gos.q—or

5. q ... (Var.)

Burada durduk. Tiretimi tamamlayabilmek i¢in soyle diisginmemiz gereke-
cektir: 6. satirin 6ncul-satirlan 2., 3. ve 5. satirlardir. Bu Ug satinn 6n-bilese-
ni olan p — q énermesini bir yardima tlretimle 5. satirdan yararlanarak
gosterebiliriz. O zaman da tiiretimi §oyle tamamlayabiliriz:

1. Goés.p—>(q->r)

2 p ... (Var.)

3 P-oq->P->r ..On)

4. Gos=(qor)

5. q : \.. (Var.)

6 Geés=-p—oq

7 P ... (Var.)

8 q .. (5, Tk.)

9. por ... (3,6, —¢)
10. r ..(2,9, —2¢)
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Elde edilen tiiretim olduk¢a karmagiktir. Bu karmagik tiretimden yararla-
narak ¢ok onemli “énciil-satir” kavramini daha iyi agiklayabiliriz. Bu amagla
s6z konusu tiretimdeki satirlarin 6ncdl satirlarint saptamaya ¢aligalim. llk 6n-
ce ‘Gos.’ ile baglayan satirlarin onciil-satirlarindan s6z edilemeyecegini goz
onunde tutmalyiz. Nitekim belli bir satinn 6nciil-satirlan, bu satin belli bir
¢tkanim kurall geregdi turetmek icin kullanilabilen onceki satirlar demektir.
Oysa ‘Gos.’ ile baglayan bir satir onceki satirlardan tiiretilemez. Nitekim boy-
le bir satin onceki satirlardan (dogrudan dogruya) turetebilseydik 6ntine
‘Gos.” isaretini koymak gerekmeyecekti.

Ote andan ¢izilmemis (yani silinmemis sayilan) ‘Gos.’ isaretiyle baglayan
bir satinn (‘Gos.” isareti cizilmedigi surece) oncul-satir olamayacagini daha
once belirtmigtik. Ayrica cercevelenmis (yani silinmemis sayilan) bir satir da
onctil-satir olamaz. Buna gore bir tiretimin belli bir satinmin alttaki bir sati-
nn oncil-satir olmasinin gerekli ve yeterli kosulu, alttaki satir doldurulmadan
onceki durumda Ustteki satinin oniinde ‘Gos.’ isaretinin ya hig bulunmamasi_
ya da ¢izilmig ‘Gés.’ isaretinin bulunmasi, bir de ¢ercevelenmemis olmasidir.
Bu gerekli ve yeterli kogul, ‘6nciil-satir’ teriminin tammdir.

Bu tamima dayanarak s6z konusu tiretimin tek tek satirlarinin 6ncul-sa-
tirlarini agagida gosteriyoruz:
1. Gés.p—>(gq-or).

2. P

3. P-o9->pP-n

Cizelge

1. Gés.p—o>(q—n

2 e satinin oncil-satirlari: Yok.

1. Gés.p—o(q-or)

2 p ,

K U satinn 6ncﬁ|-sat|rlar|: 2. satir.
1. Gés.p—o(q—-or)

2. p
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3. PP
4. GCos.q—or
TN satinn onciil-satirlan: 2., 3. satirlar.
1. Goés.p—-o(q—>r)
2. P
3. Pp—oa)-o@pP-on
4. Gos.q—or
5:,. q
6. Gos.p—q
7 e satinn oncil-satirlan: 2., 3., 5. satirlar.
1. Gés.p—o(q—-r)
2. P
3. P-oq—>@P-0
4. Gos.q—-r
5. q
6. Gos.p—q
7. p
8. satinn onciil-satirlan: 2., 3., 5., 7. satirlar.
1. Gés.p—>(q—or)
2. p
3. Ppoq-o(pP-on
4. Gos.q—>r
5. q
6. Gos-p o q
A P
8. q
TN satinn oncul-satirlari: 2., 3., 5., 67 satirlar.
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Dikkat edilirse bu son durumda 6. satinn onundeki ‘Gos.’ isareti ¢izilmig
oldugundan 9. satinn o6nciil-satin olabiliyor. Buna karsik 7. ile 8. satirfar (si-
linme anlamina gelen) cergeve-igine alindiklarindan dolayr 9. satinn onciil-
satin olamiyoriar.

1. Gos.p—o(q—r)

P
P>
Gos.q-or

q

Ges-p o Qq

P

q

p—or
U satinn oncdl-satirlan: 2., 3., 5., 6., 9. satirlar.

o 0 XN LA WN

Buna gore 10. satirdaki r 6nermesini bu satirin 6n-satirlan olan 2. ile 9.
satirlardan turetebilmemize kargilik ayni r dnermesini 7. ie 9. satirlardan
tiretmege hakkimiz yoktur. Nitekim 7. satir, 10. satirin 6nciil-satiri degildir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki ¢tkanmlarin gegerli oldugunu yalniz (—¢), (—dg), (Tk.) kural-
larina dayanan bir turetimle gosteriniz:

1.pq r>(pP->19)
2.r-q ..so[q-o@PE-n)

1.5.2.4. Mantiksal Teoremler
Herhangi bir ¢ikarim
MA, .. A, B

biciminde olduguna gore n sayisinin (yani oncillerinin sayisinin) en kuigiik
degerinin ne oldugunu soralim. Bu sayinin 1 degerini alabildigini (yani tek
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oncilli gikanmlann oldugunu) daha once gormustik. O halde n saytsinin
1’den daha kiguk olup olamadigini arastirahm. Imdi bir ¢kanmin oncil sa-
yisinin 1’den de daha kigiik olmasi bu sayinin sifir olmasi, yani ¢ikanmin hig
bir 6nciili olmamast demektir. Boyle bir ¢ikanim ise

2) .. B
bigimindedir. Yani ¢ikanm onclilsiz olan bir sonugtan ibarettir.

”

Onciil sayisi sifira esit olan (2) bigimindeki ¢ikarimiara “6nctilstiz ¢ikarim
diyelim. Boyle bir oncllsiz ¢ikarimin varolmasi B gibi bir nermenin hig bir
oncule dayanmadan tiretilebilmesine baglidir. Oysa bu nitelikte olan sinir-
siz sayida onermeler bulundugunu gorecegiz.

Hig¢ bir oncile dayanmayarak tiretilebilen 6nermelere mantiksal teorem
denir. B 6nermesi mantiksal bir teorem ise, .". B dnclilstiz ¢itkanimin gegerli ol-
dugunu gostermege yarayan bir tiiretime B’nin ispati denir. Bir teoremi is-
patlamak onun bir ispatini yapmaktir. Tiretim yonteminin uygun olmasi,
mantiksal teoremler ile gegerli onermelerin 6zdesligidir.

Onerme temsilcileriyle yalniz ‘—’ ile ‘~’ eklemlerinden kurulu olan bazi
onemli mantiksal teoremleri agagida gosteriyoruz.

T1 p—op

T2 gq->(p—-q)

T3 p-olp-9—q

T4 (p-o9->Mq->nN->(@-0)]

T5 (@-n->[p-oa->@pP-nl

16 [p->@Q->nl-[(p—-9 ->(@P->n]

7 (p-a)->pP->nNl->[p->(@q->n]

T8 [p->@-nNl->[g->P-n]
'T9 PPl (p-a)

T10 ~~-p->p

T11 p-o-~~p
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T12 (p->q ->(9->P)
T13 (p>9g —>(q— P)
T.14 (p »q)—>(q >p)
T1S (p - q)->(@-p

Higbir mantiksal teoremi dolaysiz tiiretimle ispatlayamayiz. Buna kargilik
kogulluya giris tiiretimi yoluyla bazi mantiksal teoremleri ispatlayabiliriz. Bu
durum kogulluya girig tiiretiminin dolaysiz tiretime gore bir Ustinligi
sayllabilir. Yukandaki T.1 - T.15 teoremleri hep kosulluya girig tiiretimiyle
ispatlanabilir. llerde boyle bir tiretimle ispatlanamayan mantiksal teorem-
lerle kargilasacagiz.

Simdi de mantiksal teoremlerin ispatlanmasini drneklerle agiklayalim.
Ornek 1:
T.1 teoremini bir tiretim yardimiyla ispatlayalim.

1.Goés.p—>p
2.. | p ... (Var.)

1. satirda gosterilmek istenilen 6nerme bir kosullu olduguna gore bir
varsayimh kogulluya giris tiretimine giristik. Varsayim olarak on-bileseni 2.
satir olarak yazdik. Tiiretimi tamamlamak igin ard-bilegeni tiretmek gereki-
yor. Oysa ard-bilegeni ile 6n-bilegen birbirinin ayridir. (Her ikisi de p oner-
mesinden ibarettir.) O halde ikinci satir varsayim olarak yazmakla tiiretmek
istedigimiz satin da elde etmis oluyoruz. Buna goére tiiretim iki satirdan
ibaret olup

PP

oncillsiz ¢tkarmin gegerli oldugunu gostermege yetiyor. Bu turetim ayni
zamanda p — p sembolik 6nermesinin bir ispati durumundadir. Boylece
p — p gibi bir onermenin hig bir dncile dayanmadan tiretilebildigini
goruyoruz.
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Ornek 2:

T.2 teoremini ispatlayalim.

1
2.
3.
4
5

. 685=q - (p00q)

q ... (Var.)
Gés-p - q
—p ... (Var.)
q o (2, Tk.)

1. satirda gosteriimek istenilen onerme bir kogullu olduguna gore 2. sa-
tirda kosullunun on-bilegenini varsayim olarak yazdik. 3. satirda ard-bilegeni
gostermek icin bir yardima tiiretime bagladik. 3. satirda gostermek istedigi-
miz kosullunun ard-bileseni (yani q 6nermesi) 2. satirda gectigini goz onin-
de tutarak yardima tiiretimi bir kogulluya girig tiiretimi biciminde yapabil-

dik.
Ornek 3:
1. Gés. (p—>q)> (-1 > (p—>n)]
2 p—-q
3 Gés:(qon->(p—o0)
4. q-or
5. Gés=poTr
6 P
7 q
8 r
Ornek 4:

T.9 teoreminin bir tiretim yardimyla ispatlayalim.

1
2
3.
4.
5
6

. Gé=po (PPl (P—Q)

p-(P—q)
Gés- p—oq
p
pP—q
q

.. (Var.)
.. (Var.)
.. (Var.)

.. (2, 6, =¢)
..(4,7, -5¢)

..-(Var.)

... (Var.)
.. (2, 4, 5¢)
... (4,5, -0
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Ornek 5:
T.10 teoremini bir tiretim yardimiyla ispatlayahim.

1. Gés=~~p o p

2. ~~p ... (Var)
3. p (2, ~=¢)
Ornek 6:

T.12 teoremini bir tlretim yardimiyla ispatlayahm.

1. €és:(p>q) »(q—> p)

2. pP—q ... (Var.)

3. Gés: q —op

4, q ... (Var.)

5. P .. (2, 4, >dg)
ALISTIRMALAR

T:3, T.5-T.11, T.13 - T.15 teoremlerini bir tiretim yardimiyla ispatlayiniz.

1.5.3 Dolayh Tiiretim:
1.5.3.1 Yalin Dolayh Tiiretim
Ornek 1:

p—>qp— q .. p gkarminin gegerli oldugunu bir tiiretimle gostere-
lim.

Sonug bir kosullu olmadigindan bir kosulluya girig tiiretimi yapamiyoruz.
Bir dolaysiz tiiretim yapmaya ¢aligirsak

1. Gos.p
2. p—oq .. (On.)
3. p—q ... On.)
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gibi Ug¢ satir elde ettikten sonra tiiretimi tamamlamadan durmak zorunda
kalinz. O halde ¢ikmazdan kurtulmak igin yeni bir tiiretim bicimine bagvur-
mak gerecektir. Bu yeni tiiretim bicimini ortaya koyabilmek icin verilen gika-
nmin nigin gegerli oldugunu sezgisel olarak agiklayalim.

Cikarimin sonucu p 6nermesidir. Bu 6nerme yanhs olsaydi p énermesi
dogru olurdu. Imdi p dogru ise p — q onciilinden dolay (—¢) geregi q
dog‘ru olur, p > q onciilinden dolay da (—¢) geregi q olur. Oysa hem q
hem q dogru olamaz. (q'‘in dogru olmasi g’niin yanhs olmasi demektir.
Boylece hem g’'niin hem q ‘in dogru olmasi, q’'niin hem dogru hem yanls
olmasi demektir. Boyle bir durum ise olamaz.) Imdi hem q hem q dogru

olmadigindan p 6nermesi de dogru olamaz. Dolayisiyla p yanlis olup p

dogru'dur.

Ozet olarak p sonucunu gostermek icin p’nin kisaltimig degillemesi
olan p énermesini varsayim olarak, p — q ile p - q 6nciillerinden (biri
obiiriiniin degillemesi olan) q ile q 6nermelerini tirettik. Biri 6birinin de-
gillemesi olan (yani C ile ~C bigiminde olan) iki 6ner'meye celisik 6nermeler
denir. B‘éylece‘ varsayimla onclllerden gelisik onermeler turettigimizi soyle-
yebiliriz. Iste p varsayimindan q ile q gibi gelisik nermeler tiirettigimize

gore p sonucunu gostermis oluyoruz. Boyle bir tiretime de dolayl tiretim

denir.
Genel olarak
A, . AL B

biciminde gegerli bir gikanmin gegerli oldugunu gosteren bir dolayl tiiretim
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(1)

1. Gos- B

2. dg(B) ... (Var.)

3. Ay ... (On.)

n+3. A, .. 6n)

m C

k. D (C ile D ¢gelisik 6nermelerdir)

bigimindedir. C = ~D veya D = ~C.

Dolayli tiretimin agis adimlari, 1. ile 2. satirlann yaziimasi demektir. 1.
satir dolayh tlretimin ana-satir), 1. satirin altindaki satirlar ise yardimc
satirlar dir. Ara adimlar, 2. satinn altindaki satirlanin yazilmasi anlamina gelir.
Kaparis adimi olarak da ana-satirdaki ‘Gos.’ isareti ortasindan cizilerek
yardima satirlar gergevelenir.

Bitin turetim bigimlerinde oldugu gibi ¢itkarimin sonucu B 6nermesi 1.
satirda yazihr. 2. satirda B’nin kisaltiimig degillemesi dg(B) onermesi
varsayim olarak yazilir. Gerek¢e olarak (Var.) isareti konur. Bu iki satinn
yazilmasina dolayl tiretimin acis adimlan diyoruz. Birinci agis adimi olarak
sonug oldudu gdsterilmek istenilen 6nerme, ikinci agis adim olarak da dolayl
tiretimin varsayimi Ustteki onermenin biraz saginda baglamak lzere yazihr.
Sonra A, ..., A,, onciilleri alt alta yazilir. Ondan sonra da eldeki ¢ikanm kural-
larina dayanarak C ile D gibi iki geligsik 5nerme turetiimege galigilir. lki gelisik
onerme (veya kisaca bir ¢elisme) tiretilir turetilmez turetim tamamlanmig
olur. O zaman da 1. satirdaki ‘Gés.’ isareti silinme anlaminda cizilip altindaki
satirlar gene silinme anlaminda gergeve igine alinr.

Buna gore Ornek 1’deki ¢ikarimin gegerliligini agagidaki dolayh tiretim-
le gosterebiliriz.
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1. Gés. p

2. p ... (Var.)

3. p—oq ... (On.)

4, p—oq . (On.)

5. q .. (2,3, -5¢)
6. 3 (2,4, 5¢)

Goriildigi gibi q ile q gibi bir celisme tiretilince dolayl tiiretim ta-
mamlanmg olur.
Ornek 2:

P — p - p ¢kanminin gegerli oldugunu bir tiretimle gosterelim.

Sonug bir kogullu olmadigindan ya bir dolaysiz tiiretime ya da bir dolayli
tiretime bagvurmak gerekecektir. Dolaysiz tiiretime girigirsek

1. Gos. p
2. PP ... (On.)

satirlarini yazdiktan sonra durmak zorunda kalinz. O halde dolayh tiretime
bagvurmaliyiz. Boylece

(2)

1. Gos. P

2. P ... (Var.)

3 P-op ... (On.)

4. p .. (2, 3, -¢)

satirlanm elde ederiz. (2) tiretimi, (1) bigciminde olmakla birlikte 2. satir
(Tk.) ¢ikanm kurah geregi tekrarlayarak (1) bigiminde olan bir tiretim
halinde genisletilebilir.

(3)

1. Gos.

2. P ... (Var.)

3. p —-p ... On))

4. p . (2,3, 5¢)
5. P . (2, Tk.)
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Imdi (2) tiiretiminde de 2. ile 4. satirlar bir gelismeyi olugtururlar. Ancak
(1) bigimindeki tiretimlerde gelisme bitiinuyle varsayimdan sonra gelir.
Oysa (2) tiiretiminde gelismenin bir gesi (P ©nermesi) varsayimin kendi-
sidir. Bununla birlikte (Tk.) gikarim kural yardimiyla (2)'yi (1) bigiminde olan
(3) tiiretimi halinde genisletilebildigini goz 6nuinde tutarak (2) tiretimini de
yeterli sayacagiz. Boylece (2)'yi

(2')

1. Gés:-p

2. P ... (Var.)

3. PP ... (On.)

4. o] ..(2, 3, -5¢)

verilen gikanm gegerliligini gosteren en uygun tiretim olarak kabul ediyo-
ruz.

Dikkat edilirse (2) tiuretimi

(1
R B Gos. B
2. dy(B) .. (Var.)
3. A .. (On))
N+ 3. An .. (On.)
m. B
bicimindedir.

1. satinn altinda 2. ile m. satirlar gelisik olduundan (1°)’'nu de
Aq,...A,..B gikarminin gegerli oldugunu gosteren bir dolayh tiretim
saylyoruz. (1')'nun yeterliligi, (Tk.) ¢cikanim kuralina dayanarak (1) bigiminde
olan
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1. Gés: B
2. ' dy(B) ... (Var.)
3. A ... (On.)
n+3. An ... (On.)
m. B

m+ 1. dy(B) . (2, Tk.)

bir dolayh turetim halinde genisletiime olanagdina dayanir.
Ornek 3:

p—q p —r g - T .. qgkanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle

gosterelim.
1. 665 q
2. q ... (Var.)
3. Poq .. (On.)
4, por ... (On.)
5. q-oT .. (On,)
6. P .. (2, 3, =dg)
7. r .. (3, 4, -%)
8. q . (5, 7, 53dg)

Gikanmin sonucu bir kosullu olmadigindan (dolaysiz tiretim de burada
ise yaramadigindan) bir dolayl tiiretim yaptik. Bu tiretim (1°) bigcimindedir.

Ornek 4:
q,p —=rq - T . ~(p- q)gkanminin gegerli oldugunu bir tiire-

timle gosterelim.
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Sonug bir degilleme 6nermesidir. O halde kogulluya girig tiiretimi yapa-
mayiz. Dolaysiz tiretim burada ise yaramaz. Dolaysiz tiiretim ¢ok seyrek
hallerde sonug verdiginden, genellikle kosulluya girig tiretimine veya dolayh
turetime bagvurmamiz 6gutlenir. Burada kosulluya giris turetimi uygulana-
madigindan dolayl tiiretime bagvurmamiz gerekiyor.

1. &6s. ~(p > q)

(p>q .. (Var))

... (On.)

.. (On)

.. (On))

.. (3,5, »dg)
.. (4, 6, >¢)
.. (2,7, =dg)

©
l
o

=l ol ©l Qal
l 1
=t -

® N & U A W N

L

Bu tiretim (1) bigiminde bir dolayh tiiretimdir. 3. ile 8. satirlar bir
¢elisme durumundadir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki ¢ikarimlann gegerli oldugunu bir tiretimle gosteriniz:

1. pq.~(p>q
2. (p>q)>~(P—->9).~p—>79q)
3. poq,P—-q.-q

4. r>p,sors-p, q .. ~(q->s)

1.5.3.2 Karmagik Turetim
Ornek 1:

pP—=q,p—q ..r— p ¢kanminin gegerli oldugunu bir tiretimle
gosterelim.
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1. Gés=r > p

2. r . ... (Var.)

3. p-q ... (On.)

4. p—q ... (On)

5. Gés: p

6. P ... (Var.)

7. q ... (3,6, 5¢)
8. q .. (4, 6, >¢)

Gtkanimin sonucu bir kosullu oldugundan bir kosulluya girig tiretimiyle
baglyoruz. Ancak ilk 4. satin yazdiktan sonra bir yardima tiretime bagvur-
madan yeni bir adim atamiyoruz. Amacimiz p 6nermesini tiiretmektir. Bu
onerme bir kosullu olmadi§indan dolayl turetime bagvurduk. Boylece 5. - 8.
satirlardan kurulu olan bir yardimci dolayh tiretimi elde ettik. Bu yardimc
tiretimle p’yi géstermis oldujumuzdan ana tiretim de tamamlanmig olu-

yor.
Ornek 2:

P .. p = q ¢kanminin gegerli oldugunu bir tiretimle gosterelim.

1. 6é5:p—>q

2. p—— ... (Var.)
3. P .. (On.)
4, Gos: q

5. q .. (Var.)
6. p (2, Tk.)
7. P .. (3, Tk)
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Ornek 3:

qotp-o>T,r-q,t—p..r-sgkanminin gegerli oldugunu bir
turetimle gosterelim.

1. Gés:r—>s

2. r ... (Var.)

3. qg-ot ... (On.)

4. p—=T ... (On.)

5. r—q .. (On)

6. top .. (On))

7. P .. (2, 4, —»dg)
8. T ... (6, 7, —>dg)
9. q .. (3, 8, »dg)
10. T (5,9, odg)
.| q 2, 5, )
12. Gés: s

13. s ... (Var.)

14, r e (2, Tk

15. T ... (10, Tk.)

Sonug bir kosullu oldugundan kosulluya girig tiiretimine bagvurduk. 3. -
6. satirda ¢karimin biitiin onciillerini yazdik. Sonra da 1. satinn diginda
kalan eldeki bitiin satirlardan (—¢) ile (—dg) kurallan yardimiyla elde
edilebilen bitiin satirlan (7. - 10. satirlan) tirettik. Elde etmek istedigimiz s
onermesi bu satirlara ait olmadigindan, s’ye iliskin olarak bir yardimci dolayli
tiretim yaptik. Boylece 12. - 15. satirlanni elde ettik.

Ornek 4:
(p = q) = p - p gkanminin gegerli oldugunu bir tiretimle gosterelim.
Ik 6nce
1. Gos. p
P ... (Var.)

148



P-o9-op
~(p—>q)

... (On.)
2,3, 5dg)

satirlarini elde ederiz. Ancak bu satirlari yazdiktan sonra durakliyoruz. Dolayl
bir tiretim yaptigimiza gére amacimiz bir geligkiyi elde etmektir. Imdi 4.
satirdaki 6nerme ~(p — q)’dir. Bu da bir kosullu degilleme'sidir. Kogullunun
kendisini (yani p — g 6nermesini) bir yardmc tiiretimle elde etmege

cahsalim.
1. Gos. p
2. B
3. (P->q) —p
4. ~(p—>9q)
5. Gés=p o q
6. o4
7. G655 q
8. q
9. P
10. P

... (Var.)
... (On.)
. (2, 3, -»dg)

.. (Var.)
... (Var.)

.. (6, Tk.)
. (2, Tk)

Boylece bagariya ulagmig oluyoruz. Genel olarak dolayl bir tiretim yaparken
~(A — B) gibi bir kosullu degillemesini elde edersek, bir de kosullunun kendi-
sini, yani A — B onermesini bir yardima tiretimle elde etmege ¢alismaliyiz.
Bu pratik 6gudii izlemekle (her zaman degilse bile) cogu zaman en kisa yol-

dan basariya ulaginz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki ¢ikanimlann gegerli oldugunu turetimle gosteriniz:

1.poq..(Ppo9—q
2.(p->9 >q-.p—q
3.poqg)os,rop,r.os

4 (p->9—>9g-.(@Qq-op—p
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1.5.4 Salt Turetim Bigimleri:
1.5.4.1 Dolaysiz Agilish ve Dolaysiz Kapanigh Tiiretim

Dolaysiz Tiiretim'ler,

(1) Gés:B
A, ... (On.)
An ... (On.)
B

bigimindeki turetimlerdir. Bir dolaysiz tiretimdeki agis, tek adimli olup bir
tek satirin, yani ana-satinn yazilmasindan ibarettir. (1) tiretiminin agis

(2) Gos. B

satinnin yazilmasi demektir. Iste bu bigimdeki agislara dolaysiz agrs diyoruz.
Dolaysiz agista varsayim olmadigindan, dolaysiz agi§ yerine varsayimsiz agis
da diyebiliriz.

Ote yandan (1) gibi bir dolaysiz tiiretimin kapanigi;, gosterilmek isteni-
len B onermesinin sonuncu yardimci satirda elde edilmesine dayanir. Boyle
bir kapaniga dolaysiz kapanis diyoruz. Dolaysiz kapanig

(3) GésB
B
bicimindedir.

Dikkat edilirse, (2) bigimindeki dolaysiz agigta kapanigin nasil olacagini
belirtmedigimiz gibi, (3) bigimindeki kapanista da agisin nasil olacagini be-
litmedik. Buraya kadar inceledigimiz tiiretimlerde dolaysiz agisla dolaysiz
kapanig hep birbirine bagliydi. Simdi ise a¢is ile kapanigin ayni bicimde ola-
bildigi gibi, ayr bicimlerde de olabilecegini kabul ederek agis bigimleriyle ka-
panis bigimlerini birbirinden bagimsiz olarak ele aliyoruz.
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Ornegin,
(4) Gos. p
\
ile
(5) Gos.p-oq
dolaysiz a¢ig biciminde,

6) o5 p
p
ile
(7) Gb=p-q
pP—q9

dolaysiz kapanig bicimindedir.

Agis ile kapanigi ayni bigimde olan tiiretim bigimlerine salt tiiretim bigim-
leri, ayni olanlara ise karma tiiretim bigimleri diyoruz. Ornegin (1) bigiminde-
ki dolaysiz agish ve dolaysiz kapanish tiretimler salt tiretim bigimindedir.
Buraya kadar yalniz salt tiretim bigimlerini inceledik. Bundan bdyle karma
tiretim bigimlerini de inceleyecegiz.

1.5.4.2 Kosullu Agish ve Kosullu Kapanigh Tiiretim

Kogsulluya Giris turetim’leri,
(1) &é%B, -8B,

B ... (Var)
A, ... (On.)
An ... (On.)
B
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bigimindeki tiretimlerdir. Kogulluya girig turetiminin iki adiml olup ana-satir
ile By varsayiminin yazilmasindan ibarettir. Boyle bir aciga kosulluya giris agis
veya kisaca Kosullu agis diyoruz. Bu ags,

(2) .G6s.B, -8B,
B, ... (Var.)
bicimindedir. Birinci adimda ana-satini yazanz. Ana-satirdaki 6nermenin bir
kosullu olmasi gerekir. Ikinci adimda ise sonug oldugu gosterilmek istenilen

kosullunun dn-bileseni varsayim olarak yazilir. Kogulluya giris agist varsayimi
bir agis bigimidir.

Ote yandan (1) tiretiminin kapanigi sonuncu yardimc satirdaki oner-
menin, sonug oldugu gosterilmek istenilen kogullunun ard-bileseni olmasina
dayanrr. lste

(3) Gés:B, »B,

B,

bicimindeki kapanisa kosulluya giris kapanigi veya kisaca kosullu kapanig di-
yoruz.

Kosullu agisla kogullu kapanig birbirinden bagimsiz oldugundan (2)'nin
kapanis bigimini belirtmedigimiz gibi, (3)’'n de agg bigimini belirtmedik.

Ornegin,
(4) Gés.(p>q)—r
P—q ... (Var.)
bir kogulluya girig agigi,
(5) &b (poq)—r

r

ise bir kogulluya giris kapanisidir.
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suphesiz (1) bicimindeki turetimler salt tiretim bicimindedir. Bunlara
kosullu agigh ve kosullu kapanigh tiretim diyoruz.

1.5.43 b&layil Ag¢ish ve Dolayh Kapamisgh Turetim

C ile D gelisik onermeler oldugunda,

(1) GésB
dg(B) ... (Var.)
A, - (6n)
An ... (On.)
C
D

bicimindeki tiretimler dolayh tiretim’lerdir. Dolayl tiiretmin agisi iki adimii
olup ana-satir ile dg(B) varsayiminin yazilmasindan ibarettir. Boyle bir agisa
dolayl agis diyoruz. Dolayli agis,

(2) Gés. B
dg(B) ... (Var)

bicimindedir. Birinci adimda ana-satiri yazarz. Bu satirdaki dnerme herhan-
gi bir bigcimde alabilir. (Ozel olarak B bir kosullu da olabilir.) lkinci adimda ise
varsayim olarak sonug oldugu gosterilmek istenilen 6nermenin kisaltiimig
degillemesi yazilir. Dolayl a¢is da bir varsayimh agis bigimidir.

Dolayh tiretimin kapanigt yardimci satirlar arasinda C ile D gibi iki ¢eligik
onermenin bulunmasina dayanir. Yani dolayl kapanis, C ile D gelisik olmak
uzere

3) GesB
C
D
bicimindedir.
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Dolayh agis ile dolayh kapanig birbirinden bagimsiz oldugundan, (2)’'nin
kapanig bigimi ile (3)'Un agis bigimini belirtmedik.

Ornegin,
4)  Gés. ~(p > q)
p—q ... (Var.)

bir dolayh agis,
(5) 685~(p—>q)

o]
3
al!

-@-T)
bir dolayli kapanistir.

(1) bigimindeki dolayh tiiretimlere dolayh agish ve dolayl kapanisl tiretim
diyoruz. Bu tiiretimlerin salt tiiretim biciminde oldugu besbellidir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki acig ve kapaniglarin hangi bigcimde (dolaysiz, kosulluya giris ya
da dolayh agis veya kapanig) oldugunu belirtiniz.

1.Gés.p—o~(q—rn)
2.Goés.p—q

~p—=4q) .. (Var)
3. Gb&=~(p —q)

-(p -9
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r-q

~(r > q)
5. Gés=p-o~(p—r)

~p—>"
6.Gos. (p—o>q)—o(r—os)
p—q ... (Var.)
7. Gos. ~[(p - 1) - q]
pPonN-ogq ... (Var.)
8.Gos.(q »nN—=(p =9
9.Gos. ~(q—or)
10. &és:p
s
p
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1.5.5 Karma Turetim Bigimleri
1.5.5.1 Dolaysiz Agish ve Kosullu Kapamigh Tiiretim
Ornek 1:
q - p = q gtkanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle gosterelim.
1) 1.eés=p—oq
2. [p  ..(van)
3. |q ... (On.)

Dikkat edilirse, 2. satirdaki varsayamin tiretim iginde hig bir gorevi yok-
tur. Boyle bir durumda varsayimin yazlmamasina izin verir. O zaman da
turetime dolaysiz agis ile baglamig oluyoruz. Buna kargilik kapanis, kosullu
kapanisi bigiminde kaliyor. Boylece salt bicimde olan (1) turetimi yerine
karma bigimde olan dolaysiz agish ve kogullu kaparigh

(1) 1.Goés.p—-q
2. E . On.)
turetimini elde ederiz.
Genel olarak
Gos. A—> B

bigimindeki bir ana-satir verildiginde, eger B ard-onermesini A varsayimina
dayanmaksizin turetebilirsek, o0 zaman A varsayimint hi¢ yazmadan, dolaysiz
agish ve kogullu kaparugh olan bir tiiretim yapmaga hakkimiz vardrr.

Ornek 2:
P, P — q .. r > g ¢ikanminin gegerli oldugunu bir tiretimle gosterelim.

2) l1.665r->q

2. [ .(var)
3 p ... (On)
4. p-oq ... (On.)
5 q .. (3, 4, 5¢)
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turetiminde r varsayimini hig kullanmadi§imizdan, yerine dolaysiz agigh ve
kosullu kapanigh

2h) 1.Gésr—oq

2. p ... (On))
3. p—oq ... (On.)
4. | q e (2,3,59)

tiretimini yapabiliriz.
Ornek 3:

Poqg —>(@(@-or .. p-(q-r)gkanminin gegerliligini karma tire-
tim yonteminden yararlanan yeni bir turetimle gosterelim.

1. Gés: .p—)(q—)r)l'

2. p ... (Var.)

3. P-oq-pP-or ... (On))

4. Gés=qor

5. q ... (Var.)

6. Gos=p > q

7. q ... (5, Tk.)

8. por .. (3, 6, 5¢)
9. r (2, 8, 9¢)

6. ile 7. satirlar dolaysiz agish ve kosullu kapanish bir yardima tiretimdir.
3. satirdan bir oncul-satir olarak yararlanabilmek icin p — q onermesini
tiretmek geregini duyuyoruz. S. satirdaki q 6nermesine dayanarak da 6. ile
7. satirlardaki yardima tiretimle p — q onermesini elde edebiliyoruz.

1.5.5.2 Kosullu Agish ve Dolaysiz Kapanigh Tiiretim
Ornek 1:

p—->({ —>9) .. p— q gkanminin gegerli oldugunu bir tiretimle
gosterelim.
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(1)

1
2 p ... (Var.)
3. p—(p—Qq) ... (On))
4 pP—oq .. (2,3, -¢)
5 q .. (2, 4, 5¢)

Imdi, salt kogulluya giris biciminde olan (1) turetiminde 5. satinnt kald-
rip dolaysiz kapanis yapabiliriz. Nitekim 4. satirdaki 6nerme, sonug oldugu
gosterilmek istenilen p — q’dan bagka bir sey degildir. Bylece kosullu agisl
ve dolaysiz kapanigh

1) l1.e85p->q

2. p ... (Var.)
3. p—o(P-q ... (On.)
4, p-—q .. (2, 3, -¢)

turetimini elde ederiz. Ornekteki ¢ikarimin gegerliligini gostermek igin (1)
tiretimi yeterlidir. Nitekim bu ¢ikanmin gegerliligini gostermege yetkili
oldugunu bildigimiz turetimi, (1°) tiiretiminden elde edilebilir.

Genel olarak salt kosulluya giris bigcimindeki

(2) ©és8B, -8B,
B, ... (Var.)

i31 - BZ
B,

tiretimi yerine, kosullu agish ve dolaysiz kapanish

(2') Gés:B, > B,
B1

-B1 —)B2

158



bicimindeki turetimle yetinebiliriz. Nitekim (2) tiiretiminden (2) tiretimine
gecebilecegini biliyoruz: B, varsayimiyla B, — B, satirindan (—¢) gere§i
B,’yi tiretmek mimkunddr.

Ornek 2:
~(Pp 2 q = p - p — qckanminin gegerli oldugunu bir ¢ikarimla
gosterelim.
1. & p —q
2 P ... (Var.)
3. ~(p »q-p ..©ON)
4 P —-q ... (2, 3, =dg)

1.5.5.3 Dolaysiz A¢ish ve Dolaysiz Kapanigh Tiretim
Ornek 1:
p, P - q gkanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle gdsterelim:

(1) 1. &ésq

2 q ... (Var.)
3 p ... (On.)
4 P ... (On.)

Bir turetim salt bigimde bir dolayh tdretimdir. Ancak 2. satirdaki
varsayimi hi¢ kullanmadi§imizi g6z 6niinde tutarak bu varsayimi ortadan
kaldinp (1) tiiretimi yerine, dolaysiz agish ve dolayh kapanisl

a9 1. Gésq
3. P ... (On.)

turetimini elde ederiz. (1°) turetiminin ornekteki ¢ikarimin gegerliligini
gostermege yeterli oldugu, (1) bigciminde genisletilebilmesinden anlasilr.
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Genel olarak verilen bir dolayli tiiretimin varsayimi yeni satirlar tiretmek icin
kullanilmiyorsa bu varsayimi ortadan kaldirmaya izin vardir.

Ornek 2:

P, Pp—q, q—p .. regkanminin gecerli oldugunu bir turetimle gostere-
lim.

1. Gésr

2 p ... (On.)

3 pP—q ... (On.)

4. q-op ... (On.)

5 q (2,3, 5%)
6 p .. (4,5, -¢)

Bu da dolaysiz agish ve dolayh kapanish bir tiretimdir. (t varsayimini hig
kullanmayacagimizdan dolayr yazmadik).

1.5.5.4 Dolayli Agish ve Dolaysiz Kapanigh Tiretim

§ 1.5.3.1.de gegen (1) bicimindeki tiretimler dolayl agish ve dolaysiz
kaparush sayilabilir. Nitekim kapanig, sonug oldugu gosterilmek istenilen B
énermesinin ortaya ¢tkmasina dayaniyor.

Dikkat edilirse, § 1. 5. 3. 1."deki Ornek 2'ile Ornek 3‘iin konusu olan tii-
retimler dolayli agish ve dolaysiz kapanighdr.

1.5.5.5 Dolayh Agish ve Kosullu Kapanigh Tiretim
Ornek 1:

~(p—>q)->rr—q.. p-q¢kanminin gegerli oldugunu bir tiretim-
le gosterelim.

Ik akla gelen
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1) 1. Gés=p-oq

2. o] ... (Var.)

3. ~poq —or ... (On.)

4, r-q ... (On.)

5. Go5- g

6. q .. (Var.)

7. T ... (4, 6, »dg)
8. pP—q .. (3,7, -dg)
9, q .. (2,8, =¢)

gibi bir koguluya girig tiretimidir. (Yardimc tiretim, dolayh a¢igh ve dolaysiz
kapanishdir.)

Verilen ¢ikarimin gegerli oldugunu bir de dolayl agigh bir turetimle yap-
mayi deneyelim. O zaman da

1) 1. Gésp-q

2 ~(p—>29q) ... (Var.)

3 ~p->q—=r  ..(On)

4 r-q ... (On.)

5. |r (2,3, -¢)
6 q ... {Var.)

7 Gés=p —q

8 | [ 6Tk

gibi dolayh agish ve dolaysiz kapanish bir tiiretim elde ederiz. (Yardimci ture-
tim, dolaysiz agigh ve kosulluya girig kapanighdir.)

Dikkat edilirse, (1) turetiminin 6. satinndaki q 6nermesi, sonu¢ oldugu
gosteriimek istenilen p — q ©nermesinin ard-bilegenidir. Oysa bu ard-
bilesene dayanarak kosullunun kendisi bir yardima turetimle elde edilebil-
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diginden, bu yardima tiiretimi yapmadan kogulluya giris kapanisina izin ver-
lir. Boylece (1°) turetimi yerine, dolayla agish ve kosulluya giris kapanish

an 1.

2
3
4.
5
6

Gés-p - q
~(p—>q) ... (Var.)
~-p-oqor ... (On.)
r-q ... (On.)
r .. (3, 4, 9¢)
q ... (4,5, -5¢)

tiretim elde edilir.

Ornek 2:

r-(@{@-0q), T —>q..p- qgkanmnin gegerli oldujunu dolayli agisli
bir turetimle gosterelim.

1.

o v kA w N

Gés:p - q
~(p—>Qq) ... (Var.)
r-(®-q ..©On)
T -q ... (On.)
T .. (2, 3, -»dg)
q .. (4,5, =¢)

1.5.5.6 Kosullu Agish ve Dolaylh Kapanigh Tiretim

Ornek 1:

§ 1.5.3.2. Ornek 2'deki p .. p = q gikanminin gegerliligini bir de kar-
ma bigimde olan bir tiiretimle gostermeye ¢aligalim.

$6z konusu gikanimin § 1.5.3.2."deki tiretimin 4.-7. satirlar, g'nun so-

nug oldugunu gostermeye yarayan yardimci bir dolayh tiretimi olugtururlar.

Bu yardimai tiiretimdeki q varsaytminin hi¢bir gorevi oimadigindan yerine
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dolaysiz agigh ve dolaysiz kapanigh olan bir yardimci turetim kullanabiliriz.
Boylece tiretim,

1) 1. ees=p-oq

2 P ... (Var.)

3 P ... (On.)
4. Gos- q

5 p .. (2, Tk.)
6 P . (3, Tk.)

bicimini alir. Oysa (1) tlretimindeki yardima tiretimin yardima satirlan
(yani 5. ve 6. satirlan) ana-tiiretimin satirlannin tekrarindan bagka bir sey
degildir. Dolayisiyla 4., 5. ve 6. satirlardan olugan yardimc tiretimin
bitiniyle ortadan kaldirimasina izin verilir. Boylece (1) tdretimi yerine,
kosullu agish ve dolayll kapanish '

1) 1. Géssp-oq
2. p ... (Var.)

3. P ... (On)

tiretimini elde ederiz. (1) tiretiminin verilen ¢ikarimin gegerliligini goster-
mek igin yeterlidir. Nitekim (1‘) tiretiminin (1) tlretimi bigiminde
genisletilebildigini biliyoruz.

Genel olarak, C ile D gelisik onermeler oldugunda,

B, ... (Var.)
A, ... (On.)
A, .. ©n.)
C
D
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Bicimindeki kosullu agish ve dolayli kaparish tiretimle, A,, ..., A, .. B cikari-

minin gecerli oldugunu gosteririz.

Ornek 2:

§1.5.3.2.0mek 3'dekig o> t,p—> T ,r—oq, t > p .. r—sckanminin
gegerli oldugunu kosullu ve dolayli kapanigh bir turetimle gosterelim.

1.

W e N & WL AW N

—
e

Gos-r - s

r
q-ot
p—oT
r-gq

t-p

~l ol

= ol

... (Var.)
.. (On.)
.. (On.)
.. (On.)
.. (On.)
.. (2, 4, —dc)
.. (6, 7, —»dcg)
.. (3, 8, —=dg)
- (5,9, »dg)

Dikkat edilirse, 2. ile 10. satirlardaki onermeler ¢elisiktir. Buna gore
dolayh kapanis yapmaya hakkimiz vardir. Boylece kosullu agts ve dolayh

kapanish bir tiiretim elde ediyoruz.

Ornek 3:

§ 1.5.3.2. Ornek 4'deki (p = q) — p -~ p ¢tkanminin gegerli oldugunu

bir karma tiiretimle gosterelim.
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Gos- p
p
P—o9q)—-p

~P—-q).
Gés.p - q

p

P

... (Var.)

.. (On.)

.. (2, 3, »dg)
... (On.)

.. (Var.)

. (2, Tk.)



Goruldigu gibi, 5., 6. ve 7. satirlardan olusan yardimc tiretim kogullu
agish ve dolayll kapanighdir.

Genel olarak karma tiretimler karsiliklar olan salt tiiretimlerden daha ki-
sadir. Her karma tlretimi genisleterek salt bigcimde olan bir turetime cevire-
biliriz. Boylece karma tiretimlerin yeterliligi gosteriimis olur. Pratik bakim-
dan salt tiretimler yerine mumkiin oldugu kadar karma tiiretimler yapma-
ya galigmaliyiz.

ALISTIRMALAR

Onceki aligirmalara konu olan gtkarimlarin gegerliligini, mimkiin oldu-
§u kadar karma bicimde olan tiiretimlerle gostermeye caliginiz.

1.5.6 Tiiretim lgleminin Tarimi

Simdiye kadar tiretim iglemi (ve dolayisiyla tiretim ¢izelgesi) hakkinda
pek ¢ok bilgiler verdik. $imdi ise bitiin bu bilgileri toplayarak “tiiretim”in
teorik bakimdan yeterli olan genel bir tanimini vermeye calisacagz.

Mm A, ., A, .. B
herhangi bir gegerli ¢ilkanim olsun. (n 2 0’dir. n = 0 ise, ¢ikanm 6ncilsiz olup
B sonucu bir mantiksal teoremdir.) Amacimiz (1) ¢rtkannminin kargihgt olup
bu ¢ikarimin gegerliligini gosteren bir tiretim'in genel tanimini yapmaktir.
(S06z konusu turetim dolaysiz, kogulluya girig veya dolayl biciminde olabildi-
gi gibi, yalin veya karmagsik, ya da salt veya karma bicimde de olabilir.)

Imdi tiretim iglemini sonlu sayida adimdan olusan bir iglem olarak ta-
nimliyoruz. Tlretim adimlanmi agis, ara ve kapanis adimlan olarak lge ayir-
migtik. Ancak ara adimlarinin oncil yazma adimlar ile yeni satir tiiretme
adimlarindan olustugunu gordiik. Buna gore tiiretim adimlarini agis adimla-
ri, 6ncil yazma adimlari, yeni satir tiiretme adimlari ve kapanis adimlari olmak
uzere dort ¢eside ayirabiliriz. Yalin tiretimlerde bir tek agis adimiyla bir tek
kapanig adim vardir. Karmagik tliretimlerde ise birden ¢ok sayida agig adimi
ve kapanig adimi vardir. Her agig adimina karsilik bir kapanig adimi oldugun-
dan agis adimlarinin sayisiyla kapanig adimlannin sayisi esittir.
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I. Agis Adimliari:

C, herhangi bir (sembollestirilmis) onerme olsun. O zaman turetimin bir
adimi olarak; ya

0] Gos. C
ya C onermesinin C; — C, bigiminde bir kosullu olmasi halinde

(i) Gos.Cy -G,

o ... (Var.)
ya da
(i) Gos. C
dy(C) ... (Var.)

yazilabilir. (i)'in yazilmasina dolaysiz agis, (ii)'nin yazilmasina kosullu agis,
(iii)’un yazilmasina da dolayll agis denir.

Il. Onciil yazma adimlani:

Verilen (1) cikanminin A,, ..., A, onciillerinden her biri tiiretimin bir sa-
tin olarak yazilabilir. Satinn éniine (On.) isareti konur. Buna bir 6nciil yazma
adimi denir.

IN. Yeni satir tiiretme adimlar::

Belli bir adimda, ¢izilmemis ‘Gés.’ isareti ile baslamayan ve ¢ergeve icinde
bulunmayan satirlara, bu adimda kullanilabilen 6nciil-satirlar denir. Imdi
oncil-onermelerden bir tiretme kurall geredi tiiretilebilen herhangi bir
onerme turetimin bir satin olarak yazilabilir. Bu 6nermenin ardina tiiretimde
kullanilan 6ncil-satirlarin sira No.’lanyla kullanilan tiretme kuralinin isareti
konur. Buna da yeni satir tiretme adimi denir.

V. Kapanis adimiar::

C, belli bir 6nerme, $,, ..., S, belli bir takim satirlar olsun. Turetimin belli
bir adiminda alt alta yazilmig
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satirlanyla kargilastiimizi kabul edelim.* Dikkat edilirse ilk satirdaki ‘Gos.’
isareti gizilmemigtir. Buna kargilik S,, ..., S, satirlarinda cizilmemis ‘Gos.” isa-
retinin hi¢ ge¢gmedigini kabul ediyoruz. O zaman da ¢ ayn durum go6z
onunde tutanz.

(i) Sy, ..., S, satirlanndan en az biri ¢erceve icinde bulunmayip icindeki
onerme C'den ibaret ise, (2) satirlar dizisi '

(2) G5 C
S1

5,

bicimine doniigir. Boyle bir adima dolaysiz kaparis denir.

(ii) C 6nermesi C; — C, bigimindeki bir kosulludur. O zaman §,, ..., S,
onermelerinden en az biri cerceve icinde olmayip boyle bir satinn igindeki
onerme C, ard-bilegininden ibaret ise, (2) satiriar dizisi gene (2’) bigimine
donlstirilir. Boyle bir adima kogsullu kapanis denir.

(iii) S4, ..., S satirlanindan en az ikisi cercevelenmemis olup bdyle iki satirn
icindeki onermeler birbiriyle celisik ise, (2) satirlar dizisi (2’) bigimine
dondgtarildr. Boyle bir adima dolayl kapanis denir.

Imdi dort gesit adimi boylece tanimladiktan sonra, (1) ¢ikariminin geger-

li oldugunu gosteren bir tiretim’i agagidaki kosullar yerine getiren sonlu
sayida adimdan olusan bir islem olarak tanimlanz:

l. Birinci adim bir agis adimi olup ‘Gos.” isaretinin ontindeki onerme
(1) ctkanimin B sonucundan ibaret olmalidir.

* (2) satirlar dizisinin ilk satin (G6s. C) ya turetimin 1. satindir, ya da bagka bir satin. Birinci halde ana-
turetimin ana-satin, ikinci halde de yardima bir turetimin ana-satindr.
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Il.  Sonuncu adim, birinci adimin kargilig olan kapanig adimi olmalidr.
Yani sonuncu adimda, 1. satirdaki ‘Gos.’ isareti ortasindan gizilip
butin obir satirlar cercevelenmelidir.

1.5.7 Mantiksal Teoremler

Agagidaki onermeler yalniz kogullu-evetleme ile degilleme eklemlerine
dayanan mantiksal teoremlerdir.

T16p -5 (p —=9)

T17p > (-9

T18(p = p)>p.
T1I9(p->p)—> P
T20~(p—>qg)—>p

T21~(p>q) - q
T22[(p—->g)—>pl—>p
T.23[(p»>q) > ql>[(q—p) - p]
T24[(p>q ->pl->(P —q)
T25(p »q) > [(p—>q) — 4]

Bu teoremlerin ispatlanmasini 6rneklerle agiklayahim.
Ornek 1:

T.16’y: bir tiretimle ispatlayalim.

1. Gésp->(p -Qq)

2 p ... (Var.)
3. Gos: p —q

4 P ... (Var.)
5. p . (2, Tk.)

Bu tliretimdeki yardima tiiretim kogullu agish ve dolayh kapanighdir.
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Ornek 2:

T.18'i bir tiretimle ispatlayalim.

—h

2
3
4.
5

Gés: (p >p)—>P

P—p
Gésp

P
p

.. (2, 4, 5¢)

Yabanc tiiretim, dolayli agigh ve dolaysiz kapaniglidir.

Ornek 3:

T.20’yi bir tiretimle ispatlayalim.

1.

® N o N oA W N

Gés: (P> a) > p

~(p—-9)
Gos: p

... (Var.)

... (Var.)

... (Var)

.. (4, Tk.)
. (2, Tk.)
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Ornek 4:

T. 23’0 bir turetimle ispatlayalim.

1. &8s [(p->9 —q]-[q—-p) —p]
2. P—o9) —q ... (Var.)
3. 665 (Q > p) o p
4. q-p ... (Var.)
5. &65: p
6. P .. (Var.)
7. q ... (4,6, —d¢)
8. ~(p—>9) ... (2, 7, »dg)
9. Ges-p - q
10. P ... (Var.)
11. 3 .. (6, Tk.)
ALISTIRMALAR .
T17, T.19, T.21, T.22, T.24, T.25 mantiksal teoremlerini bir turetimle
ispatlayiniz.

1.5.8 Tiimel-Evetlemeden Cikis ve Tiimel Evetlemeye Girig Kurallan
(1) AAB. A
ile
(2) AAB.B
bigimindeki bitin ¢ikarimlarin gegerli oldugu apagiktir. Buna gore
(3 AAB

bicimindeki bir 6nciilden A sonucunu turetmeye her zaman hakkimiz vardir.
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4) AAB

bigimindeki bir 6nciilden B sonucunu tiiretmeye her zaman hakkimiz vardir.
Bu iki tiretme kuralini elde ederiz. Her iki kurala (“A” ekleminin ¢ikigini sag-
ladiklarindan) tiimel-evetlemeden ¢ikis kural diyoruz. Bu kurallar (A¢) isare-
tiyle gosteriyoruz. Buna gore (6) ile (6")yl kisaca

AAB AAB
(5) —5— (9 6) ; (A¢)

bigiminde dile getiriyoruz.

Ote yandan

(7) A B..AAB
ile

(8 AB.BAaA
bigimindeki biitiin ¢ikanimlann da gegerli oldugu apagiktir. Ornegin (7) bi-
¢cimde sembollestirilebilen

7" Ali zekidir, Ali ¢aliskandir; o halde Ali zeki ve ¢aligkandir
glkarlmlyle‘x;:'(B) biciminde sembollestirilebilen

(8") Ali zekidir, Ali caligkandir; o halde Ali caliskan ve zekidir
gunlik dil ¢cikarimi gegerlidir. Buna gore

(8) Alle B onciillerinden A A B sonucunu tiiretmeye her zaman hak-
kimiz vardir. Bu durumda iki tiretme kuralini elde ederiz. Her iki kurala (‘A’
ekleminin girigini sadladiklanndan) timel-evetlemeye giris kurah diyoruz. Bu
kurallarida (Ag) isaretiyle gosteriyoruz. (8) ile (8")"yi kisaca

A B

(8 BAA

(~9) (~9)

) AAB

bigiminde dile getiriyoruz.
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Yazida kolaylik ve kisalik saglamak amaciyla (cebirdeki “carpi” isareti igin
yapildigr gibi) bundan bdyle ‘A" isaretini hi¢ yazmayip bitisik 6nermelerin
arasinda hep tiimel-evetleme ekleminin bulundugunu kabul edecegiz. Yani
A A B yerine AB yazip, AB deyimini A ile B'nin timel-evetlemesi olarak saya-
cagiz. Ustelik ‘A’ semboliiyle birlikte buna iligkin parantez giftini de (u¢ pa-

rantezi durumunda olmasa bile) ortadan kaldiracagiz. Boylece (3’) yerine
(3") AB

yazacagiz. Ancak parantezleri silmenin gok-anlamliiga yol agmamasi icin
birlikte-evetleme ekleminin biitiin oteki 2-li eklemlerden de daha siki bagla-
digini kabul edecegiz. Ornegin

p—oqr
onermesini (p — q) A r'nin degil de hep p — (g A r)'nin kisaltmasi sayaca-

giz.

Tumel-evetleme eklemini kapsayan gegerli ¢ikarimlar ve mantiksal teo-
remler vardir. Bunlarin karsihd olan tiiretimlerde (A¢) ile (Ag) tiiretme kural-
larint uygulanz. Bunu da orneklerle gosterecegiz.

Ornek 1:

pq .. gp sikanminin gegerli oldugunu bir turetimle gosterelim.

1. &és- qp

2 [ pqg  ..(On) |
3 q w (2, AC)

4, P v (2, AC)

5 qap .. (3,4, AQ)

Tiretim dolaysiz agigh ve dolaysiz kapanighdir.
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Ornek 2:
p(gr) .. (pg)r gtkanminin gegerli oldugunu bir turetimle gosterelim.

1. Gés: (pg)r

2. p(qr) .. On.)

3. p e (2, 1€)

4, qr .. (2, A¢)

5. q .. (4, A¢)

6. pPq .. (3,5, Ag)
7. r ... (4, AC)

8. (paq)r ... (6, 7, AQ)

Asagidaki onermeler yalniz kogullu-evetleme, degilleme ve timel-
evetleme eklemlerine dayanan 6nemli mantiksal teoremlerdir.

T26 (p-q9@->nN->CP->0"
T.27(0) (pa—>nN->[p—> Q-1
T27(Gi) [p>(@->nN]l > (Pq—>71)
T.28¢) (p—oagn—>(p -9 > (-
T.28(ii) (p 2> gXp » 1) > (p—>qan)
T.29()) (pq - 1) - (pr—Qq)

T.29(i)) (pT —> Q) > (pg > 1)

T30 (p->q)-o(@(p—orq)

T31  (p—q) - (pr—pa)

T32 (porNq—s)—(pg—rs)

T33 (p—>agXP —»q)—>q

* Daha 6nce yaptimiz uzlasma geregi, T.26
o> Aa@—=2nl-->0
onermesinin bir kisaltmas: sayilmalidir.

173



T34 (p-oaq(p—oq) —p
T350) (p »nN@->nN->p—>9 -1

T35G) (P> @) > > (B > n@—)
T36 ~(pp)

T.37() (p - q) > ~(pq)
T.37(i) ~(pG) — (p > )
T.38() pq—~(p—> q)
T.38(i) ~(p = q) - pq
T.39() ~(pq) > (P - q)
T.39(i)) (p > q) - ~(pq)
T.40() ~(p — q) - pq
T.40(ii) pq — ~(p = Q)
T41() p—opp

T41(i) pp—op

T42 (p-ap—q
T43 P - ~(pq)

T44 q - ~(pq)

Ornek 3:

T.26'y: bir tiiretimle ispatlayalim.

.66 (P> Q) (@D (P-0)

2 Poq)@@-rn ... (Var.)

3 Gos=por

4, P i ... (Var.)

5. p—q .. (2, A¢)

6 q .. (4,5, 5¢)
7 qg-or .. (2, AQ)

8 r ... (6, 7, AC)
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Ornek 4:
T.35 (ii)'yi bir tiretimle ispatlayalim.

1. 66 [(p>q—>11-(p »nN(q-)

® NS W W N

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.

18.

(P-oq-r
Gés:p o

=1

~(p—Qq)
Gés-p > q
L q

(p on(@-rn)

... (Var.)

... (Var.)

.. (Var.)
.. (2, 6, >dg)

.. (Var.)
.. (4, Tk.)

.. (Var)

.. (Var)
.. (2, 14, -dg)

. (12, Tk.)
. (2,11, AQ)

1. satirdaki kosullunun ard-bileseni, (p — r) (q — r) tiimel-evetlemesin-

den ibarettir. Bu tiimel evetleminin de bir yardimci tiiretimle sonug¢ oldugu-

nu gosterecek yerde, her bilegeninin sonug¢ oldugunu ayr ayrn yardimci ti-

retimlerle gostermekteyiz. Boylece 3. satirda baglayan yardimc tiretimle ti-

mel-evetlemenin p —r bileseninin, 11. satirla baslayan yardimai tiiretim|le

de q — r bilegeninin sonug oldugunu gésteriyoruz. 19. satirda da (ag) ku-
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ral geregi 3. ile 11. satirlardan (p - r) (q —r) timel-evetlemesinin ken-
disini tiretiyoruz.

Genel olarak AB gibi timel-evetlemeyi bir ana veya bir yardima ture-
timle elde etmek i¢cin A ile B'nin sonug oldugunu iki ayn yardimci turetimie
gosterir, sonra da AB’nin kendisinin (Ag) kuralyla tiretiriz. Yani AB timel-
evetlemesini

k. Gos- A
m. Gés:-B
n. AB . (k, m A Q) (k<m<n)

bi¢iminde bir islem elde ederiz.
Ornek 5:
T.40 (i)'i bir turetimle ispatlayalim.
1. Gés-~(p > q) > pq

2 ~(p—Qq) ... (Var))

3 &o5: p

4 P ... (Var.)

5 Gos-p > q

6 p ... (Var.)

7 P .. (4, Tk.)
8 ~(p—>9) (2, Tk.)
9. Ges- q

10. q ... (Var.)

11 Ges:-poq

12. | q ... (10, Tk.)
13. ~(p—>q) v (2, Tk
14, Pq .. (3,9, AQ)
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ALISTIRMALAR

T.27 (i) - T.35 (i) - T.36 - T.39 (ii), T.40 (ii) - T.44 mantiksal teoremlerini
bir tiretimle ispatlayiniz.

1.5.9 Kargihikh Kosullu-Evetlemeden Cikig ve
Karsilikh Kosullu-Evetlemeye Girig Kurallari

(WAoo B..A>B

2Q)AB..BoSA

3)A->B,B->A . AoB
bi¢cimindeki bitiun ¢ikanmlar gegerlidir.

Boylece agagida gosterilen kargilikh kosulludan ¢ikis (e¢) ile kargilikh
kogulluya giris (<—>g) tiretme kurallanim elde ederiz.

Ao Ao
@)A () ® 35 (e¢)
. A->BB-oA
(6 Ao B (9)

Sozi gegen (¢¢) ile (¢>g) tiretme kurallarina dayanarak, kargilikh-kosul
eklemini kapsayan gegerli ¢lkanmlarin gegerliligini bir tiiretimle gosterebili-
riz. Bunu 6rneklerle agiklayacagiz.

Ornek 1:

p & q .. p— q ¢ikanminin gegerli oldugunu tiretimle gosterelim.

1. Goés.p—q
2. peq ... (On.)
3. p-oq - (2, &)
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Ornek 2:

p—q, q—-p .. p« gg¢kanminin gegerli oldugunu bir turetimle gos-

terelim.

1
2.
3.
4

Gés-p o q
[ p—a
qQ—-p
pP—q

Ornek 3:

LA S

Gos-qop
peq
q-pP
P—q

qep

... (On.)
... (On.)
.. (2,3, 9)

.. (On.)

.. (2, ©¢)

. (2, &%)

.. (3, 4, ©9)

Karmasik hallerde A & B gibi bir satin elde etmek icin bir yardima ture-
timle A — B’nin sonug oldugu, bagka bir yardima tiiretimle de B —» A'nin
sonug oldugu gosterilerek A — B ile B —» A'dan A & B satin («—g) kural ge-
regi turetilir. Asagidaki 6rneklerde hep bu yola bagvuruyoruz.

Ornek 4:

pPq .. p © q gikanminin gegerli oldugunu bir tlretimle gosterelim.

1
2
3.
4.
5
6
7
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Gés-poq

Pq
Gos=p — q

| q
Gés=q-op
[p

Poq

... (On.)

.. (2, AC)

... (2, AQ)
.. (3,5, ©9)



Karsilhkli kogullu-evetleme eklemi bir ¢cok mantiksal teoremde de geger.
Ozellikle hem A — B hem de B — A birer mantiksal teorem durumunda ise,
A & B dnermesi de bir mantiksal teoremdir. O zaman da A & B teoremini
yukarida agikladigimiz yolla ispatlariz. Yani ispat icin bagvurulacak tiretim,

1. GéssAo B

2. Goés- A -B

m. G6s:-B -5 A

k. Ao B .. (2, m, ©9)

bigimindedir. Bunu da agagidaki ornekle agikliyoruz.
Ornek 5:

T.41'in yani T.41 (i) ile T.41 (ii)’den elde edilen karsiliki-kosullu’'nun bir
mantiksal teorem oldugunu bir tiretimle ispatlayalim.

1. Gés=p o pp

2. | &85 p > pp

3. P ..(Var)

4. p o (3, Tk)

5. pp .. (3, 4, AQ)
6. | G6s=pp—op

7.0 T PP .. (Var)

8. p v (7, AG)

9. p < pp .. (2, 6, ©9)
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ALISTIRMALAR

Kargilikh kogullu-evetleme eklemini kapsayan agagidaki mantiksal teo-
remleri bir tiretimle ispatlayiniz.

T.45 q-(pgep)

T.46 P->q e (Pgep)

T.47 Peoqp—q

T.48 PedPp-—q

T.49 (Peg)q-op

T.50 Po@enNlelip>geoP-—r)
51 [pP>@enNe(pqgepn)

T52 PoggeopP-a9@-p)

T.53 Pogo-lp-9->-(q-pl
T.54 pq— (peq)

T.55 Pg - (peq)

T.56 (peg)—=re(Eq-n(pg -1
T.57 pq = ~(p & q)

T.58 Pa—~(p Q)

T59  ~pegde(peq)

T60 ~poqe(p ©q)

T.61 (PedeopPeq)

T.62 peq

T.63 Peogo@ep)

T.64 [peogdeordeppeo@@ern)
T.65 Pea@en-s(pern

T.66 Pegelpeone@en)
T.67 Poaqe(peq)
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T.68 Pen@es)olp-oger-s9)
T.69 pen(ges)o(pqgqeors)

T.70 PenN@es)e(peoq)oros)
™M Qe n - (pq-pn)

T.72 pgern)->(pg-or)

1.5.10 Tikel-Evetlemeden Cilus ve Tikel-Evetlemeye Girig Kurallan
(1) AvB .. dgA)—8
bicimindeki ¢ikarimlarin gegerli oldugunu goériiyoruz.

Buna gore asagidaki tikel-evetlemeden ¢ikig (v¢) tiiretme kuralini elde

ederiz.
AvB
2) _dg(T)—)—B—_ 149)

Bu kural A v B gibi bir 6nciilden dg(A) — B bigcimindeki bir sonucu her
zaman turetme hakkimiz oldugunu dile getirir.

Ote yandan A — B gibi bir kogullu d§(A) v B bicimindeki tikel-evetleme
ile egdegerdir. Dolayisiyla
(3) A—-B . dg(A)vB
bicimindeki tim ¢ikarimlar gegerlidir.
Imdi (3) bigimindeki biitin ¢tkanmlann gegerli olduguna dayanarak
asagidaki tikel-evetlemeye giris (vg) tiretme kuralini elde ederiz.
A—B

4) W (vg)

Bu kural A —» B bigimindeki bir énciilden, dg(A) v B sonucunu her
zaman tiretmege hakkimiz oldugunu dile getirir.

(vg) ile (vg) tiretme kurallan yardimiyla tikel-evetleme eklemini kap-
sayan gecerli ctkanmlann gecerli oldugunu gosterebildigimiz gibi, bu ekle-
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mi kapsayan mantiksal teoremleri de ispatlayabiliriz. Bunu da asagidaki

orneklerle agikhyoruz.

Ornek 1:

p

1. &és=pvq

2 p

3. Gés: p > q
4 P

5 p

6 pPvq

- p v q ¢ikanminin gegerli oldugunu bir tiretimle gosterelim.

... (On.)

.. (Var.)
. (2, Tk)

- (3, va)

dikkat edilirse (vg) kurah geregi p — q énciiliinden p v q sonucunu tiirete-

biliyoruz. Nitekim sonugtaki p o6nermesi, onciildeki p ©nermesinin

kisaltilmig degillemesidir. Boylece 3. satirdan 6. satini turetmek mimkindur.

Ornek 2:

pvq, p - q¢kanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle gosterelim.

1.

182

2
3
4,
5

Gés: q
Pvq
P
P —q
q

.. (On.)
.. (On.)

e (2, v€)
.. (3, 4, -%)



Ornek 3:

pvq.. qvp gkanmimn gegerii oldugunu bir tiretimle gosterelim.

1. &65=-qv p

2. pvq ... (Var.)

3. P —q e (2, VE)

4. Gés=q o p

5. q ... (Var.)

6. P .. (3,5, »d¢)
7. qvp ... (4, vg)

Dikkat edilirse, q v p’nin sonug¢ oldugunu gostermek icin 4. satirda
baglayan bir yardimci tiiretimle g — p’nin de bir sonug oldugunu géster-
mek zorunda kaldik. Genel olarak da A v B gibi bir aynkhdin sonug
oldugunu gostermek icin bir yardima turetimle d§(A) — B nin bir sonug
oldugunu gosteririz. Boylece kogulluya girig turetimi yapabiliriz. dg(A) —
B'yi boylece elde ettikten sonra (vg) kuralt geregi A v B'yi tiiretiriz. Nitekim
A onermesi, dg(A) onermesinin kisaltilmig degillemesi durumundadir. Buna
gore

1. Go6s:AvB
m. Gos- d§(A) - B
k. AvB .. (M, vg)

bigiminde bir tiretim elde ederiz.

Asagidaki 6nermeler, tikel-evetleme eklemini kapsayan 6nemli mantiksal
teoremlerdir.

T.73 Pva)—>(p »q)
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T.74
T.75
T.76
T.77
1.78
1.79
T.80
T.81
T.82
T.83
T.84
T.85
T.86

T.87
T.88
T.89

T.90
T.91
T.92
T.93
T.94

T.95
T.96
1.97

T.98
T.99
T.100
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P-ode(pva)
pe(Peop
Pva)(P—-nN(@—>5)>(rvs)
Pva)(p-onN@-n-or
[(pva)->rl(p—o>n(q—r)
Pg-nNep->rvg-on)]
pva)e@Qvp)
[pPvQvnNlel(pvag vl
[Po>@vDle(p-oa)v(p-nl
P->q->lpvn-(@Qvn)
P—-o9q)>rvp)—>(rvag)]
P-o9vg-p)
P-opv@-n

pPvp
Ppvane@PEvavr

p(qv e (pqvpr)

~(pq) & (P v q)
~(pv Q@ < pq
pge~(P v Qq)
(Pva e (pg)
(Pavpq)ep
Pva)(pvg)ep

(Pvpg)ep
ppva)ep

(P g e (pqv pq)
~Pe g (Pq vpq)
Peqvipe q)



Ornek 3:

T.83'l bir turetimle ispatlayalim.

1. 66s=(p>q—-pvn-o(@qvrn)]l
2 p—q

3 Goés=(pvr)—o(qvr)
4 pvr

5 por

6. Gés: q —or

7 q

8 Gos- T
9. T
10. P
1. P
12. qvr
Ornek 4:

T.100’U bir turetimle ispatlayalim.

-

Ces=(peq)v(pe q)

Gés:~poq)>(Pe q)
~(peoq)

Gés—p - q

p
Gés: g

q
Gés-p > q

[ a

Gés=qop

| P

p<q
~(peq)

... (Var.)

... (Var.)
.. (4, v¢)

... (Var.)

... (Var.)
.. (5,9, -odg)

.. (2,7, »dg)
... (6, vg)

... (Var.)

... (Var.)

.. (Var.)
.. (7, Tk.)
.. (5, Tk.)

(8, 10, &9)
.. (3, Tk)
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14. Gé5-q o p

15. q ... (Var.)

16. Gos- p

17. P ... (Var)

18. &és=p —q

19. P ... (Var.)

20. p .. (17, TK)

21. Gés=qop

22. q ... (Var)

23. q .. (15, Tk.)
24. peq .. (18, 21, &q)
25. ~peq) ..(3, Tk)

26. peq ... (4,14, ©9)
27. | (peqvippeq) . (2, vQ)
ALISTIRMALAR

T.73 - T.82 ile T.84 -T.99 mantiksal teoremlerini bir tiretimle ispatlayiniz.

1.5.11 Tiiretilmis Tiiretme Kurallan
1.5.11.1 Turetilmis Kogulluya Girig Kurallar

Tiretim iglemini kisaltmak ve kolaylagtirmak icin onceden ispatlanmis
(yani tiiretilmis) olan baz ek kurallara bagvurabiliriz. Tiretilmis tiiretme kural-
lari dedigimiz bu kurallanin en dnemlilerini inceleyecegiz. Once tiiretilmis
kosulluya girig kurallarini ele aliyoruz.

1. Ard-Bilesenden kogsulluya giris kural (—Ag)

Bu kural
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() B A->B
bicimindeki ¢ikarimlarin gegerli oldugunu dile getirir. Kurali (—Ag) isareti ile
gosteriyor ve
B
i) ————— (A
0 Y 9)
bigiminde dile getiriyoruz. (1)'in gegerli oldugunu asagidaki turetimle
denetliyoruz.
(2) 1. Gos.A—>B
2. A ... (Var.)
3. |B ... (On.)

(—Ag) kuralinin kullanihgina 6mek olarak
B) pvap-ora@vn-olpvaale-n)
¢tkanminin gegerli oldugunu tiretimle denetleyelim.

4) 1. 6bs@Qvn>[pvaa(p-or)

2. pvq ... (On.)
3. por .. (On.)
4, pvaa(p—or) .. (2, 3, AQ)
5. Qvn-olpvaalp -l .. (4, 2AQ)

Ikinci bir 6rnek olarak

S) peq->[rvipeq)

onermesinin gegerli oldujunu (—Ag)’ye dayanan bir tiiretimle denetleye-
lim.

6) 1. &és=(peq)—>[rv(peq)]

2. peq ... (Var.)
3. ~r->(peq) ... (2, »AQg)
4. | rv(poq) w3, vO)
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2. On-bilesenin Degillemesinden Kogulluya Giris Kurah (—0OQg);
Bu kural
(7) ~A~A>B
bicimindeki cikarimlarin gegerli oldugunu dile getiren kuraldir. Kural (=Og)

isaretleriyle gosteriyor ve

~A ..
7) —— (-0
R (=09)
biciminde dile getiriyoruz.
Ornek olarak
@) p—>9)—q9g9g—p.-.p

¢ikariminin gegerli oldugunu bir turetimle denetleyelim.

9) 1. Gos. p
2. ~p .. (Var.)
3. (p—-9q —q ... On)
4. q —p ... (On.)
5. ~q .. (2, 4, -d¢)
6. ~(p - Qq) .. (3,5, »dg)
7. p—q ... (2, »0q)
ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve c¢ikanimlarin gegerli oldugunu tlretilmis
kogsulluya girig kurallarindan yararlanan bir tiiretimle denetleyiniz.

. (p—>q->[r->((P-9]
2. q-.pvq
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3. ~(p-on.-(p>n-q
4. ~prq)o~(prqg)v-~r

1.5.11.2 Turetilmis Siklart Ayirma Kurallari

Siklari Ayirma Kurah denilen Gg¢ ayrn tiretilmig turetme kuralimi kui-
lanacagiz.

1. Basit Ikilemli Siklari Ayirma Kural (B.1.$.);
Bu kural
(1) A-B,~A—->B .. B

bicimindeki ¢ikarimlarin gegerli oldugunu dile getiren tiretme kuralidir.
Kurah (1.S.) isaretiyle gosteriyoruz, ve

A B, ~A B
an *B 2= (s

biciminde dile getiriyoruz. Bu kuralin gegerli oldugunu asagidaki turetimle
denetliyoruz.

(2) 1. Gés:B
2 ~B ... (Var.)
3. A—>B ... (On.)
4. ~A>B ... (On.)
5. ~A . (2, 3, odg)
6. B .. (4,5, =¢)

2. Karmagik Ikilemli Siklari Ayirma Kurah (K.1.S.);
Bu kural
3) AvBA->C,B>C..C

bicimindeki ¢ikarimlarin gegerli oldugunu dile getiren tiretme kuraldir.
Kural (K..S.) isaretiyle gosteriyoruz, ve
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AvB,A-CB->C
(3) = (K.1.5.)

bigiminde dile getiriyoruz.

Bu kuralin gegerli oldugunu agagidaki turetimle denetliyoruz.

4) 1. Gés-C
2. ~C ... (Var.)
3. AvB ... (On)
4, A>C ... (On.)
5. BoC ... On)
6. ~A .. (2, 4, dg)
7. ~B ... (3, 4, odg)
8. ~A > B . (3, V¢)
9. B ... (6, 8, >¢)

3. Salt Siklari Ayirma Kural (S.$.)
Bu kural
6) A-C,B>C..(AvB)>C
bigimindeki gikarimlarin gegerli oldugunu dile getiren tiiretme kuraldir.
Kural (S.5.) isaretiyle gosteriyor, ve
A->C B-oC

! S.%.
&) (AvB)->C 3)

biciminde dile getiriyoruz. Bu kuralin gecerli oldugunu asagidaki turetimle
denetliyoruz.

(6) 1. Gés=(AvB)—C

2. AvB ... (Var.)
3. A-C .. (On)
4, B—C ... (On))
5. ~A 5B .. (2, >9)
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9.

10.
11.
12.
13.

... (Var.)
.. (5,7, -9
... (4, 8, 5¢)

... (Var.)
.. (3,11, -dg)
.. (6,12, 5¢)

(B.1.S.) kuralinin kullanihigina drnek olarak

(7) p—>q,~porr-q.q

¢ikariminin gegerli oldugunu tiiretimle denetleyelim..

W ® NOOKLW A WwDN S

(K.L.S.) kuralina 6rnek olarak

Gos: q
P—q
~por

r-q

-p
r
q

q

Gés. ~p—q

.. (On.)
... (On.)
.. On)

... (Var.)

. (3,5, -¢)
.. (4,7, -5¢)
. (2,5, 8B.1S.)

8) gv(p-on~qvr(p-on-r.or
gikanminin gegerli oldugunu bir tiiretimle denetleyelim.

9 1.
2.

o v oA w

Gos-r

qv(p-n
~qvr
pon-or
g-or

r

.. (On)

..(On)

... Gn)

.. (3, vg)

.. (2, 4,5, Kl1S)
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(5.S.) kuralina ornek olarak da
(10)~qv(-pArq),~p-o>v(prq) ~[gvp->nl—->(-prq
cikanminin gegerli oldugunu bir turetimle denetleyiniz.

(N1 Ges=[qv(p->nNl->(-pArq)

2. ~qv(~pAQ) ... (On.)

3. ~ponNv(~pArQ) ... (On.)

4, q-o(Cpaq) (2, v©)

5. pPp-onN-oC-parQ) . (3, vg)

6. [av(—->r->(-prq) ..(4,5,59%)
ALISTIRMALAR

Asagidaki 6nermelerin ve ¢ikanmlanin gegerli oldugunu (B.1.S.), (K.1.§.)
veya (S.S.) kurallarina dayanan birtretimle denetleyiniz.

.p-oq->Pan,~pog)>(PAn .. par
2. (poqgvgen pPeg-opanen-osEan . par
3 (p-onN-op~prgop.-ll@onNv-(prql-p

1.5.12 Tiretim lslemine lligkin Pratik Oneriler

Buraya kadar karsilagtiimiz tiretme kurallarini topluca agagdida gostere-
lim.

likel Tiiretme Kurallar:

A—>B, A
Kosulludan gikis: —5 (-0
A — B, dg(B
Kosulludan devirmeli gikis: dg(A)g( ) (—dg)
i AAB AAB
Timel-evetlemeden ¢ikis: — (AQ), —5— (9
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Timel-evetlemeye girig:

Karsilikli-kosulludan ¢ikis:

Karsilikli-kosulluya giris:

Tikel-evetlemeden ¢ikis:

Tikel-evetlemeye giris:

Tekrarlama:

Tiiretilmis Tiretim Kurallari:

Ard-bilesenden kogulluya giris:

On-bilesenin degillemesinden kogulluya giris:

Basit ikilemli giklar ayirma kuralr:

Karmagik ikilemli siklan ayirma kural:

Salt giklart ayirma kurali:

A, B A, B
A g Y a9
Ao B o
N (0, = (¢)
A—>BB->A
ros 9
AvB
B o8 Y
A—->B
B v 9
A
Y (Tk.)
A5 MY
Ass (09
A- B,B~A - B ®.1s.)

AvB, A-C,B->C

= (K.L.S.)

A->C,B-o>C 5.5

(AvB)y—>C

193



Onermeler mantiginin girig ve gikig kurallari olarak yalmz (—¢), (—dg),
(A€), (~Q), (©36), (©9), (v¢) ve (vg) kurallanni algilayacagiz.

Tiiretim islemini yaparken bazi pratik 6gutlere uymamiz gok yararhdir.
Simdiye kadar s6zuni ettigimiz pratik 6gitleri de agagida siraliyoruz.

I. A — B gibi bir kogull’yu elde etmek icin kosullu tiiretime yani (ko-
sullu agig veya kogullu kapanig, ya da her ikisine birden) bagvurma-
liyiz. Gereginde (—>Ag), (—)09) ve (5.9.) tiretilmis tiiretme kuralla-
rindan yararlaninz.

IIl. A A B gibi bir tiimel-evetleme’yi elde etmek igin, 6lk énce A ile B bi-
lesenlerini (gereginde birer yardimc tiiretim araciyla) ayr ayn elde-
edip sonra da A A B'yi (Ag) kurali geregi tiretmeliyiz.

. A e B gibi bir karsilikli kosull'yu elde etmek igin, ilk dnce A — B ile
B — A bilegenlerini (gereginde birer yardimci tiiretim araciyla) ayri
ayn elde edip sonra da A & B'yi («<>g) kurali geregi elde etmeliyiz.

IV. A v B gibi bir tikel-evetleme'yi elde etmek icin, ilk once dg(A) — B'yi.
(gereginde birer yardma tiretim araciyla) elde edip sonra da
A v B'yi (vg) kurali geregi tiretmeliyiz.

V. ~A gibi bir degilleme'yi veya p gibi bir basit 6nerme’yi elde etmek
igin, dolayli tiiretime (yani dolayl agis ve dolayli kapanis, ya da her
ikisine birden) bagvurmaliyiz. Gereginde (B.l.S.) ve (K.[.$.) tiiretil-
mig tiretme kurallarindan yararlaninz.

VI. Turetim iglemini yaparken, her adimda eldeki dncul-satirlardan ¢kis
ile giris kurallan geredi tiretilebilen satirlar tiretmeliyiz. Ancak
ondan sonra yeni bir ana-satir yazmaya kalkisabiliriz.

VIl. Dolayh tiretim yaparken, onciil-satirlardan biri ~(A — B) gibi bir
kosullu degillemesi bigiminde ise, A — B kosullusunu (gereginde bir
yardima tiiretim yardimiyla) elde etmeye galismaliyiz.
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2. NiCELEME MANTIGI

Onermeler mantiginda giinliik dili veya bilim dilini sembollestirdigimiz
zaman basit yani bifesik olmayan onermeleri p, q, 1, ... gibi temsilci harfler-
le gosteriyoruz. Boylece basit 6nermelerin igerigi soyutlanmig olur. O zaman
da gunlik dil veya bilim diline ait sezgisel olarak gegerli olan pek ¢ok ¢ika-
nm ve onermelerin 6nermeler mantigindaki sembolik kargiliklari gegersiz
olur. Ornegin,

(1) Bdtiin kediler memelidir; bitiin memeliler omurgalidir; o halde bu-
tun kediler omurgahdir

ile
(2) Her tamsay bir rasyonel sayidir; 27 bir tamsayidir; o halde 27 bir
rasyonel sayidir
sezgisel olarak gegerlidir. Ama her ikisi de 6nermeler mantiginda
3 pqg-r
biciminde sembollestirilir. (3) ise gegersiz bir gikarimdr.

Iste niceleme mantigi (veya yiiklemler mantigi) 5nermeler mantigint da igi-
ne alan daha gli¢li bir mantik sistemidir. Bu mantik sisteminde yalniz bile-
sik onermelerin degil, basit onermelerin de mantiksal yapisi ortaya ¢ikarilr.
Onermeler mantiginda sembolik karsihig gegersiz olan (1) veya (2) gibi bir
¢ikanmin niceleme mantigindaki sembolik kargihginin gegerli oldugunu ile-
ride gorecegiz. Niceleme mantigindaki sembollestirmenin daha ince oldugu
soylenir.

2.1 SEMBOLLE$TIRME
2.1.1 Tekil Onermeler
2.1.1.1 Atomsal Onermeler

Glnlik dil ve bilim dilinde basit d5nerme durumundaki 6nermeler bir ve-
ya birden ¢ok ad ile bir yiiklemden olugur. Ornegin
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(1) Ali kosuyor
(2) 27 bir tam sayidir
(3) Ali ile Behget kardestir
4 2<3
(5) Ali Behget'i Cevdet’e gonderdi
(6) A noktasi B noktasi ile C noktasi arasindadir
tiimcelerini goz 6nune alahim. (1) ile (2)’de birer ad (3) ile (4)'te ikiser ad (5)

ile (6)'da uger ad vardir. Mantikta yiiklem, bir veya birden ¢ok sayida addan
bir 6nerme olusturan bir sozdur.

Buna gore bir basit 6nermede yuklem adlarin diginda kalan sozdir. Bu-
na gore (1)’in ylklemi “kosuyor”, (2)'nin ydklemi “bir tam sayidir’, (3)'un
yuklemi “... ile ... kardegtir”, (4)'in yiklemi “<”, (5)’in yiklemi “gonderdi”,
(6)'nin yiiklemi de “ile .. nin arasindadir” sozleri oldugunu soyleyebiliriz.

Bir tek addan bir onerme olugturan ylUklem‘e birli yiiklem, iki addan bir
onerme olugturan yiikleme ikili yiklem ve genel olarak n tane addan bir
énerme olusturan yiikleme de n'li yiiklem denir. Ornegin (1) ile (2)'nin yiik-
lemleri birli (3) ile (4) Gnkiler ikili, (5) ile (6)' ninkiler de ¢l yiklemler’dir.

Gunluk dil ve bilim diline ait olan onermeleri sembollestirme islemi,
onermede gegen her adin yerine g, b, ¢, ... gibi ad temsilcisi ve her
n'li yuklem yerine £ G, H, ... gibi bir n’li yiklem temsilcisi ni koyma
islemi demektir. Sembollestirmede yuklem temsilcisi, ad temsilcile-
rinin 6nlne yazilr.

Ornegin, (1)’i sembollestirmek icin “Ali” adi yerine a, “kosuyor” yiiklemi
yerine de F koyalim. Bu yerine koyma iglemini

(7) (Ali: a, koguyor: F)

biciminde dile getiriyoruz. (7)’ye bir sembollestirme bigimi diyoruz. (1) tim-
cesi (7) sembollestirme bicimi geregi

(8) Fa
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sembolik 6nermesine cevrilir. (8) 6nermesine (1)'in sembolik karsiigi diyoruz.
(9) (27: b, bir tamsayidir: G)

sembollestirme bi¢imine dayanarak (2) tiimcesini de (8) bigciminde sembol-
lestirebiliriz.

(10) (2: b, 3:¢c, <: Q)
sembollestirme bicimine dayanarak (4) timcesini
(11) Gbc
Genel olarak F bir n'li yiiklem temsilcisi ve a,, ..., a, tane ad oldugunda
(12) Fay, ..., a,

onermesine bir atomsal énerme (veya ¢ekirdek énerme) denir. Her atomsal
onerme basit’tir. Ancak ilerde gorecegimiz gibi atomsal olmayan basit oner-
meler vardur.

Dikkat edilirse n = 0 durumunda sifirl yiiklem temsilcisi, sifir sayida addan
bir dnerme olusturan bir yiuklem temsilcisi, yani tek bagina 6nerme olan bir
yluklem temsilcisidir. Dolayisiyla p, g, r, ... gibi 6nerme temsilcileri birer sifir-
I ylklem temsilcisi sayilir. p, g, r, ... dSnerme temsilcileri ayni zamanda atom-
sal onermelerdir.

Birli yuklem, iligkin oldugu adin gosterdigi nesnenin bir 6zellik'ini dile ge-
tirir. n > 1 oldugunda, n-li yukleme ¢oklu yiiklem denir. Coklu yikleme iligkin
oldugu adlarnin gosterdidi nesneler arasindaki bagint’y: dile getirir. Bu ne-
denle birli yliklemlere 6zellik yiiklemi, coklu yiiklemlere ise baginti ytiklemi de-
nir.

“Ad” yerine tekil terim veya kisaca terim’de denir. Terimler basit veya kar-
magtk olabilir. Ornegin “Ali”, “2”, “Gilines” basit terimler, “Ali’'nin babasi”,
“Gunegin en blyuk gezgeni” “1+1” karmagik terimlerdir.
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ALISTIRMALAR
Asagidaki tiimceleri verilen sembollestirme bicimleri geregi sembollesti-
riniz.
1. Dinya Gunegin ¢evresinde donlyor.

(Diinya: a, Gunes: b, gevresinde donuyor: F)
2. Farabi, Ibn Sina’dan 6nce yasamigtr.

(Farabi: g, Ibn Sina: b, “den Once yasamistir: F)
3. Ali bu kitabi Behget'e verdi.

(Ali: a, bu kitap: b, Behget: ¢, verdi: F)
4. 3<4

(3:a,4: b, "<

2.1.1.2 Bilegik Tekil Onermeler

Atomsal onermelerin 6nerme eklemleriyle birlesmesinden olugan oner-
meler bilesik onermeler dir.

Tekil onermeler iginde niceleyici gegmeyen onermelerdir.

Gunluk dil ve bilim dilinde bir ¢ok timcenin sembolik karsihgi bilesik te-
<il 6nerme olusumundadir. Ornegin

(1) Ali Behget'ten uzun ise, Behget Ali'den kisadir timcesini

(2) (Ali: g, Behget: b, dan uzundur: f, ndan kisadir: G) sembollestirme
bi¢cimine gore sembollestirelim. Boylece

(3) Fab - Gba

Bilesik tekil onermesini elde ederiz.
Baska bir ornek olarak
4) 2<3ve3<S5ise2<5

timcesini
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S (2:q9,3:b 5c¢c<FH

sembollestirme bigimi geregi sembollegtirelim. Elde edilen sembolik karsilik
sOyledir.

(6) (Fab A Fbc) - Fac

Ugiincii 6rnek olarak icinde 6nerme eklemi gegen asagidaki ¢ikanim verilen
sembollestirme bigimine gore sembollegtirelim.

(7) 2<3v3>2-3>2)..2<3

8 2:a03:b<:FE>:G

(7)'nin (8) geredi sembolik kargiigi soyledir.

(9) Fab v Gba, ~Gba .. Fab

Sonuncu ornek olarak

(10) Ali Istanbul’a gidecekse, Behget lzmir'e gidecek timcesini

(11) (Ali: a, Behget: b, Istanbul: ¢, Izmir: d, gidecek: F) sembollestirme
bigimi geregi sembollestirelim. Burada “gidecek” ikili yiklem olup
“Ali Istanbul’a gidecek”i Fac bigiminde “Behget |zmir'e gidecek”i
de Fbd bigciminde sembollestiririz. Buna gére (10)'un sembolik kar-

sthg
(11) Fac — Fbd
dir.
P, q, r, ... gibi temsilci harfler atomsal onermeler oldugundan, icinde
temsilci harfler gegen
(12) Fac->p

gibi genel 6nermeler vardir. Ayrica onermeler mantigina ait butin 6nerme-
ler ayni zamanda niceleme mantigi diline aittir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki gunlik dil veya bilim diline ait 6nerme ve ¢ikarimlan verilen
sembollestirme bicimleri geregi sembollestiriniz.

1. 2<304=2+2,422+2 .. ~(2<3))
(2:a,3:b,4:¢,2+2:d, < F)

2. Ali Behget'in ogludur. Behget Cevdet’in ogludur .. Cevdet Ali'nin
buyukbabasidr.

(Ali: g, Behget: b, Cevdet: ¢, ogludur: f, biyikbabasidir: G)
3. 55>2+1956>2+1,4>2+1-56>2+1,

5>2+1v4>2+1..6>2+1

(5:a,2+1:b,6:¢,4:d,>:F

2.1.2 Agik Onermeler

Matematik dilinde belli bir nesneyi gosteren (say adlan gibi) terimlerin
yanisira belli bir nesneyi gostermeyen x, y, z, ... gib_i degigkenler kullaniimak-
tadir. Iginde degisken gegen

(1) x-3=0
gibi denkiemler ile icinde degisken gecen
(2) x>3

gibi esitsizlikler onerme degildir. Ancak denklem veya ejsitsizlik, icinde gecen
degisken veya degiskenlerin yerine birer ad konulmasi sonucunda 6nermeye
dontisir. Ornegin (1) denkleminde x yerine 3 koyarsak (1)i dogru olan

(3 3-3=0
onermesine, (2)'yi de yanhs olan
4 3>3

onermesine donistuririz.
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Genel olarak iginde bir veya daha ¢ok sayida x, y, z, ... gibi degiskenler
gecen ve bu degiskenlerin yerine birer ad konulunca dogru veya yanlis bir
6nermeye donigen sozlere acik onerme denir. Buna gore denklem ve
degiskenli esitsizliklerin matematik diline ait agik onermeler oldugunu
sOyleyebiliriz. Ginlik dilde de agtk dnermeler vardir. Nitekim iginde “bu”,
“su”, “o” gibi adillar gegen tumceler agik onerme sayilabilir.

(5) Oaqitti
ile
(6) O bunu aldi

tumceleri, baglamdan bagimsiz olarak dogru veya yanlis onermeler degildir.
Ancak belli bir baglamda “o” ile “bu” adillanimin gosterdigi sey veya kisi
belirlendiginde, (5) ile (6) timceleri (dogru veya yanl§) olan onerme
niteligini kazanir. Dolayisiyla adillan, x, y, z, ... gibi degiskenlerin ginluk
dildeki karsthg: sayabiliriz. Boylece (5) ve (6)'y: sirayla

(7) xgitti
ve

(8) x, y'yialdi
bicimlerine gevirebiliriz.

Icinde n tane farkl degisken gegen bir agik 6nermeye n-li agik 6nerme
denir. Buna gore (5) veya (7) birli agik 6nerme, (6) veya (8)'de ikili agik oner-
medir.

Acik onermeler verilen sembollestirme bicimleri geregi sembollestirilir.
Ornegin (7) birli agik dnermesinin sembolik kargihgs

(9) (qgitti: F)
sembollestirme bigimi geregi
11) K

dir. (8) ikili agik onermesinin sembolik karsihgi
(11) (ald:: A
sembolestirme bicimi geregi
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(12) Fxy
dir.

Fx ile Fxy sembolik agtk onermelerdir. Sembolik agik onermelere kisaca
“agik onerme” diyecegiz.

Agik 6nermelerde degiskenlerin yanisira adlar da gegebilir. Ornegin
(13) Ali bunu aldi
timcesi
(14) Ali X'i aldi
Anlamina gelen bir birli agik onermedir. (14)’'in sembolik kargihg
(15) (Ali: g, ald:: 9]
sembollestirme bi¢imi geregi
(16) Fax

acik onermesidir. Yiuklem temsilcisinin ikili olmasina kargin (16) bir birli agik
onermedir, nitekim bir tek degiskeni vardr.

(17) bir n-li yliklem temisilcisi ile aralarinda en az bir degisken bulunan n
tane ad temsilcisi eya degiskenden olugan

(18) Ft; ... t,

bigimindeki bir soze atomsal agik 6nerme diyoruz. t,, ..., t, harfleri ad tem-
silcilerini veya degiskenleri gosteren dile ait terim degiskenlerf'ir.

Ad temsilcileri ve degiskenler basit terimlerdir. lleride 6zdeslik mantg
bolumiinde karmagik terimlerle de kargilasacagiz.

Atomsal agik onermeler, onerme eklemleri yardimiyla birlestirilip bilesik
actk 6nermeler olugturulur. Ornegin

(19) Fax - (p A ~q)
bilesik bir birli agik dnerme,
(20) (Fax — Gy) v (Fyx & Gy)

bilesik bir ikili agik onermedir.
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ALISTIRMALAR

I. Asagidaki agik onermeleri verilen sembollestirme bi¢imi geregi sem-
bollestiriniz.

1. x, y'nin kardesidir.
(kardesidir: F)

2. x>3-H5x>2
(2: @, 3: b, ">":

3. Ali bunu ona verirse, o bunu Behget’e verir.
(Ali: a, Behget: b, verir: F)

“bu” adilin yerine x degiskeni, “0” adili yerine de y degiskenini
koyunuz.

Il. Asagidaki acik onermelerin kag¢h olduklanini ve atomsal veya bilesik
olduklarini belirtiniz.

1. Gax
2. Gxyvp

3. Hxy > Fa

4. Gbxa — Hx

S. ~Hxay — (Fx & Hbz)

2.1.3 Genel Onermeler

Icinde bir niceleme isareti gegen 6nermelere genel 6nerme, gegmeyenle-
re de tekil tamdeyim denir.

Gunlik dildeki niceleme isaretleri, “her” veya “bitun” ile “bazi” gibi
sozcuklerdir.

“Her veya “butin”un dile getirdigi niceleme isaretine tumel niceleme isa-
reti, “bazi”nin dile getirdigi niceleme isaretine tikel/ niceleme isareti denir.
Sembolik dilde tiimel niceleme isareti “Vv” ile tikel niceleme isareti “3” ile di-
le getirilir.
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2.1.3.1 Tumel Onermeler
A(x) birli bir agik 6nerme oldugunda
(1) VxA(x)

bir dnermedir. Bu 6nerme, “her x icin A(x)” bigiminde dile getirilir. (1)
bicimindeki &nermelere timel Gnerme denir. “¥x"e tumel niceleyici,
A(x)’e de “Vx” in etki alani denir. A(x)'in dzellemelerine de (1)'in tume!
6zellemeleri denir.

Ornek olarak
(2) x=x

acik onermesinden
3) Yx(x = x)

timel dnermesi olusur. (3) dnermesinde “x = x”, “Vx"in etk alanidir. Bagka
bir 6rnek olarak

(4) «x filozoftur veya x filozof degildir.
acik dnermesini goz oniine alahm. (4)'den
(5;) vx[x filozoftur v ~(x filozoftur)]
tiimel onermesi olugur.
Imdi (3) timel 6nermesinin sembolik kargihg
6) (“=":h
sembollegtirme bicimi geregi
(7) VxFxx
dir. (5) tiimel dnermesinin sembolik karsihg
(filozoftur: F)
sembollestirme bigim% geregi
8) Vx{Ex v ~Fx)

dir. (7) ile (8)'de “¥x” tiimel niceleyicisi gegmekte olup bu niceleyicinin
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(7)'deki etki alant “Fxx”, (8)'deki etki alani da “Fx v ~Fx"dr.
Geleneksel (klasik) mantikta, timel olumlu 6nerme denilen
(9) Biitln insanlar olimluddr.

Gibi 6nermeler birer timel 6nermedir. Nitekim (9) 6nermesi

(10) Her x igin, x insan ise x olimlididr anlamina gelir. (10)'un sembo-
lik karsihg

(11) (insandir: F, olimlidir: G)

sembollestirme bigcimi geregi
(12) vx(Fx — Gx)

dir. (12) 6nermesi timel olumlu 6nermelerin bicimini dile getirir.
Geleneksel mantikta tiimel olumsuz 6nerme denilen
(13) Higbir insan tas degildir.

gibi 6nermeler de tumel énermelerdir. Nitekim (13),
(14) Her x igin, x insan ise x tas degidir.

anlamina gelir. (14)'Gn sembolik kargiligi
(15) (Insandir: F, Tagtir: G)

sembollestirme big¢imi geregi
(16) Vx(Fx - ~Gx)

timel onermesidir. (16), timel olumsuz énermelerin bi¢imini dile getirir.

ALISTIRMALAR

l.  Asagidaki tumel 6nermelerin sembolik kargiliklarini verilen sembollestir-
me bicimi geregdi bulunuz.

1. Vx(x>3)

(II>II :
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2. Higbir insan olumsiz degildir.
(Insan: £, Olimli: G)

“x olumsizdir” agik onermesi, “x 6lumliu olmayandir” anlamina
geldiginden “~Gx” bigiminde sembollestirilir.

3. Butin memeliler omurgal hayvandir.
(Memelidir: Ff, Omurgalidir: G, Hayvandir: H)

“x omurgali hayvandir” agik 6nermesi, “x omurgalidir ve x hayvan-
dir” anlamina gelir. Dolayisiyla “x omurgali hayvandir”, “Gx A Hx”
bi¢iminde sembollegtirilir.

2.1.3.2 Tikel Onermeler
A(x) bir birli agik onerme oldugunda,
(1) 3xA(x)

bicimindeki onermelere tikel 6nerme denir. (1), “bazi xler i¢in A(x) “ve-
ya” en az bir x igin A(x)” anlamina gelir. “3x"e tikel niceliyici A(x)'e de
“3Ix”in etki alani denir. A(x)'in 6zellemelerine (1)’in tikel 6zellemeleri de-
nir.

Geleneksel mantikta tikel evetleme onermesi denilen
(2) Baazi insanlar filozoftur.
gibi onermeler birer tikel 6nermedir. C)negin (2) onermesi
(3) Baz x'ler icin, x insandir ve x filozoftur, ya da
(4) En az bir x i¢in, x insandir ve x filozoftur,
bicimini dile getirilir. (4), veya (5),
(5) (Insandr: F, Filozoftur: G)
sembollestirme bicimi geredi
(6) 3Ix(Fx A Gx)

biciminde sembollestirilir. (6) 6nermesinde “3x” tikel niceleyici, “Fx A Gx”
ise “Ix" niceleyicisinin etki alaridir.
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Geleneksel mantikta tikel olumsuz 6nerme denilen
(7) Baz insanlar filozof degildir.
gibi onermeler tikel onermelerdir. (7) onermesi,
(8) En az bir x igin, x insandir ve x filozof degildir.
anlamina gelir. (8) onermesinin sembolik kargilg! (5) sembollestirme geregi
(9) 3Ix(Fx A ~Gx)
dir. -

ALISTIRMALAR

Asagidaki tikel onermelerin verilen sembollestirme bicimleri geregi sem-
bolik kargihiklarini bulunuz.

1. x(x=3vx<3vx>3)
(“=": F, "<": g, “>":

2. Baz kediler tekirdir.
(“kedidir”: F, “tekirdir”: G)

3. Baz tamsayilar cift say! degildir.
(“tamsayidir”: F, “cift sayidir”: G)

2.1.3.3 Bilesik Genel Onermeler

Matematik diline ait

(1) Sifirdan kigik dogal say! yoktur
onermesini goz 6nune alalim. Bu 6nerme

(2) ~3x(x sifirdan kuguk dogal sayidir)
anlamina gelir. (2)'nin sembolik karsihg

(3) (Sifirdan kugiik dogal sayidir: F)

sembollestirme bigimi geregi
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(4) ~3xFx
dir. (4) bilesik bir genel 6nermedir.
(5) ~VxFx
de bir bilesik genel onermedir. Bu 6nerme
(6) (Dogal sayidir: G)
sembollestirme bigcimi geregdi
(7) Hersey dogal say degildir
in sembolik karsiigidir. Nitekim (7) onermesi
(8) -~Vx(x dogal sayidir)
anlamina gelir.
(9) VxGx - IxGx

"

onermesi, ana eklemi
(6) sembollestirme bigcimi geregi

(10) Vx(x dogal sayidir) — 3x(x dogal sayidir)

—" olan bir bilesik genel onermedir. (9) 6nermesi,

In sembolik kargiligidir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tumceleri verilen sembollestirme bicimleri geregi genel oner-
me bigiminde sembollestiriniz.

1. ~¥Vx(x<3vx>3)
(II<II: Fl II>II : G)

3

2. ~3x[x tamsayidir A ~(x tek sayidir v cift sayidir)]
(“tamsayidir”: F, “tek sayidir”: G, “cift sayidir”: H)
3. Ix(x > 1) - Ix(x > 0)
(1:a,0:b,>: P
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2.1.4 Tamdeyimler
2.1.4.1 Tamdeyim Tiirleri, Bagh ve Bagsiz Degisken Gegisleri

Sembolik dilin gerek kapali 6nermelerine gerekse a¢ik onermelerine tam-
deyim diyoruz. O zaman da dnermelerin kapali tarhdeyimler, acik onermele-
rin de agik tamdeyimler oldugunu soyleriz. Atomsal tamdeyimler atomsal
onermeler ile atomsal agilk onermelerdir. Birincileri kapal, ikincileri de agik
tamdeyimlerdir. Iginde n-tane farkh degisken gegen tamdeyimlere n-li agik
tamdeyim denir. Bunlar n-li agik 6nermelerdir.

Iginde (timel veya tikel) niceliyici gegen tamdeyimlere genel tamdeyim,
icinde niceleyici gecmeyenlere de tekil tamdeyim denir.

Atomsal tamdeyimler onerme eklemleri ile birlegtirilip bilesik tamdeyim-
ler olusturulur. Buna gore bilesik tamdeyim, ana eklemi olan tamdeyim de-
mektir. Bilesik tamdeyimler, bilegsik onermeler ile bilesik agik onermelerdir.

A herhangi bir (agik veya kapal) tamdeyim oldugunda

(1) VxA a
bicimindeki tamdeyimlere timel tamdeyim,

(2) 3xA

bicimindeki tamdeyimlere de tikel tamdeyim denir. Eger, A, A(x) biciminde
bir birli agik nerme ise (1) timel onerme, (2)'de tikel dnerme olur.

Ancak acik olan tiimel ve tikel tamdeyimler vardir. Ornegin A tamdeyi-
mi, “Fxy” bigiminde bir agik 6nerme ise, (1) timel tamdeyim

(3) VxFxy
bi¢imini, (2) tikel tamdeyimi de
(4) IxFxy

bicimini alir. (3) ile (4) ise agik tamdeyimlerdir. Nitekim niceleyicinin etkisin-
de olan x degiskeninin (3) ve (4)'de bagl olarak gectigi, buna karsilik nice-
leyicinin etkisinde olmayan y degigkeninin bagsiz olarak gegtigi sylenir.

Genel olarak “Vx” veya “Ix” niceleyicilerinin etki alaninda gegen “x” de-
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gigkeninin gegislerine badli gegisler denir. Bagli olmayan degisken gecisleri-
ne ise bagsiz gegisler denir. Buna gore “x” degiskeninin bir bagsiz gecisi
“Vx" veya “Ix” etki alaninda olmayan bir gegisi demektir.

Imdi ayni degigkenin bir tamdeyimde hem bagh hem bagsiz gegisleri
olabilir. Ornegin

(5) VxFxy v Gx

tamdeyiminde x‘in birinci ve ikinci gegisi y'nin tek gegisi gibi baghdir. Ancak
x'in Gglncu gegisi (yani “Gx” bilesenindeki gegisi” “Vx” niceleyicisinin etki-
sinde olmadigindan bagsizdir. Béylece x‘in (5)'te hem bagh hem bagsiz
gectigini goriyoruz.

Kapal tamdeyimler yani 6nermeler ya “p”, “Fa”, “Gab” gibi degigkensiz
olurlar ya da “3xGx” ya da “VxFax” gibi degiskenli olurlar. Ancak kapali
tamdeyimlerde gegen her degisken (tanim geregi) bagh olmalidir. Ote yan-
dan agik tamdeyimler “Gx” veya “Fxa” gibi niceleyicisiz, ya da 3yFxy gibi ni-
celeyicili olup bir bagh degisken kapsarlar. Ancak bagl degisken kapsayan
acik tamdeyimlerde (tanim geregi) en az bir bagsiz degisken de ge¢melidir.

Basit tamdeyimler, bilegik olmayan, dolayisiyla ana eklemi olmayan oner-
meler olarak tanimianir. Buna gore “VxA” bigimindeki timel tamdeyimler
ile “3xA” bicimindeki tikel tamdeyimler bilesik degil, basit tamdeyimlerdir.
Dikkat edilirse '

(6) Vx(Fx — Gx)
tamdeyimi, icinde “—" ekleminin gegmesine kargin basit tamdeyim sayiima-
hdir; nitekim (6)'daki “—" nin gegisi ana eklem niteliginde degildir. Buna
kargihk

(7) VxFx -Gx
te “—” nin gegisi ana eklem durumunda oldugundan (7) bir bilesik tamde-
yimdir. Dikkat edilirse (7)’de “Vx” niceliyicisinin etki alani yalmz “Fx” dir.
Eger “Vx"in etki alam “Fx — Gx”in timu olsaydi (7) tamdeyimi (6) bigimi-

ni alirdi. Nitekim (6)'da “Vx”in etki alani gergekten “Fx —Gx”dir. Tumel
tamdeyimler ve tikel tamdeyimler genel basit tamdeyimlerdir. Tikel basit
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tamdeyimler ise atomsal tamdeyimlerdir. Ornegin Fab, Fax, Fxx atomsal
tamdeyimlerdir.

Ornek olarak
(8) Vy(Gx — Fxy)

tamdeyimin gesitli 6zelliklerini belirtelim. (3), birli agik tamdeyimdir. Nitekim
x dediskeninin birinci ve ikinci gegisi bagsiz olup bagka bagsiz degisken yok-
tur. (8)'de gegen obur degisken olan y’nin birinci ve ikinci gegisi bagh ol-
dugundan (3) ikili tamdeyim degildir. (8)'de gegen “Vy” niceleyicisinin etki
alani "Gx — Fxy”dir. (8)’in ana eklemi yoktur, nitekim (8)’'de gecen “—" ek-
lemi ana eklem durumunda degildir. Dolayisiyla (8) basit tamdeyimdir.
(8)'de “Vy” niceleyicisi bulundugundan (8) timel tamdeyim dolayisiyla da
genel tamdeyimdir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tamdeyimlerdeki degisken gegislerinden hangilerinin bagl,
hangilerinin de bagsiz oldugunu belirtiniz. Ayrica agik olan tamdeyimie-
rin kagh olduklarini belirtiniz.

1. 3IxFxy
2. 3Ix(p -Gx)

3. ~Vx(Fx —-Gxy)

4. Gx e 3xFxy

5. Fx A ~3y(Fy — Gyx)

2.1.4.2 Yuvalanmis Tamdeyimler

Bir niceleyicinin etki alaninda bagka bir niceleyici bulunursa bu niceliyici-
lerin yuvalanmis niceleyiciler oldugu séylenir. Ornegin

(1) Vx3yFxy

tamdeyimlerinde gecen “Vx” ile “Jy” yuvalanmis niceleyicilerdir. Nitekim
“Jy”, “¥x”in etki alani olan “3y Fxy” de ge¢mektedir.
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Iginde yuvalanmig niceleyiciler bulunan tamdeyimlere yuvalanmis tamde-
yim diyoruz. Ornegin (1) tamdeyimi ile

(2) Vx(Ga v JyFxy)
(3) Vx(Gx v JyFxy)
(4) Vx3yVzFxyz

yuvalanmig tamdeyimlerdir. Dikkat edilirse (3)'te “3y”, “Vx"in etki alaninda
gegiyor. Buna kargiltk “¥xGx v JyFxy” tamdeyiminde “3y”, “Vx" etki alanin-
da gegmiyor. Bu nedenle s6zi gegen tamdeyim yuvalanmig bir tamdeyim
degildir.

Yuvalanmig tamdeyimler, guinlik dile veya bilim diline ait onermeler ve-
ya acik onermelerin sembolik karsilgi olabilirler. Ornegin matematik diline
ait

(5) Her tamsayidan blyik olan bir tamsayi vardr.
onermesi

(6) Vx[x tamsayidir — Jy(y tamsayidir Ay > x)]
anlamina gelir. (6) 6nermesinin sembolik kargihg

(7) (Tamsayidir: £ “>": G)
sembollestirme bi¢imi geredi

(8) Vx[Fx — Jy(Fy A Gyx)]

dir. (8) ise yuvalanmig niceleyicili bir tamdeyimdir.

ALISTIRMALAR

l. Asagidaki tamdeyimlerden hangilerinin yuvalanmig tamdeyim oldugunu
belirtiniz.

1. 3IxFx A JyGx
2. 3x(Fx A JyGx)
3. Vx(3y — IxFx)
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4. VxVx(Fx — Gx)
5. (VyFx — 3xGx) A VyHy

Il. Ginlik dile veya bilim diline ait agagidaki dnermelerin yuvalanmig tam-
deyim bicimindeki sembolik kargiliklarini, verilen sembollestirme bigim-
leri geredi bulunuz.

1. Baziinsanlarin ¢ocugu vardr.
(Insan: F, “in ¢ocugu”: G)

Burada “in ¢ocugu” bir ikili yiklem durumundadir. Nitekim verilen
onerme,

Ix[x insandir A 3y(y, x'in ¢ocugudur)]
anlamina geliyor.
2. IxVy[x bir dogal sayidir A (x =y A x < y)]
(Dogal sayidir: £, “=": G, “<":
3. Her insan cocugunu sevmelidir.
(“Insandir”: £, “in gocugu”: G, “sevmelidir”: H)
Verilen onerme,

vx(x insandir — 3y[(y, x'in ¢ocugudur) A (x, y'yi sevmelidir)] anlamina
gelir. Dolayisiyla “in ¢cocugu” ile “sevmelidir” ikili yiklemler durumundadir.

2.1.4.3 Bos Niceleyici Gegisleri

VxA timel 6nermesiyle 3xA tikel onermeside niceleyicinin etki alani A
tamdeyimidir. Imdi bagh degiskeni x olan “¥x” ile “3Ix” niceleyicilerinin
etkin olmasi icin, A etki alaninda x degiskeni bagsiz olarak ge¢melidir. EGer
A etki alaninda x degiskeni bagsiz olarak ge¢mezse “Vx” veya “Ix” nice-
leyicisinin bos olarak gegtigi séylenir. Ornegin

(1) Vxp
(2) 3IxFa
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(3) UxFy
(4) IxVxFx

tamdeyimlerinde bastaki niceleyici bos olarak gegiyor. Nitekim (1)'de
“Vx"in etki alani p’dir, p’de ise x bagsiz olarak ge¢miyor. (2)’'de “3Ix"in etki
alani “Fa”dir, ve x “Fa”da bog gegmiyor; (3)'de “Vx” in etki alam “Fy” dir,
ve “Fy”’de bagsiz ge¢miyor. (4)'de “3Ix"in etki alani “VxFx”dir, ve x
“VxFx"de gegmekle birlikte bagsiz olarak gegmiyor. lleride gorecegimiz gibi
bogs niceleyiciler kaldinlabilir.

Bir bilesik genel 6nermenin bilegenierinde bog gegen bir niceleyicinin
bilegik 6nermede de bos gegtigini sdyleyebiliriz. Ornegin “Vx” ile “3x” nice-
leyicileri

(5) Vxp — Fxy

(6) 9 — 3IxFa

(7) VxGx & VxFy

(8) Ix(Fy v VxGx)
bilesik 6nermelerinde bog olarak gegiyor (5)'de “Vx”in birinci gegisi, (6)'da
“Ix"in birinci gegisi, (7)’de “Vx”in birinci ve ikinci gegisi ve (8)'de “3x”in
birinci gegisi bostur. Dikkat edilirse

(9) Vx(Fx - ¥xGCx)
de “¥x” in birinci gegisi bog degildir. Nitekim “Vx” birinci gegisinin etki
alani olan “Fx — VxGx” de x degiskeninin bagsiz gegisi vardrr.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tamdeyimlerde niceliyicilerin bos gegislerini belirtiniz.

1. Vx3xFxy

2. 3x(Fx — VxGxy)

3. Vy(3xGx v JyHyx)

4. 3Ix(q © JyFyz)
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2.1.4.4 Yerine-Koyma ve Ozellemeler

A herhangi bir tamdeyim ve a herhangi bir ad oldujunda, A'da x’in her
bagsiz gegisi yerine (varsa) a adini koyahm. Bu isleme yerine-koyma iglemi
denir. Yerine-koyma iglemi sonucunda elde edilen tamdeyim

(1) A@/x)
biciminde gosterilir. (a/x), yerine-koyma islemini dile getirir. (1)’'e A'nin
yerine-koyma érnegi denir. Ornegin

(2) Fxy — Gxb
tamdeyimine (a/x) yerine-koyma islemini uygularsak, yani (2)'deki x‘in her
bagsiz gegisi yerine a adini koyarsak

(3) Fay - Gab
yerine-koyma 6rnegini elde ederiz. lkinci bir 6rnek olarak

(4) Fay — 3yGy

tamdeyimde (a/y) yerine-koyma islemini uygulayalm. Bu durumda y’'nin
yalniz birinci gegisi yerine a'yi koymamiz gerekir. Nitekim y’nin ikinci ve
Uglncu gegisi baghdir. y’'nin bagsiz olan tek gegisi birinci gegisidir. Buna
gore (4)'ln yerine-koyma ornegi

(5) Faa - 3IxGx

olur. Dikkat edilirse (4)’te yerine-koyma isleminden 6nce a adi gegmektedir.
Yerine-koyma islemi sonucunda a adinin gegis sayisi 1'den 2’ye yukselmistir.
Uglincii ornek

(6) Fy & (Gb v 3zF2)
tamdeyimine (b/z) yerine-koyma islemini uygulayalim. Oysa (6)'da z yalniz
bagh olarak gegiyor. Bu durumda b adini “z”nin higbir gegisi yerine koy-
mamiz mumkin degildir. O zaman da yerine-koyma orneginin (6) ile 6zdes

oldugu kabul edilir. Genel olarak A'nin iginde x bagsiz olarak gegcmezse A
onermesi A(a/x) yerine-koyma ornegi ile 6zdes olur.

Dorduncu 6rnek olarak
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(7) Fy & (Gb v 3zFz)

tamdeyimine (a/x) yerine-koyma islemini uygulayalim. x degiskeni (7)de
hi¢ gegmediginden dolay yerine-koyma ornegi (7) ile 6zdeg olur.

Imdi A, Ax gibi bir bigiminde bir agik 6nerme olsun. A(x)'in 6zellemesi-
ni, A(x)de x'in gecisleri yerine a adin konulmasiyla elde edilen énerme
olarak tanimlanz. Bu tanim yalnz tekil agik onermelere uygulanabilir. Bitin
tamdeyimlere uygulanabilecek genel tanim soyledir.

A bir tamdeyim, x bir degisken ve a bir ad oldugunda, A(a/x) yerine
koyma 6rnegine A tamdeyiminin 6zelleme'si denir. A tamdeyimi, A(x) bigi-
minde bir birli agik onerme ise, A(a/x) yerine A(a) da yazilir. A(a/x)’e Vx
A'min timel 6zelleme’si ve IxA'nin tikel 6zelleme'si denir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tamdeyimlerin, verilen yerine-koyma islemine dayanan
ozellemelerini bulunuz.

1.

2
3
4.
5

AxFx < (p — Gx), (b/x)

. (VxFxy A p) = 3xGxy, (aly)
. Ix(Fxa A p), (b/x)

Vx(Fxz - p) A (Gxy & Fxz), (c/2)

. 3x(p A q) & VYx(Fzx — Gy), (bly)

2.1.4.5 Tamdeyimlerin Siniflanmasi

Tamdeyimleri tekil veya genel, basit veya bilesik, kapali veya acik olmak
uzere siniflandirabiliriz. Asagida tamdeyimlerin genel bir siniflamasini
yapiyoruz. Her ¢esit tamdeyim icin de bir veya birden ¢ok ornek veriyoruz.
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Tekil
Basit (Atomsal) Bilegik
Kapah Acik Kapal Acik
p Fx VxFx— Gab Fa— Gax
Fa Gxy Fx — Gay
Gab Hxyz
Habc Gxa
(Atomsal (Atomsal
o6nerme)  agik dnerme)

Tamdeyim
‘e
Genel
Basit Bilegik
Kapal Agik
Tumel Tikel VxFx = 3xFx  VxFx o Gy
VxJyFyx v GA  VxFxy v Ga
VxJyFx —» Ga Vx3yFxyz— Ga
Kapalt Agik Kapal Acik (Bilesik genel  (Bilesik genel
_ _ _ _ onerme) acik onerme)
VxFx VxFxy IxFx IxFxy
vxJyFxy VxJyFxyz ~ IxVyFxy IxVyFxyz
Vxp Vx Fy Ixp Ix Fy
Vx3xFx Vx3xFx IxVxFx (Tikel
(Timel (Timel (Timel agik dnerme)

dnerme) acik dnerme) Onerme)
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ALISTIRMALAR

Asagidaki tamdeyimlerin tirinu belirtiniz. (Tekil veya genel, basit veya
bilegik, basit atomsal veya basit genel, timel veya tikel, kapali veya n-li
agik);

1. Fx->p

IxVyFxy

IxFx & Yx(Fx v Gxy)

Ix(Fx A ~Gx)

Vx3xFx — (q A Fxy)

~3x~(Fx v Gxy)

VxFz — 3Ix(Fx — Vy Fy)

Ix~(Fx v p) = VxIyGxy

W ® N O Y AW N

(Fxy v ~Hx) A ~Vx3yGxy
10. [Fab - (p A ~Gbc)] — ~q

2.1.4.6 Bajh Degisken Degistirmesi

Iginde baglh degiskenler gegen bir genel 6nermenin bir veya daha ¢ok
sayida degigkeninin bitin bagh gegisleri yerine o 6nermede hi¢ gegmeyen
yeni bir degiskeni koyma iglemine bagl dedisken degistirmesi denir. Farkl
bagh degiskenlerin yerine farkli yeni degiskenler konulmalidir. Ornegin

(1) Vx(Fx - Gx)

onermesinde “x” bagh degigkeninin butun bagh gecislerine, (1)'de gegme-
yen y degiskenini koyarsak

(2) Vy(Fy = Gy)
onermesini bagh degisken degistirmesi sonucunda elde ederiz.
Ikinci bir 6rnek olarak

(3) Vx(Fx - Gx) v Hx
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onermesine bagh degisken degistirmesi iglemini uygulayahlm. Bu amacgla
(3)de hi¢ gegmeyen “y” degiskenini segip “x”in baglh olan ilk ¢ gegcisi ye-

"o "

rine “y” koyuyoruz.
(4) Vy(Fy - Gy) v Hx
Uglincii bir 6rnek olarak
(5) Vx3vFxv

onermesine bagl degisken degistirme islemini her iki bagh degigkenine uy-
gulayalim. “x” yerine “z" ve “y” yerine “v” degiskenini koyarsak

(6) Vz3vFzv
elde edilir.
Sonuncu ornek olarak
(7) Fxy v Ix(Gx — VyHxy)

onermesine bagh degisken degistirme islemini yalmiz “x” degiskenine uygu-
larsak

(8) Fxy v 3z(Gz — VyHzy)

onermesini elde ederiz. Burada yalniz “x”in bagh gegisleri yerine “z” koyduk

", 0"

y”nin bagh gegislerini degistirmedik.

lleride gorecegimiz gibi herhangi bir dnermeden baglt degisken degis-
tirme yontemiyle elde edilen 6nerme ilk dnerme ile egdegerdir. Dolayisiyla
geregi oldugunda bagh degigsken degistirme islemini istedigimiz. zaman ya-
pabiliriz. lleride inceleyecegimiz tiretim yonteminde bagl de‘giSken degis-
tirmesi yardimar bir kural olarak kullanilacaktir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki 6nermelere bagh degisken degistirme islemini uygulayiniz.
1. Ix(Fx v ~Gx)

2. Gx - ¥x(Gx — Hx)

3. (p A Fx) & ~3IxVyGyx

3. aligtirmada islemi yalniz “x” degigkenine uygulayiniz.
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4. Ix[(p > VyHxy) v Gy)]

" n "

4. alistirmada islemi hem “x”e hem “y” ye uygulaymiz.

5. Vx[Iy(Fxy A p) — Hx] v Gxy

", 1

5. alistirmada islemi hem “x”e hem “y” ye uygulayiniz.

2.2 YORUMLAMA
2.2.1 Tekil Onermelerin Yorumlanmasi

Daha 6nce belirttiimiz gibi, bir 6nermeyi yorumlama, énermenin belli
bir dogruluk degerini almasini saglayacak bigcimde, onermede gegen ve
mantik degismezi olmayan her sembole (yani temsilci harfle) bir kaplamsal
anlam verilmesi islemidir. Onermeler mantiginda yorumlama, p, q, 1, ... gi-
bi 6nerme temisilcilerine birer dogruluk degeri verilmesi iglemi, yani deger-
leme islemidir. Imdi tekil 6nermeler, 6nerme eklemleri ile birlegtirilen atom-
sal dnermelerden olusur. Dolayisiyla bir tekil 5nermeden gegen bittin atom-
sal onermelere belli birer dogruluk degerini verirsek tekil onerme belli bir
dogruluk dederi alir. Buna gore tekil 6nermeleri yorumlama'y), bu 6nermeler-
de geten atomsal 6nermelere dogruluk degeri verme iglemi olarak tanimli-
yoruz. Bu isleme, s6z konusu atomsal 6nermelerin degerleme’si diyoruz. Or-
negin

(1) Fa & (Gbc v Fb)
bilesik tekil 6nermesini g6z onine alalim. (1)’i yorumlamak igin
(2) (Fa: D, Fb: Y, Gbc: D)

degerlemesini secelim. O zaman (1) onermesi (2) degerlemesinde alacag!
dogruluk degerini $0yle hesaplayabiliriz.

(3) Fa & (Gbc v Fb)
Do (DvVY)
DoD
D
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Boylece (1)in (2) degerlemesinde (veya yorumlamasinda) D degerini al-
digini goriruz.

Ikinci bir 6rnek olarak
(4) ~[Fa — (p v Gba)] - q
(karma) bilesik tekil onermesinin
(5) (p: Y, g: D, Fa: D, Gba: Y)
degerlemesinde aldii dogruluk degerini hesaplayalim.

(6) ~[Fa - (p v Gba)] - q
~D->(vY)]->D
~[D->Y]->D
~Y->D
D

Demek ki (4), D degerini aliyor.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin yorumlanmasi igin verilen degerlemede aldiklari
dogruluk degerini hesaplayiniz.

1. ~Fae— Gb

(Fa: D, Gb:Y) b
2. Fa - (p v Gbc)

(p: D, Fa: D, Gbc: Y)

3. Fab & ~(Ga v ~Fbc)
(Fab: D, Ga: Y, Fbc: D)

2.2.2 Tekil Birli Agk Onermelerin Yorumlanmasi ve Ger¢eklenmesi

Matematik dilinde (tek bilinmeyenli) denklem, icinde bir degisken bir
tumcedir. (degiskene “bilinmeyen” de denir.) degisken belli bir 6nermenin
adr degildir, ancak deder alani denilen bir kimenin 6gesi olan nesneler de-
giskenin degerleri sayilir. Ornegin
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(1) x+27=0

denkleminde x degiskeninin degerleri sayilardir. Yani x’in deger alani sayilar-
dan olusur. Ancak deger alaninin hangi tiirden sayilardan olugtugunu ayri-
ca belitmek gerekir. Bu deger alant dogal sayilar, tamsayilar, rasyonel sayi-
lar, reel sayilar veya kompleks sayilar olabilir. x yerine deger alanina ait bir
sayr ad1 koyarsak (1) denkleminin bir ézellemesi elde edilir. Her 6zelleme
dogru veya yanlis olur. Dogru bir 6zellemeye yol acan sayiya denklemin
kok'u veya ¢6ziim’'i denir. Kokiin varligi segilen deger alanina da baghdir. (1)
denkleminin koki —27 sayisidir. Bu say ise tamsayilar kimesinin bir 6gesi ol-
makla birlikte dogal sayilar kimesinin 6gesi degildir. (Nitekim dogal sayilar
kumesi, {0, 1, 2, 3, ...} kiimesine esittir.) Demek ki (1) denkleminin dogal sa-
yilar kiimesinde koki olmayip tamsayilar kiimesinde koki vardir. Mantikta
acik onermelerin deger alanina konusma evreni veya evren denir. Ornegin

(2) x filozoftur
birli agik 6nermesi icin uygun bir evren
(3) {Aristo, lbn Sina, Mozart}

kiimesi olabilir. Evrenin her bir 6gesinin adini (2)’de x degigkeni yerine ko-
yarsak

(4) Aristo filozoftur
(5) Ibn Sina filozoftur
(6) Moazart filozoftur

ozellemelerini elde ederiz. (4) ile (5) dogdru 6zellemeler, (6) ise yanhs bir
Ozellemedir. Dogru 6zellemeye yol agan evren 6gesinin a¢ik Onermeyi ger-
cekledigi soylenir. Boylece Aristo ile Ibn Sina’min (2) agik 6nermesini gergek-
ledigini, ama Mozart'in (2)'yi gergeklemedigini goruyoruz. Yorumlanmis
sembolik dilin ad temsilcilerine artik yalin olarak “ad” diyece@iz. O zaman
da £ evrenine ait bireylerden yeni adlan olan a, b, c, ... adlanyla s6z edece-
giz. Orneklerimizde kolaylik amaciyla hep sonlu sayida 6§esi olan evrenler-
den 56z edecediz. Buna gore £ = {a,, a,, a3, ..., a,} yazacadiz. Burada a ye-
rine a,, b yerine a,, c ye¥ife ay yazdik.
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Simdi sembolik dile ait agik dnermelerin yorumlama iglemine gegelim.
Once tekil birli 6nermeleri ele aliyoruz. Imdi A(x) bir tekil birli agik dnerme
olsun. A(x)'i yorumlamak igin £ gibi bir evreni segmemiz gerekir. Sembolik
dile ait tamdeyimlerin belli bir anlami olmadigindan E evreni olarak istedigi-
miz bir kimeyi segebiliriz. £ kimesi her tirli somut veya soyut, canh veya
cansiz varliklardan olusabilir. Evrenin 6gelerine bireyler denir. A(x)'i yorumia-
mak icin sembolik dilin a, b, ¢, ... gibi ad temisilcileri ile {e;, e,, e3, ...} bigi-
mindeki £ kiimesinin 6§eleri arasinda bire bir kargihlik kurulmalidir. Buna go6-
re a ad temsilcisi e, bireyinin adi, b ad temsilcisi e, bireyinin adi, ¢ ad tem-
silcisi e5 bireyinin adi vb... sayilacaktir. Her ad temisilcisinin bir tek bireyi ad-
landirdigini, her bireyin de bir tek ad temsilcisi ile adlandinldigini kabul edi-
yoruz. Boylece ad temsilcileri yorumlanmig oluyor. Ad temsilcisinin adlandir-
digi nesne adin kaplamsal anlami ya da kaplam/\dir. a, E'nin 6gesi ve a € £
yazilr.

a € Eoldugunda A(a), yani A[a/x] bir tekil 6nermedir. Bu tekil nerme-
ye A(x) tekil birli onermesinin E evreninde 6zelleme'si diyoruz.

Ornegin
A(x)

(7) Fx - Gx
biciminde, E evreni de
8 E=f{a, b, ¢}
bi¢ciminde olsun.

(9) Fa > Ga
(10) Fb - Gb
(11) Fc > Gc

(7) tekil birli agik nermesinin E evrenindeki 6zellemeleridir. Bir actk 6nerme-
nin yorumlanmasi icin verilen evrendeki bitun 6zellemelerin yorumtanmasi
gerekir. Dolayisiyla 6zellemelerin atomsal bilegenleri olan “Fa”, “Ga”, “Fb”,
“Gb”, “Fc”, “Gc”nin dogruluk degerlerini belirtmek gerekir. £ evrenini seg-
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tikten sonra, bu atomsal onermelerin dogruluk degerlerini saptamakia
(7)'nin yorumlanmasi eksiksiz olarak yapiimis olur. Ornegin

(12) (E: {a, b, c}; Fa: D, Fb: D, Fc: Y, Ga: Y, Gb: D, Gc: Y}

s0zli gegen (7) actk onermesinin bir yorumlamasidir. Evren ile atomsal oner-
meler arasina noktali virgul (;) koyuyoruz. “Fa”, “Fb”, “Fc” atomsal onerme-
lerine “F’nin E evrenindeki atomsal 6nermeleri, “Ga”, “Gb”, “Gc”ye de
“G”nin E evrenindeki atomsal 6nermeler’i diyoruz. Bu atomsal onermelere
belli bir dogruluk degeri veren yorumlama “F” ile “G"ye belli birer kaplam-
sal anlam (veya kaplam) saglayarak onlan yorumlamig olur. Boylece yorum-
lanmig olan yuklem temsilcilerine yalin olarak “ylklem” diyecegiz.

“F"” gibi bir birli yiiklemin £ evrenindeki kaplami “Fa”yr dogru kilan a gi-
bi evren 6gelerinden olugur. Bu kaplami kp(F') bigciminde gésteriyoruz.

kp (F) kimesi “E”nin bir alt kimesidir. Bunu
(13) kp(F) c E
bi¢iminde gosteriyoruz. Imdi
(14) a € kp(F) ancak ve ancak “Fa” dogru ise
b € kp(F) ancak ve ancak “Fb” dogru ise
c € kp(F) ancak ve ancak “Fc” dogru ise
Benzer k6§ullar kp (G) icin gegerlidir. Buna gore verilen (12) yorumlamasinda
(15) kp(F) = {a, b}
(16) kp(G) = {b}
oldugunu soyleyebiliriz. Nitekim (12) geregi “Fa” ile “Fb” dogru, “Fc” ise
yanhstir, oblr yandan ise “Gb” dogru, “Ga” ile “Gc” yanhstir. Boylece
(12)'nin “F” ile “G"nin E evrenindeki atomsal onermelerine dogruluk dege-
ri vermekle kp (F) ile kp (G)'yi belirledigini goruyoruz. Bu nedenle (12)'nin
icinde gegen
(17) (Fa: D, Fb: D, Fc: Y)

degerlemesi “F“nin kapl}msal anlami, gene (12)'nin icinde gecen
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(18) (Ga: Y, Gb: D, Gc: Y)

degerlemesi ise “G"nin kaplamsal anlami sayllmahdir. Kisalik amaciyla atom-
sal onermelerin degerlemesinde yalmz D degerini alan atomsal 6nermeleri
belirlemekle yetinebiliriz. Boylece (12) yorumlamasini

(19) (E: {a, b, c}; Fa, Fb, Gb)

biciminde kisaltabiliriz. (19) yorumlamasinda yer alan atomsal 6nermelerin
D dederini aldig, F ile G'nin E evrenindeki atomsal onermelerden (19)'da
yer almayanlarinin ise Y degerini aldigini kabul ediyoruz. Bundan boyle yo-
rumlamalan (19) biciminde dile getirecediz. Buna gore:

“F", ... "F" gibi ylklem temsilcilerini kapsayan bir tekil birli agik 6ner-
menin E evreninde yorumlamasi, E evreninin dgeleri ile “F,", ..., “F " yuk-
lemlerinin E evrenindeki atomsal 6nermelerinden dogru degerini alanla-
nnin siralanmasindan olugur.

Boylece her yuklem temisilcisi belli bir kaplami olan bir ylklem olarak yo-
rumianmig olur. Ornegin s6zii gegen (7) agik dnermesinde gegen “F” ile
“G”nin kaplamlannin sirasiyla {a, b} ile {b} olduggnu, (yani kp(F) = {a, b},
kp(G) = {b} oldugunu) (19) yorumlamasinda dogrudan dogruya goriyoruz.
Nitekim bu ylklemin kaplami, yorumlamada gegen atomsal onermelerdeki
adlarin gosterdigi evren o6geleridir. (19)'da gegen “F”nin atomsal onermele-
ri “Fa” ile “Fb”, “G”nin atomsal onermesi ise “Gb"dir.

(7) agik onermesinin £ evrendeki 6zellemelerine yani (9), (10) ve (11)
onermelerine gelince, bunlarin dogruluk degeri (19) yorumlamasi geregi
tek bicimde belirlenmistir. Bu dogruluk degerini soyle hesaplayabiliriz.

(20) Fa - Ga Fb —» Gb Fc — Gc .
D->Y D-D YooY
Y D D

Genel olarak A(x) bicimindeki bir birli agik onerme ile bu 6nermenin £
evrenindeki bir yorumlamasi verildiginde A(a), A(x)'in E evrenindeki bir
6zellemesi olup verilen yorumlamada dogru ise a bireyinin A(x) agik
onermesinin gercekledigi sOylenir.
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Buna gore £ evrenine ait bireylerden b ile c'nin (7) agik 6nermesini ger-
cekledigini, a bireyinin ise gerceklemedigini sdyleyebiliriz. Boylece (19) gibi
bir yorumlamanin, (7) agik onermesinin butin 6zellemelerinin dogruluk de-
gerini belirledigi i¢in bu 6zellemelerin de bir yorumlamasi oldugu ortaya ¢i-
kar. O zaman da E evrenine ait bireylerden hangilerinin (7) acitk onermesini
gergekledigi, hangilerinin gerceklemedigi de belirlenmis olur.

Ikinci bir 6rnek olarak
(21) (Fx A ~Gx) — Hx

tekil birli agik onermesinin bir yorumlamasini gosterelim. £ olarak {a, b} se-
cerek yorumlamay:

(22) (E: {a, b}; Fb, Ga, Ha, Hb)

biciminde dile getiriyoruz. (22)'ye dayanarak “Fb”, “Ga”, “Ha”, “Hb”nin D
degerini aldigini, geriye kalan “Fa”, “Gb” atomsal 6nermelerinin ise Y dege-
rini aldigim soyleyebiliriz.

Genel olarak A(x) gibi bir tekil birli agcik dnermenin E gibi bir evrendeki
yorumlamasi, A(x)'in E evrenindeki biitiin 6zellemelerinin de yorumlamasi
durumundadir. (21) agik 6nermesinin £ = {a, b} evrenindeki 6zellemeleri

(23) (Fa A ~Ga) - Ha
(Fb A ~Gb) - Hb

tekil 6nermeleridir. (23) onermelerinin (22) yorumlamasi geredi dogruluk
degerleri §0yle hesaplanabilir.

(24) (Fa A ~Ga) — Ha (Fb A ~Gb) —» Hb
(YA~D)->D DA-~Y)>D
YAY)> D (DAD)->D

Y -D D
D

Boylece (21) agik dnermesinin £ evrenindeki biitiin 6zellemelerinin (22)
yorumlamasi geregi dogru oldugunu goriyoruz. O halde (21) agik 6nerme-
sini, E evrenine ait her birey gergekliyor.

-
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Uglincii 6rnek olarak
(25) Fx - ~-Gx
téki| birli agtk onermesiyle
(26) (E: {a, b}; Fa, Fb, Ga, Gb)
yorumlamasini goz oniine alalim. (26) geregi
(27) kp(F) = {a, b}
ve
(28) kp(G) = {a, b}

olur. Ote yandan (25)'in E evrenindeki 6zellemeleri

(29) Fa - ~Ca
ile
(30) Fb »~Gb
dir. (29) ile (30)’un dogruluk degerleri de soyle hesaplanabilir.
(31) Fa - ~Ga Fb - ~Gb
D--D D--~D
Doy D-Y
Y Y

Boylece (25) agik 6nermesinin £ evrenindeki biitlin 6zellemelerinin (26)
yorumiamasi geredi yanliy oldugunu goriiyoruz. Dolayisiyla E evrenine ait
hicbir birey (25)'i gergeklemiyor.

F gibi bir ylklemin kaplami, £ evreninin bir alt kimesidir. Yani kp(F) c £
olur. Sinir durumlarinda kp (F) E ile 6zdes olabilir; yani kp (F) = £ olur, ya da
tam tersine kp (F)'nin hicbir 6gesi olmayabilir. Higbir 6§esi olmayan kiime-
ye bos kiime denir ve { } biciminde gosterilir. Buna goére sinir durumunda
kp (F) = E oldugu gibi kp (F) = { } de olabilir. Bu sonuncu durumda F’nin kap-
laminin bos oldugu sdylenir. Ornegin (25) agik 6nermesinde gecen F ile G
ylklemlerinin (26) yorumlamasindaki kaplamlari £ evreni ile 6zdestir. Ote
yandan
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(32) Fx v ~Gx
acik onermesinde gecen F yukleminin
(33) (E: {a, b}; Ga)
yorumlamasinda kaplami bostur, yani
(34) kp(F) = {)
“p”, "q", “r", ... gibi 6Snerme temsilcileri sifirl yuklem durumundadir. Bu

nedenle onerme temsilcilerinin de kaplami vardir. Bir onerme temsilcisi tek
bagina bir atomsal onerme oldugundan yorumlamada D degerini alan

" "

atomsal onermeler olarak yer alabilirler. “p” gibi bir onerme temsilcisine, yo-
rumlamada yer alirsa D degeri, yoksa Y degeri verilmis olur.

" " n

p” nin kaplami “p” ye verilen dogruluk degeri olarak tarimlanur.

Simdiye kadar yalniz birli yliklemlerden olusan agik 6nermeleri 6rnek ola-
rak aldik. Simdi de icinde ¢oklu onermelerin gectigi agik onermelerin yo-
rumlamasini ele alahm. Ornegin

(35) p - Gxx
tekil birli 6Gnermesinin
(36) (E: {a, b}; p, Gab, Gba, Gbb)
gibi bir yorumlamasini inceleyelim. (35)’in E evrenindeki ozellemeleri
(37) p - Gaa
ile
(38) p —» Gbb
dir. Her ikisinin dogruluk degerini (36) yorumlamasi geregdi soyle hesaplaya-
biliriz.
(39) p - Gaa p — Gbb

D->Y D-D
Y D

Demek ki (35), (36) yorumlamasinda salt gerceklenebilir bir agik 6nermedir.
=
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p ile G’'nin kaplamlarina gelince kp(p) bir dogruluk degeridir. “p” atomsal
onermesi (36) yorumlamasinda yer aldiindan dolay:

(40) kp(p) =D
olur. Eger “p” yorumlamada yer almasaydi kp(p) = Y olurdu.

G ikili yikleminin kaptami, (36) yorumlamasinda yer alan G’nin atomsal
onermelerinin igindeki <a, b>, <b, a>, <b, b> siralanmig ikililerinden olugan
kiimedir. Yani

(41) kp(G) = {<a, b>, <b, a>, <b, b>}
dir.

E herhangi bir kiime oldugunda E X E ile gosterilen E'nin kendiyle kar-
tezyen carpimi, E'nin 6gelerinden olusan siralanmus ikililerin kiimesi demek-
tir. E X E’nin bir alt kimesine bagint: denir.

Ornegin £ = {a, b} ise
(42) EXE={a, b} X {a, b} = {<a, a>, <a, b>, <b, a>, <b, b>}
E X E yerine E2 (E kare)'de yazilir. Genel olarak:

EN ile gosterilen E'nin n’inci kartezyen kuvveti, E'nin kendiyle n kez ¢arpi-
mi demektir.

Ornegin E = <a, b> ise

(43) E3=(EXE)XE=({a, b} X {a, b}, X {a, b} = {<a, a>, <a, b>, <b, a>,
<b, b>} X {a, b} = {<a, a, a>, <a, b, a>, <b, a, a>, <b, b, a>, <a, a,
b>, <a, b, b>, <b, a, b>, <b, b, b>}

olur. Genel olarak F bir n-li yiklem ise F'nin E evrenindeki kaplami E™nin bir
alt kiimesidir. Yani

(44) kp(F) c E"
dir. Ornegin (41) ile tamimlanan kp(G) icin
(45) kp(G) c E?

oldugunu gortyoruz.
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Son olarak iginde ad gegen agik 6nermelerin yorumlamasini ele alalim.
Ornedin

(46) Fb — Gxa
agik onermesinin bir yorumlamasi
(47) (E: {a, b, c}; Fb, Gba, Gbb)
olsun. O zaman
kp(F) = {a)
kp(G) = {<b, a>, <b, b>}
olur. (46)'min E evrenindeki 6zellemeleri
(48) Fb — Gaa
(49) Fb — Gba
(50) Fb —» Gca
onermeleridir. Bunlann dogruluk degerleri de soyle hesaplanir.

(51) Fb > Gaa Fb — Gba Fb —» Gca
D->Y D->D D->Y
Y D Y

Demek ki (46), (47) yorumlamasinda salt ger¢eklenebilir bir agik 6nermedir.

Acik onermelerin yorumlama bigimi igiginda tekil 6nermelerin §2.2.1'de
ele aldigimiz tekil dnermelerin yorumlamasinin evrenin, s6z konusu tekil
onermede gec¢en adlarin gosterdigi bireylerden olustugunu soyleyebiliriz.
Ornegin §2.2.1deki (1), yani

(52) Fa & (Gbc v Fb)
tekil onermesinin (2) yani

(53) (Fa: D, Fb: Y, Gbc: D)
bicimindeki yorumlamasinin

(54) (E: {a, b, c}; Fa, Gbc)
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anlamina gelecegini kabul ediyoruz. Nitekim (53)’te gecen adlar “a”, “b”,
“c” oldugundan E = {a, b, c} olur. Ote yandan (53)’te “Fa” ile “Gbc”ye D
degeri verildiginden “Fa” ile “Gbc” (54)'de yer aliyor. Bu turli yorumlama
niceleme mantiginda yorumlamanin genel bigimidir.

Yorumlama bigimi, ait oldugu mantik sistemine gore degisir. Ama “ge-
gerlilik”, “tutarliik”, “egsdegerlik” ve “icerme”nin “yorumlama” kavramina
dayanan tanimlar hep aymidir. Bu tanimlan asagida topluca tekrar dile geti-
riyoruz.

1. A onermesi gegerlidir, ancak ve ancak A her yorumlamada dogru
ise.
2. A onermesi gegersiZ'dir, ancak ve ancak A gecerli degilse.

3. {A,, ..., A } 6nerme kiimesi tutarlfdir, ancak ve ancak en az bir yo-
rumlamada A,, ..., A, onermeleri birlikte dogru ise.

4. (A, ..., A,} 6nerme kiimesi tutarsiZdir, ancak ve ancak {A,, ..., A}
tutarh degilse.

5. A onermesi tutarl/dir, ancak ve ancak {A} birim kiimesi tutarl ise.
(Dolayistyla A tutarhdir, ancak ve ancak A en az bir yorumlamada

dodru ise, yoksa A tutarsiz'dir.)
6. A, .., A, .. B ckanmi gecerlidir, ancak ve ancak {A,, ..., A, ~B}

gegersiz kilici kimesi tutarsiz ise.

T

7. Ay, ..., A, .. B gkanmi gegersizdir, ancak ve ancak A, ..., A . B

gecerli degilse. (Dolaysiyla A,, ..., A, .. B'nin gegersiz olmasi {A,,
..., A, ~B} kiimesinin tutarh olmasi demektir.)

8. Aile B oanermeleri esdeger'dir. (A = B), ancak ve ancak her yorum-
lamada A'nin dogruluk degeri ile B'nin dogruluk degeri birbiriyle
0zdey ise.

9. Ay, ..., A, Onermeleri B 6nermesini icerir (A,, ..., A, .. B), ancak ve
ancak Ay, ..., A, .. B gikanmi gecerli ise.

Ote yandan: A(x) bir agtk 6nerme, E ise agik 6nermenin bir yorumla-
masinda gegen evren olsun. EJer E'nin en az bir 6§esi A(x)'i gerceklerse,
A(x) agik Onermesinin verilen yorumlamada gergeklenebilir oldugu
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sOylenir. Eger E’'nin hi¢ bir 6gesi A(x)'i gerceklemezse, A(x)in verilen
yorumlamada gerceklenemez oldugu soylenir. E§er E'nin bitlin ogeleri
A(x)'i gerceklerse A(x)'in verilen yorumlamada evrensel-gerceklenebilir
oldugu sdylehir. En sonda A(x) gergeklenebilir olmakla birlikte evrensel-
gergeklenebilir degilse, A(x)e verilen yorumlamada salt-gerceklenebilir
diyecegiz. Buna gore bir agik onermenin E evrenindeki buitin
ozellemeleri dogru ise a¢ik dnerme evrensel-gerceklenebilir olur, baz
Ozellemeleri dogru ise agik onerme gergeklenebilir olur, her ozellemesi
yanlis ise agik 6nerme ger¢eklenemez olur, en az bir 6zellemesi dogru ise
ve en az bir 6zellemesi yanlig ise, agik dnerme salt-gerceklenebilir olur.

Yukandaki orneklerden (7) agcik 6nermesinin (12) yorumlamasinda salt-
gerceklenebilir oldugu, (21) agik oOnermesinin (22) yorumlamasinda
evrensel gerceklenebilir oldugu ve (25) acik onermesinin (26) yorumia-
masinda gergeklenemez oldugunu goriyoruz.

Her agik onerme ya evrensel-gerceklenebilirlik, ya salt-gerceklenebilirlik
ya da gerceklenemezlik 6zelliklerinden birini ve yalniz birini tagir. Boylece
tim agik onermeleri Ug ayrik ¢ceside ayrrabiliriz.

ALISTIRMALAR

I. Asagidaki tekil birli 6nermelerde gecen yiklemlerin verilen yorumla-
madaki kaplamlanni bulunuz.

1. Fx v ~Fx
(E: {a, b}; Fa, Gb)
2. Fx - (Gx — Fx)
(E: {a, b}; Fb)
3. (E: {a, b, c}; Fa, Gb)
4. (p A ~Gx) - Hx
(E: {a, b); p, Ha)
5. Fa - (G~ q)
(E: {a, b, c}; Fa, Fb, Ga)
6. Fxx — (Gx v Hx)
(E: {a, b}; Fab, Fba, Gb)
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7. Fxa — ~Gxx
(E: {a, b}; Faa, Fba)

Dikkat edilirse yukandaki yorumlamada “G”nin atomsal 6nermesi
ge¢mediginden kp(G) = { } olur.

8. Gab —» ~(Fx v Hx)
(E: {a, b}; Gaa, Gba, Fa, Hb)

9. Ha & (Fa A ~Gbb)
(E: {a, b}, Faa, Hb)

10. Fxa — (Gxb A Hax)
(E: {a, b}; Fab, Fba, Gaa, Hba, I_-ibb)

Il. Yukaridaki agik onermelerin verilen evrendeki 6zellemelerini belirtiniz ve
bunlarin verilen yorumlamadaki dogruluk degerlerini hesaplayiniz.

INl. Yukandaki agik dnermelerin verilen yorumlamalarda tiimel-gerceklene-
bilir veya salt gergeklenebilir ya da ger¢eklenemez olduklarini belirtiniz.

2.2.3 Yuvalanmamig Genel Onermelerin Yorumlanmasi

Icinde yuvalanmis niceleyiciler gegmeyen dnermeler’e (veya genel olarak
tamdeyimlere) yuvalanmamis énerme (ya da yuvalanmamis tamdeyim) diyo-

ruz.
Ornegin
(1) 3xFx

yuvalanmamig bir onerme,
(2) 3IxVyFxy

ise yuvalanmig bir onermedir.

Genel onermelerin yorumlanmasini incelerken énce yuvalanmamig ge-
nel onermeleri, sonra da yuvalanmig genel 6nermeleri ele alacagiz. Yuvalan-
mig genel 6nermeleri ise timel 6nermeler, tikel onermeler ve bilesik oner-
melere ayiracagiz.
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2.2.3.1 Timel Onermelerin Yorumlanmasi

Yuvalanmamis timel onermeler ¥xA bicimindedir. A'ya (“Fx” gibi) A(x)
bigiminde bir tekil birli agik 6nerme, ya da (“Fa” veya “p” gibi) bir tekil oner-
medir. VxA(x), “her x igin A(x)” diye okunur. Her x icin A(x) ise,

(1) x degiskeninin her degeri A(x) dnermesini gercekler

anlamina gelir. A(x)’in £ evreninde bir yorumlamasini verdigimizde, x degis-
keninin her degeri, E evreninin her 6gesi demekir. Dolayisiyla (1),

(2) E evreninin her 6gesi A(x) acik onermesini verilen yorumlarda ger-
cekler

bicimine donusdur. (2) ise,

(3) A(x), verilen yorumlamada tiimel-ger¢eklenebilir bir agik 6nermedir
anlamina gelir. Sonug olarak:

VxA(x) bicimindeki bir timel onermenin A(x) agik 6nermeinin £ evrenin-
deki bir yorumlamasinda dogru olmasi, A(x)'in verilen yorumlamada ev-
rensel-gergeklenebilir olmasi demektir.

Buna gore A(x)in her yorumlamasinin ayni zamanda VxA(x)'in de bir yo-
rumlamasi oldugunu soyleyebiliriz.

A(x)’in E evreninde bir yorumlamada dogru olmasinin gerekli ve yeterli
kosulu,

A(x)'in E evrenindeki tim 6zellemelerinin dogru olmasidir.
Ornegin

(1) VxFx
tumel 6nermesinin

(2) (E:{a, b}; Fa, Fb)

yorumlamasindaki dogruluk degerini bulahim. VxFx’in dogru olmasi (2) yo-
rumlamasinda evrensel-gerceklenebilir olmasi demektir. Oysa (1)in butun
ozellemeleri “Fa” ile “Fb” den ibarettir. Her ikisi D degerini aldigindan “Fx”
evrensel-gerceklenebilirdir. O halde (1), (2) yorumlamasinda dogrudur.

Ikinci bir ornek olarak
(3) Vx(Fx - Gx)
“~
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tumel onermesinin
(4) (E:{a, b); Fa, Gb)

yorumlamasinda dogruluk dederini bulalim. “Fx — Gx” agik 6nermesinin
“Fa — Ga” ozellemesi Y degerini alir. Nitekim “Fa” ya D degeri, “Ga”ya da
Y degeri verilmistir. Dolayistyla “Fx — Gx” evrensel-gergeklenebilir degildir.
O halde (3) tiimel 6nermesi verilen (4) yorumlamasinda yanhstir.

Ugiincii 6rnek olarak

(5) Vx[Fxb — (Ga v Hx)]
tumel onermesinin

(6) (E: {a, b}; Faa, Fba, Hb)

yorumlamasinda dogruluk degerini bulalim. (5)'in E evrenindeki 6zellemele-
ri

(7) Fab — (Ga v Ha)
ile
(8) Fbb — (Ga v Hb)
dir. (7) ile (8)'in (6)’daki dogruluk degeri hesaplari soyledir:

(9) Fab — (Ga v Ha) Fbb — (Ga v Hb)
Y-S (YVY) Y- (YvD)
YoY Y->D
D D

Demek ki “Fab — (Ga v Hx)" agik onermesi (6)'da timel-gergeklenebilirdir.
Dolaysiyla (5), (6) yorumlamasinda dodrudur.

Dordincu ornek olarak niceleyicisi bog gegen bir tiimel 6nermeyi ele ali-
yoruz.

(10) VxFa
tumel 6nermesinin
(11) (E: {a, b}; Fb)

yorumlamasindaki dogruluk degerini bulalim. Imdi “Fa”nin tek 6zellemesi
vardir, o da “Fa”nin kendisidir. Nitekim
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(12) F(a/x) = Fa
dir. “Fa” ozellemesi ise (11) yorumlamasinda Y degerini alir. Dolayisiyla (10)

yanlistir.

Genel olarak A bir tekil onerme oldugunda, “Vx” niceleyicisi VxA bigi-
mindeki timel 6nermede bos gecer. O zaman da herhangi bir evreninde
a e Eise A(a /x) = A olur. Dolayistyla her evrende VxA'nin bir tek 6zelleme-
si vardir, bu da A 6nermesidir. Buna gore bitin yorumlamalarda VxA'nin
dogruluk degeri, A'nin dogruluk degerine esittir. Dolayisiyla VxA ile A egde-
ger olur, yani A = B’dir.

Gunluk dil veya bilim diline ait yuvalanmamig timel 6nermelere gelince,
bunlarnn dogruluk degerini belirlemek i¢in bagvurdu§umuz yorumlamada
yalnizca E evreninin saptanmasi yetiyor. Nitekim timel 6nermede gecen
yiiklemlerin anlami 6nceden belirlenmis oldugundan degerini alan atomsal
onermelerin siralanmasina gerek yoktur. Ornegin

(13) Vx(x ¢ift sayidir)
timel onermesinin bir yorumlamasi
(14) (E: {1, 2, 3})
bigimindedir.
(15) x cift sayidir
a¢ik onermesinin £ evrenindeki 6zellemeleri
(16) 1 cift sayidir
(17) 2 cift sayidir
(18) 3 ift sayidir

onermeleridir. Bunlanin dogruluk degerlerini, “cift sayidir” yikleminin anla-
mi geregi biliriz. Nitekim (16) ile (18) yanlis, (17) ise dogrudur. Demek ki
(15) evrensel-gerceklenebilir degildir. O halde (13) timel 6nermesi yanhstir.

Baska bir érnek olarak (13)in
(19) (E: {2, 4, 6})

yorumlamasinda dogruluk dederini bulahim. (15)in E evrenindeki
ozellemeleri \
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(20) 2 cift sayidir
(21) 4 cift sayidir
(22) 6 cift sayrdir

dir. Bunlarin timi dogru oldugundan (15) evrensel-gegerlidir. Dolayisiyla
(13) timel 6nermesi (19) yorumlamasinda dogrudur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tumel onermelerin verilen yorumlamalardaki dogruiuk
degerini bulunuz.

1. Vx(p - Fx)
(E: {a, b}; p, Fa)
2. VUx(Fx A ~Fx)
(E: {a, b}; Fb)
3. Ux[(Fx A Gx) = Fx]
(E: {a, b, c}; Fb, Ga, Gc)
4. Vx[Fxa - (Gax A p)]
(E: {a, b}; p, Faa, Gaa, Gbb)
5. Vx[Fxx & ~(Gax) A Hx A p)]
(E: {a, b}; Faa, Hb)
6. Vx(Fa —» Gb)
(E: {a, b}; Fa, Ga)
7. Vx(p - q)
(E: {a, b}; p, Q)
8. Vx(x<3 >x>4)
(E: {1, 2, 3, 4)
9. Ux[(x>1Ax<3)>x=3]
(E: {1, 2, 3D
10. ¥x(x tamsayidir — x teksay:dir)
(E: {1, 3, 5)
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2.2.3.2 Tikel Onermelerin Yorumlanmasi

Yuvalanmams tikel 6nermeler 3xA bicimindedir. A ya A(x) bi¢iminde bir
tekil birli agik 6nerme, ya da bir tekil onermedir.

IxA(x), “en az bir x igin A(x)” diye okunur. Bu da
(1) x degiskeninin en az bir degeri A(x) agik 6nermesini gergekler

anlamina gelir. x degiskeninin degerleri, ilgili yorumlamanin £ evrenindeki
ogeleridir. Buna gore (1) yerine

(2) E evreninin en az bir degeri A(x) agik dnermesini gercekler
yazabiliriz. (2) ise A(x)'in gergeklenebilir oldugunu dile getirir. O halde

(3) 3xA(x) bigimindeki bir tikel 5nermenin bir yorumlamada dogru ol-
masi, A(x) agik 6nermesinin verilen yorumlamada gerceklenebilir
olmasi demektir.

Buna gore 3xA(x)'in bir yorumlamada dogru olmasi A(x)’in en az bir
ozellemesinin o yorumlamada dogru olmasi demektir.

Ornegin
(4) " Ix(Fx A Gx)

(5) (E: {a, b}; Fb, Ga, Gb)

yorumlamasinda dogruluk degerini bulalim. (4)’Un E evrenindeki 6zelleme-
leri

(6) FanaGa
ite
(7) FbAGb
dir. Bu 6zellemelerin dogruluk degeri hesaplamalan soyledir.

(8) FanaGa Fb A Gb
YAD DAD
Y D
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ozellemelerinden biri dogru oldugundan (4) tikel 6nermesi (5) yorumlama-
sinda dogrudur.

Ikinci bir 6rnek olarak
(9) 3x(p A Fxa)
(10) (E: {a, b}; Faa, Fbb)
yorumlamasinda dogruluk degerini bulalim. (9)'un 6zellemeleri
(11) p A Faa
(12) p A Fba
dir. Bunlarin dogruluk degeri hesaplamalar agagidadir.

(13) p A Faa p A Fbb
YAD YAD
Y Y

Her iki 6zelleme yanhs oldugundan (9) yanhstir.
Uglincii bir 6rnek olarak bos niceleyici gegigli
(14) 3x(Fa A ~Fb)

onermesinin
(15) (E: {a, b, c}; Fa, Fc)

yorumlamasinda dogruluk degerini bulahm. (14)’ln bir tek 6zellemesi var-
dir, o da

(16) Fa A ~Fb
onermesidir. (16)'nin dogruluk dederi hesaplamasi asagidadir.

(17) Faa ~Fb
DAD
D

O halde (16) dogru olup (14)'de dogrudur.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki tikel onermelerin verilen yorumlamalardaki dogruluk degerini
bulunuz.
1. 3Ix(g A Fx)
(E: {a, b}; q, Fb)
2. Ix(Fx A ~Gx A Hx)
(E: {a, b, c}; Fa, Gb, Hc)
3. Ix[p & (g A Fxx)]
(E: {b, c}; q, Fbc, Fcc, Fcb)
4. 3Ix[(Fx A Gxx) > ~Gxx]
(E: {a, c); Fa, Gac, Gca)
5. 3Ix(p v Gb)
(E: {b, c}; p, Go)

2.2.3.3 Bilesik Genel Onermelerin Yorumlanmasi

Yuvalanmamis tiimel dnermelerle yuvalanmamig tikel onermeler atom-
basit genel 6nermelerdir.

sa

Aralarinda en az biri yuvalanmamig genel 6nerme olan basit onermele-
rin onerme eklemleriyle birlestiriimesinden olusan onermeler yuvalan-
mamis bilesik genel 6nermeler’ dir.

Ornegin

(1) ~VxA(x)
bi¢cimindeki degillenmis timel dnermeler bilesik genel onermelerdir. (1)’in £
evrenindeki bir yorumlamada dogru olmasi, A(x)'in E evrenindeki butin
ozellemelerinin dodru olmamasi, yani A(x)in E evreninde en az bir ozelle-
mesinin yanlig olmasi demektir. Bu da ~A(x)'in en az bir 6zellemesinin dog-

ru olmasi anlamina gelir. O zaman da ~A(x) gerceklenebilir bir acik onerme
‘olup

(2) 3Ix~A(x)

dogru olur. O halde herhangi bir yorumlamada (1) dogru ise (2)'de dogru
olur. Dolayistyla (1), (2)'yi icerir. Boylece
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(3) ~VxA(x) = 3Ix~A(x)
icermesini elde ederiz.

Ote yandan 3Jx~A(x), E evrenindeki bir yorumlamada dogru olursa,
~A(x)in E evrenindeki bir 6zellemesi dogru olup A(x)in E evrenindeki bir
6zellemesi yanlis olur. O zaman da A(x) evrensel-gerceklenebilir olamaz. Do-
layisiyla VxA(x) yanhs olur. Boylece (1) dogru olur. O halde (2) dogru ise
(1)'de dogru olur. Demek ki (1) ile (2) egdegerdir.

(4) ~VxA(x) = 3Ix~A(x)

Bu egdegerligi niceleyicinin bos gegtigi durumlar icin de gosterebiliriz.
Nitekim A bir onerme olup “Vx”, VxA'da bos gecerse VxA = A, 3x~A = ~A
olur. O halde

(5) ~VxA=-~A=3x~-A

elde edilir. S0zl gegen (4) veya (5) esdegerligine dayanarak, degillenmis te-
mel onermeleri birer basit genel dnermeye indirgeyebiliriz.

Ornegin (4) geregi
(4) ~VxFx = Ix~Fx
esdegerligini elde ederiz. lkinci bir 6rnek olarak (4) geregince
(6) ~Vx(Fx — Gx) = Ix~(Fx —> Gx)
elde edilir. Oysa
(7) ~(Fx -» Gx) = Fx A ~Gx
Boylece (6) ile (7)'den
(8) ~Vx(Fx = Gx) = Ix(Fx A ~Gx)

esdegerligi elde edilir. Imdi “Vx(Fx — Gx)” 6nermesi geleneksel mantigin
timel olumlu (A turiinden) onermesi olup, “Ix(Fx A ~Gx)” tikel olumsuz (O
tirinden) dnermesidir. (8) esdegerligi A'nin degillemesinin O ile esdeger ol-
dugunu, bir bagka deyimle, A ile O’'nun gelisik 6nermeler oldugunu goste-
rir.
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Ote yandan
(9) -~3IxA(x)

bi¢cimindeki degillenmis tikel nermeler
(10) Vx-A(x)

ile esdegerdir. Nitekim (9) bir yorumlamada dogru ise A(x)’in en az bir yo-
rumlamasi bile dogru olmaz, yani A(x)'in butun 6zellemeleri yanhs olur. Do-
layisiyla A(x) ger¢eklenemez olur. O zaman da ~A(x) evrensel-gerceklenebi-
lir olup Vx~A(x) dogru olur. Ote yandan Vx~A(x) bir yorumlamada dogru
ise ~A(x)'in butiin 6zellemeleri dogru olup A(x)in bltin 6zellemeleri yanlig
olur. Dolayisiyla A(x)'in hig bir 6zellemesi dogru olmaz. O zaman da 3xA(x)
yanls olup (9) dogru olur. O halde (9) ile (10) birbiriyle esdegerdir.

(11) ~3xA(x) = Vx~A(x)
Bos niceleyici gegisi durumunda

(12) ~3xA=~A=Vx~A
elde edilir.

(17) esdegerliine dayanarak

(13) ~3IxFx = Vx~Fx
ile

(14) ~3Ix(Fx A Gx) = Vx~(Fx A Gx)
esdegerlikleri elde edilir. (14) ile

(15) ~(Fx A Gx) = ~Fx v ~Gx = Fx —» ~Gx
den

(16) -3Ix(Fx A Gx) = Vx(Fx — ~Gx)

esdegerligi elde edilir. Oysa geleneksel mantiktaki tikel olumlu onerme
(1) 3x(Fx A Gx), tiimel olumsuz 6nerme (E) Vx(Fx — ~Gx) dir. (16) esdeger-
ligi E ile | onermelerinin gelisik oldugunu dile getirir.

(11) esdegerligi geredi, degillenmis tikel onermeler birer genel basit
onermeye indirgenebilir.
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Bir basit genel 6nermeye indirgenemeyen bir bilesik genel 6nermeye or-
nek

(17) VxFxa — Faa

onermesidir. (17) onermesi bitin yorumlamalarda dogrudur. Dolayisiyla
(17) gegerli bir 6nermedir.

Ornegin (17)'nin
(18) (E: {a, b, c}; Fab, Fca}

yorumlamasindaki dogruluk de@erini bulalim. Bu amagla (17)'nin her iki bi-
leseninin dogruluk degerini bulmaliyiz. Imdi “VxFx” bileseninin dogruluk
degerini aragtirmak amactyla “Fxa”nin agagidaki (¢ 6zellemesinin dogruluk
degerlerine bakarz.

(19) Faa: Y
(20) Fba: Y
(21) Fca: D

Buna gore “VxFxa” yanhstir. Ote yandan “Faa” bilegeni de yanlistir. Do-
layisiyla (17) bilegik onermesi “Y — Y” bi¢ciminde olup dogrudur.

Bir yorumlamadaki E evreni herhangi bir sayida bireyden olusabilir. Bu
say!l 1 olabildigi gibi sonsuz da olabilir. Ancak evren bos olmamal, en az bir
6ge kapsamaldir. Ornegin

(22) VxFxx — IxGxx
bilesik genel onermesinin tek 6geli evreni olan
(23) (E: {b}, Fbb)

yorumlamasinda dogruluk degerini bulalim. E evreni tek 6geli oldugundan
(22)’'nin (23) yorumlamasinda bir tek 6zellemesi vardir. Bu da

(24) Fbb — Gbb

onermesidir. (24)'in dogruluk degeri hesaplamas: goyledir.
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(25) Fbb — Cbb
D->Y
Y

Buna gore (22)'nin yanls oldugunu goériyoruz.

lleride bilesik genel dnermelerin dogruluk degerini belirleyen etkin bir
yontemi gosterecegdiz. Ayrica (17) gibi gegerli olan 6nermeler igin etkin de-
netleme yontemlerini ayrintih olarak inceleyecegiz.

Dikkat edilirse niceleme mantiginda bir 6nermenin gecerli oldugu sonlu
sayida islem adimiyla yapilamaz. Nitekim bir énermenin gecerli olmasi bu-
tun yorumlamalarda dogru oimasi demektir. Oysa niceleme mantiginda
mumkun yorulmalann sayist sonsuzdur. Cinkid yorumlamadaki evrenler her-
hangi sayida 6geden, Ustelik sonsuz sayida 6geden olusabilir. Bu durumda
her yorumlamay: ele alip verilen dnermenin o yorumlamadaki dogruluk de-
gerini saptamak imkansizdir. Denetleme ydntemleri, gegerliligi (tek tek yo-
rumlamalara bagvurmadan) belli bir takim kurallar yardimiyla sonlu sayida
adimla ortaya koyarlar.

ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki degillenmis timel ve tikel 6nermeleri birer basit genel oner-
meye indirgeyiniz.

1. ~¥x(Gx v Hx)

2. ~Vx(Gx & ~Hx)

3. ~VxGa

4. ~3x(Fx A Gx A Hx)

5. ~3x[(Fx A ~Gx) v ~Hx]

Il. Asagidaki bilesik 6nermelerin verilen yorumlamalardaki dogruluk
degerini bulunuz.
1. VxFx — 3xFx
(E: {a, b}; Fa)
2. ~3IxFx — ¥xGCx
(E: {a); Fb, Ga)
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3. UxGxx —» Fb
(E: {a, b}; Fa, Gaa, Gbb)
4. ~3IxFx < IxGxa
(E: {a, b}; Fb, Gab, Gba, Gbb)

5. (p A Ix~-Gx) > (q v VxFxx)
(E: {a, b}; p, Gb, Faa, Fba)

2.2.4. Yuvalanmisg Genel Onermelerin Yorumlanmast
Ornek olarak
(1) Vx3yFxy
yuvalanmig genel 6nermenin
(2) (E: {a}; Faa)

yorumlamasinda dogruluk degerini bulahm. Imdi (1)'in E evrenindeki tek
ozellemesi JyFxy (a/x)’dir. Bu da

(3) dyFay
onermesiyle 6zdestir. (1)’in dogruluk degeri ise (3)'Un tek 6zellemesi olan
(4) Faa

onermesinin dogruluk degerine baghdir. Oysa (4) onermesi (2) yorumla-
masinda dogru oldugundan (3) dogrudur. O zaman da (1) yuvalanmis
genel onermesi de dogru olur.

Genel olarak yuvalanmis bir genel dnermenin dogruluk degerini belirle-
mek igin verilen 6nermenin 6zellemelerinin 6zellemelerinin 6zellemelerinin,
vb... dogruluk degerlerini saptamak gerekir. Boylece yuvalanmig bir genel
onermenin dogruluk degerinin belirlenmesi, 6niinde sonunda yuvalanma-
mig genel onermelerin dogruluk degerinin belirlenmesi islemine indirgene-
bildigini goruyoruz. (1)'in

(5) (E: {b, c}; Fbc, Fcb)

yorumlamasindaki dogruluk degerini bulalim. (1)in E evrenindeki
ozellemeleri
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(6) ZyFby

(7) Fykey

dir. (6)’'nin E evrenindeki 6zellemeleri ise
(8) Fbb
(9) Fbc

dir. (7)’'nin E evrenindeki 6zellemeleride
(10) Fcb
(11) Fec

dir. Imdi verilen (9) yorumlamasinda (8) yanl, (9) dogru, (10) dogru ve
(11) yanhstir. Dolayisiyla (6) ile (7) tikel 6nermeleri dogrudur. O zaman da
(1) timel 6nermesi (her iki 6zellemesi dogru oldugundan) dogrudur.

Uglinci bir érnek olarak

(12) Ix[Fx A VyGxy] — ~p
yuvalanmig bilegik genel dnermesinin

(13) (E: {a, b}; p, Fb, Fab)

yorumlamasindaki dogruluk degerini bulahm. Once birinci bilesenin
ozellemelerini belirtiyoruz.

(14) Fa A VyGay

(15) Fb A VyGby

(14)’in ikinci bileseninin 6zellemeleri
(16) Gaa

(17) Gab

(15) in ikinci bileseninin 6zellemeleri de
(18) Gba

(19) Gbb
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dir. Imdi (13) yorumlamasinda Gaa yanls, Gab yanli, Gba yanls ve Gbb
yanhstir. Dolayisiyla “VyGay” ile “VyGby”nin ikisi de yanhstir. O halde (14)
ve (15)'in ikisi yanhstir. Dblaytsnyla (12)'nin ilk bilegeni yanlistir. Ikinci bileseni
olan “~p” de yanligtir. O halde (12) dogrudur.

lleride yuvalanmig genel 6nermelerin dogruluk degerini ¢ok daha etkin
bir yontemle belirleyecegiz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki yuvalanmis genel o6nermelerin dogruluk degerini verilen
yorumlamalardaki dogruluk degerlerini bulunuz.
1. JyVx(Fx A Gy)
(E: {b}; Fb)
2. Vx(Fx v 3yGy)
(E: {a); Fa, Ga)
3. Vx(Fx — 3yGxy)
(E: {a, b}; Fa, Gba, Gbb)
4. Vx[(p A q) - VyFyx] - q
(E: {b, c}; p, Faa, Fba, Fbb)
5. IxFx & ~Vy3dyGxy
(E: {a, c}; Fb, Gbb)

2.3 Niceleme Manti§ Yasalan ve Ikililik

Niceleme mantuginin yasalar, 6zel 6nemi olan gegerli onermeler ile
dogru esdegerlikler ve icermelerdir.

Ikililik kavrami ve ikililik ilkeleri niceleme manti§inda uygulanabilir. Boy-
lece niceleme mantginin her yasasi igin, ikililik ilkeleri geredi ikinci bir yasa
elde edilebilir.

Niceleme mantiginda “v” ile “3" niceleme isaretleri birbirinin ikilisi olan
mantik degismezleridir. p, q, r, ... 6nerme temsilcilerinin iglevini de genel
olarak atomsal 6nermeler istlenir. Buna lk (A, B)’nin tamimini §0yle genelles-
tirebiliriz.
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A niceleme mantidi diline ait i¢inde A, ..., A, atomsal tam deyimleri ge-
cen A(A,, ..., A,) bigiminde bir tamdeyim oldugunda;

(1) Ik (A, B) ancak ve ancak B = ~A (~A,, ..., A,) ise 6zel hal olarak A ye-

rine “VxFx"i alirsak

(2) Ik (vxFx, B) ancak ve ancak B = ~Vx ~Fx elde edilir. Nitekim “VxFx"”
tam deyiminde gecen tek atomsal tamdeyim “Fx”dir. Oysa
~Vx~Fx, 3xFx ile esdegerdir. Nitekim ~VxA(x) = 3x~A(x) oldugunu
gormiistik. A(x) yerine “~Fx” koyunca ~Vx~Fx = 3x~~Fx = 3xFx el-
de edilir.

O halde
(3) Ik (vxFx, B) ancak ve ancak B = 3xFx ise elde edilir.
Ote yandan A yerine “3xFx”i alirsak

(4) Ik (3xFx, B) ancak ve ancak B = ~3x~Fx elde edilir. Oysa ~3xA(x) =
Vx~A(x) geregince ~3x~Fx = Vx~~Fx = VxFx olur. O halde

(5) |k (3xFx, B) ancak ve ancak B = VxFx ise.

Boylece VxFx ile 3xFx’in birbirinin ikilisi oldugunu gériiyoruz. O zaman
da “Vv” ile “3” mantik degismezleri de (tipki “A” ile “v" gibi) birbirinin ikili-
si olur. Buna gore A herhangi bir tamdeyim oldugunda, A'da gegen her
mantik degismezi (yani her énerme eklemi ile her niceleme isareti) yerine
ikilisi konulunca elde edilen tamdeyim A'min bir ikilisi olur. Ornegin
“VxFx”de “V” yerine “3” koymakla elde edilen “3xFx”, “VxFx"in bir ikilisi-
dir. Daha karmagik bir 6rnek ofarak

(6) Vx3Iy(~Fxy A Gx) v ~3IxVyHxy

onermesinin bir ikilisini bulaim. Ik bagintisinin tanimina dayanan 1inci yon-
tem geregi (6)'nin bir ikilisi

(7)  ~[Vx3y(~~Fxy A ~Gx) v ~3IxVy~Hxy]
veya kisaca

(8) ~[Vx3dy(Fxy A ~Gx) v ~IxVy~Hxy]
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dir. 2°nci yéntem’e gore, yani mantik degismezleri yerine ikililerinin konul-
masi yontemine gore, (6)'nin bir ikilisi

(9) 3IxVy(~Fxy v Gx) A ~Vx3IyHxy)
dir. (9)’u elde etmek icin bir yandan “A” ile “v" yi bir yandan “V"” ile “3" yi
degis tokus ettik.

Imdi ikililik ilkeleri niceleme mantigina da uygulanabilmektedir. O zaman
C, A'nin ve D, B'nin bir ikilisi ise A = B gibi bir yasadan C = D yasasi, A - B
gibi bir yasadan D = C yasasi elde edilir. Asagida siraladigimiz yasalar dizisi,
her yasa ile birlikte bir ikilisini de kapsayabilir.

(i) Birli ve Sitfirh Yiiklemli Yasalar

a) Niceleyici Degilleme Yasalari

1. ~VxFx = 3Ix~Fx

2. ~3xFx = Vx~Fx

3. VxFx = ~3x~Fx

4. 3IxFx = ~Vx~Fx

b) Kiyas Yasalan

1. ¥x(Gx — Hx), Vx(Fx = Gx) F Vx(Fx — Hx)
2. Vx(Gx — Hx), 3x(Fx A Gx) F= 3x(Fx A Hx)

3. Vx(Gx = ~Hx), Vx(Fx = Gx) F ¥x(Fx — ~Hx)
4, VYx(Gx — ~Hx), Ix(Fx A Gx) F Ix(Fx A ~Hx)
¢) Altiklik Yasalari

1. VxFx F= 3xFx

2. Vx(Fx — Gx), 3xFx = 3x(Fx A Gx)

d) Tiimel Ozelleme ve Tikel Genelleme Yasalari

1. VxFx = Fa (Tiimel 6zelleme)

2. Fa F= 3IxFx (Tikel genelleme)
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Dikkat edilirse VxFx'in 2'nci yonteme gore ikilisi 3xFx, Fa’min ikilisi de
Fa’nin kendisidir. Boylece 1inci yasadan 2'nci yasa elde edilir.

e) Dagiticilik Yasalan
1. Ux(Fx A Gx) = VxFx A YXGx(“V"nin “A” Uzerine dagiticihgr)
2. 3Ix(Fx v Gx) = IxFx v IxGx(“F” nin “v” nin lzerine dagiticiligr)

2'nci yontem geregi, “Vx(Fx v Gx)”in ikilisi “IxFx v IxGx"dir. Boéylece 1’inci
yasaladan 2'nci yasay elde ederiz.

3. (VxFx v VxGx) = VxFx v VxGx (“V”nin “v" (izerine tek yonli

dagiticihgr)
4. Ix(Fx A Gx) = IxFx A IxGx (“3”nin “A” lizerine tek yonli
dagiticiig)
5. Vx(Fx = Gx)[= VxFx = ¥xGx (“V”nin “—>" {zerine tek yonlu
dagiicih@r)
6. IxFx — IxGx = 3Ix(Fx -Gx) (“3” nin “—" iizerine tek yonli
dagiticihgr)
7. Ux(Fx & GX)F= (VxFx & VxGx) ("V"nin “&" (zerine tek yonli
dagicihgr)

f) Sinirlama Yasalan

1. Vx(p A Fx)=p A VxFx
Ix(p v Fx) = p v IxFx
Vx(p v Fx) = p v VxFx
Ix(p A Fx) = p A IxFx
Vx(p - Fx) =p - VxFx
Ix(p — Fx) = p — 3xFx
Vx(Fx — p) =3xFx - p

® N AW N

Ix(Fx - p)=VxFx - p

9. Vx(Fx — p) = VxFx © p
10. Vx(Fx & p) E 3xFx o p
11. IxFx & p = 3Ix(Fx & p)
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g) Bos Niceleyici Gegisi Yasalari

1. Vxp=p

2. Ixp=p

i) Bagh Degisken Dedistirme Yasalari
1. VxFx = Vyky

2. 3IxFx = 3yky

ii) Cok Yiiklemli Yasalar

a) Niceleyici Degilleme Yasalar:
1. ~VxVyFxy = Ix3y~Fxy

2. ~3Ix3yFxy = VxVy~Fxy

3. ~Vx3JyFxy = IxVy~Fxy

4. ~3xVyFxy = Vx3y~Fxy

b) Yer Degistirme Yasalan

1. VxVyFxy = VyVxFxy

2. 3Ix3yFxy = Jy3IxFxy

3. JyVxFxy & VydxFxy

4. 3Ix3JyFxy = Ix3y(Fxy v Fyx)
(iii) Kosullu-gegerli Yasalar

“Aq, ..., A, Onermelerinin timi gegerli ise B onermesi gegerlidir” bigi-
mindeki bir yasa kosullu-gecerli diyoruz. Niceleme manti§inin baslica
kosullu-gegerli yasalari sunlardir.

1. A(a) gegerli ise VxA(x) gecerlidir.

2. a ad temsilcisi A’da gegmezse ve A — B(a) gegerli ise, A — VxB(x)
gegerlidir.

Vinci yasaya timel genelleme kural, 2'nci yasaya da kosullu tumel
genelleme yasasi denir.
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Tumel genelleme kuralina 6rnek olarak, gecerli olan
VyFya — Faa
onermesini g6z onine alalim. Bu onerme gecerli oldugundan 1. kural
geregi
Vx(VyFyx — Fxx)
onermesi de gegerli olur.
Kosullu tiimel genelleme kuralina 6rnek olarak, gegerli olan
p—(pvFa)
onermesini g6z 6nine alam. Bu onerme gegerli oldugundan 2. kural
geregi
p o Vx(p v Fx)
de gecerlidir.

ALISTIRMALAR

I.  Asafidaki tamdeyimlerin 1‘inci ve 2'nci yontem geregi birer ikilisini
bulunuz.
Verilen tamdeyimin 1‘inci yontem geregi ikilisi, tamdeyimde gecen
bitiin atomsal tamdeyimlerin degillemesi ve tamdeyimin kendisinin
degillemesiyle elde edilir. 2'nci yontem geregi ikili ise, tamdeyimde
gecen butin mantik deg@ismezlerin ikilileri ile dedis tokusg edilmesiyle
elde edilir.

~VxFx v 3x~Gx

~(VxGxy v ~3x3yHxy)

(Fx A VxVyGyx)

~VxHxy v ~3x3yGxy v Hxx
5. Vx[p A ~VxVy(Gxy v Hy)]

W=

Il. §1.2'deki yasalarin her birini ikililik ilkelerinin geregi olan bir kargihgini
bulunuz.
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2.4 Cozamleyici Cizelge Yontemi

Onermeler mantiginda hem denetleme hem karar-verme yontemi olan
¢Ozumleyici cizelge, niceleme mantiginda denetleme yéntemi olarak kul-
lanilmak tizere genellestirilebilir. Bu yontem, yuvalanmamig onermeler igin
karar-verme yontemi olarak da kullanilabilir. Imdi ¢6zimleyici gizelge yon-
temini niceleme mantigina uygulamak icin onermeler mantig: icin kullanilan
kurallara bazi yeni kurallar eklenir. Ancak bu yeni kurallar yalmizca genel
onermelerin denetlenmesi igin gerekli olup tekil onermelerin denetlenmesi
icin eski kurallar yeterlidir.

2.4.1 Tekil Onermelerin Coziimleyici Cizelgesi

Onermeler mantiginda ¢ézimleyici izelge igin ortaya koydugumuz
¢ozimleme kurallar niceleme mantigr dilinin tekil 5nermelerinin ¢ozimlen-
mesi icin de kullanilabilir. Ornegin

(1) Fan-~Gb A (p A ~Fa)

tekil onermesi timel-evetlemenin ¢6zimlemesi kurali geregi

(2) 1.Faa~Gba(pa~Fa)(B.0.)
2.Fa
3. ~Gb M
4.p A ~Fa
5..p 7 ]
4
6. ~Fa | “)

biciminde ¢ozimlenir.
(3) Fa < ~Gbc

tekil onermesi kargilkli-kosullunun ¢6zimileme kurali geregi
(4) 1.Fa e ~Gbe (B.O.)

Fa ~Fa
~Gbc Gbc
biciminde ¢ézumlenir. (1), (5)'in ¢ozliimleyici gizelgesidir.
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Genel olarak tekil dnermelerin ¢oziimleyici cizelgesi daha once kul-
landigimiz ¢oziimleme kurallarina dayanarak kurulabili. Ornegin (1)'in
dogruiuk gizelgesi

(5) 1.Fan~Gba(p A ~Fa) (B.0.)

Fa
M

~Fa

X
dir. Bu gizelge kapali oldugundan (1) tekil 6nermesi tutarsiz olup dogrulay-
c1 yorumlamasi yoktur. Ote yandan (3) tekil dnermesinin ¢6ziimleyici gizel-
gesi (4) olur. Oysa (4)’ln her iki yolu agik olup ¢izelgenin kendisi agiktir. Do-
layistyla (3) tutarh olup dogrulayict yorumlamasi vardir. Her agik yol onerme-
ler mantiginda oldugu gibi bir dogrulayici yorumiama belirler. (4) ¢6zumle-
yici gizelgesinin birinci ag¢ik yolunun belirledigi dogrulayici yorumlamayi
gosterelim. Imdi dogrulayici yorumlama (gene 6nermeler mantiginda oldu-
gu gibl) yoldaki “temel” onermelerce belirlenir. Niceleme mantiginda:

temel 6nermeler, atomsal 6nermeler ile onlarin degillemeleridir.

Ornegin p, Fa, Gab, Habc, ..., ~p, ~Fa, ~Gab, ~Habc, ... temel onerme-
lerdir. Imdi (4) cizelgesinin birinci agik yolundaki temel onermeler “Fa” ile
“~Gbc” dir. Agik yolda “Fa”rin gegcmesi “Fa” ya D degerinin verilmesini,
“~Gbc” nin gegmesi ise “Gbc”ye Y degerinin verilmesini gerektirir. Nitekim
boyle yapmakla acik yolda gegen bitin temel onermeler D degerini almig
olur. Agik yolun belirledigi evren, temel 6nermelerde gecen adlardan olusur.
Yorumlamada siralanmig olan atomsal onermelerin, agik yolda (degillenme-
mis temel onerme olarak) gecen atomsal onermelerdir. Dolayisiyla yorumia-
manin E evreni {a, b, ¢} yorumlamada gegen tek atomsal onerme de “Fa”
olmaldir. O halde 1‘inci agik yolun belirledigi yorumlama

(6) (E: {a, b, c}; Fa)
bigimindedir.
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Sinama amaciyla (3) tekil onermesinin bulunan (6) yorumlamasindaki
dogruluk degerini hesaplaalim.

(7) Fa e ~Gbce
De ~Y
DeD

D

Gordldigu gibi (3), gercekten (6) yorumlamasinda dogrudur. Dolayisiy-
la (6)'nin (3)'lin bir dogrulayici yorumlamasi oldugu sinanmig olur.

(3) onermesinin (6) yorumlamasindaki dogruluk degerini (4) ¢6zimleyi-
ci gizelgesine bakarak da bulabiliriz. Nitekim (4)'Un baglangi¢ onermesinin
verilen yorumiamada dogru olmasinin gerekli ve yeterli kogulu en az bir agik
yolunun dogru olmasi, yani o acik yoldaki bitin teme! énermelerin dogru
olmasidir. Imdi (4) gizelgesinin birinci agik yolundaki temel 6nermeler “Fa”
ife “~Gbc” dir. Oysa (6) yorumlamas: geredi “Fa” D de@erini “Gbc” Y dege-
rini alir. Dolayisiyla hem “Fa” hem “~Gbc” dogru olup (4) gizelgesinin bas-
langtg onermesi olan (3) tekil 6nermesi dogrudur.

Bagka ornek olarak
(8) [(Fa — Fb) A Fa) - Fb

tekil onermesinin gecerli oldugunu ¢6zumleyici ¢izelge ile denetleyelim. Bu
amagla baslangig onermesi (8)’in degillemesi olan asagidaki ¢6ziimleyici
cizelgeyi kuranz.

(9) 1. -~[[(Fa - Fb) A Fa] > Fb] (B.O.)
2. (Fa > Fb) A Fa_
~Fb i
3.Fa>Fb |
Fa
N
~Fa Fb
X X

(M

(2)

(9) ¢o6zumleyici ¢izelgesi kapah oldugundan (8) onermesi gegerlidir.
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Boylece ¢ozimleyici ¢izelgeye dayanarak herhangi bir tekil onermenin
(i) verilen bir yorumlamada dogruluk degerini buluruz. (i) ¢izelgesinin sonlu
acik yolu varsa bir dogrulayici yorumlamasini buluruz ve (iii) gizelge kapali
ise tutarsiz olup olmadigini denetleriz.

Son olarak

(10) (Fa A ~Gb) v Hc
nin ¢ozumleyici cizelgesini kurup (8)'in bir dogrulayici yorumlamasini
(varsa) bulalim.

(11) 1. (Fa A ~Gb) v Hc

M

2. Fa /\_~Gb Hc

Fa J )
~G

(11Yin iki agik yolu oldugundan, (10)'un dogrulayici yorumlamasi vardir.
Birinci agik yolun belirledigi dogrulayici yorumlamanin evreni {a, b}’dir. “Fa”
atomsal dnermesi de yorumlamada yer almalidir. Buna karsilik “Gb” yorum-
lamada yer almamahdir; nitekim “Gb”ye Y degerini vermeliyiz. Buna karsilik
“H” yuklemi birinci a¢ik yolda bulunmadigindan (10) dnermesinde gecen
“Hc” atomsal onermesine istedigimiz dogruluk degerini verebiliriz.
Yorumlamanin mumkiin oldugu kadar kisa olmasini saglamak icin “Hc”ye Y
degerini verecegiz. Dolayisiyla da “Hc” yorumlamada yer almayacaktir.
Genel olarak agik yolda bulunmayan atomsal onermelere hep Y degerini
verecegiz.

2.4.2 Yuvalanmamis Genel Onermelerin Co6ziimleyici Cizelgesi
2.4.2.1 Timel Onermelerin Coziimleyici Cizelgesi

VxA(x) yuvalanmamig bir tumel 6nerme oldugunda,

(1) VxA(x) = A@)

icermesi dogru,
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(2) VxA(x) .. A(a)

bicimindeki ¢ikanmlar da gegerlidir. (1) icermesine tumel ozelleme yasasi
denir. (2) bi¢imindeki ¢ikarimlarin gegerliligi VxA(x)'in dogru olmasinin
tanimina dayanir. Gergekten VxA(x)in dodru olmasi, A(x)in bitun
6zellemelerinin dogru olmasi demektir. Dolayisiyla VxA(x) dogru ise, A(x)'in
Ozellemesi olan A(a) onermesi de dogru olur. Dolayisiyla (2)'nin gecgersiz
kici kiimesi olan

(3)  {VxA(x), ~A(a)}

kimesinin dogrulayici yorumlamasi olamaz. Nitekim ya VxA(x) yanhstir, ya
da Vx A(x) dogru olup bu kez ~A(a) yanhstir.

Sozl gegen (2) cikanminin gegerliligi, timel 6zelleme kural dedigimiz ve
(4) 1. VxA(X)
Aa) (1)
biciminde dile getirdigimiz ¢6zimleme kuralini hakli gosterir.

Timel 6zelleme kurah, oblr ¢ozumleme kurallanindan farkl olarak tekrar
tekrar kullanilabilir. Nitekim VxA(x)'den timel 6zelleme kurall geregdi A(a)
elde edildikten sonra, gerekirse A(b), A(c) vb, ... de elde edilebilir.

Imdi 6nermeler mantigindaki ¢oziimleyici ¢izelgenin ¢éziimleme kural-
larina (4) timelin 6zellemesi kuralini katarak timel dnermelerin ¢ozimleyi-
ci gizelgesini kurabiliriz. Ornegin

(5) Vx(Fx — Gax)

in ¢oziimleyici ¢izelgesini kuralim ve varsa bir dogrulayici yorumlamasini
bulahm.

(6) 1.Vx(Fx - Gax) (B.O.)
2. Fa - Gaa (1)

(2)
~Fa Gaa
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(6) ¢6ziimleyici gizelgesi agik oldugundan (1)in dogrulayici yorumlamas:
olup (6)'min baslangig onermesi olan (5) timel onermesi tutarlidir. Birinci
acik yolun belirledigi dogrulayici yorumiama soyle saptanir. Bu acik yolda
gegen tek temel onerme “~Fa” dir. Dogrulayici yorumlamanin E evreni agik
yoldaki temel 6nermelerde gegen adlardir. O halde £ evreni {a} kimesiyle
ozdestir. Ote yandan yorumlamada gegen atomsal 6nermeler agik yolda
gegen atomsal onermelerden (yani degillenmemis temel onermelerden)
olusur. Oysa birinci agik yolda higbir atomsal 6nerme gegmiyor. Ote yandan
bu agik yolda “G" yiiklemi hi¢ gegmediginden “Gaa”ya istenilen dogruluk
degeri verilebilir. Yorumlamanin mimkin oldudu kadar kisa olmasini
saglamak icin (§2.4.1'de yaptigimiz gibi) “Gaa“ya Y dederini verecegiz.
Dolayisiyla “Gaa”ya yorumlamada hi¢ yer vermeyecegiz. Ote yandan agik
yolda “~Fa” gegtiginden “Fa”ya Y degerini vermek zorundayiz. Dolayisiyla
yorumiamada ne “Fa” ne de “Ga” yer alacaktir. Boylece birinci a¢ik yolun
belirledigi dogrulayici yorumlama

(7) (E: {a})
bigimindedir.
Ikinci bir 6rnek olarak
(8) ({Vx~Fxx, Vx(Gx — Fxx)}

dnerme kumesinin ¢b6zimleyici gizelgesini kuram ve varsa bir dogrulayici
yorumlamasini bulalim.

(9) 1. Vx~Fxx (8.0.)
2. ¥x(Gx — Fxx) (B.0.)
~Faa (1)
3. Ga > Faa (2)
(3)
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(6) cizelgesinin bir agik yolu oldugundan (5) kimesinin dogrulayici yorum-
lamasi olup (5) kiimesi tutarhdir. Dogrulayici yorumlama ise

(10) (E: {a})
bicimindedir.
Uglincii 6rnek olarak
(11) Vx[Fx — (Fx v Gxa)]
tumel onermesinin tutarsiz oldugunu ¢ozimleyici gizelge ile denetleyelim.
(12) 1. Vx~[Fx = (Fx v Gxa)] (B.0.)
2. ~[Fa — (Fa v Gaa)]

Fa
(2)
3. ~(Fa v Gaa)
~Fa
(3)
~Gaa
X

(9) ¢6zumleyici gizelgesi kapall oldugundan (8) tutarsizdir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki timel onermelerin ve tiimel 6nerme kiimelerinin ¢6zimleyici
gizelgesini kurunuz ve varsa birer dogrulayici yorumlamay: bulunuz.

1. VUx[(Fx A Gx) — Hx]

2. Vx[(Fx v Ga) A Hx]

3. VUx~[(Fx v Gx) A Ha]

4. {Vx(Fx A Gx), Vx(~Fx v ~Gx)}

5. {Vx(Fx = Gx), Vx(Gx — Hx), Vx(Fx A ~Hx)}
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2.4.2.2 Tikel Onermelerin Cézimleyici Cizelgesi

IxA(x) bigimindeki tikel onermelerin ¢ozimleyici ¢izelgesi, IxA(x)’in
dogrulayici yorumlamasini saptayacaktir. Ote yandan 3xA(x)‘in dogru olma-
st igin A(x)’'in A(a) gibi bir 6zellemesi dogru olmaldir. Dikkat edilirse,

(1) 3IxA(x) .. A(a)
¢ikanmi gegersizdir. Dolayisiyla 3xA(x) den herhangi bir g ad i¢in A(a) ozel-
lemesini elde edemeyiz. Ancak a yeni bir ad ise, yani @ 3xA(x)’in ait oldugu
yolda hi¢ bulunmuyorsa, o zaman a ad1 A(x) agtk dnermesini gercekleyen bi-
reyin adi olarak secilebilir. Bu durumda 3xA(x)'den A(a) elde edilebilir. Buna

gore tikel 6zelleme kural dedigimiz ¢ozumleme kuralini §6yle dile getiriyo-
ruz.

(2) 1. VxA(x)
Aa) (1)
a yeni olmal, yani ayni yolda daha énce gegmemelidir.
Ornek olarak (2) ¢6ziimleme kuralina dayanarak
(3) Ix(Fa A ~Fx)
tikel Snermesinin ¢ozlimleyici gizelgesini kuralim.

(4) 1.3x(Fa A ~Fx) (B.0.)

2. Fa A ~Fb

Fa
] (2)
~Fb

¢6zimleyici gizelgesi elde edilir. Dikkat edilirse 1. adimda “b” yerine “a” adi-
ni kullansaydik, (4) gizelgesi yerine
(5) 1.3x(Fa A ~Fx) (B.O.)
. Fa A ~Fa
Fa

. ~Fa
X

AW N
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¢6zumleyici gizelgesini elde ederdik. Oysa (4) cizelgesinin agik olmasina kar-
sin (5) kapalidir. Gergekte (3) tutarh olup dogrulayici yorumlamasi vardir.
Oysa (5) cizelgesine dayanarak (3)'un tutarsiz oldugu samilabilir. Demek ki
(5) cizelgesi yasaya aykiridir. (3)’'ln asil ¢cdzimleyici ¢izelgesi, agik olan (4)
cizelgesidir. (4) ¢cizelgesinde 1. adimda, (2) tikelin 6zellemesi kuralindaki ki-
sitlayici kosul uygulanmistir. Tikel 6zellemede yol (izerinde daha 6nce gecen
a adi degil, yeni olan b ad: kullanilmstr.

Imdi (4) ¢ozimleyici gizelgesinin agik olan yoluna dayanarak (3)'un bir
dogrulayici yorumlamasini bulalim. Yolda bulunan temel 6nermeler “Fa” iie
“~Fb” dir. Buna gore bu agik yolun belirledigi yorumlama

(6) (E: {a, b}); Fa)
dir.

(6) yorumlamasinin (3) tikel onermesinin dogrulayici yorumlamast oldu-
gunu sinayabiliriz. Bu amagla

(7) Fa A ~Fx
in {a, b} bicimindeki E evreninde 6zellemeleri olan

(8) Fana-~Fa

(9) Fan ~Fb

énermelerine bakariz. Imdi (6) yorumlamasinda (8) yanliy ama (9) dogru-
dur. Dolayisiyla (9)'un (7)'nin bir dogru ézellemesi oldugunu goriyoruz. O
halde (3) tikel 6nermesi, (6) yorumlamasinda dogru olup (6), (3)'Un bir
dogrulayici yorumlamasi olur.

lkinci bir 6rnek olarak
(10) {3x(Fx A ~Gx), Ix(Gx A ~Hx)}
onerme kimesinin ¢ozimleyici gizelgesini kuralim.
(11) 1. Ix(Fx A ~Gx) (B.0.)
2. 3Ix(Gx A ~Hx) (B.O.)
3.Fan~Ga(1)
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4. Gb A ~Hb (2)

Fa
~Ga] )
Gb
~Hb] @

1. adimda birinci tikel dnermeye tikel ozelleme kuralini @ adiyla uyguladik.
2. adimda ise ikinci tikel onermeye tikel 6zelleme kuralini yeni ad olarak b
adiyla uyguladik (11) ¢oziimleyici gizelgesinde agik yol oldugundan, (10)
kimesinin dogrulayici yorumlamasi olup (10) kiimesi tutarlidir. Dogrulayic
yorumlama ise

(12) (E: {a, b}; Fa, Gb)

dir. (12) agik yoluna dayanarak elde edebilecegimiz en kisa yorumlama
(12)’dir. Agik yola bakarak “Fa” ile “Gb”ye D degerinin, “Ga” ile “Hb”ye de
Y degerinin verilmesi gerektigini anliyoruz. Ancak agik yolda hi¢ gegmeyen
“Fb”, “Ha” onermelerine istedigmiz dogruluk degerlerini verebiliriz. Yorum-
lamanin kisaliini saglamak amaciyla bu sonuncu atomsal 6nermelere Y de-
gerini verip (12)'de yer almamalarini sagliyoruz.

Sonuncu érnek olarak
(13) 3Ix~[Fx = (Gx — Fx)]
tikel dnermesinin ¢6zimleyici gizelgesini kuralim.

(14) 1. Ix~[Fx = (Gx = Fx)] (B.0.)
2. ~[Fa - (Ga — Fa)] (1)

Fa

3. ~«(Ga—> Fa):| 2
Ga
° o

X

(14) ¢ozumleyici cizelgesi kapal oldugundan, (13)’in dogrulayici yorumia-
masi yoktur. Dolayisiyla (13) tutarsizdir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki tikel onermeler ve tikel 6nerme kiimelerinin ¢6ziimleyici gizel-
gesini kurunuz ve varsa birer dogrulayici yorumlamasini bulunuz.

1.

2
3
4.
5

Ix(Gx v Hx)

. Ix(Gax v Hxx)

. 3x[(p - gx) A Fx)
{Ix(Fx A Gx), Ix(Fx — Gx)}
{3x(Fx v Gx), Ix(~Fx A ~Gx)}

2.4.2.3 Bilesik Genel Onermelerin Coziimleyici Cizelgesi

Degillenmis timel ve degillenmis tikel 6nermeleri ¢6zimlemek i¢in 6n-
ce basit 6nerme bi¢imine indirgeriz. Nitekim

M
ile

(2)

~VxA . Ix~A

~3JIxA .. Vx~B

¢ikanmian daha once gordigumuz gibi gegerlidir. Bu gegerli ¢ikanmlara go-
re niceleme dedilleme kurallari denilen agagidaki ¢oziimleme kurallarini kulla-
nacagiz.

(3)

4

1. ~VxA
Ix~A (1)

1. ~3xA
Vx~A

Ornek olarak

(5)

~Vx(Fx v ~Fx)

degillenmis timel dnermesinin ¢oziimleyici gizelgesini kurahim.
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(6) 1.~Vx(Fx v ~Fx) (B.0.)
2. Ix~(Fx v ~Fx) (1)
3. ~(Fa v ~Fa) (2)
~Fa
o
X

1. adimda niceleme degilleme kuralini uygulayarak degillenmis timel oner-
meyi basit bir 6nermeye indirgedik. Cozimleyici gizelge kapal oldugundan
(5) onermesi tutarsizdir.

(7) VxFx — 3xFx

onermesinin degillemesinin ¢oziimleyici ¢izelgesini kurup (7)'nin gegerii ol-
dugunu denetleyelim.

(8) 1. ~(¥xFx - 3IxFx) (B.0.)

3. VxFx
(1
2. ~3xFx
4. Vx~Fx (2)
Fa (3)
~Fa (4)
X
cozumleyici cizelge kapalt oldugundan (7) énermesi gegerlidir.

Dikkat edilirse (8) ¢izelgesini kurarken 2. adimda “VxFx"i degil, daha
sonra gelen “~3xFx"i ¢ozidmledik. Genel olarak niceleme degilleme kurali-
nin bitiin oteki kurallara gore onceligi vardir.

Tumel ozelleme kural ile tikel 6zelleme kuralinin birlikte uygulandig bir
ornek olarak

(9) {Vx(Fx — Gx), Ix(Fx A ~Gx)}

onerme kiimesinin ¢6zimleyici gizelgesini kuralim ve varsa dogrulayici yo-
rumlamasini bulahm.
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(10) 3. Vx(Fx — Gx) (B.O.)
1. Ix(Fx A ~Gx) (B.O.)

2.FaA-~Ga(l)

Fa 2)
~Ga

4. Fa > Ga (3)
(4)

~Fa
X

Ga
X

Dikkat edilirse (10) ¢dziimleyici ¢izelgesindeki birinci sirada yer alan tu-
mel 6nermeyi ancak 3. adimda ¢6zimledik. Buna karsilik ikinci siradaki tikel
onermeyi 1. adimda ¢oziimledik. Genel olarak tumel 6zelleme kural en son-
da baska hicbir ¢cozimleme kural uygulanamadigi zaman kullanilmalidir.
Buna karsilik tikel 6zelleme kurahmin onceli§i vardir; timel 6zelleme kurali,
catal agma kurallarindan once kullanilmalidir. E§er ¢ozumleme kurallarini ¢i-
zelgenin satirlarina sirasiyla uygulasaydik asagidaki gizelgeyi elde ederdik.

(11) 5, 1. ¥x(Fx - Gx) (B.O.)
2.
4,
3.

~Fa
6. Fb - Gb
(6)

~Fb Gb
X X

3x(Fx A ~Gx) (B.O.)

Fa - Ga (1)
Fb A ~Gb (2)
Fb
3)
~Gb
4
Ga
7.Fb - Gb
(7)
~Fb Gb
X X
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Oysa (11) ¢ozumleyici gizelgesi (10)'dan ¢ok daha uzun ve karmasiktir.

Simdi (10) ¢ozlimleyici gizelgesine donelim. Bu ¢izelge kapali oldugun-
dan, (9) kimesinin dogrulaytci yorumlamasi olmayip bu kiime tutarsizdr.

Niceleme mantiginda ¢ézumleyici cizelge icin gerekli olan butun ¢o-
zimleme kurallarini gérmis bulunuyoruz. Bu nedenle asagida ¢6zimleme
kurallarini oncelik sirasina gore siralayacagiz. Tumel-evetlemenin, tikel-evet-
lemenin degillemesinin ve kosulun degillemesinin ¢6ziimleme kurallarina alt
alta ¢éziimleme kurallari, tikel-evetlemenin, timel-evetleminin degillemesi-
nin, kogulun, karsilikh-kosulun ve karsthkli-kosullunun degillemesinin ¢6ziim-
leme kurallarina ¢atal-agma ¢ozimleme kurallari diyoruz.

1. Niceleme dedgilleme kurallar (1‘inci oncelik)
2. Alt-alta ¢6zimleme kurallari

3. Tikel-ozelleme kural

4. Catal-agma ¢6ziimleme kurallari

5. Tumel-6zelleme kurali

Bundan boyle ¢oziimleyici ¢gizelgeleri hep bu oncelikler sirasina uyarak
kuracagiz.

Uglincii 6rnek olarak
(12) VxFx & Ix(~GCx A ~Fa)

nin ¢ézumleyici ¢izelgesini kuralim ve varsa dogrulayic) yorumlamasini bu-
lalim.
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(13) 1. VxFx & Ix(~Gx v ~Fa) (B. O.)

M
8, 7. VxFx 2. ~VxFx
4. Ix(~Gx v ~Fa) 3. ~Ix(~-Gx v ~Fa)
6. ~Gb v ~Fa (4) S. Ix~Fx (2)
(6) 11, 9. Vx~(~Gx v ~Fa) (3)
~Gb ~Fa ~Fb (5)
Fa (7) Fa 10. ~(~Ga v ~Fa) (9)
Fb (8) X Ga 10)
Fa__ |
12. ~(~Gb v ~Fa) (11)
o
Gb (12)
Fa__ |

Dikkat edilirse (13) gizelgesini kurarken gerek sag yolda gerek sol yolda

timel-evetleme kuralini ayni tiimel onermeye iki kez uyguladik. Genel ola-

Gozumleyici gizelge ile dogrulayici yorumlama aramak iin timel ozelle-
me kurali timel 6nermeye, ayni yolda daha 6nce bulunan her ad igin
ayr ayr uygulanmalidir.

S6zi gegen (13) ¢oziimleyici ¢izelgesi agik oldugundan (12) onermesi-

nin dogrulayici yorumlamasi vardir. Dolayisiyla (12) tutarhdir. 1’inci agik yo-
lun belirledigi dogrulayici yorumlama

(14) (E: {a, b}; Fa, Fb)

dir. Ikinci agik yolun belirledigi dogrulayici yorumlama ise

(15) (E: {a, b}; Fa, Ga, Gb)
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2.4.2.4 Cozimleyici Cizelge ile Dogruluk Degerinin Hesaplanmasi

Cozimleyici gizelgeyi bir onermenin verilen bir yorumlamadaki dogru-
luk degerini hesaplamak i¢in kullanabiliriz. Nitekim daha once belirttigimiz
gibi:

1. Onermenin ¢dziimleyici gizelgesi kapall ise 6nerme yanlstir.

2. Onermenin ¢éziimieyici cizelgesinde sonlu bir agik yol (yani sonlu
sayrda onermeden olusan bir acik yol) varsa, e§er yoldaki butin te-
mel onermeler verilen yorumlamada dogru ise 6nerme dogrudur.

3. Onermenin her agik yolunda en az bir temel 6nerme verilen yorum-
lamada yanlis ise 6nerme yanhstir.

Iste bu (i¢ kurala dayanarak 6nermenin dogruluk degerini hesaplayabili-
riz. Dogruluk degerini hesaplayacak nitelikteki ¢oziumleyici ¢izelgenin timel-
ozelleme ile tikel-6zelleme kurallari verilen yorumlamanin evrenine baghdir.
Genel olarak yorumlamanin E evreni

(") E=A{ay, ..., a,}

bi¢imindeki bir sonlu evren ise, o zaman verilen evrene dayanan tumel-6zel-
leme ile tikel-6zelleme kurallar agagidaki bigimlerde olur.

{a,, ..., a,} evreninde tiimel-6zelleme kural
(2) 1. ¥xA(x)

A (ap)

: (1M

AQ,)
{a,, ..., a,} evreninde tikel-6zelleme kurali

(3) 1. 3IxAX)

A (ay) A(ap)
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Burada (3) tikel-0zelleme kuralinin 6nceligi olup tiimel-6zelleme kuralin-
dan 6nce uygulanmalidir. Bunun nedeni (2)'nin alt-alta ¢6zimleme kurali,
(3)’'un ise gatal-agma kurali niteliginde olmasidir. Dikkat edilirse (2) ile (3),
n = 1 sinir durumunda, E = {a} oldugundan, sirasiyla

(2) 1. ¥xA(X)
Aa) (1)
ve
(3) 1. VxA(x)
A(a) (1)
bigcimlerini alir.
Ornek olarak
(4) VIx(Fx A ~Gx) A p A IxHx)
onermesinin
(5) (E: {a, b}; Fa, Ga, Gb)
yorumlamasinda dogruluk degerini hesaplayalim.

Bu amacgla {a, b} evreninde (2) tumel-6zelleme kuralyla (3) tikel-6zelle-
me kuralina dayanarak agsagdaki ¢6zimleyici gizelgeyi kuranz.

(6) 1. Ux(Fx A ~Gx) A p A 3xHx (B.0.)
2. Vx(Fx A ~Gx)

p
5. IxGx

3. Faan-~Ga
(2)
4. Fb A ~Cb
Fa
~Ga (3)
Fb 4
_Cb 4)

(5)
Ha Hb

M
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Goruldiigu gibi (2) tumel-6zelleme kuralini alt-alta kural niteliginde ol-
masindan dolay: catal-agma kurah olan (3) tikel 6zelleme kuralindan once
uyguladik. Imdi (6) gizelgesinde iki agtk yol vardir. Birinci yolun temel oner-
meleri “p”, “Fa”, “~Ga”, “Fb”, “~Gb"” ve “Ha” dir. Verilen (5) yorumlama-
sinda yalniz “Fa” dogru olup 6bdirleri yanhstir. Dolayisiyla birinci yol yanlig-
tr. O halde ikinciye bakmak gerekir. lkinci yolun temel 6nermeleri ise “p”,
“Fa”, “~Ga", “Fb”, “~Gb"” ve “Hb” dir. Bunlardan yalniz “Fa” dogrudur. (6)
¢ozumleyici gizelgesinin verilen yorumlamada bitun yollar yanhs oldugun-

dan baslangig onermesi olan (4)'de yanlis olur.
Ikinci bir ornek olarak
(7) Vx(Fxx A Gx) — IxFx

onermesinin
(8) (E: {a, b}, Fa, Gb)

yorumlamasinda dogruluk degerini hesaplayalim. Bu amagla asagidaki ¢o-
zumleyici gizelgeyi kuruyoruz.

(9) 1. Vx(Fxx A Gx) — IxFxx (B.0.)

(1)
2. ~Vx(Fxx A Gx) 4. IxFxx
3. Ix~(Fxx A Gx) (2) (4)
(3) Faa Fbb
5. ~(Faa A Ga) 6. ~(Fbb A Gb)
(5) (6)
~Faa ~Ga ~Fbb ~Gb

(9) cizelgesinin alt) tane agik yolu vardir. Birinci yoldaki temel 6nerme olan
“~Faa” yanhgtir, o halde birinci yolun kendisi de yanhstir. Ama ikinci yolun
tek temel onermesi olan “~Ga” dogru olup ikinci agik yol dogrudur. Dolayi-
siyla (9) gizelgesinin baslangi¢ dnermesi olan (7) onermesi (8) yorumlama-
sindan dogrudur.
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Uglincii bir ornek olarak
(10) 3xGxa — Vx~Gax
onermesinin
(11) (E: {a); Gaa)
yorumlamasinda dogruluk degerini hesaplayalim.
(12) 1. 3xGxa — Vx~Gax (B.O.)
(M

2. ~3xGxa 4, Vx~Gax
3. Vx~Gxa (2) ~Caa (4)
~Gaa (3)

(12) gizelgesinin her iki yolu da yanhgtir. Nitekim her iki yoldaki tek temel
onerme olan ~Gaa (11) yorumlamasinda yanhstir. O halde (10), (11)de
yanhgtir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin verilen yorumlamalardaki dogruluk degerini ¢6-
zumleyici gizelge ile hesaplayiniz.

Vx(Fx — Gx), (E: {a}; Fa)

Ix~Cx v VxGx, (E: {a, b}; Gb)

Vx[(Fx A Gx) — Hx], (E: {b, c}; Fa, Hb)

Ix(p A Fx) A Vx(Gx A ~Fx), (E: {a, c}; P, Gc)

Vx(Fxx v Ga) A 3x(Hxa A Fbx), (E: {a, b}; Faa, Gb, Hba)

vk whN

2.2.3 Coziumleyici Cizelge ile Gegerlilik Denetlemesi
2.2.3.1 Yuvalanmamis Genel Onermelerin Gegerlilik Denetlemesi

Verilen bir 6nermenin gegerli oldugunu ¢oéziimleyici gizelge ile denetle-
mek icin bu 6nermenin degillemesinin ¢oziimleyici gizelgesini kurar ve elde
edilen gizelgenin kapalt olduguna bakanz. Ote yandan verilen bir ¢tkarimin
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gecerli oldugunu denetlemek i¢in baglangigc onermeleri ¢ikarimin 6nciillerin-
den ve ¢ikanmin sonucunun degillemesinden ibaret olan ¢6zumleyici ¢izel-
geyi kuranz ve cizelgenin kapalt olduguna bakariz. Once yalnizca yuvalan-
mamig genel onermelerin ve bu tirli onermelerden olugan ¢ikarimlarin ge-
cerliliginin denetlenmesini ele alacagiz. Daha sonra yuvalanmig genel 6ner-
melere de yer verecegiz.

Ornek olarak
(1) (Fav Gb) — 3x(Fx v Gx)

yuvalanmamis genel onermesinin gecerliligini ¢ozimleyici gizelge ile denet-
leyelim. Bu amagla (1)'in degillemesinin ¢ozumleyici ¢izelgesini kuruyoruz.

1.  ~[(Fa v Gb) = 3x(Fx v Gx)] (B.0.)
3. FavGb
2.  ~3x(Fx v Gx)

7, 4. Vx~(Fx v Gx)

(3)
Fa Cb
5.  ~(Fav Ga) (4) 6. ~(Fa v Ga) (4)

..Fa] 5) ~Fa (6)

~Ga ~Ga_|

X 8. ~(Fb v Gb) (7)
~Fo | g
~Gb_|
X

Cizelge kapali oldugundan (1) onermesi gecerlidir. Dikkat edilirse (2) ¢izel-
gesinde gegen Vx~(Fx v Gx) timel dnermesine iki kez (4. ve 7. adimlarda)
tumel ozelleme kuralini uyguladik. Eger bu timel 6zellemeye 7. adimda tu-
mel 6zelleme kurali b adiyla ikinci kez uygulanmamis olsayd) ¢izelge acik ka-
lacaktr. O zaman da verilen (1) onermesinin gecerlilii gosterilemiyecekti.
Dolayisiyla bazi durumlarda timel 6zelleme kuralinin ayni timel 6nermeye
birden ¢ok kez uygulanmasi kaginiimazd:.
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Ikinci 6rnek olarak
(3) Vx[Fx = (Gx v Hx)] .. Vx(Fx = Gx) v Ix(Fx A Hx)

¢ikanminin gegerli oldugunu ¢6zimleyici gizelge ile denetleyelim. Bu amag-
la baglangi¢ onermeleri (3)’in 6ncili ve (3)’Gn sonucunun degillemesinden
olusan ¢ozumleyici cizelgeyi kuralim.
(4) 6. Vx[Fx — (Gx v Hx)] (8.0.)
1. =[Vx(Fx - Gx) v Ix(Fx A Hx)] (B.O.)

. ~Vx(Fx — Gx) ] .
. ~3Ix(Fx A Hx)
. 3x~(Fx —» Cx) 2
. Vx~(Fx A Hx) 3)
. ~(Fa — Ga) 4)

F
2 ] 5)
~Ga

7.Fa — (Ga v Ha) (6)

L O b W N

(7)
~Fa 8. Ga v Ha
X (8)
Ga Ha
X (10) ~(Fa A Ha) (9)
(10)
~Fa ~Ha
X X

(4) cizelgesi kapal oldugundan (3) ¢ikanmi gegersizdir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki 6nermelerin ve gikanmlarin gegerli oldugunu ¢ozimleyici ¢i-
zelge ile denetleyiniz.

1. Vx(Fx - Gx) — (VxFx - ¥xGx)
2. Vx(Fx — Gx) —» (IxFx — 3IxGx)
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Vx(Fx A Gx) & (VxFx A VxGx)
Ix(Fx v Gx) &> (IxFx v IxCx)
Vx(p A Fx) & (p A VxFx)
(VxFx & p) & Ix(Fx & p)
VxFx & VyFy

® N O v oW

IxFx < 3yFy

9. Vx(Fx — Gx), ¥Vx(Gx — Hx) .. ¥x(Fx — Hx)

10. Vx(Fx — Gx), Vx(Fx > Hx) .. Vx[(Fx — (Gx A Hx)]
11. Vx(Fx = Gx), Vx(Fx A Hx) .. Vx(Gx A Hx)

12. Vx(Fx - Gx), Vx(Fx —» ~Gx) .. ~3xFx

2.4.3.2 Yuvalanmig Genel Onermelerin Gegerliliginin Denetlenmesi

En sonda yuvalanmis (ve ¢oklu ylklemli) genel 6nermelerin ve yuvalan-
mig genel onermelerden olusan ¢ikanmlarin denetlenmesini ele aliyoruz.

Ornek olarak
(1) VxVyFxy — VyVxFxy
yuvalanmig genel 6nermenin gegerli oldugunu ¢6zimleyici ¢izelge ile de-

netleyelim. Bu amagla (1)'in degillemesinin ¢6ziimleyici gizelgesini kuruyo-
ruz.

(2) 1. ~(¥YxVyFxy — YyVxFxy) (B.O.)

. VxVyFxy ] )
. ~VyVxFxy
. Jy~VxFxy (2)
. dy3dx~Fxy (3)
. 3x~Fxa (4)
~Fba  (5)
7. VyFby (6)
Fba 7)
X

»n A W N O =
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Dikkat edilirse 3. adimda “3y~VxFxy” onermesine niceleme degilleme kura-
lint uygulayarak “3y3ax~Fxy” onermesini elde ettik. Nitekim niceleme degil-
leme kurali, degilleme isaretinin en basta olmadi§i durumlarda da uygula-
nabilmektedir. Ote yandan ¢izelgedeki yolu kapatabilmek igin 6. adimda tu-

" "

mel 6zelleme kuralini uygularken “x” yerine “a” degil, “b” adini koyduk. Ay-
ni bigcimde 7. adimda tumel 6zelleme kuralini uygularken “y” yerine “a” ad-
m koyduk. Boylece “Fba” onermesi elde edilip yol kapatabildik. (2) cizelge-
si kapall oldugundan (1) 6nermesi gegerlidir.

lkinci 6rnek olarak
(3) 3IxVyFxy — Vy3xFxy
onermesinin gegerli oldugunu ¢6zumleyici gizelge ile denetleyelim.
(4) 1. ~@xVyFxy - Vy3xFxy) (B.O.)
4. IxVyFx
yrxy a)
2. ~Vy3xFxy
3. Jy~3xFxy (2)
5. JyVx~Fxy (3)
6. VyFay (4)
7. Vx~Fxb (5)
Fab (6)
~Fab (7)
X
Uglincii érnek olarak
(5) 3x3Iy(Fxy v Fyx) — IxJyFxy
onermesinin gegerli oldugunu ¢6zimleyici ¢izelge ile denetleyelim. Bu
amacla (5)'in degillemesinin ¢ozimleyici gizelgesini kuruyoruz.

(6) 1. ~[3x3y(Fxy v Fyx) — IxIyFxy] (B.O.)

. 3x3y(Fxy v Fyx) m
. ~3x3yFxy

w N b =

. Vx~dyFxy (2)
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10, 7.VxVy-Fxy (3)
5. 3y(Fay v Fya) (4)
6. Fab v Fba (5)

(6)
Fab Fba
8. Vy~Fay (7) 9. Vy~Fay (7)
~Fab (8) 11. Vy~Fby (10)
X ~Fba (11)

X

Dikkat edilirse agik kalan ikinci yolu kapatabilmek icin 10. adimda tumel
ozelleme kuralini tekrar “VxVyFxy” timel dnermesine uygulayip bu kez “x”
yerine “b” adini koyduk. Sonra da 11. adimda tiimel 6zeleme kuralini uygu-
layip “Vy~Fby”ye uygulayip “y” yerine “a” adini koyduk. Boylece a¢ik kalan
yolu kapatabildik. (6) kapali oldugundan (5) gegerlidir.

Dordiincd ornek olarak

(7) Vx3yFxy, Vy3zGyz .. Vx3y3z (Fxy A Gyz)
ctkanminin gegerli oldugunu gosterelim. Bu amacgla on-bilegenleri (7)'nin iki
oncilu ile (7)'nin sonucunun degillemesinden olusan asadidaki ¢6ziimleyici
cizelgeyi kuruyoruz.

(8) 5. Vx3y Fxy (B.0.)

7. Vy3zGyz (B.0.)
. ~Vx3y3z(Fxy A Gyz (B.O.)
. Ix~Jy3z(Fxy A Gyz) (1)
. IxVy~3z(Fxy A Gyz) (2)
. IxVyVz~(Fxy » Gyz) (3)
. VyVz~(Fay A Gyz) (4)
. dyFay (5)
Fab

8. 3zGbz (7)
Gbc

N 0 bW N =

276



10. Vz~(Fab A Gbz) (9)
11. ~(Fab A Gbc) (10)

an

~Fab ~Gbc
X X
(8) cizelgesi kapall oldugundan (7) onermesi gegerlidir.
Besinci ornek olarak
(9) 3IxIyVz~[(Fx A ~Gy) A ~(Fy A ~G2)]
onermesinin gegerli oldugunu ¢ozumleyici gizelge ile denetleyelim. Bu
amacgla (9)'un degillemesinin ¢6zimleyici ¢izelgesini kurahm.
(10) 1. ~3x IyVz~[(Fx A ~Gy) A ~(Fy A ~ G2)]
. Vx~3yVz~[(Fx A ~Gy) A ~(Fy A ~G2)] (1)
. VxVy~Vz~[(Fx A ~Gy) A ~(Fy A ~G2)] (2)
. VxVy3z[(Fx A ~Gy) A ~(Fy A ~G2)] (3)
. Vy3z[(Fa A ~Gy) A ~(Fy A ~Gz)] (4)
. 3z[(Fa A ~Ga) A ~(Fa A ~GZ)] (5)
. (Fa A ~Ga) A ~(Fa A ~Gb) (6)

. (Fa » ~Ga) :l 7
. ~(Fa A ~Gb)

Fa ] ®)
~Ga

(9
~Fa Gb
X 11. 3z[(Fa A ~Gb) A ~(Fb A ~G2)] (10)
12. (Fa A ~Gb) A ~(Fb A ~Gc) (11)

13.Fa A ~Gb 12)
~(Fb A ~Gc)

Fa :l a3)
~Gb

X

10,

O 00 N O L b W N
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(10) gizelgesi kapali oldugundan (9) onermesi gegerlidir.

Son olarak oldukga zor olan bir 6rnegi ele aliyoruz.

(11) 3yvx[[Vz(Fza — Fxz) A 3vFva] — Fxy]
onermesinin gegerli oldugunu g¢oziimleyici ¢izelge ile denetleyelim. Bu
amacla (11)'in degillemesinin ¢6zmleyici ¢izelgesini kuruyoruz.

(12) 1. ~-3yVx[[Vz(Fza - Fxz) A 3vFva] - Fxy] (B.O.)
9, 2. Vy-Vx[[Vz(Fza — Fxz) A 3vFva] — Fxy] (1)

3. 3x~[[Vz(Fza — Fxz) A 3vFva] — Fxa] (2)
4. ~[[Vz(Fza — Fbz) A JvFva] — Fba] (3)
5

. Vz(Fza — Fbz) A 3vFva:l @

~Fba
7. Va(Fza - sz)] (5)
6. 3vFva
Fca (6)
8. Faa — Fba (7)
(8
~Faa Fba

X
10. ~Vx[[Vz(Fza — Fxz) A 3vFva] — Fxc] (9)
11. 3x~[[Vz(Fza — Fxz) A 3vFva] — Fxc] (10)
12. ~[[Vz(Fza — Fdz) A 3vFva] — Fdc] (11)

13. Vz(Fza — Fdz) A 3vFva an
~Fdc

14. Vz(Fza — Fdzil a3)

IvFva
15. Fca » Fdc (14)

(15)

~Fca Fdc
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(12) goziimleyici gizelgesi kapal oldugundan (11) 6nermesi gegerlidir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve ¢ikarimlann gegerli oldugunu denetieyiniz.

©® NOOL A wN =

o

10.
11.
12.
13.
14.
15.

2.4.

M

~VxVyFxy < IxIy~Fxy

~3xJyFxy < VxVy~Fxy

~Vx3yFxy & Ix Vy ~Fxy
~3IxVyFxy < Vx3y~Fxy
~VxVyVzFxyz & dxdy3z~Fxyz
Ix3yFxy <> Jy3xFxy

VxVyFxy .. VyVxFyx

~JyVx(Fxy & ~Fxx)

VyIx(Fx & ~Fy) & (3xFx A 3x~Fx)
IxVy(Fx & Fy) & (~3xFx v VxFx)
(VxFx — ¥xGx) & 3IxVy(Fx — Gy)
Vx3y(Fx - Gy) .. yVx(Fx — Gy)
IxVy(Fx — Gy) .. Vx3Iy(Fx — Gy)
JyVy(Fx v Gy) & Vy3y(Fx v Gy)
JyVx(Fx A Gy) & Vx3y(Fx v Gy)

3.3 Esdegerliklerin ve Igermelerin Denetlenmesi

A=B

bicimindeki bir esdegerligi ¢oziimleyici cizelge ile denetlemek igin iki yon-
tem vardir. 1'inci yonteme gore

(2)
ile

(3)

A.B

B .. A

¢tkarimlarinin gegerli oldugunu birer ¢ozimleyici gizelge ile denetleriz. 2'nci

yonteme gore de
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(49) Ao B

karsilikh-kosullunun gecgerliligini ¢dziimleyici gizelge ile denetleriz.
Ote yandan
Sy A, ..., A, =8B

bicimindeki bir icermeyi ¢6ziimleyici gizelge ile denetlemek igin (5)in karg-
hg olan

6) A, ..., A, . B
¢ikanminin gegerli oldugunu ¢oziimleyici ¢cizelge ile denetleriz.

Boylece egdegerlikler ile icermelerin denetlenmesi onerme ve ¢ikarimla-
rin gegerlilik denetlemesine indirgenmis olur. Ornegin

(7) Vx(Fx - p)=3xFx - p
esdegerligini ¢ozimleyici cizelge ile denetleyelim. Bu amagla
(8) Vx(Fx — p) & (3xFx — p)

karsilikh-kosullusunun gegerli oldugunu denetleyecegiz. Bunun igin (8)’in
degillemesinin ¢6zlimleyici ¢izelgesini kuruyoruz.

(9) 1. ~[Vx(Fx - p) & (@xFx - p)] (B.0.)

(1)
9. Vx(Fx — p) 3. ~Vx(Fx - p)

2. ~(OxFx > p):| 7.3xFx - p :|
4. IxFx jl 2 5. Ix~(Fx - p) (3)
~p 6. ~(Fa — p) (5)

Fa (3) Fa :l ©)
10.Fa > p ~p

PN 5
~Fa p

X X 8. ~3IxFx p

10. Vx~Fx (8) X
~Fa (10)
X
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(9) cizelgesi kapali oldugundan (7) esdegerligi dogrudur. Igermenin denet-
lenmesine 6rnek olarak

(10) VxFx, 3xGx = 3x(Fx A Gx)
icermesini ¢6ziimleyici gizelge ile denetleyiniz. Bu amagla
(TH VxFx, IxGx . Ix(Fx A Gx)

¢ikanminin gegerli oldugunu denetleyecediz. Bunun i¢in de agagidaki ¢o-
zumleyici gizelgeyi kuruyoruz.
(12) 3. ¥xFx (8.0
4. IxGx (8.0.)
1. -3x(Fx A Gx) (B.O.)
4. Vx~(Fx A Gx) (1)
Ga (2)
Fa (3)
5.~(FanGa) @)

(3)

ALISTIRMALAR

§1.3'deki mantik yasalarini dile getiren egdegerlikler ve icermeleri ¢o6-
zumleyici gizelge ile denetleyiniz.

2.4.3.4 Birli Yiiklemli Niceleme Mantiginin Karar-Verme Yontemi

Cozimleyici cizelge yontemi niceleme mantiginin bir denetleme yonte-
mi olmakla birlikte, genelde bir karar-verme yontemi degildir. Nitekim ¢ok-
lu ylGklemli ve yuvalanmig bazi tutarh dnermelerin ¢6zumleyici gizelgesinin
her agik yolu sonsuzdur. O zaman da dogrulayici yorumlamayi belirleyeme-
yecegiz. Ustelik sonsuz yolun agik kalip kalmayacagina karar vermemiz de
imkansiz olur. Ornegdin “VxJyFxy” 6nermesinin ¢oziimleyici ¢izelgesinin tek
yolu sonsuzdur.

281



v 5,3, 1. Vx3yFxy
2. JyFay (1)
Fab (2)
4. JyFby (3)
Fbc (4)
dyFey (5)

Bu cizelgenin sonsuz yolunun acik kalip kalmayacagina karar veremeyiz.
(Ancak genel gidisine bakarak acik kalacagini tahmin edebiliriz.)

Igcinde en az bir birli yliklem temsilcisi gegen ve higbir ¢oklu yiklem tem-
silcisi gegmeyen onermelere birli dnermeler denir. Birli onermelere sinirlandi-
nimig niceleme mantigi dalina da birli niceleme mantigi denir. Birli niceleme
mantiginin (genel niceleme mantiginin tersine) karar-verme yontemi vardir.
Simdi ¢oziimleyici ¢izelgeye dayanan bir karar-verme yontemini gosteriyo-
ruz. Imdi herhangi bir birli 6nermenin gegerli veya gegersiz, tutarh veya tu-
tarsiz oldugunu saptayan ¢6zimleyici gizelge soyle kurulur. Sinanan oner-
mede gegen farkh birli-yUklem temsilcisinin sayisi n olsun. O zaman ¢6zum-
leyici ¢izelgenin kurulugsunda kullanilan timel 6zelleme ile tikel-6zelleme ku-
rallani agagidaki bigimlerde olur.

(1) Tidmel -6zelleme kurali (2) Tikel-6zelleme kurali
1. VxA(x)
A(a;)
. (M
A(a,n) A(a,) A(a,n)

Gizelgenin kurulugunda alt-alta ¢6zimleme kurah niteliginden olan tu-
mel-6zelleme kuralinin ¢atal-agma ¢6ziimleme kurall niteligindeki tikel 6zel-
leme kuralina gore 6nceligi vardr.
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Verilen onermenin tutarl veya tutarsiz oldugunu sinamak i¢in 6nerme-
nin kendisinin (1) ve (2) kurallarina dayanan ¢6zimleyici cizelgesi kurulur.
Cizelge aciksa 6nerme tutarh, gizelge kapali ise dnerme tutarsizdir. Onerme
tutarh ise dogrulayici yorumlama agik yola dayanarak bulunur. Verilen 6ner-
menin gegerli veya gegersiz oldugunu sinamak i¢in 6nermenin degillemesi-
nin (1) ve (2) kurallarina dayanan ¢ozumleyici ¢izelgesi kurulur. Cizelge ka-
pali ise verilen 6nerme gegerli, cizelge a¢ik ise onerme gegersizdir. Gegersiz
onermenin yanhglayici yorumlamasi agik yolun belirledigi yorumtamadir. Ni-
tekim bu yorumlama énermenin degillemesinin dogrulayici yorumlamasi ol-
dugundan onermenin kendisinin yanliglayici yorumlamasidir.

Ornek olarak
(3) Vx(p - Fx) - (p — VxFx)

birli onermesinin gegerli olup olmadigini ¢oziimleyici ¢izelge ile sinayalm
veya baska bir deyimle karara baglayalim. Once verilen 6nermede gecen
farkli yuklem temsilcilerinin sayisini saptamaliyiz. Bu sayr 1’dir. Nitekim (3)
onermesinde bir tek yiliklem temsilci (“F”) iki kez gegiyor. Imdi n = 1 oldu-
gundan, 2" = 21 = 2 olur. Dolayisiyla (1) ile (2) kurallan asagidaki bigimler-
de olurlar. (a; yerine a harfini, a, yerine de b harfini kullaniyoruz.)

(1) 1. VXA(X) (2') 1. 3xA(X)

A(b) Aa) A(b)

Simdi (3) onermesinin degillemesinin ¢ozumleyici ¢izelgesini (1°) ile (2°)
kurallarina dayanarak kuralim.

(4) 1. ~[Vx(p > Fx) - (p = VxFx)] (8.0.)

4.V Fx
x(p — Fx) ](1)

2. ~(p — VxFx)
p
:| (2)
3. ~VxFx
5. Ix~-Fx (3)
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6. p—)Fa]“)
7.p—o Fb

Fa
X X
7

~p Fb
X X

Butun yollar kapah oldugundan (4) ¢6zimleyici cizelgesi kapalidir. Do-
layisiyla (3) onermesi gecerlidir.

lkinci ornek olarak
(5) 3IxFx — VxFx

birli onermesinin tutarl olup olmadigim ¢6zimleyici gizelge ile karara bag-
layalim. Verilen (5) onermesinde gecen birli ylklem temsilci sayisi gene
1'dir. Dolayisiyla 2" = 21 = 2 olup, (1) ile (2) kurallari (1") ile (2°) bigimini ali.
Buna gore (5)'in tutarh olup olmadi§ini saptayan ¢oziimleyici gizelge soyle
olur.

(6) 1.3xFx - VxFx (B.0.)

(M

2. ~IxFx 4, VxFx
3. Vx~Fx Fa
Fa Fb:] X
(3)
~Fb

(6) ¢oziumleyici gizelgesi agik oldugundan, (5) 6nermesi tutarhdir. Birin-
ci agik yolun belirledigi dogrulayici yorumlama

(7) (E: {a, b}),

ikinci agik yolun belirledigi dogrulayici yorumlama da
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(8) (E: {a, b}; Fa, Fb)
dir.

Ugiincii ornek olarak

(9) VxFx — ¥xGx
birli 5nermesinin gecerli olup olmadigini ¢oziimleyici ¢izelge ile karara bag-
layalim. (9)’da iki farkh yiklem temsilcisi (“F” ile “G”) gegiyor. Dolayisiyla

2" = 22 = 4 olur. O zaman da a,, a,, a3, a, yerine a, b, ¢, d harflerini kulla-
narak (1) ile (2) kurallarn agagidaki bigimlerde olurlar.

(1) 1. YxA(X) (2") 1. 3xA(X)
A (a) 1)
A | M
A (¢) A(@) Ab) A() A(d)
A(d)

Buna gore (9)'un degillemesinin ¢ozimleyici ¢izelgesi goyle olur.
(10)1. ~(VxFx — ¥xGx) (B.O.)

3. VxFx (1)
2. ~VxGx

4. 3x~Cx (2)
Fa
Fb 3)
Fc
Fd
(4)

~Ga -Gb -~Gc -~Cd

(10) gizelgesi agik oldugundan (9) 6nermesi gegersizdir. Her agik yol
(9)’'un bir dogrulayict yorumlamasinm belirler. Birinci agik yolun belirledigi
yanlislayici yorumlama

(11) (E: {a, b, ¢, d}; Fa, Fb, Fc, Fd)

dir. (Ayni yorumlama &biir agik yollardan da elde edilebilir.)
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Dordinci ornek olarak icinde ad temsilcisi gegen

(12) Fa — 3IxFx
birli onermesinin gegerli olup olmadigin ¢ozimleyici ¢izelge ile karara bag-
layahim. (12) 6nermesinde bir tek yiiklem temsilcisi bulundugundan, n = 1
olup (1) ile (2) kurallari (1’) ile (2") bigimierinde olur. Ote yandan a ad tem-
silcisi (12)'de gectiginden, (1°) ile (2) kurallarinda gecen adlardan biri a ol-
mali. Genel olarak sinanan onermede gecen ad temsilcileri (1) ile (2) kural-
larindaki adlar arasinda yer almalidir. E§er onermeden gecen ad temsilcisi
sayisi 2"den buytkse, (1) ile (2) kurallart 5nermede gegen biitiin ad temsil-
cilerini kapsayacak bigimde olur.

Simdi (12)'nin gegerli olup olmadigini karara-baglayan ¢ozumleyici ¢i-
zelgeyi kurahm.
(13) 1. ~(Fa - 3IxFx)

Fa Q)
2. ~3IxFx
3. Vx~Fx (2)

~Fa 3)
~Fb
X
(13) gizelgesi kapah oldugundan (12) onermesi gegerlidir.

ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki birli 5nermelerin tutarl olup olmadi§ini ¢dziimleyici gizelge ile
karara-baglayiniz.

1. Fa - VxFx
2. IxFx - Fa
3. IxFx A Ix~Fx
4. VxFx A Vx~Fx
5 VxfFx - p
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6. Vx(Fx v Gx)

7. Vx(Fx — Gx)

8. Ix(Fx A Gx)

9. VxFx A 3xCx

10. Vx(Fx A p) A 3xGx

Il. Asagidaki birli onermelerin gegerli olup olmadidin ¢o6zimleyici ¢izelge
ile karara-baglayiniz.

1. VxFx — Fa

2. Vx(Fx Ap) > p

3. Ix(Fx - p) - (VxFx - p)
4. (VxFx > p) - 3Ix(Fx - p)
5. Vx(Fx A Gx) — IxFx

2.5 Tiiretim Yontemi
2.5.1 Niceleme Degilleme Kurallar

Onermelerin mantiginda denetleme yéntemi olarak kullandigimiz turet-
me yontemi, niceleme mantijina uygulanacak bigimde genellestirilebilir. Bu
amagla yonteme bazi yeni kurallar katmamiz gerekecektir. Genellegmis yon-
temi once yuvalanmarhn; genel onermeler, sonra da yuvalanmig olanlara uy-
gulayacagiz.

Ik ele alacagimiz tiretme kurallan (ikisini ¢6ziimleyici cizelge yonte-
minde de kullandi§imiz) niceleyici degilleme kurallars dir. (ND) isaretiyle gos-
terdigimiz bu kurallar agagidaki ¢ikanm kaliplarinin gegerli olmasina dayanr.

(1) ~VxA .. Ix-A; Ix~-A . ~VXA; ~3xA ... Vx~A;
Vx~A . ~3IxA.

(ND) kurallari s6yle dile getirilir.
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~VXxA ~JxA Vx~A Ix~A
" ——— (ND); ———— (ND); ——— (ND); ———— (ND);
an Ix~A (ND) Vx~A (ND) ~3xA (ND) ~VxA (ND)

(ND) turetme kurallanna dayanarak bazi genel onermelerin gecerli
oldugunu tiretim yontemiyle denetleyelim:
Ornegin
(1) ~¥x(Fx - Gx) — Ix~(Fx — Gx)
onermesinin gegerli oldugunu tiretimle gosterelim.
(2) 1. 665 ~Vx(Fx —» Gx) —» Ix~(Fx —» Gx)
2. | ~Vx(Fx - Gx) (Var.)
3. | 3Ix~(Fx - Gx) (2, ND)

(2) turetim ¢izelgesini kogullu tiretimle kurduk. Verilen kogulunun ard
bilegenini (ND) kurali geregi elde ettik.

Ikinci bir 6rnek olarak
(3) IxFx & ~Vx~Fx
onermesinin gegerli oldugunu tiiretimle denetleyelim.

(4) 1. Gos. IxFx & ~Vx~Fx
2. Gas. IxFx & ~Vx~Fx
[3xFx (Var.)
~Vx~Fx (3, ND)
GOs. ~Vx~Fx — dIxFx
~Vx~Fx (Var.)
IxFx (6, ND)
8.| 3IxFx & ~Vx~Fx (2, 5, & g)

N O AwWw

3. admda “3xFx"”den, “Ix~(~Fx)" ile egdeger olduguna bakarak (ND) kura-
I geregi “~Vx~Fx” elde ettik. Ayn) bicimde 6. adimda ~Vx~Fx'den (ND) ku-
rali geregi “Ix~~Fx" elde edip bu sonucu da “3IxFx” bigiminde kisalttik.
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ALISTIRMALAR

Asagdidaki onermelerin gegerli oldugunu (ND) kurallarina dayanarak tu-
retim ile denetleyiniz.

1. ~3Ix(Fx A ~Gx) > Vx~(Fx A Gx)
2. Vx(Fx = Gx) & ~3x~(Fx — Gx)
3. 3x(Fx A Gx) & ~Vx~(Fx A Gx)

2.5.2 Tumel Niceleyiciden Cikig Kural

Tiretim yonteminde kullanacagimiz ikinci tiretme kurali, gene ¢6zim-
leyici cizelge yonteminde gegen timel-Ozelleme kuralfdir. Bu kural gegerli
olan

(1) VxA(x) .. A(a)
¢tkarim kahbina dayanir. Turetim yonteminde bu kurala timel-niceleyiciden
¢tkis kurah denir. Kural, (V¢) isaretiyle gosterilir ve

, VxA Vo)

) A(a/x) ¢
biciminde dile getirilir.

Ornek olarak

(2) VxFx .. Fa

gkanminin gegerli oldugunu tiiretim ile denetleyelim. Bu amagla asagidaki
turetim cizelgesini kuruyoruz,

(3) 1.GésFa
2. | Vxfx (On)
3. Fa (2 Vo)

Goruldugu gibi 2. adimda (V¢) kural geredi Fa sonucunu elde ettik.

lkinci ornek olarak

(4) ~3Ix(Fx = Gx) - ~(Fc — Gc)
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onermesinin gegerli oldugunu (ND) ile (V¢) kurallarina dayanan bir tiiretim-

le denetleyelim.

(5) 1.Gés5 ~Ix(Fx = Gx) — ~(Fc — Gc)

2. ~3Ix(Fx —» Gx) (Var.)

3. | Vx~(Fx = Gx) (2, ND)

4. | ~(Fc - Gc) (3, V¢)
ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve ¢ikanimlarin gegerli oldugunu (ND) ve (V¢) ku-
rallarina dayanan bir tiiretimle denetleyiniz.

1. Vx(Fx v ~Gx) - Fb v ~Gb
2. ~3x[(Fx A Gx) »Hx] .. ~[(Fa A Ga) — Ha]
3. ~3x~[(Gx & ~Hx) v Fx] .. (Gc & ~Hx) v Fc

2.5.3 Tikel Niceleyiciye Girig Kurah
(1) VxA - A (a/x)
bigimindeki 6nermeler gegerlidir. Dolayisiyla
(2) Vx~A - ~A (a/x)
de gegerlidir.
(3)p-q=-q—-p
esdegerligi geregi, (2)'den
(4) A (a/x) > ~Vx=~A,
dolayisiyla da
(5) A (a/x) = 3IxA
elde edilir. (5) bicimindeki 6nermeler gegerli oldugundan,

(6) A (a/x) ... 3xA
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¢ikarim kahbr gegerlidir. (6) ¢ikarim kalibina tiretim yonteminde tikel nicele-
yiciye giris kural denir. (3g) isaretiyle gosterilen bu kural

A (a/x)

(6) —Sa— @9

biciminde dile getirilir. (6)’nin anlamini 6rneklerle agikliyoruz. Birinci ornek
olarak A yerine “Fx” agik onermesini gegelim. O zaman

(7) F(x/a)=Fa
olur. Dolayisiyla (6),
(8) Fa .. IxFx

bicimini alr. lkinci 6rnek olarak A yerine “Fax” agik onermesini segelim. O
zaman (6),

(10) Faa .. IxFax
olur. Dordiincu ornek olarak A yerine Fxa agik dnermesini segelim. O zaman
(6),
(11) Faa .. 3xFxa
bigimini alir. En sonda A yerine Faa onermesini alahm. O zaman (6),
(12) Faa .. IxFxx
bicimini ahr.

Imdi (3g) turetme kuralina (ve gereginde ND ve V¢ kurallarina) daya-
narak bazi dnermelerin ve ¢ikarimlarin gegerli oldugu denetlenebilir. Ornek
olarak

(13) Fa .. IxFx
¢ikariminin gegerli oldugunu tiretimle denetleyelim.
(14) 1. Gés: 3xFx

2. | Fa (On.)
3. [ 3xFx (2, 39)

Gorildugu gibi 2. adimda “Fa” onermesinde (3g) kuralina dayanarak
“JIxFx” 6nermesini elde ettik.
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Ikinci bir 6rnek olarak
(15) ¥xFx — 3xFx
onermesinin gegerli oldugunu tiretimle denetleyelim.

(16) 1. Gés: VxFx — 3xFx

2. | VxFx (Var.)
3.| Fa (2, v¢)
4. | IxFx (3, 39)

Uglincii 6rnek olarak
(17) -3IxFx —» ~VxFx
onermesinin gegerli oldugunu tiuretimle denetleyelim.

(18) 1. G65— ~IxFx — ~VxFx

2. ~3IxFx (Var.)

3 Vx~Fx (2, ND)

4, ~Fa (3, V¢)

5. Ix~Fx (4, 3g9)

6 ~VxFx (5, ND)
ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve ¢ikarimlann gegerli oldugunu (ND), (V¢) ve
(39) kurallarina dayanarak turetimle denetleyiniz.

1. Fav ~Ga .. Ix(Fx v ~Gx)
2. Fav ~Ga .. 3x(Fx v Ga)

Dikkat edilirse (Fx v~Ga) (a/x) = Fa v ~Ga. Bu nedenle “Fa v ~Ga”dan
(3g) kural geregi “Ix(Fx v ~Ga)” elde edilir.

3. Ux(Fx v ~Gx) .. Ix(Fx v ~Ga) -
4. Vx(Fx - Gx) .. Ix(Fx — Gx)
5. ~-Vx(Fx — Gx) .. ~Ix(Fx = Gx)
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2.5.4 Tikel Niceleyiciden Cikig Kural

Gozumleyici gizelgede kullandi§imiz tikel 6zelleme kuralt tiiretim yonte-
minde tiretme kural olarak kullanilir. Bu kural soyle dile getiriyoruz.

(1) Eger 3xA bir tiretim gizelgesinin satin ise ve a adi onceki satirlarda
cerceve disinda gegmezse, o zaman A(a/x) yeni bir satir olarak ya-
zilabilir.

Bu kurala tikel niceleyiciden ¢ikis kuralt denir. Kurah (3¢) isaretiyle gosteri-
lir ve a yeni olmak kosuluyla,

s )
biciminde dile getirilir.

Ornek olarak

(2) Vx(Fx — Gx) - (3xFx — IxGx)

onermesinin gegerli oldugunu (3¢) kurah ve oblr tiretme kurallarina daya-
narak tiiretim ile denetleyelim.

(3) 1.66s5 Vx (Fx - Gx) — (IxFx — 3IxGx)

2. | Vx(Fx - Gx) (Var.)

3. | ©8s: IxFx — 3IxGx

4, IxFx (Var.)

5. Fa (4, 3¢)

6. Fa - Ga (2, V¢)

7. Ga (5, 6, >¢)
8. IxGx (7, 3g)

Gorildigi gibi 4. adimda “3IxFx” 6nermesine (3¢) kuralini uygulayarak
“Fa” 6nermesini elde ettik. “a” adi 6nceki satirlarda gegmedigi igin bu islem
yasaya uygundur.

Ikinci 6rnek olarak

(4) 3Ix(Fx v Gx) .. ~IxFx — IxGx

293



gkanminin gegerli oldugunu tiiretimie denetleyelim.

(5) 1.Gés: ~3xFx — 3IxGx

2. | ~3xFx (Var.)

3. | Vx~Fx (2, ND)

4. | 3Ix(Fx v Gx) (On.)

5. | FavGa (4, 3¢)

6. | ~Fa (3, V¢)

7. ~Fa—> Ga 5, v¢g)

8. | Ga 6, 7, —>¢)

9. | 3IxGx (8, 39)
ALISTIRMALAR
Asagidaki onerme ve ¢ikarimlarin gegerli oldugunu bir tiuretimle denet-
leyiniz.

1. 3Ix(Fx A Gx) — IxFx

2. 3x(Fx A Gx) - (xFx A IxGx)

3. 3x(Fx v Gx) - (IxFx v IxGx)

4. Vx(Fx = Gx), Ix(Fx A Hx) .. Ix(Gx & Hx)

2.5.5 Tumel Niceleyiciye Giris Turetimi

A(a), icinde a adi gegen bir 6nerme olsun. Eger A(a) onermesi bir tire-
timin satin ise ve a ad) g¢erceve icinde olmayan onceki satirlarda ge¢miyorsa
VxA(x) timel dnermesi de tiiretilmis olur. Buna gore asagidaki timel turetim
dedigimiz turetim big¢imini tanimliyoruz.

1) Ay o AL IXA(X)

bigimindeki bir ¢ikarimin gegerli oldugunu gostermek igin
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(2)

Gos: VxAX

A, (On.)
;t\n (On.)
;A(a)

gibi bir turetim ¢izelgesi kuranz. a adi VxA(x)'de ge¢medigi gibi VxA(x)'den
once gelen satirlarda ¢ercevelenmemis olarak hi¢ gegmemelidir.

Ornek olarak
(2) VYx(Fx - Gx) ... VxFx —» VxGx

¢ikariminin gegerli oldugunu timel niceleyiciye girig turetimiyle denetleye-
lim.

(3) 1.Gés: YxFx — VxGx

2. VxFx (Var.)

3. | Vx(Fx - Gx) (On.)

4. Gos: VxGx

5. Fa (2, V¢)
6. Fa - Ga 3, v¢)
7. Ga (5, 6 —¢)

Ikinci bir 6rnek olarak
(4) Vx(Fx A Gx) - VxFx

onermesinin gegerli oldugunu timel niceleyiciye giris tiiretimiyle denetleye-
him.
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(5) 1. Gés: Vx(Fx A Gx) — VxFx

2. Vx(Fx A Gx)
3. o5 VxFx
4. | [FanGa

5. Fa

Uglincii bir 6rnek olarak

(6) VxFx & VyFy

(Var.)

(2, v¢)
(4, A¢)

onermesinin gegerli oldugunu tiimel niceleyiciye girig tiiretimiyle denetleye-

lim.

(7) 1. 665 VxFx & VyFy
[Gés- VxFx — VyFy
[ wxfx
Gos: Vyty
Fa
m VxFx

Vyky
G5 VxFx

T

S —

. | VxFx & VykFy

¥ @ N O AW N

-
o

Dordlincu ornek olarak

(8) Vx(p A Fx) ... (p A VxFx)

.(Var.)

(3, v¢)

(Var.)

(7, v¢)
(2,8 9)

¢tkanminin gegerli oldugunu timel niceleyiciye girig tiretimiyle denetleye-

lim.
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(9) 1.665p A VxFx

® N O LA WwN

Vx(p A Fx)
665 VxFx
pAFa
Fa
paFfa
P

p A VxFx

(On.)

(2, V¢)
(4, A¢)
(2, Y¢)
(6. A¢)
(7,3, AC)

Dikkat edilirse 4. adimda Vx(p A Fx) timel onermesinde (V¢) kural,
geredi (p A Fa) onermesi elde edilmistir. Nitekim

(10) (pAaFx)(a/x)=p Fa

dr.

Besinci ornek olarak

(11) VxFx — Vx(Fx v Gx)

Onermesinin gegerli oldugunu tiimel niceleyiciye girig tiretimiyle denetleye-

lim.

(12) 1. Gés: VxFx — Vx(Fx v Gx)

2.

® N KA w

VxFx

Gos: Vx(Fx v Gx)

Fa

Goes. ~Fa - Ga
~Fa

Fa

Fa v Ga

(Var.)
(2
(Var.)

(4, Tk)
(5, va)
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ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve ¢ikanmlann gegerli oldugunu timel niceleyi-
ciye girig turetimiyle denetleyiniz.

1. Vx(Fx A Gx) & (VxFx A ¥xGx)

VxFx — ¥x(Fx v Gx)

Vx(Fx = Gx), Vx(Gx — Hx) .. ¥x(Fx — Hx)
Vx(Fx = Gx), Vx(Fx = Hx) .. Vx[Fx - (Gx A Hx)}]
Vx(Fx = Gx), Vx(Fx A Hx) .. Vx(Gx A Hx)

ok wnN

2.5.7 Yuvalanmig Genel Onermeli Tiiretimler

Yuvalanmig genel 6nermeli tiiretimler icin yeni kurallara gerek yoktur,
yuvalanmamis genel 6nermeli tiiretimlerde kullandigimiz tiretme kurallar
yeterlidir. Ancak tiimel niceleyiciye girig tiretimini n tane timel niceleyicili
timel onermeler durumu icin genellestirecegiz. Genellestirilmis timel nice-
leyiciye giris tiiretimi soyle dile getirilir:

(1) Ay, o AL o IXg 0l X AR, e Xp)
bicimindeki bir ¢ikartmin gegerli oldugunu gostermek igin

(2)

G885 VX,, ..., X AlXq, ...y Xp)

A, (On.)
;An (On.)
;t\(a1, veer Ap)

bicimindeki tiiretim cizelgesi kurariz. a,, ..., a,, adlan vx,, ... V_ A(x,, ..., X,)
onermesinde ve bu 6nermeden o6nce gelen satirlarda cercevelenmemis
olarak hi¢ gegmeyen n tane farkh addir.
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Ornek olarak
(3) VxVyFxy — VyVxFxy

yuvalanmis genel 6nermenin gegerli oldugunu timel niceleyiciye girig ture-
timiyle denetleyelim.

(4) 1. 665 VxVyFxy — VyVxFxy

2. VxVyFxy (Var.)
3. Ges: VyVxFxy

4. VyFay (2, V¢)
5. Fab (4, v¢)

lkinci 6rnek olarak
(5) 3IxVyFxy — Vy3xFxy
onermesinin gegerli oldugunu aym: bicimde denetleyelim.

(6) 1.G6s IxVyFxy — Vy3xFxy

2. IxVyFxy (Var.)
3. G6s: VydxFxy

4. VyFay (2, 3¢)
5. | Fab (4, Y¢)
6. | IxFxb (5, 39)

Uglincii 6rnek olarak
(7) Vx3yFxy, Vy3zGyz .. Vx3yJz(Fxy A Gyz)
ctkanminin gegerli oldugu tiimel niceleyiciye giris tiiretimiyle denetleyelim.

(8) 1. Gés: VxIydz(Fxy A Gyz)

2. | ¥x3yFxy (On.)
3. | Vy3zGyz (On.)
4. JyFay (2, Y¢)
5. |Fab 4, 3¢)
6. 3zGbz 3, V¢)
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9.

10.

Gbc

Fab A Gbc
3z(Fab A Gbz)
Jy3z(Fay A Gyz)

(6, 3¢)
5.7, A9
(8, 39)
(%, 39)

Dordiincu ornek olarak tiimel niceleyiciye girig tiiretimine dayanmayan

bir turetimle

(9) ~IxVx(Fay <> ~Fxx)

onermesinin gegerli oldugunu denetleyelim.

(10) 1. 665 ~JyVx(Fxy <> ~Fxy)

2.

® N O LA w

9.

10.
11.
12.

JyVx(Fxy & ~Fxy)
Vx(Fxa & ~Fxa)
Faa & ~Faa

Faa — ~Faa

~Faa — Faa

Gos- Faa

[ —Faa

Faa
Gos: ~Faa
Faa

~Faa

(Var.)
(2, 3¢)
(3, Vo)
(4, o)
4, ©9)

(Var.)
(6, 8, —¢)

(Var.)
(5,11, 5¢)

(10) tiretiminde dolayl tiiretim bigimini kullandik.

ALISTIRMALAR

Asagidaki 6nermelerin ve gikarimlann gegerli oldugunu tiiretimle denet-

leyiniz.

1. ~VxVyFxy .. 3y3z~Fxy

. VxVyFxy .. VxFxx

2
3. 3x3yFxy < Jy3xFyx
4

. IxJy(Fxy v Fyx) < IxJyFxy
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2.5.7 Kisaltdmig Tiiretimler
2.5.7.1 Esdegerlerin Degis Tokusu Kural

Niceleme mantigi tiretimlerinde, onermeler manti§i yasasi olan
esdegerliklerinden yararlanarak tiretimler kisaltilabilir. Bu amagla kullanilan
kural esdederlerin degis tokusu kurali’dir. Bu kurali §6yle dile getiriyoruz.

(M) A=A,

Onermeler mantigi yasasi olan bir esdegerlik oldugunda, A,, ile Ay'nin
her onerme temsilcisinin bitin gegisleri yerine niceleme mantigina ait
birer tamdeyim koyalm. Béylece A;’den A} tamdeyimi ve A,'den A
tamdeyimi elde edilir. Aj’a A,’in yerine-koyma 6rnegi, A'a A,'nin yerine
koyma ornegi diyoruz. B, Ay ile A tamdeyimlerinden en az birini kap-
sayan bir Gnerme olup B*, B'den Ay ile A7'nin degis tokusu ile elde edilen
bir 6nerme olsun. O zaman tiretimde B satinndan B* satini tiretilebilir.
Esdegerlerin degis-tokug kuralini (ED) isaretiyle gosteriyoruz. E§er n‘inci
satirdan (ED) kuraliyla yeni bir satir elde edilirse satirin ardina gerekgce
olarak

(2) (n, ED . A; =A))

yazihr. Ornegin

3)~(p—q)=par-~q
esdegerligini goz oniine alahm. “p” yerine “Fx” tamdeyimini ve “q” yerine
“Gx" tamdeyimini koyarak, “~(p — g)”"nun “~(Fx — Gx)” ile “p A ~q”nun
“Fx A ~Gx" yerine-koyma érnegini elde ederiz. Imdi

(4) Vx~(Fx = Gx) — 3x~(Fx - Gx)

onermesi, bir turetimin belli bir satirtni olustursun. O zaman (4) satinndan,
(ED) kurah geregi

(5) Vx(Fx A ~Gx) - Ix(Fx A ~Gx)
veya

(6) Vx(Fx A ~Gx) — Ix~(Fx — Gx)
ya da

(7) Vx~(Fx = Gx) = Ix(Fx A ~Gx)

turetilebilir.
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Ornek olarak

~Vx(Fx = Gx) & 3Ix(Fx A ~Gx)

onermesinin gegerli oldugunu (ED) kuralina dayanan kisaltilmus bir tiiretim-
le denetleyelim.

1. Gos: ~Vx(Fx = Gx) & Ix(Fx A ~Gx)

(8)

9)

S L orwoN

o © ® N

0.

Gos: ~Vx(Fx = Gx) — Ix(Fx A ~Gx)

~Vx(Fx — Gx) (Var.)

Ix~(Fx — Gx) (3, ND)

Ix(Fx A ~Gx) 4,ED:~(p—oq)=par~ Q)
665 Ix(Fx A ~Gx) - ~Vx(Fx — Gx)

Ix(Fx A ~Gx) (Var.)

Ix~(Fx - Gx) (7,ED: (pArq)=~(p — ~q)
~¥x(Fx — Gx) (8, ND)

~Vx(Fx A GX) © Ix(~Fx v ~Gx) (2, 6, & g)

Ugiincii érnek olarak

(10) IxIyV2[(Fx A ~Gy) v ~(Fy A ~G2)

onermesinin gegerli oldugunu (ED) kuralina dayanan kisaltilmig bir tiiretim-
le denetleyelim.

(17) 1. GOs. IxIyVz[(Fx A ~Gy) v ~(Fy A ~Gz)]
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= © ® N

~3Ix3yVz[(Fx A ~Gy) v ~(Fy A ~G2)]

Vx~3yVz[(Fx A ~Gy) v ~(Fy A ~G2)] (2, ND)
. VxVy~Vz[(Fx A ~Gy) v ~(Fy A ~G2)] (3, ND)
VxVy3z~[(Fx A ~Gy) v ~(Fy A ~G2)] (4, ND)
Vy3z~[(Fa A ~Gy) v ~(Fy A ~G2)] (5, V¢)
3z~[(Fa A ~Ga) v ~(Fa A ~G2)] (6, V¢)
~[Fa A ~Ga) v ~(Fa A ~Gb)] (7, 3¢)
Vy3z~[(Fb A ~Gy) v ~(Fy A ~G2z)] (5, V¢)
3z~[(Fb A ~Gb) v ~(Fb A ~G2)] (9, V¢)



11. | ~[(Fb A ~Gb) v ~(Fb A ~Gc)] (10, 3¢)

12. | ~(Fb A ~Gb) A (Fb A ~Gc) (11, ED: ~(pvq) = ~pA~Qq)
13. | ~(Fa A ~Ga) A (Fa A ~Gb) (8, ED: ~(pvq) = ~pA~Qq)
14. | Fa A ~Gb (13, AQ)

15. | ~Gb (14, Ag)

16. | ~(Fb A ~Gb) (12, AQ)

17. | Fb A ~Gc (12, A¢)

18. | Fb (17, A¢)

19. |Fb - Gb (16, ED: ~(pAr~q) =p — q)
20. | Gb (18,19, —¢)

Turetim iglemini kisaltmak amaciyla bir de 6nermeler mantigi yasasi olan
onermelerin, yeni mantiksal teoremlerin yerine-koyma ornekleri turetim
cizelgesine eklenebilir. Onermeler mantigina ait bir teoremin yerine-koyma
ornegi, teoremdeki her O6nerme temisilcisinin butlin gegisleri yerine bir
tamdeyimin konulmasiyla elde edilen tam-deyim demektir. Ornegin

(12) (prq) > (peq)
teoreminin bir yerine-koyma 6rnegi “p” yerine “Fa” ve “q" yerine “Ga” koy-
makla elde edilen

(13) (Fa A Ga) — (Fa & Ga)
tamdeyimidir.

Ornek olarak

(14) Ix(Fx A Gx) .. Ix(Fx < Gx)

¢ikannminin gegerli oldugunu bir teorimin yerine-koyma orneginin eklenme-
sine dayanan bir turetimle denetleyelim.

(15) 1. Gés. Ix(Fx < Gx)

2. Ix(Fx A Gx) (On.)

3.Fan~Ga (39)

4. (FarGa) > (FaexGa) (pArg)—(P<Qq)
5. Fa o Ga (3, 4, =¢)

6. Ix(Fx < Gx) (5, 39)
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(15) tiretiminde (12) teoreminin (13) yerine-koyma ornegini ekledik.

(A > B) — C bigimindeki bir onermenin gecerli oldugunu turetimde
gostermek icin ~A — C ile B — C yi gostermek yetiyor. Nitekim

(16) (p—oq)>r=(-p-onNAa(@-r)

esdegerligi dogrudur. Boylece ~A — C ile B — C bigimindeki onciillerden
(~g) kuralina dayanarak (~A — C) A (B — C) elde edilir. Bundan da (ED)
kural geregi (A — B) — C tiretilir.

Ornek olarak
(17) (VxFx — p) - 3x(Fx — p)

onermesinin gegerli oldugunu (ED) kuralina dayanan kisaltilmig bir tiretim-
le denetleyelim.

(18) 1. Gés: (VxFx — p) — Ix(Fx — p)

2. |85 ~VxFx — Ix(Fx — p)

3. [[=VxFx (Var.)

4, Ix~Fx (3, ND)

5. ~Fa (4, 3¢)

6. || Fa>p (5, -» Og)

7. 1| Ix(Fx - p) (6, 3g)

8. &6s- p - Ix(Fx > p)

9. ([p (Var.)

10.|]|Fa>p (9, - Ag)

11.[]| Ix(Fx — p) (10, 39)

12.| (UxFx > p) > 3Ix(Fx > p) (28 g ED: (~p > 1) A
@N=(P->a->n

Dikkat edilirse kisalik amaciyla 2. ile 8. satirlardan (Ag) kuraliyla tiiretilen
(19) [-VxFx — Ix(Fx = p)] A [p = Ix(Fx - p)]

satinni yazmadtk. Ancak 12. satinn ardindaki gerekgede bu satirin elde edi-
lig bigcimini “2, 8 A g” isaretleri yardimiyla belirttik.

Ote yandan (A & B) — C bigimindeki bir 6nermenin gegerli oldugunu
turetimle gostermek igin,

304



(20) peoq)or={prqVv(-par-qQ]—or

esdederliginden yararlanarak, (A A B) — C ile (~A A ~B) - C onermelerini
gostermekle yetinebiliriz. Nitekim (A ~ B) — Cile (~A A ~B) - C’den (Aqg)
kural geregi (A & B) — C tiretilir. Ornegin

(21) (VxFx & p) . Ix(Fx © p)

¢ikanminin gegerli oldugunu (ED) kuralina dayanan kisaltiimig bir tiretimle
denetleyelim.

(22) 1. 665 3Ix(Fx & p)

2. |VxFx & p (6n.)

3. | 665 (VxFx A p) = 3Ix(Fx & p)

4, VxFx A p (Var.)

S. VxFx (4, AQ)

61| P (4, )

7. Fa (5, V¢)

8. Fanp 6,7 A~ Q)

9. Faapo(Faep)((paqg) - (Pea)
10. Fa-p 8, 9 -¢)
11. x(Fx & p) (10, ;39)
12.| Go5: (~VxFx A ~p) - Ix(Fx & p)
13. ~VxFx A ~p (Var.)
14. ~VxFx (13, A¢)
15. ~p (13, AQ)
16. Ix~Fx (14, ND)
17. ~Fa (16, 3¢)
18. ~Fa A ~p (15, 16, AQ)
19. (~Fan~p) > (Fa > p) ((-p A ~q) = (P )
20. Faep (18, 19 —¢)
21. Ix(Fx & p) (20, 39)
22. (VxFx © p) - Ix(Fx & p) (3, 12, A9, ED:

[(PAQ)—>f]A[(~pA~q)—->r]—*[(PHQ)"”])
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ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve ¢ikarimlarin gegerli oldugunu teorem yerine-

koyma ornegini eklemekle ve/veya (ED) kuralina dayanarak kisaltiimus

tiretilme denetleyiniz. Her ahstirmada kullanilacak egdegerlik veya

teorem ayrica belirtilmistir.

1. Ux(Fx vGx) > Vx(Gx v Fx),pvq=qvp

2. Ux(Fx - Gx) .. Vx(~Fx vGx),p > q=~pvq

3. Ix(Fx & Gx) & Ix[(Fx A Gx) v (~Fx A Gx)],
peq=(Paqv(-pa-q)

4. 3Ix~(Fx & Gx) & Ix[(Fx A ~Gx) v (~=Fx A Gx)]
~ped=(Pr-qv(-prqg)

5. (VxFx - ¥xGx) — Ix(Fx — Gx)
[(~p->nNA@->nNl=(P-o>q) —>r

2.5.7.2 Bagh Degisken Degistirmesi Kurali

Turetimi kisaltma amaciyla belli bir satirdaki genel 6nermeden, bagl de-
gisken degistirmesi yoluyla elde edilen onermenin turetilmesine izin verilir.
izin verilen kurala bagl degisken degistirmesi kurah diyoruz. Bu kural (BD) isa-
retiyle gosteriyoruz. Ornegin

(1)  VYxVyFxy — VyVxFyx

onermesinin gegerli oldugunu (BD) kuralina dayanan kisaltilmis bir
turetilme denetleyelim.

(2) 1. &85 VxVyFxy — VyVxFyx
2. |VxVyFxy (Var.)

3. VyVxFyx (2, BD)

Ikinci bir 6rnek olarak
(3) ~VxFxx .. VyFyy — 3IxVyGxy

¢ikanminin gegerli oldugunu (BD) kuralina dayanan kisaltilmug bir tiretimle
denetleyelim.
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(4) 1. Ges: VyFyy — IxVyGxy

2. | ~VxFxx (On.)
3. ~VyFyy (2, BD)
4. VyFyy — IxVyGxy (3, »AQg)

Uglincii 6rnek olarak
(5) 3Ix(Fxx — VyGyx) .. VxFxa — 3z(Fzz —» VyGxz)

¢tkanminin gegerli oldugunu (BD) kuralina dayanan kisaltilmig bir tiretimle
gosterelim.

(6) 1.&6s5 VxFxa — Jz(Fzz » VyGxz)

2. | 3Ix(Fxx - VyGyx) (On.)

3. Jz(Fzz - VyGxz) (2, BD)

4. | VxFxa — 3z(Fzz - VyGxz) (3, - Ag)
ALISTIRMALAR

Asagidaki onermelerin ve gikanmlanin gegerli oldugunu (BD) kuralina
dayanan kisaltiimig bir turetimle gosteriniz.

1. Vx[Fx = (IxGx A Ha)] .. Vx[Fx = (JyGy A Ha)]
2. 3z(IxHx A Gz) .. Jz(JyHy A Gz)
3. [Fa & 3x(Gx v VyFxy)] — [Fa &> 3z(Gz v VyFzy)]

2.5.7.3 Tiiretim lglemine lligkin Pratik Ogiitier

Niceleme mantiginda kullanilan tiiretme kurallarini topluca agagida gos-
teriyoruz.

ilkel Tiiretme Kurallari

A—-B A
Kosulludan ¢ikis: — (=¢)
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A — B, d§(B)
Kosulludan devirmeli ¢ikis: TA)Q( (—dg)

AAB

A
A

Tumel

A,B B, A
Tumel-evetlemeye giris: ——— (~9), A B (~9)

Ao B -8B
Kargilikh-kosulludan ¢ikis: ASB (A¢), A (Ag)
AvB
Tikel-evetlemeden ¢ikis: TASE (v¢)
. A->B
Tikel-evetlemeye giris: TAVE (vag)
. A
Tekrarlama: —— (tk)
X ~3xA
Niceleme Degilleme kurah: ——-= (ND), v (ND),
VX~ Ix~A
ND
~3XA (ND), ~VxA (ND)
Tumel-niceleyiciden ¢ikig: A( /x) (A¢)
Tikel-niceleyiciye giris: x;:’() (39)
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IxA
A(a/x)

Tikel-niceleyiciden ¢ikig; a adi yeni olmak kosuluyla

Tiiretilmis Tiiretme Kurallar::

B
Ard-bilesenden kosulluya giris: A58 (—Ag)

(—=0g)

— . » . . . . ~A
On-bilesenin degillemesinden kogulluya giris: A B
A—>B, ~-A—B

- (B.1.5.)

Basit ikilemli giklan ayirma, kural:

AvB, A->(C B-C

Karmagik ikilemli giklan ayirma kurah: C (K.I.S)
K wral; =232 C (s
Salt giklan ayirma kurali: AvB) SC -3
VxA(x IxA(x
Bagh degisken degistirme kurali: —VyA(—(;) (BD), ElyTEy; (BD)

Tlretim iglemi yaparken bazi pratik 6gltlere uymamiz ¢ok yararhdir.
Simdiye kadar da soziini ettigimiz pratik 6gutleri asagida siraliyoruz.

I. (A vB)— C bicimindeki bir onermeyi turetmek igin once A — C ile
B — C tdretilir, sonra da (S.9.) turetilmis turetme kuralini uygulariz.

Il. (A > B) = C bi¢cimindeki bir 6nermeyi tiiretmek igin once ~A — C
ile B — C tiretilir. Sonra (Ag) kuralini, ardindada (~p — 1) A
(g = r)=(p v q) - r esdegerligi geregi (ED) turetilmis tiiretme ku-
ralini uygulanz.

. (A o B) » C bicimindeki bir onermeyi tiiretmek icin once
(A A B)—>C ile (~A A ~B) —C dnermeleri tiretilir. Sonra (~g) kurali-
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VI

V.

VI,

ni ve ardindan [(p A Q) =r] A [(-p A ~q) = r] = (p <> q) — r egde-
gerligi geregdi (ED) turetilmig tiretme kuralini uygulanz.

A — B bigimindeki bir kogulluyu tiretmek igin, eger A bir tikel-evet-
leme veya bir kosullu ya da bir kargihklhi-kosullu degilse, kosullu tu-
retim yoluna bagvurulur.

A A B bigimindeki bir timel-evetlemeyi turetmek icin A ile B ayr ay-
ri taretilir.

A v B bigimindeki bir tikel-evetlemeyi turetmek icin dgA — B tire-
tilip sonra da (—g) kurali uygulanir.

A & B bigimindeki bir karstlikh-kogulluyu tiretmek igcin once A —» B
ile B — A turetilir, sonra da («>g) kural uygulanir.

VxA bicimindeki bir timel onermeyi tiiretmek igin ya tumel nicele-
yiciye giris yoluna ya da dolayli tiiretim yoluna bagvurulur.

3xA bi¢imindeki bir tiimel onermeyi tiiretmek icin ya once A(a/x)
turetilip sonra (3g) kurali uygulanir, ya da dolayh turetim yoluna
bagvurulur.

I-VIl durumlan diginda kalan durumlarda ya dolayh tiretim yoluna
basvurulur ya da tiretilmis giklari ayirma kurallar uygulanir.

A = B bigimindeki bir esdegerligi tiretimle denetlemek icin A < B kargI-
likli-kosullusunun gegerli oldugunu tiiretimle denetleriz. Ote yandan A,, ...,
A, = B bicimindeki bir icermeyi turetimle denetlemek igin A,, ..., A, .. B
¢ikanminin gegerli oldugunu tiretimle denetleriz.

ALISTIRMALAR

§2.3'deki mantik yasalarini dile getiren esdegerlik ve icermeleri s6zu ge-
¢en pratik 6gutlere uyarak denetleyiniz.
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