i _
5 ~ 2]
O = =
s 5 X
D) p—

b1ag c._u\_m omu.




Milli Egitim Bakanh@! Talim ve Terbiye Kurulu Baskanhginin 04.06.2001 tarih ve
6333 sayili yazisi ile Orta Ogretim Kurumlari 6gretmen ve ddrencileri igin on yil

slre ile tavsiye edilmistir.

SEMBOLIK MANTIK EL KiTABI

. CILT
SEMBOLIK MANTIGIN
UYGULAMALARI

Teo GRUNBERG

D

METU
PRESS




ODTU Gelistirme Vakfi
Yayincilik ve lletisim A.S. - METU PRESS -

Yayinlar.

© Tum yayin hakian ODTU Gelistirme Vakfi Yayincilik ve iletigim
A.$.'nindir. Yayincinin izni olmaksizin, higbir bicimde ve higbir yolla, bu
kitabin iceriginin hi¢bir bolumu ya da timu yeniden uretilemez ve
dagitilamaz.

Birinci Baski : Kasim 2000
Dizgi-Sayfa Mizanpaji : Leyla ALP
Kapak Tasarim : Burcu GUNDUZ

Baski: Mert Matbaasi

ODTU Gelistirme Vakfi
Yayincilik ve lletisim A.S.- METU PRESS-

Inénl Bulvar, ODTU Yerlegkesi
06531 ANKARA

TIf :0(312) 21038 70-21038 73
Faks :0(312) 210 15 49
http : //metupress.com.tr

E-Posta : metupres@tr.net

ISBN : 975-7064-31-9 (Tk. No)
975-7064-32-7 (1. Cilt)
975-7064-33-5 (2. Cilt)
975-7064-34-3 (3. Cilt)



ONSOZz

Modern sembolik mantik dersleri 1967 yilindan bu yana lise ve universi-
telerimizde yayginlasarak okutulmaktadir. Bu alanda simdiye dek yedi tane
ders kitabt yazdim. Ancak, sembolik mantik hizla gelismekte ve uygulamala-

ri artmaktadir.

Ug ciltlik Sembolik Mantik El Kitabi‘ni gesitli mantik sistemlerini ve uygu-
lamalarini genis bir okuyucu kitlesine, ozellikle lise 6gretmenleri ile Gniversi-

te ve lise 6grencilerine tanitmak amactyla hazirladim.

Birinci ciltte temel manti§i olusturan Onermeler Mantigi ile Niceleme
Mantigs (Yiiklemler Mantigi); ikinci ciltte Ozdeglik Mantigi, Varlik Mantig;,
Kiplikler Mantigi, Bilgi Mantigi, Cok Degerli Mantik, Odev Mantigi, Sorular
Mantg, Zaman Mantigi ve Kosullular Mantigi'mi ele aldim. Ugiincii ciltte
ise, sembolik mantigin uygulamalarn olarak Elegtirel Dugiinme ve Akilcr Tar-
tigma, Klasik (Geleneksel) Mantik, Kimeler Kurami, Otomatiklesmis Teorem
Ispatlamasi, Olasiik Kuraminin Mantiksal Temelleri, Matematigin Mantiksal
Temelleri, Doga Bilimlerinin Mantiksal Temelleri, Sembollestirme ve son ola-

rak Mantik Felsefesi konularini ele aldim.

Kitabin temize ¢ekilmesinde emegini esirgemeyen esim Rahel Grin-

berg’e tesekkir bor¢luyum.

Ayrica birinci cildin dizeltmelerini yapan Iskender Tagdelen’e, ikinci
cildin duzeltmelerini yapan ve butin yapitin terimler dizinini hazirlayan
Besim Karakadilar'a ve Uglincu cildin dizeltmelerini yapan M. Cem

Kamozut’e blyuk yardimlarindan dolayr candan tesekkir ederim.

Teo GRUNBERG






Bu yapiti beni felsefe ve mantida
yéneltmis olan ¢ok sevgili dostum, Grnek insan

Hdseyin Batuhan‘a ithaf ediyorum.






iCINDEKILER

SEMBOLIK MANTIK EL KITABI
UGCUNCU CILT: SEMBOLIK MANTIGIN UYGULAMALARI

12. MANTIGIN ELESTIREL DUSUNME VE AKILCI TARTISMAYA

UYGULANMASI ...ttt cire e s snrre e e 1
12,7 Tartisma KaVIamMil. .. .ceeeeieeneeneeieiiieecciaiinireeer e e seeeeeeaaeeeeeees 1
12.1.1 Elestirel Disinme ve AkilcI Tartisma .....c.eeeeeveeeeeeieeeieeinneenneee 1
12.1.2 Akil Yuritme ve Sorusturma Kurallari, Tanimlayici ve
Stratejik Kurallar ..........ccooeeieieeiiiiiniiie e 1
12.1.3 Tartisma Cizelgesi......cccceeiririieriieeiiiiiiriieee e 3
12.2 Sorusturma AdIMIAIT .occceeeeiieiiiiiiiieeec e .8
12.2.1 Sorusturma Adimlarinin Tammlayict Kurallari ..o 8
12.2.2 Belirsiz Yanith Tartismalarin Tanimlayici Kurallari................ 12
12.2.3 Sorusturma Adimlarinin Stratejik Kurallari.............ccccoeeennee 13
12.3 Sorugturmanin Mantiksal Bicimi: Gozlem ve Deney.................. 14
12.4 Tammiama AdIMIAr ...c.oooeiiiiiiniiec e 16
12.5 Tartisma ve ACIKIaMA.......coooviiiiiiiiiieeiiiiirieree e 20
12.6 Tartisma Coziimlemesi ve Degerlendirmesi ..............coeeeeeeeennaes 21
12.7 Akil Yuritme ve Sorusturma Adimlarina lliskin Yanilgilar .......... 23
13.KLASIK (GELENEKSEL) MANTIGIN SEMBOLIK MANTIKLA
COZUMLENMES| ...ttt 27
137 T@riMIEr e 27
13.7.7 Terim TURErT ovveeieiniremiieces e e 27
13.1.1.1 Genetl Terimler ile Tekil Terimler .........cccccoevrvimimnnniicriniunnnnnn 27
13.1.1.2 Distribiitiv ve Kollektif Terimler ........ccccoeoeiiircricnniiiiinnee 30
13.1.1.3 Somut ve Soyut TerimIler.........ccocceiivieriirneerinneeieeerees s 31
13.1.1.4 Olumlu ve Olumsuz Terimler ........cccociveeeiiiiecrnnnicniiiiinenns 32
13.1.2 Terimler Arast lligkiler ........ooveeoeereeiiiiieirie e 33
13.2 ONEIMEIET.c.cevivietieeitcteetete et ettt re et eve st ere v eas e 34
13.2.1 Onerme TUTIETi ..ooviceericteeieeee et e 34
13.2.1.1 Basit Onermeler: Ozne-Yiklem Onermeleri.........c.ccvcuenni.... 34



13.2.1.2 Kiplikli Basit Onermeler.....o...cveeivveiierresoreecesenieneeceeenennens 37

13.2.7.3 Bilegik ONeIrMEler ...cvevvevvererierieriereiterrerreseeeseesesie e 38
13.2.2 Onermeler Arasi lligkiler .............ccooveeeeveiierrecerreereceeereenns 39
13.2.2.7 Kargt Olum Yasalar ..c..ueeeurivveeenierireeiiiniiieerereenia e 39
13.2.2.2 Dolaysiz C1karim Yasalari...........cceevveeeeiirieenciinioinenn e, 40
13.3 TasiMIar......oooviiiiii 43
13.3.7 Tasim Yasalar! .c.ccoeeoioiiiioiiieeeeiieieereecees e, 43
13.3.2 Ozne-Yiiklem Onermeleri Mantigi Yasalarinin

AkSiyOmMIagtIrIMast .....ooovvviiiiiiiienii e 48

13.4 Ozne-Yiiklem Onermeleri Mantginin Niceleme Mantigina
INAIrgENMEST .o e 57
14. KUMELER KURAML........oooitiiiieeieieetceeeee ettt sv e 65
14.1 Birinci Duzey KUMeleri .......coiiiimiiiiiiaeiiiieee e 65
14.1.1 Evren, Oge ve Bos KUME .....cocvoveveieeeeeerieceieeererceeeneievenne 65
14.1.2 KUme islemleri c.o.oooeeviiieircerece e, 68
14.1.2.1 Kesigim, Birlesim, Fark ve TUmleyen .......c..cccoovverernniceennn. 68
14.1.2.2 Evren ve Bos Kiime ile Yapilan Kiime lglemleri...................... 70
14.1.3 Kimeler Arasindaki Bagintilar...........ccccccvvveeniienennniniinnnennn.. 72
14.1.4 Boole Obekleri KUrami ........ccccoemveeevereeereeeensessecesveeenens 75
14.1.4.1 Boole TeriMIeri .....ccccoiieeeiieeieeereee et 75
14.1.4.2 Atomsal Boole Onermeleri ........cccceccveuvvveeerereeeeericereisinnn 77
14.1.4.3 Bilesik Boole Onermeleri............cceueeveeeeiveniericieeeseeeeeeeenn. 82
14.1.4.4 Genel IKililik iKEST veoveeveeeeerrierreeieereereeiesre s e eveeneenee e 85
14.2 Genel Kimeler Kurami ......ccccccceeereiiiiniiniiiinniireniniinnirereeennee. 87
14.2.1 ObeKIENIM ...veveieeieiiireceeveceereee et 88
14.2.2 Genel Kumeler Kuraminin Aksiyom Sistemi ...................... 92
14.2.3 Obekler Arasinda Bagintilar ................coocevvevveevivveeeneenennnn. 93
14.2.4 Evrensel Obek ve Bog KUME .......ooeeeeeviiiiriiieeeeeeeeeeeeeen.s 94
14.2.5 Kesisim, Birlesim, Fark ve Bakisimh Fark ...............ccccvuve. 95
14.2.6 Timleyen Obedgi, Birim Obegi ve Siralanmamis n-liler ...... 96
14.2.7 Gii¢ Obegi, Birlesim Obegi ve Kesisim Obegi.................... 99
14.2.8 Kiimeler ve Oz ObeKIer .........ocvevviuieeeeeceeseeaereeerernns 101
14.2.9 BaGintilar ...t 106
14.2.9.1 Siralanmig lkililer ve Siralanmis n-liler ........ccccoeevveeeneeeenn.. 106



14.2.9.2 Baginti ve Baginti Obeklenimleri.........ccocvereieeeeoornnian, 109

14.2.9.3 Bagintl TUFl@Mi.c.ocvvniiieieiitiiieiiiicie it e e 110
14.2.9.4 Baginti I§lemleri .....c.oceeeveveceienininiece e 115
14.2.9.5 Baginti Bilegmesi......ccccoovviiiiiiiviiniinrieneecreeereerssinne s 117
14.2.9.6 Denklik Bagintilart........cccccoevevvviiinniinniniiiiinieeen e, 120
14.2.10 FONKSiyOnIar........cooviveiiiiiniiiiinniiiiiniiiin e eerrecees s 121
14.2.10.1 Coga-bir, bire-cok ve bire-bir bagintilar, Fonksiyon’un
TanIMIANMAST ..o 121
14.2.10.2 Fonksiyon TUrleri .....ciiiiiiiiiiiiiiiiiiniccc e 123
14.2.10.3 Ters Fonksiyon ve Fonksiyonlarin Bilesmesi ..................... 126
14.2.10.4 Imge FONKSIYONU  ..eceeveieieinanniresinieeseesiasee e 127
15. OTOMATIKLESMIS TEOREM ISPATLAMASI ........oovevviriiienae. 128
15.1 Kuram ve Teoremler .......cccoicciviivniiiiiiininiiiiineecieecneeveeeen 128
15.2 Onermeler Mantiginda Otomatiklesmis Ispatlama.................. 133
15.2.1 Te-tik’li Yasal Bicime ve Te-tumlu Yasal
Bigime DONUSIUIME ....ccoiiiiiiiiiiiiinmiiiiiiiiiiiie e eneeeeenns 133
15.2.2 Onermeler Mantiginda Cozulim Yontemi .........cccoveeen.., 138
15.2.2.1 Dolayh COzGITM ISPati .....c.eecevvevcvencieneenreneneeieereen 138
15.2.2.2 Gozumlemeli COzZGIGM ISPatl ...coveeeveriiieeceiiiiiceicricninee 142
15.3 Niceleme Mantiginda Otomatiklesmis Ispatlama.................... 147
15.3.1 Preneks Yasal Bigcime DONUStUrMe ........cccoeeriicerieeinninnnnne. 147
15.3.2 Skolem Yasal Bigime DONUStUrME. ....ccvvverriieirieeniiiiiiiiiin, 150
15.3.3 Niceleme Mantiginin Te-tik’li Yasal Bigimleri.................... 152
15.3.4 Herbrand Yorumlamalari ve Herbrand Evreni .............. 153
15.3.5 Yerine Koymalar .............ccooiiiiiniinniniiinie e 156
15.3.6 Ozdeslestirme AlGOTItMas! ......ccveveervereriereninrenerieneecnnena. 159
15.3.7 Niceleme Mantiginda Cozulim Cizelgesi.......cccceveeennnne. 162

15.3.8 Niceleme Mantiginda Coziimleyici Cozulum Cizelgesi....166
15.3.9 Niceleme Mantiginda Skolem Fonksiyonu

Cozimleyici Cizelge ......ccvvviiiiiiiiiiiiiiiiiii e 168

16. OLASILIK KAVRAMLARININ MANTIKSAL TEMELLERI ................ 170
16.1 Olastik Kavramil.......cooreceieieeiiinniriceniiiiieecens e 170
16.1.1 Siniflayici Olasilik, Karstlagtirmali Olasilik ve Nicel Olasilik ....170
16.1.2 Kosullu OIasilik .....e.eeriiiiiiiiiiciiiiiccii i i, 172



16.1.3 Bilgisel Olasilik ve Fiziksel Olasilik ...........coveivviiiiiiiinnnnn. 172

16.2 Fiziksel Nicel Olasilik ve Siklik Yorumu .......cccoovviniiiiiiniiinnnnnnn, 174
16.2.1 Rasgele Sonuglu Deneyler ve Siklik..........cocovvuiiiievinnnnnne. 174
16.2.2 Aksiyomatik Olasilik Kurami ..........cccceeviicvcnnninineineninne 178

16.3 Onermeler Mantiginda Nicel Olasilik............c.cccevveervirieveeennes 180
16.3.1 Onermeler Mantiginda Aksiyomatik Olasilik Kurami ........ 180
16.3.2 Onermeler Mantiginda Aksiyomatik Olasilik Kuraminin

Baslica Teoremleri.........covviieriiemimmmimeiee e 185
16.3.3 Kogullu Olasilik..c..eeeeeneiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiniiiiiiiceneeneceeiniens 188
16.3.4 Olasihklarin Hesaplanmas) ..........cccccccereveniiniiiiiiinnecnnnnnn. 191
16.3.5 Olasilikga Bagimsizlik ........ccceveeieiiiiiieiniiiiiiniee, 195

16.4 Bilgisel Nicel Olasilik .........ccceriiiiiiimieriininiiciiiieieeee s 199
16.4.1 Olasilikli CIKANMIAT ... .oiiiiieii e 199
16.4.2 Olasilik ve Dengeli Bahse Tutugma .......ccccoovvviineeeriiiennns 202
16.4.3 Uyumlu Bahis Sistemleri........ccccccvvvinniiiiiinninnn, 205

16.5 Siniflayict ve Kargilagtirmali Olasilik ........ooooveiiiniiiininne 207
16.5.1 Olasilik Eklemleri ve IKililik .......coccoeeriniiiniiiiinenineneen, 207
16.5.2 Karsilastirmal Olasiigin Aksiyomatik Kurami .................. 210

17. MATEMATIGIN MANTIKSAL TEMELLERI ........cooeeviriireriiinee, 212

17:1 Matematigin Konusu ve YONtemi .........ccoccvvieeiiiininiiicnn, 212

17.2 SaYIAT ..o 213
17.2.1 Dogal Sayllar .........oeuiveviiiiiniiiiiiiciiiieei i, 213
17.2.2 Siral Sayllar.........ccooviiiririiiiiniini i 217
17.2.3 Sayal Sayllar.....ccccccceieiiiinniiinniiinin 223

17.3 Yapllar....cccoeeiiiiiiiiri 226

17.4 Tanimlama ve Ispatlama ...........coocccivciiiniiiinicn, 229
17.4.1 Tanimlama Yontemleri .......coovvviimiiiiiniiiinininn, 229
17.4.2 Ispatlama Yontemleri ..o 232

17.5 Matematik Kuramlarinin Aksiyomilagtirimast .......coccevvveeienne. 236

18. DOGA BILIMLERININ MANTIKSAL TEMELLER] .....ccccocevniinnnne. 241

18.1 Gozlem ve DENEY ......ccouiiiiiiiiiiiiiiieiee e 241
18.1.1 GOZIEM .cciiiiiiiiiiimiini e e 241
18.1.2 Gozlem Terimleri ve Kuramsal Terimler.............c.cccoeeenne 243
18.1.3 DENEY ..eineiciiiiiiiiiciiiic et e e 245



18.2 Bilimsel KaVramar.....ouueeureieiiieeieeeeeeeeeeeeeeenesnseeaaanesereeseaeenns 246

18.2.1 Nitel ve Siniflayici Kavramlar .........ccccccovveiiiieciicennnnnne. 246
18.2.2 Kargilagtirmall Kavramlar..........cooeevneeeernreerieeeiinieennneeenn, 247
18.2.3 Nicel Kavramlar ........ccooeeviiieiiciieiiieeiciecnee e, 249
18.2.3.1 Yaygin Niceliklerin Temel OlgUm.......ccoevveveeverrereeenrnnne.. 250
18.2.3.2 Yegin Niceliklerin Tiretilmig Ol¢imU ...ocoovivvvivininceceinnnnne 253
18.2.3.3 Siralayici NiceliKler .....c.cociriiiiiioierciiiec et 255
18.2.4 Yatkinhk Terimleri ve Kuramsal Terimler ........c.cccccccoeennn. 256
18.3 Bilimsel Kuramlar..........oooveeeiiiiiiiiiieiiioncn e 261
18.3.1 Onerme Biciminde Kuramiar ........c...cococcevvveevevveveerenrenn. 261
18.3.1.1 Mantik¢a Kapall Onerme Kimeleri ........ccceevveveeiniencinanen. 261
18.3.1.2 Yasal Onermeler .......ccccovviiiiiiiiiniiini e 263
18.3.1.3 Ideal Yasalar .......cvceerieeevmrvennieeesieniesiesnsreesse s eeessesseseeneens 265
18.3.1.4 Bilimsel Kuramlarin Yorumlanmasi ........c..ceceeciveeereeeennnnnns 267
18.3.2 Onerme Bigiminde Olmayan Kuramlar............c............... 269
18.4 Bilimsel Pekigtirme . .....cccvverieiiiririiciiiniiireriereecrieeeeeeereeesseeesn 270
18.4.1 Nitel PekiStirme .........cuuiieieeriiiiiniirieeirecirniiese e e e eeeeeas 270
18.4.1.7 NIicOd YONTEMI ..oeeirniiiiieiiieecciin e 270
18.4.1.2 Hempel YONteMi....civiiiiiiminiieniieiinnennicnnies e 275
18.4.1.3 Glymour YONTeMI «..ceeeieiiiiieniiiiiiiiniiiiieseeeesieiieeeneeeeennnanns 279
18.4.1.4 Varsayimh Dediktif YOntem .......cccccviiiniiiiiicininecnnennn. 282
18.4.1.5 Nitel Pekistirmenin Paradokslar! .........ccccoeevriieeniirnaiiinnnnnn. 283
18.4.2 Nicel Pekistirme .........coeviiiiiiiiiiiiinniineiecs e 285
18.4.2.1 Bayes YONEEMI ..ccoueceiiiiviiiinniiiiiiiirinnnieee e nnineseeesesenennne 285
18.5 Bilimsel AgIklama.........ocoviiiiiiiieiiiiiiiiic e 288
18.5.1 “Niye” ve “Nasil” Sorulari. Aciklama Gerektiren Sorular ve
Pekistirme Gerektiren SOrular .........cooccvvviviceeeenereennnenennen. 288
18.5.2 Dediiktif Yasal Agiklama .........cccovvvverireriineieieenniniiennnennnne. 289
18.5.3 Istatistiksel Aciklama ve Timevarimli Agiklama ................ 292
18.5.4 Istatistiksel llgiye Dayanan Nedensel Agiklama ................ 293
19. SEMBOLLESTIRME .......ooouviniieieceeer et 295
19.1 Onermeler Mantigi Dilinde Sembollegtirme................cocvevevee. 295
19.1.1 Sembollestirme ve Standart Bicime Donistirme ............ 295
19.1.2 Onermeler Mantig Dilinde Sembollestirme .................... 297
19.1.2.1 Degillemenin Sembollestirilmesi ........c.cceeveeiriiveereeeeraniinnnn 297



19.1.2.2 Timel-Evetiemenin Sembollestirilmesi ................ccc..oo. 298

19.1.2.3 Tikel-Evetiemenin Sembollestiriimesi........cccoccoreeerinieni, 300
19.1.2.4 Kosullunun Sembollegtirilmesi........c.cccooeviiviiiiiiinnnnninn. 305
19.1.2.5 Kargilikhi-Kosullunun Sembollegtirilmesi ... 309
19.2 Niceleme Mantigi Dilinde Sembollegtirme...................coc.. 310
19.2.7 Tekil ONermeler ........cccceeveieeeeeirentereresseeresseseesesaeseans 310
19.2.2 Tuimel Onermeler ve Esdegerleri .......cccoveveviiverencneennne 312
19.2.3 Tikel Onermeler ve Esdegerleri........coveveerrniriceneennnnnnn. 316
19.2.4 Genel ONErMeler .......o.cveeiiveieerieieresiee et enans 319

19.2.4.1 Birli Niceleme Manti§inda Yuvalanmamig Onermelerin
Sembollestirilmesi......cccoeeiiiiiiiniii 319

19.2.4.2 Coklu Niceleme Manti§inda Yuvalanmis Onermelerin
Sembollegtirilmesi........cooviieniiiinii e 324
19.3 Ozdeslik Mantiginda Sembollestirme..........c.ccccoevveccnreernennnn, 326
19.3.1 Istisna Bildiren TUmceler ........cccovevviirnneiiieeininreniieenne. 326
19.3.2 En Ustiinliik Bildiren TUmceler ......c.ccccvevievvnenvevveennnene. 328
19.3.3 Sayisal TUMCeler....ccovviiiiiriiieniieeiiiieeeii 329
19.3.4 Tekil Betimlemeli TUmceler...........coccvviieiiiiiccinniinnnnnnnnnn. 334
20. MANTIK FELSEFES .......ooovieereiiecieeeeeceec e 337
20.1 Mantik Felsefesinin KONUSU .........cccovimiiimiiininnniineniniccreenaen. 337
20.1.1 Ozel Bilimlerin Felsefesi .......coccovvrervrererereresiesiesreeeneenenn, 337
20.1.2 Mantik Felsefesi ......cccovvevirmmmmmimiiiiiiinciini e, 338
20.2 Mantik Felsefesinin Sorunlar .......ccccccceeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicnn, 339
20.2.1 Mantugin Temel Kavramlart .........ccccceeviiiiiiniiicncininen.. 339
20.2.1.71 Mantik Nedir?........ovcoeiiimecciticiiieriineeiiene et 339
20.2.1.2 ONEIMEIET iiiiieie ittt 341
20.2.1.3 Onsel, Coziimsel Onermeler.......cccccevevvrmverieverereeeuircee e, 342
20.2.1.4 Cikarimiann Gegerliligi .......cccovvemvmvecriiniiiiiiiiceieceenne, 344
20.2.1.5 Gegerlik ve Mantik Degismezleri........cccovvvvnnncennnnnnnnen, 346
20.2.1.6 Dogruluk Gegerleri ve Varlik ........ccccvvevininiiiieienicinennnnnn, 350
20.2.1.7 Denetleme, Eksiksizlik ve Karar-verilebilirlik ........................ 351
20.2.2 Mantik [Keleri ....ccooiiieiieniieeieeeeenieeciie e 352
20.2.3 Bilim Felsefesi Nasil MUmkundir? .......ccccccccevinnnninnnnn.... 353
Kaynakga ...ooooiieeeeee e 356
DUZIN e et et e e e eba s e e e s et e 360

vi



BIRINCI VE IKINCI CILTLERIN ANA BASLIKLARI

BIRINCI CILT: TEMEL MANTIK

1.

2.

ONERMELER MANTIGI

NICELEME MANTIGI

IKINCI CILT: OZEL MANTIK SISTEMLERI

3.

8.

9.

OZDESLIK MANTIGI

. VARLIK MANTIGI
. KIPLIKLER MANTIGI
. BILGI MANTIGI

. COK DEGERLI MANTIK

ODEV MANTIGI

SORULAR MANTIGI

10. ZAMAN MANTIGI

11. KOSULLULAR MANTIGI

\21]






CILT 11l: MODERN MANTIGIN UYGULAMALARI

12. MANTIGIN ELESTIREL DUSUNME VE
AKILCI TARTISMAYA UYGULANMASI

12.1 TARTISMA KAVRAMI

12.1.1 Elestirel Disinme ve Akila Tartisma

Bilgi edinme sureci dogruya erigme ve yanhstan kaginmaya dayanir. Eles-
tirel dusunme yanlistan kaginmayi amaclayan disinme bicimidir. Yapici eles-
tiride bulunan kisi, kendisinin veya baskalarintn ileri sirdigu onermeleri ka-
bul etmeden once dogru olup olmadiklarini denetleyip yanlis cikanlarini
reddeder.

Elestirel dusunme kisinin kendi kendini elestirmesi bigciminde gerceklese-
bildigi gibi, kisiler aras: tartismalarda da ortaya ¢ikabilir. Tartisma, iki veya da-
ha ¢ok kisinin belli bir konuda farkh gorusler savunup birbirlerini elegtirme-
leri demektir. Herhangi bir tartigma, genellikle belli bir konu ile ilgili bir so-
rudan kaynaklanir. Soruyu cevaplamaya calisan farkl kisilerin birbiriyle bag-
dagmayan yanitlar vermeleri durumunda bu soru ile ilgili bir tartisma ¢ikar.

Akilcr tartisma, tartismacilarin do@ruya erismeyi ve yanlistan kagcinmayi
amacladiklar tartigma demektir. Bu durumda kendi gérigline yapilan elegti-
rilerin dogru oldugunu goren tartismaci gorusunden vazgeger. Ayrica tartis-
maci, karsi gorige yaptigi elestirilerin haksiz oldugunu gorirse o gorise kar-
s! ¢tkmaktan vazgecger.

Mantigin elestirel disunmeye ve akilci tartismaya uygulanmasina sorus-
turmal akil yuritme ve tartisma yontemi diyoruz.

12.1.2 Akil Yuritme ve Sorusturma Kurallar, Tanimlayici ve
Stratejik Kurallar
Her tartismada akil yuriitme ile sorusturma olmak iizere iki boyut veya et-
ken vardir. Her etkenin kurallan ise tanimlayici kurallar ve stratejik kurallar ol-
mak Uzere ikiye ayrilir. Buna gore tartisma kurallarini asagida gosterildigi bi-
¢imde dorde ayiriyoruz.



1. Tarimlayici akil yiirtitme kurallan:

Bunlar tartismada kullanilan mantik sistemlerinin kurallaridir. Ornegin
¢cozumleyci gizelgenin ¢oziimleme kurallart bu tirdendir.

2. Stratejik akil yiirtitme kurallari:

Bunlar mantik sistemlerinin kurallarinin kullaniligi ile ilgili kurallardir. Or-
negin 6nermeler mantiginin ¢6zumleyici gizelgesinde alt alta kurallarinin
catal agma kurallarina gore 6nceligi oldugunu belirten kural bu tirlidur.

3. Tarumlayici sorusturma kurallari:

Bunlar “sorusturma” yani soru sorma etkinliginin yasaya uygunlugunu
saglayan kurallardir. Bu kurallar sorular mantiginda temellendirilir. Orne-
gin bir soruyu sormadan once ondayanaginin dogrulugunun bilinmesi
gerektigini belirten kural bu turlidur.

4. Stratejik sorusturma kurallari:

Bunlar tanimlayici sorusturma kurallarinin kullaniligi ile ilgili kurallardir.
Ornegin bir tartismada “pvq” bigimindeki bir &nermenin kabul edildigi
bir durumda “pvq”yl ondayanak sayip ?(p, q) sorusunun sorulmasinin
uygun oldugunu bildiren stratejik kural bu tirden bir kuraldir.

Tanumlayiai kurallar ile stratejik kurallar arasindaki ayrimi goyle aciklayabi-
liriz: Tartigma, sorusturmaci dedigimiz bir kisi ile yanitlayan arasinda gecen
bir oyun sayilabilir. Yanitlayan doga olabilir. Nitekim gozlem ve deney, sorus-
turmacinin dogaya soru sormasi anlamina gelir. Ger¢ekten gozlem ve dene-
yin sonucu sorulan soruya verilen yanit olarak ele alinabilir. Oyun bir dizi
adimdan olugur. Tanimlayici kurallar, hangi hareket turlerinin oyuna uygun
oldugunu belirler. Ancak oyunu tanimlayici kurallara uygun oynamak oyu-
nun iyi oynandigini gostermez. Ornedin satrang oyununun kurallarini bil-
mek iyi satran¢g oynamak icin gerekli olmakia birlikte asla yeterli degildir. Is-
te stratejik kurallar (veya stratejik ilkeler), bir oyunun nasil jyi oynandigini be-
lirleyen kurallardir. Bu kurallar belli durumlarda hangi hareketlerin basanlh
olacagini ortaya koyarlar. Stratejik kurallari 6grenmek ve uygulamak tanmim-
layici kurallar 6grenmek ve uygulamaktan ¢ok daha zordur. Kisi ¢ok kez stra-
tejik kurallari tam bilingli oimaksizin uygular.
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“Tartisma”yi akilcl tartigma anlaminda sorusturmaci ile yanitlayici arasin-
da oynanan bir oyun saydigimizi soylemistik. Sorusturmaci bir yandan ya-
nitlayiciya sorular sorar, 0bir yandan da bu sorulardan akil yuritme yoluyla
sonuclar cikarir. Yanitlayicl sorusturmacinin bilgi kaynagidir. Sorulara yanit
olarak verilen bilgiler saglam veya supheli olabilir. Sorugturmaci aldig: yanit-
larin saglamlilik derecesini degerlendirmelidir. Bilimsel tartismalarda asil ya-
nitlayici dogadir. Nitekim bilim adamlarinin bilgi kaynag: oninde sonunda
doga olmalidir. Dogay! sorusturma gozlem ve deney yoluyla yapilir. Ancak
tek bilgi kaynagi doga degildir. Bilgi kaynagi (yani yanitlayan) mahkemede-
ki taniklar gibi baska insanlar olabilir.

12.1.3 Tartigma Cizelgesi

En basit tartisma, bir tek sorusturmaci ile bir tek yanitlayici arasinda oy-
nanan bir oyun bigimindedir. Yanitlayicinin yanitlarinin hep dogru oldugu-
nu ve sorusturmacinin bunu bildigini kabul ediyoruz. Buna gore tartisma bir
tartisma (veya sorusturma) oyunu bicimindedir. Oyun “adim” denilen evre-
lerden olusur. Bu evreler, akil yuritme adimlan (veya mantiksal ¢ikarm
adimlari) ile sorusturma adimlarina ayriir. Oyunun adimlari bir ¢6zimleyici
cizelge biciminde dile getirilir. Bu ¢6zlimleyici gizelgeye tartisma ¢izelgesi de-
nir.

Tartisma cizelgesinin baslangig onermeleri ilk dncdlleri, ile son sonug’un
degillemesinden olugur. Baglangig onermeleri, sorusturmacinin guvendigi
onermeler olmalidir. Ornegdin sorusturmact bir bilim adami ise baslangic
onermelerinin bazilari bilim adaminin dayandig bilimsel kuram olabilir. Ote
yandan sonug arastirmacinin oniinde sonunda dogru oldugunu gostermek
istedigi bir onermedir. Sorusturmaci bu amacina erigmek icin ¢esitli sorustur-
ma ve akil ylritme adimlarini gergeklestirir. Yanitiayici ise sorusturmacinin
sorularini yanitlar. Sorusturmaci baslangic 6nermelerinden ¢ozimleyici ¢i-
zelge kurallan geregi yeni satirlar elde eder. Bu arada gerekli gordiigu bir so-
runun ondayanag: tartisma cizelgesinin bir a¢ik yolunda yer ahrsa, sorustur-
maci bu soruyu sorar. Alinan yanit sozu gegen actk yola eklenir. Tartisma ¢i-
zelgesi kapanirsa sorusturmaci amacina erisir. Yani son sonucun dogru oldu-
gu gosterilmis olur. Bu da sorusturmacinin sorusturma oyununu kazanmasi



demektir. Ancak sorusturmacinin oyununu gergekten kazanmis olmasi igin
bir yandan ilk oncullerin, 6bidr yandan da yanitlayanin verdigi yanitlarin
dogru olmasi gereklidir. Bunlarin stipheli olmasi sorugturmacinin kazancini
da gupheli kilar.

Tartigma cizelgesi kapatilamazsa sorusturmac oyunu kaybettigini kabul
eder, ya da yeni sorular sorarak veya ilk onctilleri degistirerek oyunu devam
ettirir.

Bir tartigmanin baghca sorusturma ve akil yuriitme adimlarinin ortaya ko-
nulmasi ve siralanmasi islemine tartisma ¢éziimlemesi denir.

Tartisma ¢oziimlemesi, tartisma ¢izelgesinin kurulmasini ve adimlarin
degerlendirilebilmesini saglar. Boylece her adimin elestiriimesi mimkin
olur.

Bir tartigmanin adimlarinin gerek tanimlayici gerekse stratejik kurallarina
uygun olup olmadigini ve tartisma ¢izelgesinin kapanip kapanmadigini de-
netleme islemine tartisma dederlendirmesi denir.

Tartisma ¢izelgesini kurmak i¢in asagidaki sorularin yamtlanmast gerekir.

1. Tartisma oyununun oyunculari kimlerdir? Sorugturmaci kimdir? Ya-
"~ mitlayici kimdir?

2. Baslangig durumu nedir? Yani ilk onculler ile son sonug¢ nelerdir?
3. Tartigmanin farkh adimlari nelerdir?

4. Hangi adimlar birer soruya yanittir, hangileri de mantiksal ¢ikarim so-
nucudur?

5. Her sorusturma adimi hangi sorunun yanitidir? Yanitin kaynagi ne-
dir?
6. Tartisma cizelgesi kapaniyor mu?
Ornek olarak Conan Doyle’nin (“Konan Doyl” diye okunur) polis roman-
lanmin kahramani olan Sherlock Holmes (“Serlok Holms” diye okunur) adl
dedektifin ¢6zdigu bir sorunu ele alalim. Unlii bir yaris ati gece yarisi ahir-

dan calinmigtir. Atin bakicisi da kaybolmustur. Holmes ¢evresine, memuru-
na su dort soruyu sorar.
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1'inci soru: Ahirda o gece bir bekgi kopedi var miydi?

Yanut: Evet, ahirda o gece bir bekgi kopedi vard.

2'nci soru: Ahirdaki bir bekgi kopedi o gece hig havladi mi?
Yanit: Hayr, bekgi kopegdi o gece hi¢ havlamad.

3’lincu soru: Herhangi bir bekgi kdpeginin gece yarisi, kendisine hig hav-
lamadigi kigi kimdir?

Yanit: Herhangi bir bekgi kopeginin gece yarisi, kendisine hi¢ havlama-
didr kisi kopegin kendi sahibidir.

4'lincl soru: Bekgi kopedinin sahibi kimdir?
Yanit: Her kim ki bekgi kopeginin sahibidir; o at bakicisidir.

Holmes bu yanitlara dayanarak yarig atin ¢alan hirsizin ayni zamanda ko-
pegin sahibi olan at bakicisi oldudu sonucunu gikarir. §imdi bu ¢ozimleme-
ye dayanarak bir tartisma ¢izelgesi kuruyoruz.

Bu amagla asagidaki sembollestirme bigimini kullaniyoruz.

(1) Kx: x bir bekgi kdpedidir, Ax: x o gece ahirda idi, Hxy: x, y’ye o ge-
ce havlad), Sxy: x, y’nin sahibidir, a: at, b: at bakicisi, ¢: yans atimi
calan hirsiz.

Buna gore asagidaki tartigma gizelgesini kurabiliriz.
ik Sncdl
(2) Ahirda o gece bir bekgi kopedi var miydi? sorusuna yanit olan
(3) Ahirda o gece bir bekgi kopegdi vard.

onermesidir. (3) onermesinin (1) sembollestirme bigimi sembolik kargihg
(4)  3x(Kx A Ax)

dir. llk 6nce bir sorunun yaniti oldugundan ardina “(B.0)” degil, “(S.Y)"
isaretini koyuyoruz.

Son sonug
(5) Yarig atint calan hirsiz at bakicisidir.

onermesidir. (5)'in sembolik kargiigi (1) geregi



(6) c=b

dir. Buna son sonucun degillemesi olan
(7) ~(c=b)

énermesini ikinci satir olarak yazip ardina “(B.0.)" isaretini koyuyoruz.
Ikinci 6nciil olarak

(8) Ahirdaki bekgi kopeklerinden herhangi biri o gece hirsiza haviadi
mi?

sorusunun yaniti olan

(9) Ahirdaki bekgi kopeklerinden herhangi biri o gece hirsiza havla-
mad..

onermesinin (1) geregi sembolik karsiigini yaziyoruz. Bu da

(10) Vx[(Kx A AX) = ~Hxc]
bicimindedir. (10)’'un ardina “(5.Y.)"” isaretini koyuyoruz.

Uglincii énciil olarak

(] 1) Bir bekgi kopeginin, kendisine gece havlamadig kisi kimdir?
sorusunun yaniti olan

(12) Bir bekgi kopeginin gece havlamadigi kisi kendi sahibidir.
onermesinin (1) geregi sembolik karsihgini yaziyoruz. Bu da

(13) VxVy[(Ky A ~Hyx) — Sxy]
bicimindedir. (13)'un ardina “(S.Y)” isaretini koyuyoruz.

Dordiincu (ve son) onciil olarak

(14) a’'min (yani s6z konusu bekgi kopeginin) sahibi kimdir?
sorusunun yamt olan

(15) Her kim ki a’'min sahibidir, o at bakicisidir.

onermesinin (1) geredi sembolik kargih§idir. Bu da



(16) ¥x(Sxa —» x =b)
bi¢imindedir. (16)'min ardina “(S.Y)” isaretini koyuyoruz.

Buna gore tartisma cizelgesi su bicimde olur.

1. 3x(Kx A Ax) (5.Y)
~(c = b) (8.0.)
2. Ka A Aa (1)

Ki (2)
Aa

3. Vx[(Kx A Ax) > ~Hxc] (5.Y))
4. (Ka A Aa) -» ~Hac (3)

(4)
5. ~(Ka A Aa) ~Hac
(5) 6. VxVy[(Ky A ~Hyx) — Sxy] (S5.Y.)
~Ka ~Aa 7. Vy[(Ky A ~Hyc) — Scy] (6)
X X 8. (Ka A ~Hac) —» Sca (7)
(8)
9. ~(Ka A ~Hac) Sca
(9 10. Vx(Sxa—x=b) (5.Y.)
~Ka Hac 11.Sca—>c=b (10)
X X
amn
~Sca c=b
X X

Bir tartigmanin birden ¢ok sayida son sonucu olabilir. Bu durumda her
son sonug igin ayri bir tartisma cizelgesi kurulur. Eger bitun bu tartisma ci-
zelgeleri kapali ise, sorusturmaci tartigma oyununu kazanmig olur.

Tartisma oyunlarnnin akil yurdtme (yani mantiksal ¢ikarim) kurallari ¢6-
ziimleyici gizelge kurallarina indirgenebilir. Dolayisiyla bu kurallan bildigimi-



zi kabul edebiliriz. Bundan sonraki bolimde sorugturma adimlari ve bu
adimlarla ilgili tanimlayici ve stratejik kurallari inceleyecegiz.

12.2 SORUSTURMA ADIMLARI
12.2.1 Sorusturma Adimlarinin Tanimlayici Kurallan
Her soru bir bilgi istegidir. Ornegdin 6ndayanag

(1) pyv..vp,

olan
tim

(2) ?m (p1""' pn)

bigimindeki soruya alinan

3) {pi1,..., pim}, 1<m<n

yaniti, m < n oldugundan n sayida segenedi k sayisina indirger. Boylece be-
lirsizlik azalir. Belirsizligin azalmasi ise bilgi (bilgi, enformasyon) demektir.

Sorular, ana soru ile birden ¢ok olabilen islemsel sorulara ayrilir. Ana so-
runun yaniti sorusturma oyununun son sonucunu belirler. Ote yandan is-
lemsel sorularin yanitlar tartigma cizelgesini kapatabilmek icin gerekli olan
onculleri saglamak igin gereklidir. Ana soru “blyik” soru, islemsel sorular
“kiiciik” sorulardir. Ornegin Sherlock Holmes ve yarig ati hirsizi ile ilgili tar-
tigma oyununun ana sorusu “yarig atini ¢alan hirsiz kimdir?” sorusudur. Oyu-
nun son sonucu da “yarig atini ¢alan hirsiz at bakicisidir” onermesidir. Bu
Oonerme ise ana sorunun tam-yanitidir.

Bircok tartismada eksik onculler bulunur. Bunlar bilindigi igin dile getiril-
memis oncullerdir. Tartiyma gizelgesini kusursuz olarak kurabilmek igin bu
eksik onciller uygun iglemsel sorularin yanmiti olarak saglanmahdir.

Karmagik tartisma oyunlar vardir. Bunlardan birden ¢ok sayida tartisma
cizelgesinden olusan ¢izelgeler zinciri ile dile getirilir. Boyle bir zincirde on-
ceki tartisma gizelgesinin son sonucu gizelge kapatildiktan sonra sonraki ¢i-
zelgelerin oncill olarak yer alir.

Ote yandan bir tartigma oyununun bazi islemsel sorular daha diisiik du-
zeyde olan bagka tartisma oyunlarnin ana sorunu islevinde olabilir.



Sorusturma adimlarinin tanimlayici kurallanini asagida gosteriyoruz.

Kural 1: Bir sorugturma cizelgesinde A, v...v A; v...vA  satir bir tek acik
tek

yolda gegerse sorugturmaci ?.™ (A,q,..., A, ..., A;) sorusunu sorup, A,

tam-yanitini aldiginda, A; 6nermesini agik yola ekleyebilir. Buna gore agik

yol sOyle uzatilabilir.

1Ay Vi.vVA v.vVA,
2. A (1, 5.Y)

Dikkat edilirse birinci satirdaki A; v...v A, v...v A ondayanak oldugnudan
sorunun sorulmasi yerindedir.

Kural 1'in bir asagidaki degisik bi¢imi kullanilabilir.

Kural 1°: Bir tartisma ¢izelgesinde A, v...v A, satin bir agik yolda gecer-
se, sorusturmaci ?r:um (Ay,...,A,) sorusunu sorup, {AH"“'Ai,-} (<iq, .,
i, < n) tam yanitini aldiginda A onermelerini alt alta agik yola ek-
leyebilir. Yani gizelge boyle uzatilabilir.

1. A-l V...V An

A; v..v A_ ondayanak oldugundan, sorunun sorulmasi yerindedir.

Kural 2: Bir tartigma cizelgesinde IxA(x) satin bir acik yolda gecerse, S ile
gosterdigimiz sorusturmaci ?,, xA(x) sorusunu sorup, @ tam-yanitini
alirsa, ayrica agik yolda 3xB,(x = a) 6nermesi de bulunursa, A(a) oner-
mesi agik yola eklenebilir. Yani agik yol soyle yazilabilir.

1. IxA(X)
1. IxB(x = a)
A(a) 1, S.Y)

IxA(x) dndayanak oldugundan sorunun sorulmasi yerindedir.



Kural 2’ : Bir tartigma c¢izelgesinde dxA(x) satin bir agik yolda gegerse, S
ile gosterdigimiz sorusturmaci 2., XA(x) sorusunu sorup, {a;,...a,}
tam-yanitini alirsa, ayrica agik yolda 3xB,(x = a,), ..., 3xBy(x = a,) oner-
meleri de bulunursa, A(a,), ..., A(a,) onermeleri agik yola eklenebilir. Ya-
ni agik yol soyle uzatilabilir.

1. IxA(x)
1. IxBy(x = a;)

1. IxB(x = a,)

A (ay)
1, S.Y.)

A(a,)
Jx A(x) ondayanak oldugundan sorunun sorulmasi yerindedir.
Ornek olarak ilk énciilleri
4) Ix(Fx v Gx)
(5) IxB,(x = a)
(6) Ga — Ha,
ve son sonucu
(7) Ha

olan bir tartigma oyununu goéz onune alalim. “S” sorusturmaciy! gosteriyor.
Yanitlayiciya uygun sorular sorulup alinacak yanitlara gére bu oyunun tartig-
ma ¢izelgesi kapatilabilir. Yanitlayicinin gizelgeyi kapatmak icin gerekli olan
yanitlari verdigini kabul ediyoruz. Bu durumda tartisma cizelgesi soyle olur.

1. Ix(Fx vGx) (8.0.)
1. 3xBy(x = a) (8.0.)
3. Ga — Ha (8.0.)

~Ha (8.0
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2.Fav Ga (1.5Y)
Ga (2.5.Y)
(3)

~Ga Ha
X X

1. adimda sorusturmaci (4) 6ndayanagina dayanarak

(8) i X (Fx v Gx)
sorusunu soruyor. Yanitlayici tam-yanit olarak “a” adini bildiriyor. (4) ve (5)
onclllerinden dolayl bu tam-yanit yerindedir. Dolayisiyla sorusturmaci 1.
adimda kural 2 gereg@i s6z konusu tam-yanita dayanan “FavGa” onermesini
acik yola ekliyor. 2. adimda sorugturmaci “FavGa”nin 6ndayanak oldugu

(9) 7k (Fa, Ga)
sorusunu sorup, “Ga” tam yanitini aliyor. “FavGa” ondayanagindan dolayi

bu tam-yanit yerindedir. Dolayisiyla sorusturmaci “Ga” tam-yanitini agik yo-
la ekliyor. Boylece tartisma gizelgesi kapatiliyor.

ALISTIRMALAR

llk ncdilleri ve son sonucu agagida verilen tartigmalarin kapali tartisma
¢izelgesini uygun sorular ve uygun yanitlara dayanarak kurunuz. “S” so-
rusturmaciy! gosteriyor.
1. llk onciller:  3Ix(Fax — Gx)
Ix~Cx
IxBy(x = a)
Son sonug:  3Ix~Fax
2. llk éncdiller:  Vx3y~(FxyvFyx)
VxVy[(~Fxy A ~Fyx) — Gxy]
3xB(x = b)

Son sonug:  Gab
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12.2.2 Belirsiz Yamith Tartismalarin Tanimlayic Kurallar

Buraya kadar tartiyma oyunlarinda ilk oncdllerin ve yanitlayicidan alinan
yanitlarin dogru oldugunu kabul etmistik. Oysa gergek tartigmalarda gerek
ilk onclller, gerekse sorulara verilen yanitlar dogru olmayabilir. Boylece dog-
rulugu supheli olan onculler ve yanitiari g6z oninde tutmak gerekir. Yanitia-
nnin dogrulugu supheli olan sorulara belirsiz yamth soru, dogrulugu sipheli
onculler ile belirsiz yanuth sorulara dayah tartigmalara da belirsiz yarth tartis-
ma diyoruz. Belirsiz yanith tartisma oyunlarimin tanitici kurallarini asagida
gosteriyoruz. Bu kurallar sorugturma adimlariyla ilgili tanimlayici kurallar ol-
dugundan onceki iki kuralin devam sayilmakidir.

Kural 3: Tartigma oyununun herhangi bir evresinde sorusturmaci tartis-
ma ¢izelgesinde bir onclili veya yaniti supheli sayarak koseli parantez
igine alabilir.

Kural 4: Bir tartigma gizelgesinde koseli parantez icine alinan bir satirdan
elde edilen butln satirlarda koseli parantez igcine alinmalidir. (Nitekim
supheli bir satirdan turetilen her satir siphelidir.)

Kural 5: Bir tartisma ¢izelgesinde koseli parantez icine alinan bir satir is-
tenirse cizelgenin iglemleri icin kullanmayabilir. (Ozellikle kapatma icin
kullaniimayabilir.)

Kural 6: Tartigma oyununun herhangi bir evresinde sorugturmaci tartis-
ma ¢izelgesinin kogeli parantez igcindeki bir satirinin artik sipheli olmadi-
g1 kanisina vardiginda koseli parantezleri kaldirabilir. Bu kaldirma iglemni,
koseli parantezleri “E”, “3” bigiminde ¢izmekle gerceklestirilir.

Kural 7: Bir tartiyma ¢izelgesi kapatildigi zaman sorusturmaci kapatmaya
yol acan ¢elismenin en az bir 6gesini koseli parantez icine alarak son so-
nucu kabul etmekten vazgegebilir. Bu islem son sonucun sipheli sayil-
masi durumunda gergeklestirilir.

Dikkat edilirse kural 3 geregi ilk oncliler bile kogeli parantez icine alina-
bilir. Nitekim herhangi bir tartigmada ilk oncullerin dogrulugu siphe konu-
su olabilir. SUpheli duruma dugen oncilleri koseli parantez igine alma, yani
gereginde tartigma adimlarinda kullanmama karart elestire/ disiinme’nin
geregidir.
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12.2.3 Sorusturma Adimlarinin Stratejik Kurallari

Tanimlayici kurallar tartisma adimlari icin gerekli olan kogsullar dile geti-
rir. Stratejik kurallar ise basari saglamanin yontemini ortaya koyar. Stratejik
kurallar yasaya uygun bir tartisma i¢in gerekli degildir, ama stratejik kurallara

uyulmasi basariya goturebilir.

Baglica stratejik kurallan asagida gosteriyoruz.

1.

5.1

llk 6nciller ve soru yanitlar kiimesi tutarsiz ise tartisma cizelgesi ka-
panir. Ama bu kapanma son sonucun dogrulugunu gostermez. Bu
durumda ilk oncillerin veya yanitlarin bazilari kogeli parantez igine
alinmahdir. Boylece ilk onculler ve yanitlar kiimesinin tutarhli§inin
saglanmasi umulur.

Farkl yanitlayicilardan hatta ayni yanitlayicidan celiskili yanitlar alin-
diginda veya yanitlayicinin giivensiz olmasi durumunda yanitin ko-
seli parantez icine alinmasi yerinde olur.

Belli bir tartisma ¢izelgesinde kogeli parantez icine alinan oncil veya
yanit, baska (yardimci) bir tartisgma ¢izelgesinin son sonucu olarak
denetlenebilir. Boylece stipheli onciil veya yanitin guvenilirligi artirl-
mig olur.

Yanhs bir yanittaki yanilgi rasgele veya sistematik olabilir. Rasgele ya-
nilgi, soruyu tekrarlamakia ortadan kaldirilabilir. Sistematik yanilgida
ise yanilgi hep sirecektir. Dolayisiyla sistematik yanilgih bir yanitla
karsilasildiginda, son sonucu bu yaniti kullanmayan bir tartisma ¢i-
zelgesi ile denetlemeye caligimalidir.

Yanitlayicinin giivenilirligini degerlendirmek icin su yollara bagvuru-
labilir.

Yanitlayicinin yanitlar bagka yanitlayicilarin yanitlanyla uyum iginde
ise guvenirlilik artar.

5.2 Yamtlayianin yanitlan birbiriyle tutarh ise, giivenirlilik artar.
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12.3 SORUSTURMANIN MANTIKSAL BICimI:
GOZLEM VE DENEY

Bilimdeki tartigmalarda sorusturmacinin bilim adami, yanitlayicinin do-
ga, sorulann goziem ve deney bi¢iminde oldugunu daha once belirtmistik.
Simdi dogaya sorulan sorular olarak gozlem ve deneyin mantiksal yapisini
ele aliyoruz. Bu mantiksal yapi hakkinda klasik ve modern olmak lzere iki ay-
ri gorug vardur.

Yaygin klasik goris agisindan gozlem,

(1) 72 (Ga, ~Ga)

biciminde dile getirilebilen bir sorudur. “Ga” atomsal onermesi ile bunun
degillemesi olan “~Ga” énermesi birer gézlem Gnermesi'dir. Ornegin “bu ye-
sildir”, “bu yesil degildir”, “burada yagmur yagiyor”, “burada yagmur yag-
miyor”, “bu cismin agirhgt 2 kg’dir” ve “bu cismin agirhg 2 kg degildir”
onermeleri gozlem onermeleridir. Bilim adami gozlem yaparak (1) sorusu-
nun kargihgr olan yaniti dogadan alir. Yani gozlem sonucu “Ga” ise doganin
yamtinin “Ga” oldugunu, gézlem sonucu “~Ga” ise doganin yanitinin
“~Ga”" oldugunu sdyleriz. Ornegin a gibi bir cismin rengine bakarak yesil ol-
dugunu gorirsem gozlem sonucu “a yesildir” gozlem onermesi olur. Buna
gore doganin yanitinin da “a yesildir” oldugunu soyleriz.

Ote yandan deney a gibi bir cismin veya sistemin, “Fa” gézlem énerme-
siyle dile getirilen belli bir kogulda, G 6zelligini tastyip tagimadiginin gozlem-
le saptanmasi islemi demektir. Bu amagla bilim adami s6z konusu a cismini
(veya sistemini) belli bir bigcimde hazirlayarak,

2) 7% (Fa, -Fa)

sorusuna olumlu yanit (yani “Fa” yamtim) alinmasini saglamaya cahigir. Eger
hazirlama islemi bagarili ise, bilim adami (2) sorusuna karsilik “Fa” yanitini
elde eder. Bu olumlu yaniti aldiktan sonra, bilim adami bu kez (1) sorusunu
sorar. “Ga” yanitini alirsa deney sonucu “Ga”, “~Ga” yanitini alirsa deney
sonucu “~Ga” olur.

Finlandiya’li mantik¢i ve felsefeci Hintikka'nin son yillarda gelistirdigi mo-
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dern gorus agisindan deneysel sorusturma denilen deney turud yoluyla deney
sonucu olarak genel onermeler hatta tiimel onermeler elde edilir.

Ornek olarak fizikteki Ohm yasasini ortaya koymaga yarayan deneysel
sorugturmayi ele alahm. Elektrik iletken olan bir telin iki ucuna bir elektrik
uretici yoluyla belli bir gerilim (potansiyel farki) uygulaniz. V gerilimi (yani
potansiyel farkini), I'da akim siddetini gosteren degiskenler oldugunda

3) ANVD
bicimindeki agik 6nermenin

(4) iletken telin iki ucu arasindaki gerilim (potansiyel farki) V volttur.
lletkenden gegen akim siddeti | amperdir.

anlamina geldigini kabul edelim. O zaman
(5) ALY, f(V)]

bicimindeki soru, bagimli degisken olan V'nin bagimsiz degigken olan I'ya
hangi f fonksiyonu ile bagl oldugunu sorar. (5) sorusunun amag¢ onermesi

(6) 3bB,VxALV, {(V)]
bigimindedir. “S”, sorusturmaciyr gosteriyor. (5) sorusunun ondayanagi ise
(7)  Vx3yA, I)
onermesidir. Ayrica sorugturmacinin f fonksiyonunun hangi fonksiyon oldu-
gunu bildigini dile getiren
(8) 3gBy(b=9)

onermesi de dogru olmalidir. (Burada “b” ile “g” degerleri birli fonksiyoniar
olan degiskenlerdir.) Dikkat edilirse (7) ile (8), (6)'y! icerir. Bilindigi gibi (5)
sorusunun yaniti olan b fonksiyonu

9) f(V):lv
R

bigiminde belirlenir. Nitekim ohm yasasi

1
10) |l=—V
(10) 2

biciminde dile getirilebilir. Buna gore f fonksiyonu (I) sorusunun yaniti
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oldugunda, s6z konusu deneysel sorusturmanin sonucunu, yani dogadan

alinan yanit

(11) W3 [AV, ) A | = f (V)]

yani

(12) WA [AV, ) A (I = 1? V)]

bigimindeki onerme ile de dile getirebiliriz.

12.4 TANIMLAMA ADIMLARI

Her tanimlama, bir s6zcigtin anlaminin ne oldugunun sorulmasina kar-

sthk verilen bir yanit olarak ele alinabilir. Bir tartismanin herhangi bir evresin-
de sorusturmac boyle bir soruyu sorarak aldigi yaniti tartisma ¢izelgesinin
bir agik yoluna ekleyebilir. Boyle bir adima tarimlama adimi diyoruz. Tanim-
lama adimlarina iliskin tanimlayici kural sdyledir.
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Tanimlama adimlarina iligkin tanimlayici kural: Bir tartismanin herhangi
bir evresinde tartisma ¢izelgesinin agik yoluna yeni bir s6zcigin veya
yeni bir sembolun tanimi eklenebilir. Boyle bir tanimin ardina “(T)” isa-
retini koyariz.

Yiklem ve islem isaretlerinin tanimi goyle yapilir.

(i) “F” yeni bir n-li yiklem ve A(x,..., x,)) i¢inde x,,..., x,'den bagka bag-
siz degisken ile “F” yliklemi gegmeyen bir n-li agik 6nerme oldugunda,

(1) Vxq..9%, [Fxq..x, © A(Xy,...,X,)]
onermesi “F” n-li yukleminin bir tamimidur.

(ii) “f” bir n-li iglem isareti ve A(x,,...,X,, X,,1) i¢inde x,,...,x_,'den bag-
ka bagsiz degisken ile “f” n-li islem isareti gegmeyen bir n+1 li agik oner-
me oldugunda,

2 \1x]...‘v’xn 341 AXq e X, Xny)
(3) VX1 VX +1 Vxn+2 [A(X-I, ns n+1) A (A (X1,...,Xn,xn+2) e d

(xn+1 n+2)]



kosullari yerine gelirse,
(4) VX1 ...VanXn+1 [(fX1 ...Xn = er_«]) L d A(X1 ,...,Xn, Xn+1 )]
onermesi f n-li islem isaretinin tanimudir.

Ozel olarak n = 0 olursa f sifirli islem isareti bir ad’a indirgenir. Nitekim
bir sifirli islem isareti sifir sayida addan bir ad olusturan bir islem isaretidir. O
halde her ad bir sifirli islem isareti sayilabilir. Buna gére a gibi bir ad sifirli
islem isareti sayarak soyle tanimiarz.

A(x), icinde x’den baska bagsiz degigken ve a adi gegmeyen bir birli agik
onerme oldugunda

(5) 3xA(x)

6) YxVY[[AX) A Al)] - x = y]

kosullari yerine gelirse

(7) Vx[(@a=x) & Ax)]

onermesi a adini tanimlar.

Ornegin “Avrasyal” birli yiiklemini soyle tanimlariz.

(8) Vx[x Avrasyalidir &> (x Avrupalidir v x Asyalidir)].

Ote yandan reel sayilarda “kare” birli iglem isaretini sdyle tanimliyoruz.
9) Vx3ylx xx0) =yl

(10) VxvyVz[[(x x )=y A(xxx)=2] -y =1]

kosullar yerine gelmistir. O halde “kare” fonksiynunu dile getiren “2” islem
isareti

(11) Vx[x? =y & [(x x x) = ¥]]
onermesiyle tanimlanmustir.

Ad tamimina ornek olarak dogal sayilar kuraminda “1” say1 adinin tani-
mini ele aliyoruz. “1” sayr adinin tamimi “0” sayr adi ile “Ard” ardil birli ig-
lem isareti yardimiyla yapilir. Bir dogal sayinin ardili bir sonraki dogal sayidir
denebilir. Yani Ard (0) = 1, Ard (1) = 2, ..., Ard (n) = n + 1’dir. Buna gore
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(12) 3xArd(0) = x
(13) VxVy[[Ard(0) =x A Ard(0) = y] > x =]
kosullari yerine gelmistir. Dolayisiyla “1” sayi ad goyle tarimlanabilir.
(14) vx[(1 = x) & Ard(0) = x]
Dikkat edilirse, “1” adi dogrudan dogruya
(15) 1 = Ard(0)
olarak da tanimlanabilir.

Bir tartisma cizelgesinde bir islem isareti veya adin tanimini bir agik yola
tanimlama adimi olarak ekleyebilmek i¢in tamimlama kosullarinin daha once
ayni acik yolda yer almasi gerekir. Bu kosullarin acik yolda bulunmamasi dur-
munda iglem isareti veya adin tanimini eklemek bir yanilgi olur.

Tanimlama adimh tartigmalara ornek olarak ilk oncilleri
(16) Behice Ayhan’in ¢ocugudur ve Ayhan erkektir.
(17) Ayhan yetmis yagindadir.

ve son sonucu
(18) Behice’nin babas! yetmis yasindadir.

olan tartisma cizelgesini tanimlama islemine dayanarak kuralim. Bu amacgla
“nin babasidir” birli iglem isaretinin tanimini kullaniyoruz. Boylece agagidaki
tartisma cizelgesi elde edilir.

(Behice Ayhan’in cocugudur)a(Ayhan erkektir) (B.O.)
6.  Ayhan yetmis yagindadir. (B.O.)

~(Behice’nin babasi yetmis yagindadir.) (8.0.)
3.1. Vx3y[(x, y'nin gocugudur) A (y erkektir)] (S.Y.)

3.2. VxVyVz[[(x, y'nin cocugudur) A (y erkektir) A (x, z'nin ¢ocugudur)
A (z erkektir)] = (y = z)] (S.Y.)

4. VxVy[(x'in babasI = y)—[(x, y'nin ¢ocugudur) A (y erkektir)]] (3.T)
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5. (Behice’'nin babasi= Ayhan)e[(Behice Ayhan’in ¢ocududur) A
(Ayhan erkektir)] (4)

6. Behice’'nin babasi = Ayhan ~(Behice’nin babasi = Ayhan)
(Behice, Ayhan’in ¢ocugudur) ~[(Behice, Ayhan’in ¢cocugudur)a
A (Ayhan erkektir) (Ayhan erkektir)]
Behice'nin babasi yetmig X
yasindadir
X

Gorildigi gibi tartisma gizelgesi kapaniyor. Dolayisiyla son sonug ilk
oncullerden elde edilmis oluyor. Bu arada 1. ve 2. adimlarda soru yaniti
olarak agik yola iki satir ekledik. Bu satirlardan birincisi “herkesin en az bir
babasi vardir” anlamina geliyor. lkincisi ise “herkesin en ¢ok bir babasi
vardir” anlamina geliyor.

Ote yandan 3. adimda s6z konusu iki satira dayanarak “nin babast” birli
islem isaretinin tanimini agik yola ekledik. Bu ekleme bir tanimlama adimidir.
Bu nedenle eklenen tamimlayici dnermenin ardina “(T)” isaretini koyduk.

ALISTIRMA

Itk onciilleri ve son sonucu belirtiimis asagidaki tartismanin gerekli sorus-
turma ve tanimlama adimlarina dayanarak tartisma cizelgesini kurunuz.

Ik oncdiller:

1. Behget Ayhan’in ¢ocugudur.

2. Cevdet Ayhan’in ¢cocugudur.

3. Ayhan erkektir.

4. Behget ile Cevdet birbiriyle iyi geginiyor.
Son sonug:

Birbiriyle iyi geginen kardesler vardir.

Tanimlama adimi olarak, “nin kardesidir” ikili ylkleminin VxVy (x, y’'nin
kardesidir <> 3z (x, z'nin ¢ocugudur A y, z’'nin ¢ocugudur)] tanimini agik yo-
la ekleyiniz.
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12.5 TARTISMA VE ACIKLAMA

Bilimsel agiklama “ni¢in”li sorularin yaniti sayilabilir. Dolayisiyla bilimsel
agiklama ile ilgili tartigmalar, “ni¢in”li sorulara dayanan adimlari kapsayan
tartisma oyunlarn olarak ele almabilir.

Ornek olarak

(1) Oto radyatori nigin kinldi?
sorusunu ele alalim. Bu soru

(2) Oto radyatoriniin kinlmasinin hangi mimkin nedeni vardir?
bicimine donusturilebilir. Oysa (2) sorusu

(3) ek X [(x, oto radyatdrinin kinlmasinin bir mimkdn nedeni) AE!x]
bicimindedir. Imdi (1) sorusunun amag énermesi

(4) 3IxK, [(x, oto radyatorinin kinlmasinin mumkin nedenidir)AE!x]
dir. S, sorugturmacidir. (3) sorusunun ondayanagdi ise

(5) 3x [(x, oto radyatorinun kinlmasinin bir mumkin nedenidir)AE!x]
dir. Yarut da

(6) Cunku sicaklik donma noktasinin altina indi
biciminde olabilir. Yanit olay ad: olarak ele alindiginda

(7) Sicakhigin donma noktasinin altina inmesi olayi
bicimindedir. Dikkat edilirse

(8) 3IxK, (sicakhdin donma noktasinin altina inmesi olay: = x),

(9) K [sicakhgin donma noktasinin altina inmesi olay), oto radyatoru-
nin kinlmasinin bir mumkun nedenidir]

ve
(10) K, (sicaklik, donma noktasinin altina indi)

veya
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(11) K, (sicakhidin donma noktasi altina inmesi olayi gergeklesti.)
yani
(12) K, [E! (sicakh@in donma noktasi altina inmesi olayi)]

onermeleri bir arada (4) amag onermesini icerir. (8), (9) ve (12) birlikte “si-
cakhigin donma noktasinin altina inmesi olay1”nin (1) veya (2) sorusunun
dogru tam-yaniti olmasinin gerekli ve yeterli kosulunu olusturuyor.

imdi (9) veya (10) ya da (11) 6nermesi agiklama igin gerekli olan baslan-
gi¢ kosulu’'nu dile getirir. (9) Onermesi ise bir doga yasasini dile getirir.

12.6 TARTISMA COZUMLEMESI VE DEGERLENDIRMESI|

Herhangi bir tartigmayi bir tartigma cizelgesi bigiminde dile getirebilmek
icin tartismay! olusturan ogeler ortaya konulmalidir. Tartisma ¢éziimlemesi,
tartigmayi bir tartigma cizelgesi bigciminde dile getirmek icin yapilan ¢6zim-
leme demektir. Tartigma ¢oziimlemesi belli bir takim sorularnin yanitlamas bi-
¢ciminde yapilabilir. Bu sorularin baglicalarini agagida siraliyoruz.

1. Son sonug ve ana soru nedir?
2. lIk onciller nelerdir?

2.1 Sorusturmaci hangi adimlarda verilen bilgileri (satiri koseli parantez
icine alarak) supheli saymistir?
2.2 Aragtirmaci, belli bir ilkel oncilun koseli parantez igine alinmasinin

sonraki satirlar nasil etkiledigini hesaba katti rm?

2.3 Sorusturmaa supheli sayilan bir ilkel dnciili glivenilir hale getirmek
icin gerekli carelere bagvuruyor mu?

3. Tartigma cizelgesinin adimlan nelerdir?

Genellikle son sonug ile ilk onciller kolaylikla belirlenir. Ancak sorusturma
adimlarinda gecen yanitlarin ve bunlara iligkin satirlarin ortaya konulmasi zor
olabilir. Bu yanitlar tartisma ¢izelgesinin ortuk (yani belirtik olmayan) adim-
laridir. Tartisma ¢ozimlemesinin dnemli gorevi ortik adimlarin belirtik hale
getirilmesidir.
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3.1

3.2

4.1
4.2
4.3

4.4
4.5

4.6

4.7

Tartismanin hangi adimlarn ortiiktiir: Bu ortik adimlar nasil belirtik
hale getirilebilir.

Sorusturmaci, tartismanin hangi adiminda daha diguk dizeyde
olan bir alt - tartigmaya dayanir?

Tartismanin hangi adimlari sorusturma adimlaridir?
Her sorusturma adiminin kargihgi olan soru nedir?
Sorunun soruldugu yanitlayici (yani bilgi kayna@i) kimdir?

Sorunun 6ndayanag! nedir? Bu dndayanak tartismanin hangi adi-
minda yer alyor?

Yanit tam-yanit mudir? Yaniti tam-yanit kilan nelerdir?

Sorusturmaci hangi sorusturma adimlarinda (oyle adimlar varsa)
yanitlari kogeli parantez igine alarak sipheli saymugtir?

Sorusturmaci supheli sorugturma adimlarnni kogeli parantez icine al-
makla sonraki satirlari nasil etkiledigini hesaba katt) mi?

Sorusturmaci, koseli parantez icine alinan bir satirnn dile getirdigi
adimin guvenirliligini saglamak i¢in bir islemde bulundu mu?

Hangi adimlar mantiksal ¢ilkanm adimlandir? Hangi mantik kuralla-
n bu adimlan hakl gosterir?

Gozumlemesi yapilmig olan bir tartismanin son sonucunun hakli goste-
rilmis olup olmadigini degerlendirmek mimkun olur. Tartigmanin degerlen-
dirilmesi iki ayri bakimdan yapilir. Birinci bakimdan tartisma ¢izelgesinin
adimlannin tammlayici kurallara uyup uymadigr degerlendirilir. Ikinci bakim-

dan ise tartigmanin bir butiin olarak stratejik kurallar geregi basarili olup ol-
madig1 degerlendirilir.

Tartisma degerlendirmesi agagidaki sorularin yanitina dayanir.

1.
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Tartismanin adimlarinin tanimlayici kurallara uygunlugu agisindan
degerlendirme

Tartisma cizelgesi kapandi mi?



2. Akl ylrtitme adimlan mantik kurallarina uygun mu?

3. Sorusturma adimlan sorular mantigi kurallarina uygun mudur?
Ozellikle bir sorunun yanitini bir agik yola eklemeden énce sorunun
ondayanagdinin acgik yolda daha once yer almast saglanmig rmidir?

4, Tanimlama adimlan tanimlama kurallarina uygun mudur?

Il Tartismanin basarisinin stratejik kurallara uygunluk bakimindan de-
gerlendirilmesi?

5.  Supheli onciiller ve siipheli yanitlar sorunu tartismada nasil ele alin-
mistir.

6. Tartigmanin degerlendirmesi olumsuz ¢ikmigsa, tartigmayi duzelte-
cek stratejiler bulunabilir mi?

7. Basanh bir tartismanin son sonucundan daha kuvvetli bir sonuca
ulagmak mimkdin midir?

8. Tartigma adimlan daha kisa, daha agik bir hale getirilebilir mi?

Sonug olarak “tartisma” ile “gilkanm” kavramlan arasindaki iliskiyi goz
onune alalim. Tartismanin amac ilk éncillere dayanarak son sonucun dog-
rulugunun hakli gosterilmesidir. Dolayisiyla her tartismayi bir ¢ikanim veya
¢ikartm zinciri sayabiliriz. Tartismada gegen ¢ikarimlann oncdulieri, sorustur-
ma adimlarinda elde edilen yanitlar veya tanimlama adimlarinda varilan ta-
mmlar olabilir. Tartismamin bagarili olmasi tartigmada gecen her ¢ikanmin
gecerli olmasi, ayrica onciillerin ve yanitlann dogru olmasi demektir.

12.7 AKIL YURUTME VE SORUSTURMA ADIMLARINA
ILISKIN YANILGILAR

Tartigmalarda ortaya ¢ikan yanilgilar, ya akil yiritme adimlarina ya da
sorusturma adimiarina iligkindir. Baglica yanilgilar asagida gosteriyoruz.

I. Akil yiriitme adimlarina iliskin bashca yanilgilar
1. Gunliik dildeki “veya” eklemine iliskin yanilgi:

“Veya” eklemi gunluk dilde tikel evetleme eklemi anlaminda veya ayrik-
hk eklemi anlaminda kullanilabilir. Tikel evetleme anlamindaki kullanihs
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“ve/veya” biciminde, aykiriik anlamindaki kullanthg da “ya...ya"” bigiminde
dile getirilebiliriz. Belli bir baglamda gegen “veya” sozcigunin anlamini
yanls kavramak bir yanilgidir. Ornegin

(1) Ali yarin Mersin’e veya Adana’ya gidecek, Ali yarin Mersin‘e gide-
cek, o halde Ali yarin Adana’ya gitmeyecek.

¢tkanimi “veya” tikel evetleme eklemi anlaminda alinirsa gegersiz, aynkhk ek-
lemi anlaminda alinirsa gegerlidir. Imdi biri 6biriine gikarimin iki 6ncilind
bildirse ve “veya”sozcliguni bu baglamda tikel evetleme anlaminda kullan-
diginda, dinleyici “veya”y: ayriklik eklemi olarak yorumlayarak verilen oncul-
lerden “Ali yarin Adana’ya gitmeycek” sonucunu ¢ikarirsa bir yanilgiya dus-
mds olur.

2. Kogsullara lliskin Ug Olagan Yanilgi
@ p-ap-q
ile
3) p—q-q.--p
¢ikarimlar gegerlidir. (2)'ye Modus Ponens, (3)'e de Modus Tollens denir.

Buna karsilhik agagidaki ¢ikarim bigimleri gegersizdir. Bunlarnin yapilmasi birer
yanilgidr.

(4) p—aq -~p.~q

(4) gecersiz cikariminin yapilmasina 6n bileseni degilleme yanilgisi denir.
(3) p—oaqq.-p

(5) gegersiz ¢ikariminin yapilmasina ard bileseni evetleme yanilgisi denir.
(6) p—>q-g-op

(6) ¢cikariminin yapilmasina evirme yanilgisi denir.
II. Sorusturma Adimlarina lliskin Baslica Yanilgilar

Akil yiratme ile ilgili yanilgilara yanilgilar denir. Buna karsilik sorusturma
adimlanna iligkin yanilgilara igerikli yanilgilar denir.
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1. Savin kanitsanmasi yanilgis

Bu yanilgi bir ¢ikarim veya tartismada, hakli gosterilmek istenen bir so-
nugtan daha ¢ok tartismal olan bir 6ncdlin kullanilmasi demektir. Savin ka-
nitsanmasi ana soruyu (biylk soruyu) zamanindan énce yanitlamaya ¢ahsg-
mamiz durumunda ortaya ¢ikar. Genellikle ana soruyu yamtlamak icin bir
surdi islemsel soru sorulup bunlarnn yanitlar beklenir. Islemsel sorular sorma-
dan dogrudan do@ruya ana soruyu sormak savin kanitsanmasi yanilgisinin
bir bigimidir. Ornek olarak iiniversite matematik dersinin sinavinda 6grenci
zor ana sorularinin sorulmasini bekler. Bu durumda 6grencinin sorunun ya-
nitini 6gretim Uyesine sormaya kalkismasi savin kanitsanmasi olur. Oysa si-
navda beklenen ogrencinin ana sorulara iliskin islemsel sorulari ¢ozmesi
bunlarin ¢6zimune dayanarak ana soruyu yanitlamasidir.

2. Donguilii akil yirtitme yanilgis

p gibi bir onermeyi

7) q-.p
g onermesini

8) r.gq
¢ikanmi ile ve r onermesini de

9 p.r
cikarimi ile hakl gostermeye ¢aligmaya déngtilu akil yiritme denir. Bu gika-
rnmlar zincirinde bicimsel yanilgi yoktur. Ancak bu ¢ikarimlar zincirinin hig
bir yarari da yoktur. Nitekim sorusturmaci p, g, r onermelerinin dogru oldu-
gunu onceden biliyorsa s6zlii gegen ¢ikarimlara gerek yoktur. Buna karsilik
sorusturmaci p, q, r énermelerinin dogru oldugunu onceden bilmiyorsa ¢i-
karimlar zinciri de bunu saglayamaz. Dolayisiyla bu gikanimlar islevsizdir. Her
iki halde de ¢ikarimlar zinciri yararsizdr.

3. Sorularin ¢oklugu yanilgist

Herhangi bir soruyu sormadan once o sorunun ondayanaginin dogru ol-
dugu bilinmelidir. Ondayanaginin dogrulugu bilinmeyen bir sorunun sorul-
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masina sorularin ¢oklugu yanilgisi denir. Ornek olarak a kisisinin b ile ¢ gibi
duristligu bilinen iki kisiye

(10) “b hirsizdir” ile “c hirsizdir” onermelerinden hangisi dogrudur?
sorusunun sorulmasi son derece yersizdir. Nitekim (10) sorusunun dndaya-
nagl

(11) b hirsizdir veya c hirsizdir

onermesidir. Bu 0nerme érnegimizde yanhs oldugundan (10) sorusunun so-
rulmasi sorusturma adimlarinin tanimlaytci kurallarina aykiridur.

4. Yasaya aykiri yetke (otorite)’ye basvurma yanilgis

Herhangi bir konuda uzman olan kisilere giivenebiliriz. Ancak belli bir
alanda yetke sayilan kisilerden baska bir alana ait bir soruyu yanitlamasini is-
temek bir yanilgidir. Buna yasaya aykiri yetkeye basvurma yanilgisi denir. Or-
negin siyasal gorlsimizid, bedendigimiz bir sinema oyuncusunun siyasal
gorustine dayandirmak bir yanilgt olur.

5. Bilgisizlige dayanan sonug yanilgis

Bir seyin olmadiginin bilinmemesine dayanarak bu seyin oldugu sonucu-
nu cikarmaya bilgisizlige dayanan sonug yanilgisi denir. Bu yanilgi gecersiz
olan

(12) ~B~p .. Byp
¢ikarimi ile dile getirilebilir. Ornek olarak “ugan daire” denilen kimligi belir-
lenmemis ugan cisimlerin (UFO’larin) varh@inin bilgisini, ucan dairelerin ol-
madiginin kesin kanitinin olmamasina dayandirmak bu tirli bir yanilgidir.
“p”, “ucan daireler vardir” onermesini temsil edip, “S” bir sorusturmaciy:
gosterdiginde,

(13) ~Bs~p
onermesi dogru sayilabilir. Nitekim

(14) By~p

yanlstir. “Ucan daireler yoktur” dnermesinin kesin kaniti yoktur. Ancak dog-
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ru olan (13) onculinden “S, ugan dairelerin var oldugunu bilir” anlamina
gelen

(15) Bgp
onermesini sonug olarak ¢ikarmak bir yanilgidir. (13)’Gn dogru olmasina
karsin (15)in yanhs olmasi mumkinddar.

6. Sonradan gelen olay! sonu¢ sayma yanilgis

O, ve O, iki olay tirii oldugunda, eger O, tirunden bir olay O, turun-
den bir olaydan sonra ortaya ¢ikarsa O;'i O,'nin nedeni (yani O,’yi O,in
sonucu) saymak genellikle bir yanilgidir. Bu yanilgi iki turli olabilir.

(i) O, ile O, arasindaki baglasiklik (korelasyon) derecesi duguktur. Yani

O, turiinden bir olay bazan O, tiriunden bir olaydan sonra gergek-
lesmekle birlikte, ¢ok kez bu olmuyor.

(i) O, ile O, arasindaki baglagiklik derecesi yuksektir, yani O, turun-
den bir olay ¢ok kez O, tirinden bir olaydan sonra gerceklegir.
Ancak O, gene de O,'nin nedeni degildir.

13. KLASIK (GELENEKSEL) MANTIGIN
SEMBOLIK MANTIKLA COZUMLENMESI

13.1 TERIMLER

13.1.1 Terim Taurleri

13.1.1.1 Genel Terimler ile Tekil Terimler

Klasik veya geleneksel mantik, Aristo’'nun kurdugu ve daha sonralari He-
gara ve Stoa okullarinin ve ortacag filozoflarinin gelistirdigi mantik sistemi-
dir. Bu mantik sisteminde kavramlari ifade eden “terimler” bir araya gelip
yargilar ifade eden “6nermeleri” olugturur. Onermeler de bir araya gelerek
akil ylritmeleri ifade eden “gikarimlari” olusturur. Cikarimlar arasinda en
onemli olanlar da “kiyaslar“dir.

Kavram, bir nesnenin zihindeki tasarimidir. Bu nesne ya bir kiime veya
bir sinif, ya da bir bireydir. Kavramin dille ifadesine terim denir. Burada “ki-
me” ile “simif” sozciiklerini ayni anlamda kullantyoruz.
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Terim ifade ettigi kavramin karsihg olan nesneyi gdsterir (veya bagka bir
deyimle terim nesneye delalet eder). Ornegin “insan” teriminin gosterdigi
nesne insan sinifi, “Sokrates” teriminin gosterdigi nesne ise bir birey olan
Sokrates’tir. Gosterilen nesne bir sinif oldugunda, terimi niceleme mantig
anlamindaki bir birli yiiklem sayiyoruz. Bu terimlere genel terim (veya timel
terim) denir. Buna karsilik bir bireyi gosteren terim tekil terim sayilir. Genel te-
rimleri “F”, “G", “H”, ... gibi (birli) yiklem temsilcileri ile, tikel terimleri de
“a”, “b", “c”, ... gibi ad temsilcileri ile temsil ediyoruz. “a”, “b”, “c”, ..., “F”,
“G”, “H",... sembolik s6zu edilen dile aittir. Herhangi bir dilin (sembolik di-
lin, gunliik dilin veya bilim dilinin) tekil terimlerini t, t;, t,, ... tekil terim de-
giskenleri ile, genel terimleri T, T, T,, ... genel terim degiskenleri ile, 6ner-
meleri de A, B, C,... 6nerme degiskenleri ile gosteriyoruz. Bitiun bu degis-
kenler s6zeden dile aittir.

Her tekil terim bir nesnenin adidir. Bu nesne var olabilir veya olmayabi-
lir. t tekil terimi var olan bir nesnenin adi ise E!t dnermesi dogru olur. t tekil
terimi var olmayan bir nesnenin adi ise E!t 6nermesi yanlig olur. Ornegin

(1) E!(Agn dagn)
onermesi dogru,

(2) E!(Kaf dagr)
onermesi ise yanlistir.

T bir genel terim oldugunda, T(x) bir atomsal birli acik 6nermedir. T te-
riminin kaplami T(x)'i ger¢ekleyen nesnelerin kiimesidir. T'nin kaplamini

(3) kp(T)
biciminde gosteriyoruz. Ornegin
(4) kp(“Insan”)
bitln insanlarin kiimesi;
(5) kp(“dogal say1”)

ise {0, 1, 2, 3, ...} kimesidir. Bir tekil terimin kaplami bu terimin adlandirdi-
g nesnedir. Ornegin “Sokrates” tekil teriminin kaplami birey olarak Sokra-
tes’tir.
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Imdi T bir genel terim , t'de bir tekil terim oldugunda

(6) T

onermesi dogru ise t'nin adlandirdigi nesne T'nin kaplaminin bir 6gesi olur.
T genel teriminin kp(T)'ye ait her nesneye uygulandigini sdyleriz. Dolayistyla
(6) dogru ise T genel terimi t'nin adlandirdigi nesneye uygulanir. Ornegin

(7) Sokrates insandir.
dogru oldugundan
(8) Sokrates € kp(“Insan”)

olur. Dolayisiyla “Insan” genel terimi, “Sokrates”in adlandirdigi nesneye, ya-
ni Sokrates’e uygulanir. T genel terimi bir nesneye uygulanirsa, T'nin ifade
ettigi kavramin bir nesnede gerceklestigi soylenir.

T bir genel terim oldugunda, T'nin kaplamini olusturan nesnelerin ortak
ozelliklerinin topluluguna T'nin iclemi denir. Ornegin “insan” teriminin ile-
mi rasyonel olma ve hayvan olma 6zellikleridir. Kaplam ile iglem ters oranti-
hdir. Kaplam genisleyince iglem daralir, kaplam daralinca iglem genisler. Or-
negdin “beyaz derili insan” teriminin kaplami “insan” teriminin kaplamindan
daha dardir. Oysa ilk terimin iclemi beyaz derili olma, rasyonel olma ve hay-
van olma ozelliklerinden olustugundan, “insan” teriminin i¢cleminden daha
genistir.

Bir genel terimin kaplami bog olmadig gibi, bos da olabilir. Hi¢bir nes-
neye uygulanamayan bir genel terimin kaplami bostur. Yani { } kimesine
esittir. En az bir nesneye uygulanabilen bir genel terimin kaplami ise bog de-
gildir. T genel teriminin kaplaminin bos olmamastnin gerekli ve yeterli kogu-
lu

9) IxT(x)

énermesinin dogru olmasidir. Ornegin “insan” genel teriminin kaplami bos
degildir, nitekim

(10) 3x(x insandir)

onermesi dogrudur. Ote yandan T teriminin kaplaminin bos olmasinin ge-
rekli ve yeterli kogulu
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(11) ~3xT(x)
veya (11)’in esdegeri olan
(12) ¥x~T(x)
onermesinin dogru olmasidir. Ornegin “yuvarlak kare” genel terimi bostur.
Nitekim
(13) ~3x(x bir yuvarlak karedir)
onermesi dogrudur.

Var olmayan bir nesneyi adlandiran (“Anka kusu” gibi) bir tekil terimin
veya bos bir kaplami olan (“yuvarlak kare” gibi) bir genel terimin karsihg:
olan kavramin gergekligi yoktur. Ama boyle bir kavramin yine de neligi
(mahiyeti) oldugu soylenir. Nelik kavramin zihindeki tasarimidir. Gergekligi
olmayan “Anka kusu” veya “yuvarlak kare”nin zihinde bir tasarimi oldugunu
kabul edebiliriz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki terimleri genel terim ve tekil terim olarak ayiriniz.
1. Kus

2. Anka kusu

3. Deve kusu

4. Dag

5. 2/5

13.1.1.2 Distribiitif ve Kollektif Terimler

Her genel terimin kaplami bir siniftir. Bu sinif, terimin uygulandigi nes-
nelerin kiimesidir. Genel terimin uygulandigi nesne bir birey olabildigi gibi
bir sinifda olabilir. Siniflara uygulanan genel terimlere kollektif (ortaklastirici)
terim, bireylere uygulanan genel terimlere de distribiitif (dagiticr) terim denir.
Buna gore ortaklagtina terimin ifade ettigi kavram kimelerde gerceklenir,
buna kargihk dagttici terimin ifade ettigi kavram bireylerde gergeklesir. Orne-

30



gin “srd”, “orman” kollektif terimler, “insan”, “6grenci”, “lye”, “asker”,
“isci” distrib(tif terimlerdir. Goruldugu gibi insan  sinifinin her 0gesine
distributif olan “insan” terimini uygulayabiliriz. Oysa kollektif olan “stru” te-
rimini sirinin 6gelerine uygulayamayiz. Nitekim insan sinifinin 6geleri “in-
san” teriminin kaplamina aittir. Bir sirinin 6geleri ise “suru” teriminin kap-
lamina ait degildir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki terimleri “kollektif” ve “distributif” olarak ayiriniz.
1. Kedi

Takim

Sporcu

Agag

Orman

ok wWwN

13.1.1.3 Somut ve Soyut Terimler

Bir nesneyi gosteren genel terimlere somut terim, bir nesnenin ozelligini
gosteren tekil terimlere soyut terim denir. Ornegin “insan” genel terimi insan
gibi bir nesneyi gosterdiginden somut terimdir. “Insanlik” ise “insan” genel
teriminden tiretilen bir tekil terimdir. “Insanhk” tekil terimi, insanin 6zelligi
olan insanh@in adidir. “Insanlik”, somut “insan” genel teriminin karsilig olan
soyut tekil terimdir.

Genel olarak T bir somut genel terim oldugunda “T lik”, T'nin karsiligi
olan soyut tekil terimdir. “T lik”, T genel teriminin gosterdigi nesnenin ozel-
liginin adidir. Ornedin “mavilik”, somut genel terim olan “mavi”nin karsihg
olan soyut tekil terimdir. Mavinin ozelligi olan maviligin adidir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki somut genel terimlerin kargih§ olan soyut tekil terimleri belir-
tiniz.

1. Beyaz
2. Kosan
3. Geng
4. Yash

5. Kardes

13.1.1.4 Olumlu ve Olumsuz Terimler

Herhangi bir genel terime, “olmayan” son ekini ekleyerek bu terimin
olumsuz'u denilen yeni bir terim elde edilebilir. Ornegin “insan” genel teri-
minden olumsuzu olan “insan olmayan” genel terimi elde edilir. “Olmayan”
gibi bir nitelemeden yoksun olan terimlere olumlu (veya pozitif) terim, boy-
le bir nitelemesi olan terimlere de olumsuz (veya negatif) terim denir. Orne-
gin “ylriyen” olumlu terim “yurimeyen” ise olumsuz terimdir.

Genel olarak T herhangi bir genel terim oldugunda “T olmayan” T'nin

karsilig1 olan olumsuz genel terimdir. “T olmayan” olumsuz genel terimini

e}

"y biciminde gosteriyoruz. Tepedeki isareti olumsuzlama degismezi
denilen yeni bir mantik degismezidir. Bu degismez bir genel terime uygu-

landiginda yeni bir genel terim olugturur.

Olumsuzlama degismezi ard arda bir genel terime uygulanabilir. Ancak

M T
genel terimi T ile ayni anlama gelir. Nitekim “T olmayan olmayan” genel te-
rimi T anlamina gelir. Dolayisiyla T'nin tepesindeki olumsuzlama isaretlerinin
sayisi ¢ift ise verilen genel terim T'ye indirgenir; isaretlerin sayisi tek ise veri-
len genel terim T ‘a indirgenir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki genel terimleri olumlu ve olumsuz olarak ayiriniz. Olumlu
olanlarin karsihgr olan olumsuz terimleri belirtiniz.

1. Beyaz

2. Kedi

3. Konugmayan
4. Tamsay

5. Hava olmayan

13.1.2 Terimler Aras lliskiler

Klasik mantikta bireyler tiir denilen dogal siniflara aynimistir. Bir tir bagka
bir turun alt kiimesi ise, ikinci tlire birinci turin cins'i denir. Bir tirdn cinsleri
arasinda en dar olanina o tirldn yakin cins’i denir. Cinsi olan her tirin bir tek
yakin cinsi oldugu kabul edilir. Ayrica herhangi bir tird, yakin cinsine ait
obdr turlerden aytran tiirel ayinm denilen bir tek turun de bulundugu kabul
edilir. Ornedin insan bir tir olup yakin cinsi hayvan’dir. Insan tiiriind 6biir
hayvan turlerinden ayiran turel ayinm akilli (yani akil sahibi) olmadir.

Bir turin tarim’i yakin cins ile turel ayinmin bir araya gelmesinden
olusur. Ornegin insan tird, akilh hayvan olarak tammianir. Akilh hayvan, akill
tird ile hayvan tirinun kesisiminden olusan bir tiirdir. Gorulduga gibi her-
hangi bir tiir ile bu tiiriin tanimi olan tiir dzdegtir. Ornegin insan tiirdi ile akill
hayvan turu ozdegtir.

Her tir, bir genel terimin gosterdigi nesnedir. Baska bir deyisle her tur,
bir genel terimin kaplamidir. Genel terimler arasindaki iligkiler, bu terimlerin
kaplamlari olan tiirler arasindaki iliskilerdir. Imdi, T, ile T, tiir gosteren her-
hangi iki terim oldugunda kp(T,) ile kp(T,) arasinda asagidaki bes farkh iligki
olabilir.

1. kp(T;) = kp(T5)
Ornek: T,: Dért kenarli gokgen; T,: Dért agik cokgen
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2.kp(T) & kp(Tp)

Ornek: T;: Dértgen, T,: Cokgen

3. kp(T,) S kp(Ty) )

Ornek: T,: kapal sekil, T,: Cokgen

4. kp(T;) N kp(T,y) = { }, kp(T;)  kp(T,), kp(Ty) < kp(Ty)
Ornek: T,: kedi; T,: siyah

5. kp(T)) nkp(T) ={ }

Ornek: T;: insan; T,: tas

Dikkat edilirse kp(T,), kp(T,)'in cinsi ise kp(T;) § kp(T,) olur; kp(Ty),
kp(T,)'in tiri ise kp(T,) g kp(T7) olur; kp(T,), kp(T,)'in tanimi ise kp(T,)

= kp(T,) olur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki terim ciftlerindeki terimler arasi iligkiyi belirtiniz.
i. Insan, Beyaz derili

Omurgalt, Balik

Balik, Memeli

Altin, Bakir

Metal, Demir

“os e

13.2 ONERMELER
13.2.1 Onerme Tiirleri
13.2.1.1 Basit Onermeler: Ozne-Yiiklem Onermeleri

Onerme, iki veya daha ¢ok terimden olusan dogru veya yanls olan bir
sozdir. Onerme, iki veya daha ¢ok kavramdan olusan bir edim olan bir
yargr'yt dile getirir.
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Onermeler “basit” ve “bilesik” olmak iizere ikiye ayrilir. Bilesik onerme iki
veya daha ¢ok 6nermeden olusan bir 6nerme; basit onerme, iki veya daha
¢ok onermeye boliinemeyen énermedir. Kipliksiz basit onermelere 6zne-yuik-
lem 6nermesi veya kategorik 6nerme denir. Ozne-yiiklem &nermesi, birine
6zne, oblriine de yiiklem denilen iki terimden olusur. Ozne durumundaki
terimi “S” ile, yliklem durumundaki terimi de “P” ile gosteriyoruz. “P” her
zaman bir genel terimdir. “S” ise genellikle bir genel terim olmakla birlikte
tekil terim de olabilir. Ozne-yiiklem 6nermeleri,

(1) Butun S’ler P'dir.

biciminde tiimel-evetleyici (veya tiimel olumlu) onermeler,
(2) Higbir S, P degildir.

biciminde timel-dedilleyici (veya tiimel olumsuz) onermeler,
(3) Bazi S’ler P'dir.

biciminde tikel-evetleyici (veya tikel olumlu) onermeler

ve
(4) Bazi S'ler P degildir.

biciminde tikel-dedilleyici (veya tikel olumsuz) 6nermelere ayrilir. S bir tekil
terim oldugunda

(5) S, Pdir.

bicimindeki onerme klasik mantikta (1) biciminde bir timel-evetleyici
onerme,

(6) S, P degildir.

onermesi de (2) bigiminde bir timel-degilleyici 6nerme sayilir. Imdi (1)
onermesi,

(1) SaP
veya A bi¢iminde, (2) onermesi,

(2") SeP
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veya E biciminde, (3) dnermesi,
(3) siP

veya | bigciminde, (4) 6nermesi de
(4) SoP

veya O biciminde kisaltilir. “a”, “e”, “i” ve “o” isaretleri, iki terimden birer
onerme olusturan yeni mantik dedismezlerini gosterir. Bu tirll degismezlere

" "

ikili terim eklemi diyoruz. “a” degismezine tiimel evetleyici eklem, “b”
degismezine tiimel dedilleyici eklem, “i” de§ismezine tikel evetleyici eklem ve
“0" degismezine tikel degilleyici eklem diyoruz.

(1) -= (4) ozne yuklem onermelerini niceleme mantigi ¢ercevesinde
siraslyla

(1") Vx(Sx —=Px)
(2") Vx(Sx - ~Px)
(3”) 3x(Sx A Px)
(4”) 3x(5x A ~Px)

biciminde dile getirebiliriz. (1”) — (4") 6nermelerinde P gibi S de bir genel
terim, yani bir birli yliklem olmalidir. Eger S bir tekil terim ise (5) dnermesi

(5 P(S)
biciminde ve (6) onermesi de

(6) ~P(S)
biciminde dile getirilir.

Ornegin

(7) Batun insanlar olimluadar
onermesi tumel-evetleyici,

(8) Higbir insan olliimstiz degildir

onermesi timel-degilleyici,
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(9) Baziinsanlar filozoftur
onermesi tikel-evetleyici ve
(10) Bazi insanlar filozof degildir

onermesi tikel-degilleyicidir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki 6zne-yuklem dnermelerinin tirlerini belirtiniz.
1. Bazi omurgalilar memelidir.

2. Butun memeliler omurgahidir.

3. Bazi omurgalilar memeli degildir.
4

Hicbir memeli omurgasiz degildir.

13.2.1.2 Kiplikli Basit Onermeler

Kiplikli onermeler karmagik onermelerdir. Nitekim verilen bir kiplikli
onermede kipligin etki alami verilen onermenin bir bolimudur. Klasik man-
tikta kipligin etki alamna diktum denir. “Mumkin”, “zoruniu”, “olumsal” ve
“imkansiz” olmak uzere dort kiplik bir de bunlarin olumsuzu olan “mumkin
degil”, “zorunlu degil”, “olumsal degil” ve “imkansiz degil”
Diktum o6nermesi de olumlu veya olumsuz olabilir. Buna gore 16 tane farkh

kiplikli onerme vardir. Bunlan asagidaki ¢izelgede siraliyoruz.

kiplikleri vardr.

(1) 1. p mimkundir 9. p-degil mimkundur
2. p zorunludur 10. p-degil zorunludur
3. p olumsaldir 11. p-degil olumsaldir
4. p imkansizdr. 12. p-degil imkansizdir.
5. p mimkun degildir. 13. p-degil mimkun degildir.
6. p zorunlu degildir. 14. p-degil zorunlu degildir.
7. p olumsal degildir. 15. p-degil olumsal degildir.
8. p imkansiz degildir. 16. p-degil imkansiz degildir.
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Kiplikler mantiginda “p mimkindur” “Op”, “p zorunludur” “Cip”, “p
olumsaldir” “Opa~Dp” ve “p imkénsizdir” “~Op” bigiminde gosterilir. Bu-
na gore (1) ¢izelgesindeki 16 kiplikli 5nerme asagidaki 6 onermeye indirge-
nebilir.

(2 1.0p

5.~00p A~-~{1~-p

6.0p vO-~p

"

Ornegin “p olumsaldir” énermesi “~Op A ~[1~p” ile esdeger olup “p
olumsal degildir” onermesi “Op v [~p” ile egdegerdir.

ALISTIRMALAR

§13.2.1.2'de (1) ¢izelgesindeki 16 onermelerden (henuz indirgenme-
. yen) her birinin (2) cizelgesinde gecen 6-6nermeden biriyle esdeger ol-
dugunu gosteriniz.

13.2.1.3 Bilesik Onermeler

Aristo mantiginda ele alinan bilesik onermeler ¢cok sinirlidir. Bunlarin bag-
licalari kogullu 6nermeler ile tikel evetleme dnermeleridir. Megarali ve Stoaci
mantikgilar onermeler mantiginin iki degerli dogruluk fonksiyonu durumun-
daki (“p — g” bigcimindeki) kogullu dnermeye Philon kosullusu demigtir. (Phi-
lon-Filon diye okunur - Megara okuluna ait bir mantikqidir.) Chrysippos
(“Krisipos” diye okunur.) adli Stoaci mantik¢i kipliksel gerektirme anlamin-
daki dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan kosullu onermeyi ortaya
koymustur. Bu kosullu “p < q”, yani “O(p — q)” bigimindedir.

Stoacilar “p vq” anlamindaki tikel-evetleme ile p «-1— g anlamindaki ay-
ki da ortaya koyup aralarindaki farki belirtmislerdir. Ayrica dogruluk fonk-
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siyonu durumunda olmayan tikel-evetleme énermelerini ortaya koymuslar-
drr.

13.2.2 Onermeler Arasi lliskiler
13.2.2.1 Kargi Olum Yasalan

Ozne-yiiklem onermelerinin temel 6nerme eklemleriyle birlestirilmesin-
den elde edilen gegerli 6nermeler 6zne-yiiklem onermeleri arasindaki iliki-
leri dile getirir. Bu gegerli onermelere énermeler arasi iliski yasalar denir. Ay-
rica oncllleri ve sonucu 6zne-yiklem 6nermesi olan ¢ikarimlanin gecerliligi-
ni dile getiren ve tasim (kiyas) yasalar denilen yasalar da vardir. Onermeler
arasi iligki yasalari ile tasim yasalari 6zne-yiiklem 6nermeleri mantiginin yasa-
lar/ni olusturur. Toplam 56 yasay: ortaya koyacagiz. Bu yasalan (1)-(56) ola-
rak numaraliyoruz. Onermeler arasi iliski yasalar, kars! olum yasalari ve do-
laysiz ¢ikarim yasalarnina aynilir. Dolaysiz ¢ikarim A ile B birer 6zne ylklem
onermesi oldugnuda A ... B bi¢imindeki gegerli bir ¢cikarimdir. Gegerli A — B
onermesi de bu ¢ikanimin kargiligr olan dolaysiz ¢ikarim yasasidir.

Karsi olum yasalarina, asagidaki kare bicimindeki cizelge ile dile getirile-
bildiginden, mantiksal kare yasalari da denir.

SaP — ~SeP
SaP SeP
g S
-] ©
d l
v /‘38 90 w
< 2 '\,\ %
8 %p
SiP SoP
SiP v SoP
(Sekil 1)
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Karsi olum veya mantiksal kare yasalari sunlardir.
i. Karsithk:
(1) SaP — ~SeP (SaP.SeP)

SaP ile SeP 6nermelerine birbirinin “karsit”i denir. Kargitlar ayn1 zaman-
da dogru olamaz, ama ayni zamanda yanlis olabilirler.

ii. Alt-Karsithk:
(2) SiP v SoP

SiP ile SoP onermelerine birbirinin“alt-karsit” denir. Alt-kargitlar ayni
zamanda dogru olabilirler, ama ayni zamanda yanlig olamazlar.

jii. Altikhk:
(3) SaP — SipP
(4) SeP — SoP

SaP dogru ise, SiP’te dogru olur. SeP dogru ise, SoP’ta dogru olur. Ama
tersi gerekli degildir.

iv. Celisiklik:
(5) SaP & ~SoP (Sap«I1—5S0P)
(6) SeP « ~SiP (SeP«I-SiP)

Bir yandan SaP ile SoP, oblr yandan SeP ile SiP’e birbirlerinin “celisigi”
denir. Celisik onermelerin biri dogru ise, oblru yanlg olur; her ikisi birden
ne dogru olabilir, ne de yanlis.

13.2.2.2 Dolaysiz Ctkarim Yasalar

" on II " "1 M "

Klasik mantigin basit onerme kahplan (“-" ¢izgisi e”, “i” veya “o
sembolerlnden herhangl b|r|n|n yerlnl tuttugunda) “S- P” “S- P” “S-P”;
ug. P” “p-s”, “P-S”, “P-5" ve “p.g" bicimindedir. “S-P” bigiminde olanlara
(yani “SaP”, “SeP”, “SiP” ve “SoP” kaliplarina) “S” ile “P”den kurulu “temel-
kaliplar’, oburlerine “temel-olmayan kaliplar’ denir. Temel olmayan kaliplar,
temel kaliplardan “gevirme”, “dondirme” ve “ters déndirme” denilen bir

takim donugturmeler yardimiyla elde edilebilirler.
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“Cevirme”, “S-P” gibi bir temel kalibin “s.pw bicimine donugturulmesi-
dir. Boyle bir donstiirmeye “tam-gevirme” de diyebiliriz. Nitekim “tam ce-
virme“nin yani sira bir de “yari-cevirmeler” vardir. Yari-cevirmeler, “S-P”yi
“S-P"“ye donugtiren “ard-cevirme” ile “S-P"yi  “S-P"ye donugsturen “on-
gevirme” bicimlerinde olur. “S-P“ye “S-P”nin cevrigi (veya tam-cevrigi),
“S-P"ye ard-gevrigi, ”E-P”ye de 6n-¢gevrigi diyoruz.

“Dondiurme” “S-P”nin “P-S"ye dondsturilmesidir. “P-S” ye “S-P” nin
dondtrmesi denir.

“Devirme veya ters dondirme” "S-P” nin “p.g" ye donlsturilmesidir.
Boyle bir donustiirmeye “tam-devirme” de denir. Nitekim tam-devirmenin
yani sira bir de “yari-devirmeler” vardir. Bunlar “S-P"yi “P-S” ye donustiren
“ard-devirme” ile “S-P” yi “P-S$"ye donustlren “6n-devirme” bicimlerinde
olur. “P-S”, “S-P” nin devrigi (veya tam-devrigi), “P- S* ard-devrigi, “P-S"de
on-devrigi'dir.

Iste, dolaysiz gikanim yasalart verilen bir temel-kalibin mantik¢a icerdigi,
veya mantikca esdeger oldugu cevrik, dondurme ve devrikleri belirleyen
yasalardir. Bu yasalan agagida gosteriyoruz:

I. Gegerli Cevirmeler

(i) “SaP”in Cevrikleri:

(7) SaP — SiP (tam-gevirme)

8) SaP o SeF (ard-¢evirme)

(9) SaP — SOF (ard-gevirme + altiklik)
(10) SaP — SoP (6n-gevirme)

(ii) SeP’in Cevrikleri:

(11) SeP - SoP (tam-cevirme)

(12) SeP & SaP (ard-gevirme)

(13) SeP — SiP (ard-gevirme + altiklik)
(14) SeP - Sip (On-gevirme)
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(iii) SiP’in Cevrikleri:

(15) SiP & SoP (ard-gevirme)
(iv) SoP’un ¢evrikleri:

(16) SoP «- SiP (ard-gevirme)
Il. Gegerli Dondiirmeler (Evirmeler)

(i) SaP’in Donddrmeleri

(17) SaP — PiS (dondirme)

(ii) SeP’in Déndiirmeleri

(18) SeP « PeS (dondirme)

(19) Sep — PoS (dondiirme + altikhk)

(iii) SiP’in Déndtrmeleri
(20) SiP & PiS (evirme)
(iv) SoP‘un Dondurmeleri
Yoktur.
. Gegerli Devirmeler (Ters Dondiirmeler):

(i) SaP’in Devrikleri:

(21) SaP & Fag (tam-devirme)

(22) SaP — PisS (tam-devirme + altikhk)
(23) SaP — PoS (ard-devirme)

(24) SaP & I;eS (on-devirme)

(25) SaP — PoS (6n-devirme + altiklik)

(ii) SeP’in Devrikleri:
(26) SeP — PoS (tam-devirme)

(27) SeP < PaS (ard-devirme)
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(28) SeP — PiS (ard-devirme + altiklik)
(29) SeP — PiS (6n-devirme)

(iii) SiP‘in Devrikleri:

(30) SiP & PoS (ard-devirme)

(iv) SoP’un Devrikleri:

(31) SoP & Fog (tam-devirme)

(32) SoP & PiS (6n-devirme)

13.3 TASIMLAR
13.3.1 Tasim Yasalari

Kategorik Tasim’lar (kiyaslar) kategorik 6zne-ytiklem 6nermelerinden ku-
rulu iki onciillii gtkanmlar (“dolayll ¢ikarimlar”) dir. (Aristoteles’in kendisi, ta-
simlari ¢ikarimlar olarak degil, “paq—r” bigiminde kosullu 6nermeler seklin-
de yorumlamisti. Ama ondan sonra gelen mantikgilar tasimlari hep ¢ikarim-
lar seklinde ele almglardir.)

" on

Herhangi bir tasimin sonucunu “S-P” bigciminde gosteriyoruz. cizgi-
si, “a”, “e”, "i"”, “o” sembollerinden herhangi birinin yerini tutmaktadir. “S”
sonucun “6zne”sini “P” ise “yiiklem”ini temsil eder. Sonucun oznesi duru-
munda olan terime “kiigiik-terim”, ylklemi durumunda olan terime de “bu-
ylik-terim” denir. Buna gore, “S” tasimin kiglik terimini, “P”de buyuk-teri-

mini temsil ediyor demektir.

Onciillerden biri kiigiik-terimi, 6biiri de biyuk-terimi igine alir. KiigUk te-
rimi i¢ine alan onclle “kdigiik-oncul”, buylk terimi igine alan dncule “buytik-
oncul” denir. Blyuk-6nclille kigiik-onciiliin ortak bir terimleri de vardir. Bu
ortak terime “orta-terim” denir. Orta terimi “M"” ile temsil ediyoruz. Boylece
buylk oncilin “P” ile “M"den, kiiglik-onculun ise “S” ile “M”den kurulu
oldugunu sdyleyebiliriz.

Imdi herhangi bir tasimda, blyik-terimin yerine “P” terim-temsilcisini,
kUglik-terimin yerine “S” terim-temsilcisini, orta-terimin yerine de “M”
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terim-temsilcisini koymakla elde edilen ¢ikanm kalhbina bir “tasim bigcimi”
denir. “Tasim bigimi” deyimi yerine “tasim-kalibi” deyimini de kullanacagiz.
Mimkun olan butiun tasim-kaliplan, “tasim-sekiller”” denilen dort obege
ayribrlar. Bunlardan her birini asagida gosteriyoruz.

M-P P-M M- P P-M
S-M S- M M-S M-S
S—P S—P S—P S-P

(Sekil 1) (Sekil M) (Sekil 1) (Sekil IV)

Goruldugu gibi her “Sekil”de “~” ile temsil edilen G¢ bosluk vardir. Bu
bosluklar “a”, “e”, “i”, "0” sembolleriyle doldurulmalidir. Dort nesnenin
iger-ticer tekrarli bilesimlefinin sayisi 43 = 64 olduguna gore, her tasim sek-
linin tam 64 tane ayn bigcimi oldugunu goruyoruz. Toplam 4 tane ayri tasim
sekli olduguna gore de, biitiin tasim bigcimlerinin veya tasim-kaliplarinin sa-
yisinin 4 x 64 = 256 oldugu sonucuna variyoruz. Belli bir seklin herhangi bir
bigimini, buytk-6nculun, kiglk-6ncilin ve sonucun turunu belirten isaret-
ler (yani “A”, “E”, “I”, “O" harfleri) yardimiyla gosterebiliriz.

Imdi, mimkiin olan 256 tane tasim bigimi arasindan 24 tanesinin geger-
li oldugu, otekilerinin ise gegersiz oldugu gosterilmistir. Gegerli olan 24 ta-
ne tasim bigimini asagiya siraliyoruz.

Sekil | AAA, AAl, EAE, EAOQ, All, ElO
Sekil Il : EAE, EAO, AEE, AEO, ElO, AOO
Sekil 1l :  AAl, Al All, EAO, OAO, ElO
Sekil IV :  AAl AEE, AEO, IAl, EAO, EIO

Sozl gegen bu 24 tane tasim bigimlerinden her biri su sekilde adlandiri-
hr.

Sekil | : BARBARA, BARBARI, CELARENT, CELARONT, DARI,
FERIO
Sekil Il : CESARE, CESARO, CAMESTRES, CAMESTROP,

FESTINO, BAROCO
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Sekil Il : DARAPTl, DISAMIS, DATISI, FELAPTON, BQCARDOQ,

FERISON
Sekil IV : BRAMANTIP, CAMENES, CAMENOP, DIMARIS, FESAPO,
FRESISON
Ornekler:
Sekil | (BARBARA) : Butln dortgenler ¢okgendir. MaP
Butln kareler dortgendir. SaM
Butlin kareler ¢cokgendir. Sa_P
Sekil 1l (CESARE) : Higbir i¢gen dortgen degildir. PeM
Butiin kareler dortgendir. SaM
Higbir kare licgen degildir. g
Sekil Il (DARAPTI) : Bitln kareler dértgendir. MaP
Butun kareler cokgendir. Mas
Bazi ¢okgenler dortgendir. Sn_P
Sekil IV (BRAMANTIP) : Butun kareler dértgendir. PaM
Bitun dortgenler cokgendir. Mas
Bazi ¢cokgenler karedir. ?

Imdi s6zi gegen 24 tane gegerli tasim bigimleri arasindan 15 tanesinin
soyle bir dzelligi vardir: Her timel 6nerme, altigi olan tikel onermeyi gerek-
tirir. A Onermesi, altigi olan / 6nermesini gerektirir. £ 6nermesi de altig: olan
O onermesini gerektirir. Ama tersi dogru degildir. Bu bakimdan “SaP” bigi-
mindeki bir dnermenin “SiP”ten, “SeP” bigimindeki bir dnermenin de
“SoP”dan daha “gli¢li” oldugu, buna karsilik, “SiP”in “SaP”tan, “SoP”un ise
“SeP”ten daha zayif oldugu sdylenir. Imdi bir tasimda sonucun yerine daha
zayif bir 6nermenin konulmasi, veya onciillerden birinin yerine daha glgli
bir onermenin konulmasi, tasimin gegerliligini degistirmez. Buna gore, so-
nucu tumel olan gegerli bir tasim biciminde, sonucun yerine altigint koy-
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makia elde edilen (gegerli) tasim bigimine, ilk bigimin “zayiflatiimis” bigimi
denir. Ote yandan, onciili bir tikel olan gegerli bir tasim biciminde, bu 6n-
culun yerine altiklik karsihg olan tumel onermeyi koymakla elde edilen (ge-
cerli) tasim bigimine, ilk bicimin “gdiclendirilmis” bigimi denir. Ayni bir tasim
bigcimi ayni zamanda belli bir tasim bi¢iminin zayflatilmig bicimi, bagka bir
tasim bigiminin de guglendirilmis bigimi olabilir. Iste baska bir tasim bigimi-
nin ne zayiflatilmis bicimi, ne de giglendirilmis bicimi olmayan (bagimsiz) ta-
sim bigimlerinin sayisi 15'dir. Bu tasim bigimleri sunlardir:

Sekil | : AAA, EAE, Al ElO
Sekil Il EAE, AEE, ElO, AOO
Sekil 1l : 1A, All,  OAO, EO

Sekil IV : AEE, IAl,  EIO
Bu 15 tasim bigimini sartli-kaliplar olarak da goyle dile getirebiliriz:

Sekil I:
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(33) MaP A SaM — SaP (BARBARA)
(34) MeP A SaM — SeP (CELARENT)
(35) MaP A SiM — SiP (DARII)

(36) MeP A SiM — SoP (FERIO)
Sekil Il:

(37) PeM A SaM — SeP (CESARE)
(38) PaM A SeM — SeP (CAMESTRES)
(39) PeM A SiM — SoP (FESTINO)
(40) PaM A SoM — SoP (BAROCO)
Sekil I1I:

(41) MiP A MaS$ — SiP (DISAMIS)
(42) MaP A MiS — SiP (DATISI)
(43) MoP A MaS — SoP (BOCARDO)
(44) MeP A MiS — SoP (FERISON)



Sekil IV:

(45) PaM A MeS — SeP (CAMENES)
(46) PIM A Ma$ — SiP (DIMARIS)
(47) PeM A MiS — SoP (FRESISON)

Geri kalan 9 tane gegerli tasim bigimleri de sunlardir:
Sekil I:
(48) MaP A SaM - SiP (BARBARI)

BARBARI tastmi, BARBARA'nIn zayiflatilmis bigimi (SaP — SiP), DARII'nin
de guglendirilmis bicimidir (SaM — SiM).

(49) MeP A SaM — SoP (CELARONT)

CELARONT tasimi, CELARENT'in zayiflatiimis bigimi (SeP—SoP), FE-
RIO'nun da gtglendirilmis bicimidir (SaM — SiM).

Sekil 11:
(50) PeM A SaM — SoP (CESARO)

CESARO tasimi, CESARE‘nin zayiflatiimis bigimi (SeP—SoP), FESTI-
NO’nun da guiglendirilmis bigimidir (SaM — SoM).

(51) PaM A SeM — SoP (CAMESTROP)

CAMESTROP tasimi, CAMESTRES'in zayiflatiimis bigimi (SeP—SoP), BA-
ROCO’nun da gliglendirilmis bicimidir (SeM — SoM).

Sekil Il:
(52) MaP A Ma$S — SiP (DARAPTI)

DARAPT| tasimi, gerek DISAMIS’in (MaP—MiP), gerekse DATISI'nin
(MaS—MiS) gtiglendirilmis bigimidir.

(53) MeP A Ma$S — SoP (FELAPTON)

FELAPTON tasimi, gerek BOCARDO'nun (MeP—MoP), gerekse FERI-
SON’un (MaS—MiS) glglendirilmis bigimidir.
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Sekil IV:

(54) PaM A Ma$S — SiP (BRAMANTIP)
BRAMANTIP tasimi, DIMARIS'in gtiglendirilmis bicimidir (PaM — PiM).
(55) PaM A MeS —> SoP (CAMENOP)

CAMENOP tasimi, CAMENES'in zayiflatiimis bicimidir (SeP — SoP).
(56) PeM A MaS — SoP (FESAPO)
FESAPO tasimi, FRESISON’un giiglendirilmis bigimidir (MaS—MiS).

Gokkez gecerli tasim bigimlerinin sayisinin 19 oldugu soylenir. Bu 19 ta-
ne gecerli tasim bigimleri, s6zi gegen 15 tane bagimsiz tasim bigimleri
((33)-(47)) ile, baska bir bi¢iminin zayiflatiimis bicimi olmayan (52), (53),
(54) ve (56) bicimlerinden ibarettir.

13.3.2 Ozne Yiiklem Onermeleri Mantig Yasalarinin
Aksiyomlagtiriimasi

Klasik “kategorik onermeler” mant@nin butiin yasalarnimi (yani daha
once sozunu ettigimiz 56 yasayi) su dort aksiyom ile G¢ tanimdan turetmek
mumkandar:

Aksiyomlar:*

(Ak. 1)  SaP — ~SaP
(Ak.2) SaP & PaS

(Ak. 3)  SaM A MaP — SaP
(Ak. 4)  SaP « SaP

Tarimlari:

(Tn. 1) SeP =, SaP
(Tn.2) SiP =, ~SaP
(Tn. 3)  SoP =, ~SaP

* Gegerli olan “SaS” kalibi, bu dort aksiyomdan turetilemediginden, besinci bir aksiyom
(”o6zdeslik aksiyomu™)dur.
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Gerek aksiyomlarin, gerekse tanimlarin her biri belli klasik bir yasay: dile
getirmektedir. Aksiyom ve tanimlarin hakl gosterilmesi de ancak bunlarin
daha once (sezgisel olarak) kabul edilen bir takim yasa veya onermeleri dile
getirdiklerini gostermek suretiyle mimkindiir. Iste (Tn. 1) tanimi daha 6n-
ce sozunu ettigimiz (12) yasasini dile getirir. (Tn. 2) tanuimi ise (Tn. 1) tan-
miyla (6) yasasinin bir sonucudur. (Tn. 3) tanimi da dogrudan dogruya (5)
yasasini dile getirir.

Aksiyomlara gelince: (Ak. 1) aksiyomu, (Tn. 1) tanimiyla (1) karsithk
yasasindan, veya (Tn. 2) tanimiyla (3) altiklik yasasindan turetilebilir. Bu ba-
kimdan (Ak. 1)'e “karsithk aksiyomu” ya da “altiklik aksiyomu” diyebiliriz.

(Ak. 2) aksiyomu (21) “devirme” yasasindan bagka bir sey dedildir. Bu ba-
kimdan (Ak. 2)'ye “devirme aksiyomu” diyece§iz.

(Ak. 3) ise (33) BARBARA tasim bigimini dile getirmektedir. Bu aksiyoma
da “Barbara aksiyomu” veya “tiimel-evetleme isaretinin gegislilik aksiyomu” di-
yecegiz.

(Ak. 4) sezgisel olarak apaciktir. “Bdtiin S’ler P-olmayan olmayandir” bigi-
mindeki bir deyimin “Biittin S'ler P’dir” deyimiyle anlamdag oldugu meydan-
dadir. (Ak. 4)'e “ifte olumsuziuk aksiyomu” diyecegiz.

Imdi, 6zne-yiiklem o6nermeleri mantiginin yasalarnni, bu aksiyom ve
tantmlar yardimiyla kanitlamak igin, ilk 6nce asagidaki teoremleri kanitlamak
faydal olur:

Teorem I: SaP ¢ SaP
Kanit: (Ak. 2)'de “S” yerine ”?” koyallm. O zaman
SaP Fa?
elde edilir. Oysa (Ak. 4) geregi
Pas o Pas
ayrica (Ak.2) geregi
Pas ¢ SaP olur.

Yukaridaki g karsihkli kogulludan
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SaP < SaP
elde edilir. (1.K.)*
Teorem Il: SaP <> PaS
Kanit: (Ak.2)'de “P” yerine “pr koyalim. O zaman
SaP Eag
elde edilir. Oysa Teorem | geregi
Fag & Pas
dir. Teorem Il bu iki karsilikli kosullunun dolaysiz bir sonucudur. (1.K.)
Teorem Il: SaP s Pas
Karut: (Ak. 2)’'de “S” yerine "g koyalim. O zaman
gaP © Fa?
elde edilir. Bu kargilikh kogullu da (Ak. 4) geregi
SaP < Pa$
ye donugtiralar. (1.K.)
Teorem |V: SaP —» ~SaP
Kanit: (Ak. 1)’de “S” yerine ”F", “P” yerine de ugn koyalim. O zaman
Pas — ~Pa$S
tam-deyimini elde ederiz. Bu tam-deyim ise (Ak. 4) geredi
Pas — ~Pas
bicimine donugtr. Bu da (Ak. 2) geregi
SaP — ~Pas
bicimine dondgtirdlebilir. Bu son tam-deyim de Teorem Il geregi
SaP —> ~SaP

bicimine donugtardlur. (1.K.)

* “.K.” deyimi “Iste karitlandi!” min kisaltmasidir.,
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9imdi s6z konusu 56 tane yasanin kanitlanmasina gecelim. Basvuracag-
miz yontem soyle olacaktir: Kanitlamak istedigimiz tam-deyimi (Tn. 1)-(Tn.
3) tanumlar geredi salt tumel-evetleyici kaliplardan kurulu bir tam-deyime
donustururuz. Boylece elde edilen tam-deyimin oniinde sonunda onerme-
ler mantiginin bir yasasi (bir totoloji) veya 6zne-yliklem onermeleri manti§-
nin bir aksiyomu ya da onceden kanitlanmig olan bir teoremi oldugunu gos-

terecegiz.
Kanit (1): (1) tam-deyimi, (Tn. 1) geregi (Ak. 1)’e donistirulir. (1.K.)
Kanit (2): (2) tam-deyimi, (Tn. 2) ve (Tn. 3) geregi
~SaP v ~SaP
bicimine, bu da “p v q & q — p” geredi (Ak. 1)’e donustiiriilebilir. (I.K.)
Karit (3): (3) tam-deyimi, (Tn. 2) geregi (Ak. 1)’e donustirilebilir. (1.K.)
Kanit (4): (4) tam-deyimi, (Tn. 2) ve (Tn. 3) geregi
SaP — ~SaP
ye donisir. Bu da “(p — q) > (g — p)” geredi (Ak. 1)’e donistirilebilir.
(I.K.)
Karut (5): (5) tam-deyimi, (Tn. 3) geregi
SaP & ~~5aP

bi¢imine, bu da (gifte degilleme yasasi geregi) “p < p” 6zdeslik ilkesinin bir
yerine-koyma 6rnegine dondustirdlebilir. (1.K.)

Kanit (6): (6) tam-deyimi, (Tn. 1) ve (Tn. 2) geregi
SaP < ~~SaP
bicimine donusir. Bu da 6zdeslige indirgenir. (I.K.)
Kanit (7): (7) tam-deyimi, (Tn. 2) geregi
SaP — ~S aF
bi¢imine donuglr. Bu da (Ak. 4) geregi Teorem IV'e indirgenir. (I.K.)
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Karit (8): (8) tam-deyimi, (Tn. 1) geregi
SaP & SaF
ye donisir. Bu da (Ak. 4) geredi 6zdeslige indirgenir. (I.K.)

Karmit (9): (9) tam-deyimi, (8)'den altikhk bagintisi yardimiyla turetilir.
S6z konusu altiklik

SeP — SoP
ile dile getirilir. Bu tam-deyim ise (4)'te “P” yerine “pn koymakla kanitlanir.

(LK)
Karut (10): (10) tam-deyimi, (Tn. 3) geregi Teorem [V’e donusur. (I.K.)
Kanit (11): (11) tam-deyimi, (Tn. 1) ve (Tn. 3) geregi
SaP — ~SaP
bicimine donusur. Bu deyim ise Teorem 1V'te “P” yerine “pv koymakla tire-
tilebilir. (1.K.)
Kanit (12): (12) tam-deyimi, (Tn. 1) geregi 6zdeslige indirgenir. (I.K.)
_Karit (13): (13) tam-deyimi, (12)’den altiklik geregi turetilir. (.K)
Kanit (14): (14) tam-deyimi, (Tn. 1) ve (Tn. 2) geregi
SaP — ~SaP
bicimine ddnistr. Boylece Teorem 1V elde edilmis olur. (1.K.)

Karit (15): (15) tam-deyimi, (Tn. 2) ve (Tn. 3) geredi 6zdeslige donsir.
(1.K)

Kanit (16): (16) tam-deyimi, (Tn. 3) ile (Tn. 2) geregi
~SaP ¢ ~SaP
bicimine, bu da (Ak. 4) geregi 6zdeslige donisiir. (1.K.)
Kanit (17): (17) tam-deyimi, tanim geregi
SaP — ~Pa$
bicimine donusiir. Bu da Teorem Il geredi (Ak. 1)’e donusir. (1.K.)
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Karit (18): (18) tam-deyimi, tanim geredi Teorem I'ye donusur. (1.K.)
Kamt (19): (19) tam-deyimi, (18)’den altikik geregi turetilir. (I.K.)
Karut (20): (20) tam-deyimi, tarum geregi
~SaP > ~Pa$
deyimine dénusir. Bu ise Teorem |l ile egsdegerdir. (I.K.)
Karut (21): (21) tam-deyimi, (Ak. 2)’den baska bir sey degildir. (I.K.)
Karut (22): (22) tam-deyimi, (21) den altiklik geregi turetilir. (1.K.)
Kamit (23): (23) tam-deyimi, tanim geregi
SaP — ~Pa$
bi¢cimine dondsur. Bu son tam-deyim ise Teorem Il geregi
SaP — ~SaP
ye, yani (Ak. 1)’e donustirilebilir. (1.K.)
Karut (24): (24) tam-deyimi, tanim geregi (Ak. 2)’ye donusir. (I.K.)
Karit (25): (25) tam-deyimi, (24)’ten altikhk geregi turetilir. (I.K.)
Kanit (26): (26) tam-deyimi, tanimlar geregi
SaP — ~Pa$S
bicimine dondsur. Bu son deyim de (Ak. 2) geregi
SaP — ~SaP
bicimine, bu da “p — q & q — p” geregi
SaP — ~SaP
bigimine, yani (Ak. 1)’e donusur. (I.K.)
Kanit (27): (27) tam-deyimi, tanim geredi Teorem Il'ye donugdr. (I.K.)
Kanit (28): (28) tam-deyimi, (27)'den altiklik geregi turetilir. (1.K.)
Kanit (29): (29) tam-deyimi, tanimlar geregi
SaP — ~Pa$
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ye donusir. Bu da (Ak. 2) ve “p — qe& g — p” geredi (Ak. 1)’e donislr.
(l.K.)
Kanit (30): (30) tam-deyimi, tanimlar geregi
~SaP — ~Pa$
ye donusir. Bu ise Teorem Il'ye donustirulebilir. (1.K.)
Kanit (31): (31) tam-deyimi, tanim geregi
~SaP < ~Pas
bicimine donusur. Bu ise (Ak. 2) geredi 6zdeglige indirgenir. (1.K.)
Kanit (32): (32) tam-deyimi, tamimlar geregi
~SaP & ~Pas
bicimine, bu da (Ak. 2) geregi 6zdeslige donusur. (I.K.)
Kanit (33): (33) tam-deyimi, (Ak. 3)’u dile getirir. (I.K.)
Kanit (34): (34) tam-deyimi, tanim geregi
MaP A SaM —> SaP
bicimine, bu da
' SaM A MaP — SaP

bicimine donlsur. Bu son deyim ise (Ak. 3)'lin bir yerine-koyma 6rnegidir.
(1.K.)

Karut (35): (35) tam-deyimi, tanim geregi
MaP A ~SaM — ~SaP

bicimine donuglr. Bu son deyim ise “(pq — r) = [p — (q — 1)]” girig-gikig
yasasi gereqi

MaP — (~SaM — ~SaP)
bicimine, bu da “(p = ) < (q — p)” totolojisi geredi,
MaP — (SaP — SaM)

ye donisur. Bu son tam-deyim girig-¢ikis yasasi geregi
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MaP A SaP — SaM

ye donigir. Bu deyim ise birlikte evetlemenin yer-degistiriciligi ile (Ak. 2) ge-
regi

SaP A PaM — SaM
bicimine déndsgur. Bu da (Ak. 3)'tin bir yerine-koyma érnegidir. (1.K.)
Karit (36): (36) tam-deyimi, tantmlar geregi
MaP A ~SaM —s ~SaP
bicimine donuglr. Bu deyim ise
MaP — (~Sa-r\; — ~SaP)
ye, bu da
MaF — (SaP - SaK/l-)
ye, en sonda da
MaP A SaP — SaM

bicimine donlsur. Bu deyim de birlikte-evetlemenin yer-degistiriciligi ile
Teorem Il geregi

SaP A PaM — SaM
ye donuslr. Bu son deyim (Ak. 3)'Uin bir yerine-koyma 6rnegidir. (1.K.)

Kanit (37): (37) tam-deyimi, tanim geregi “PaM A SaM —> SaP” ye do-
nusur. Bu da Teorem Il ile birlikte-evetlemenin yer-degistiriciligi geregi “SaM
A MaP — SaP”ye donisir. (Ak. 3)! (1.K.)

Kanit (38): (38) tam-deyimi, tanim geregi “PaM A SaM — SaP” ye do-
nusur. Bu da birlikte-evetlemenin yer-degistiriciligi ile (Ak. 2) geregi “SaM A
M aP — SaP” ye donusur. (Ak. 3)! (L.K.)

Karit (39): (39) tam- n-deyimi, sura5|yla ”PaM A~ ~SaM - ~SaP”, ”PaM -

(~ SaM — ~SaP)”, “PaM — (SaP — SaM)”, “PaM A SaP — SaM” “SaP A
PaM — SaM"ye donistarilir. (Ak. 3)! (1.K.)

Karit (40): (40) tam-deyimi, sirasiyla “PaM A ~SaM — ~SaP”, “PaM —
(~SaM — ~SaP)”, “PaM — (SaP — SaM)”, “PaM A SaP — SaM”, “SaP
PaM — SaM”ye déniistiiriiliir. (Ak. 3)! (LK)
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Kanit (41): ' (41) tam-deyimi, sirasiyla “MaP A Mas — SaP" “Mas —
(~ MaP — ~ ~SaP)”, “MaS — (SaP — MaP)”, “MaS A SaP — MaP”ye donus-
tiralar. (Ak. 3)! (LK.)

Karit (42): (42) tam-deyimi, sirasiyla “MaP A ~MaS - ~SaP" “MaP—
(~ ~Ma$ — ~SaP)”, “MaP — (SaP — Mas)”, “MaP A SaP - MaS”ye donus-
turdllr. Bu son deyim ise Teorem Il geregi “MaP A PaS — MaS”ye donugtu-
ralar. (Ak. 3)! (1.K.)

Kanit (43): (43) tam-deyimi sirasiya “~MaP A MaS — ~SaP”, “MaS —
(~MaP — ~SaP)”, “MaS — (SaP — MaP)”, “MaS A SaP — MaP” ya donug-
toralir. (Ak. 3)! (LK)

Karut (44): (44) tam-deyimi sirasiyla “MaP A ~Ma$ — ~ ~SaP”, “MaP —
(- MaS — ~SaP)”, “MaP — (SaP — MaS)" ”MaP A SaP — MaS"ye donugur.
Bu son deyim de (Ak. 2) geregi “MaP A Pas — MaS”ye donugur. (Ak. 3)!
(1K)

Kanit (45): (45) tam-deyimi ilk 6nce “PaM A Ma$ - SaP”ye donustiru-
lir. Bu deyim ise Teorem |l geredi “PaM A Ma$ — PaS”ye donusur. (Ak. 3)!
(LK)

Kamt (46): (46) tam-deyimi sirasiyla “~PaM A Ma$ — ~SaP” “MaS—
(~ PaM — ~SaP)”, “MaSs — (SaP — PaM)”, “MaS$ A SaP - PaM”ye donus-

turalir. Bu son deyim ise Teorem Il geregi “MaS$ A SaP — MaP “ye dondsur.
(Ak. 3)! (LK)

Kanit (47): (47) tam-deyimi sirasiyla “PaM A ~Ma$ —> ~SaP”, “PaM —
(-Ma$ = ~SaP)”, “PaM — (SaP — MaS)”, “PaM A SaP — Ma$S”, “SaP A
PaM - Mag”ye donugturitir. Bu son deyim de Teorem !l geredi “SaP A
PaM — SaM “ye déndsir. (Ak. 3)! (1.K.)

Kanit (48)-(56): (48)-(56) tam-deyimleri, daha 6nce kanitladi§imiz bazi

tasimlann “zayiflatiimasr” veya “gliclendiriimesi” sonucunda tiretilebilir. Bu-
nun ne sekilde yapildigimi daha once gostermistik.
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13.4 OZNE-YUKLEM ONERMELERI MANTIGININ
NICELEME MANTIGINA INDIRGENMESI

Gecen bolimde A, E, |, O 6zne-ylklem Snermelerinin mantik yapilarinin
niceleme mantiginin ¢ercevesi icinde soyle dile getirilebildigini gostermistik.

N A ¥x(Sx — Px)
E: ¥x(Sx — ~Px)
I: Ix(Sx A Px)
O:  3Ix(Sx A ~Px)
Burada “Sx” deyimini “x, S’dir”, “Px” deyimini de “x, P'dir” anlaminda
kullaniyoruz.

Imdi A, £, I, O veya baska bir deyimle, “SaP”, “SeP”, “SiP” ve “SoP” &ner-
melerini niceleme mantigi ¢ercevesi icinde bu sekilde yorumlamakla, 6zne-
yuklem onermeleri mantigi yasalannin niceleme mantigi agisindan gegerli
kaliplara donlseceklerini dugiinebiliriz. Boyle bir donustirme klasik 6zne-
yuklem onermeleri mantiginin bir “denetlemesi” sayilabilir: Niceleme man-
tigindaki kargliklari gegerli olan klasik yasalar hakli gosterilmis olurlar. Kargi-
liklan gegersiz olanlarin ise (eger dyleleri varsa) yasaya - aykirihig anlagilir.

Imdi, klasik mantigin yasalarini bu yoldan denetlemek igin, bitiin bu ya-
salari teker teker niceleme mantigina ait birer kahba donuistirerek, bu kalip-
lardan her birinin niceleme mantigr agisindan gegerli olup olmadigini denet-
lemek gerekli degildir. Nitekim s6z konusu 56 yasay, gegen kisimda sozu
edilen dort aksiyom ile ug tanimdan turetmek mumkuindur. Dolayisiyla bu
aksiyom ve tanimlar niceleme mantigina ait birer kaliba donustirip sadece
bu kahplarin gegerli olup olmadigini denetlemek yeter. Eger aksiyom ve ta-
nimlarin karsihklar olan kaliplarin niceleme mantiginda gegerli oldugunu
gosterirsek, o zaman s6z konusu 56 yasanin, herbirinin de yasaya-uygunlu-
gunu gostermis oluruz.

Iste bu durumu goz oniinde tutarak, s6z konusu aksiyom ve tanimlari ni-
celeme mantiyinin difine gevirelim. likin (1) yorumuna dayanarak, su geviri
kurallarint elde ediyoruz:
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(2) SaP =g, Vx(Sx — Px)
(3) SeP =, Vx(Sx - ~Px)
(4) SiP=p, Ix(Sx A Px)
(5) SoP=p,  Ix(Sx A ~PX)
6) SaP=p,  WX(Sx - ~Px)
(7) SaP=p,  Vx(~Sx - PX)

(2)—(7) geviri-kurallari, tanimlama veya kisaltma kurallar durumundadir.
Bu kurallara dayanarak, 6zne-yiiklem onermeleri mantigina ait herhangi bir
“tam-deyim”i (yani bir 6nerme veya kalibr) niceleme manti§i diline ¢evire-
biliriz. Bagka bir deyimle, 6zne-yiiklem 6nermeleri mantigina ait her tamde-
yimi, niceleme mantigina ait belli bir tam-deyimin “kisaltmasi” sayabiliriz.

Simdi, (2)—~(7) kurallari geregi onceki aksiyom ve tanimlari soyle dile ge-

tirebiliriz:
(8) ¥x(Sx = Px) - ~¥x(Sx — ~Px) (Ak. 1)
(9) Vx(Sx - Px) & Vx(~Px — ~Sx) (Ak. 2)

(10) [Vx(Sx > Mx) A Vx(Mx — Px)] - Vx(Sx = Px) (Ak. 3)

(11) ¥Yx(Sx > ~~Px) & ¥x(Sx — Px) (Ak. 4)
(12) Vx(Sx - ~Px) & ¥Yx(Sx —> ~Px) (Tn. 1)
(13) 3Ix(Sx A Px) & ~Vx(Sx - ~Px) (Tn. 2)
(14) 3Ix(Sx A ~Px) > ~Vx(Sx — Px) (Tn. 3)

Iste, 6zne-yiiklem dnermeleri mantiginin (niceleme mantigi agisindan)
yasaya-uygunlugu, (8)-(14) kaliplarinin gegerli olup olmamasina baghdir. O
halde bu kaliplari teker teker inceleyelim:

llk 6nce (Tn. 1) — (Tn. 3) tanimlarinin kargihi@ olan kaliplari ele alalim.
(12) kalibi “p < p” bicimindedir. Su halde gegerli oldugu meydandadir. (13)
ile (14)’'Un de gegerli oldugunu gegen kisimda gordiik. Nitekim bir yandan
“~Ix(Sx — Px)"in “Ix(Sx A ~Px)"” bigcimine, obur yandan da “~3x(Sx A
Px)”in “¥x(Sx — ~Px)” bicimine donustirilebildigini gostermistik. Birinci
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donugstirme, dogrudan dogruya (14) kalbinin gegerli oldugunu gosterir.
lkinci donistirmeye dayanarak da “(p <> q) < (p < q)” totolojisini goz
onunde tutarak), 13 kalibinin gegerli oldugu anlasilir.

J3imdi de aksiyomlarin karsthgi olan (8)-(11) kahplarnini inceleyelim. (9)
kalibimin “(p — q) < (g — p)” totolojisi geredi, (11) kalbinin da gifte-degil-
leme yasasi gereg@i gegerli oldugu meydandadir. (10)'un gecerli oldugunu da
ilerde gorecegiz.

Ote yandan, (8) kalibinin gegersiz oldugunu gésterecegiz. Nitekim, “S”
olarak hi¢cbir nesneye uygulanmayan (yani kaplami bog olan) bir yuklem, s6z
gelisi “yuvarlak-kare” genel terimini secelim. O zaman “P” hangi (1-li) yik-
lem olursa olsun, “Vx(Sx — Px)” onurmesi dogru degerini alr. Clnkd “Sx”
(yani “x bir yuvarlak-karedir”) agik dnermesi “x”in butin degerleri iin yan-
hs oldugundan, “Sx — Px” her deger icin dogru olur. Oysa “x” in her dege-
riigin “Sx” yanhs oldugundan, “Sx A Px” de her deg@er i¢in yanlis de@erini
alir. Dolayisiyla “3x(Sx A Px)"” onermesi de yanlis olur. “Vx(Sx — Px)” dog-
ru, “3x(Sx A Px)” de yanlis oldugundan

(15) Vx(Sx — Px) — Ix(Sx A Px)

deyiminin tim olarak yanhs degerini aldigini goruyoruz. Su halde (15) kal-
binin (belli bir yorumu, yanlig degerini aldigindan), gegersiz oldugunu kanit-
ladik. Oysa (15) kalibiyla (8) kalibi egdegerdir. Nitekim “3Ix(Sx A Px)” ile
“~¥x(Sx — ~Px)” esdegerdir. Su halde (8) kalibinin gecersiz oldugunu go-
riyoruz. (I.K.)

Boylece, 6zne-ylklem onermeleri mantiginin temelinde olan dort aksi-
yom ile U¢ tanimdan sadece (Ak. 1)'in gegersiz oldugu, oteki aksiyom ve ta-
nimlarin gegerli oldugu sonucuna variyoruz. Buna gore, 6zne-ylklem oner-
meleri mantiginin bitin yasalarini, (Ak. 1)’e dayanip dayanmadiklarina ba-
karak iki obege ayirabiliriz:

1“inci Obek Yasalari: Bu yasalar (Ak. 1)’e dayanmaksizin kanitlanabilen
yasalardir. Bunlann timu niceleme mantigi agisindan gegerli yasalardir.

2'nci Obek Yasalan: Bu yasalar, (Ak. 1)’e dayanmaksizin kanitlanmas
olanaksiz olan yasalardir. Bunlar niceleme mantigi agisindan gegersiz veya
yasaya-aykir saymak zorundayiz. 2'nci obek yasalarnini da gecerli saymakta
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direnirsek, A, E, [, O 6nermelerini (1) biciminde yorumlamaktan vazge¢me-
miz gerekecek. Oysa bu yorum, “tek dogru yorum” olmamakia birlikte, ak-
la en yakin olanidir. Her durumda, hem (1) yorumunu benimsemek, hem de
2’nci Obek yasalanini gegerli saymak mantikga olanaksizdir.

Modern mantikgilar, baglangigta (1) yorumunu “dogru” sayip klasik Aris-
toteles manti§inin sozu gegen 2’nci obek yasalarini gegersiz saymak yoluna
gitmislerdi. Gunimuzde ise (1) yorumunun “tek dogru yorum” oldugu go-
risunden vazge¢mek egilimi vardir. Bu yorum “en elverislisi” olmakla birlik-
te, isteyenler klasik mantik yasalannin timuni gegerli kitacak baska bir yo-
rum bulabilirler.

Simdi 1’inci obek ile 2’'nci obek yasalarini belirlemege calisalim. Bu
amacla vermis oldugumuz kanitlart gdzden gegirmek gerekir. Imdi s6z ko-
nusu kanitlarda dort tane yardimci teoreme basvurmustuk. Oysa bu dort
teoremden yalnizca ilk G¢linin kanitlanmasi (Ak. 1)'den bagimsizdir. Te-
orem IV'in kaniti ise (Ak. 1)’e dayanmaktadir. Su halde, 56 tane yasadan
hangilerinin 1’inci 6bekten, hangilerinin 2’'nci 6bekten oldugunu belirlemek
icin, kanitlarinda (Ak. 1) ile Teorem V'Un gecip gegmedigini arastirmak ge-
rekecek. Iste, boyle bir aragtirma sonucunda 56 yasanin asagidaki sekilde
1’inci ve 2’nci obege aynldigi gorulir.

“1'inci Obek Yasalar::

a. Mantiksal-Kare Yasalari: (5) ve (6) (gelisiklik yasalarn) olmak uzere iki
yasa.

b. Dolaysiz-Cikarim Yasalan: (8), (12), (15), (16), (18), (20), (21), (24),
(27), (30), (31) ve (32) olmak uzere oniki yasa. Dikkat edilirse, bu oniki ya-
sa, dolaysiz-gikarim yasalari arasindan butun ve yalniz karsilikli-kosullu olan-
larini kapsamaktadir. Bu yasalara, “karsilikli-kosullu yasalar”, geri kalan (14)
tane yasaya da (hep kosullu kaliplar durumunda olmalarina bakarak) kosul-
lu yasalar diyecegiz.

c. Ozne-Yiiklem Tasimi Yasalari: (33) - (47) olmak Ulzere onbes yasa. Bu
onbes tasim bigimi, ne zayiflatiimis ne de gticlendirilmis bicimlerinden ibaret-
tir.

Boylece, 1’inci obek yasalarinin sayisinin 2 + 12 + 15 = 29 oldugunu go-
riyoruz. Bunlar butun karsilikli-kosullu yasalari (2 tane celisiklik yasasi + 12
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tane kargihkl - kosullu dolaysiz ¢ikanm yasas) ile 15 tane ne zayiflatiimis ne
de guglendirilmis tasim bigcimlerinden ibarettir.

2’'nci Obek Yasalari:

a. Mantiksal-Kare Yasalari: (1), (2), (3) ve (4) olmak uzere dort yasa. Bun-
larin timu “kogullu-yasalar” durumundadir.

b. Dolaysiz-Cikanm Yasalari: (7), (9), (10), (11), (13), (14), (17), (19),
(22), (23), (25), (26), (28) ve (29) olmak uzere ondort yasa. Bunlarin da ti-
mu “kosullu-yasalar”dur.

c. Ozne-Yiiklem Tasimi Yasalan: (48)-(56) olmak (izere dokuz yasa.
Bunlann timu zayiflatilmig veya glglendirilmis tasim bigimleri duru-
mundador.

Boylece 2'nci 6bek yasalarinin sayisinin 4 + 14 + 9 = 27 oldugunu goru-
yoruz. Bu yasalar, bir yol bitin kosullu mantiksal-kare yasalari ile dolaysiz-¢-
kanim yasalarindan, bir de zayiflatiimig veya glglendirilmis tasim bigimlerin-
den ibarettir. Bitdn bu kaliplarin niceleme mantiginda gegersiz oldugu ka-
nitlanabilir.

Klasik ozne-yiklem onermeleri manti§inin 6 mantiksal kare yasas), 26
dolaysiz-¢ikarim (¢evirme, dondirme ve devirme) yasasi ve 24 tasim yasasi
olmak (izere 56 gegerli yasa tanidigini gormiustiik. Niceleme mantd: baki-
mindan ise bunlardan yalnizca 29 tanesi (1’inci obek yasalari) gecerli olup
geri kalan 27'si (2'nci obek yasalar) gecersizdir.

imdi, mumkiin olan mantiksal-kare bagintilarinin sayisi 6 olmakla birlik-
te, mumkin olan dolaysiz-gikarimlarin sayis) 26’y, mimkun olan tasim bi-
¢cimlerinin sayisi da 24’0 bir hayli agmaktadir. Mimkun olan bitin tasim bi-
¢imlerinin sayisinin 256 oldugunu gormustik. Mimkin olan bitin dolay-
siz-clkarimlarin sayisini ise $Oyle hesaplayabiliriz: Her timel kahip (yani S-P
bicmindeki kalip) tam-cevirme, ard-gevirme, on-gcevirme, dondirme, tam-
devirme, ard-devirme ve on-devirme olmak Uzere tam 7 ayn bi¢cimde do-
nugturilebilir. Her donugsturmenin ise g, e, i, o olmak uzere 4 ayn bicimi var-
dir. Temel-kaliplarin sayisi da 4 olduguna gore, mimkin olan butin dolay-
siz-¢citkarimiarin (yani ¢evirme, dondirme ve devirmelerin) sayisinin
4 x 7 x 4 =112 oldugunu gorlyoruz.
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Buna gore, klasik mantgin gecersiz saydigi 112-26 = 86 dolaysiz-¢ika-
nm ile, 256 — 24 = 232 tasim bi¢iminden bazilarinin niceleme mantig: cer-
cevesi icinde gecerli olup olmadigi sorusuyla karsilagirnz. lste bu soruya
olumsuz yanit verilebilir. 56z konusu 86 dolaysiz-¢ikarimin ve 232 tasim bi-
¢iminin niceleme mantiginda da gegersiz oldugu gosterilebilir. Boylece, sa-
dece 1’inci 6bek yasalarinin, niceleme mantigi bakimindan gegerli 6zne-yiiklem
onerme yasalari oldugu sonucuna variyoruz.

2°nci dbek yasalarina gelince, bunlar niceleme mantg agisindan gegersiz
olmakla birlikte, gene de bazi kosullar altinda gecerlidir. Yani K belli bir 2'nci
obek yasasi oldugunda, K tek basina gegersiz olmakla birlikte § — A gibi bel-
li bir gegerli kogullu-kalip meydana getirebiliriz. § kahbi K kalibinin “gecerli-
lik kosulu”dur. Simdi, ¢esitli 2'nci obek yasalarinin § gecerlilik kogulunu orta-
ya ¢ikarmaya ¢aligalim.

llk 6nce mantiksal-kare yasalarini ele alalim. Bu yasalardan sadece ¢eligik-
lik yasalan 1’inci obekten olup obdurleri (yani karsithk, alt-karsithik ve altikiik
yasalan) hep 2'nci 6bektendir.

Biz simdi, kargithk, alt-kargithk ve altiklik bagintilanimin hangi kosullar al-
tinda gecerli oldugunu arastirmak istiyoruz. Imdi, bitiin bu bagintilardan
her birinin “SaP — SiP” altiklik bagintisiyla esdeger oldugunu gosterebiliriz.

Karsitlik: “SaP — ~SeP” kalibi “SeP” ile “SiP”in ¢elisikligi dolayisiyla “SaP
— SiP”e cevrilir.

Alt-Kargithk: “SiP v SoP” kalibr “SaP” ile “SoP”un celisikliginden (ve bir-
likte-evetlemenin yer-degistiriciliinden) dolay: “~SaP v SiP”e dolayisiyla
“SaP — SiP”e cevrilir.

Altiklik: “SeP — SoP” kahbi her iki ¢elisiklik bagintisi dolayisiyla “~SiP —
~SaP” bi¢imine, bu da “SaP — SiP”e cevrilir.

Su halde, “SaP — SiP”in gegerlilik sarti, ayni zamanda butin obur 2'nci
O6bekten mantiksal-kare yasalarinin da gecerlilik sarti oluyor. Imdi,
“SaP—SiP”, niceleme mantiginda (15) kalibiyla dile getirilir. Bu kalibin ise

“S”nin hi¢ bir nesneye uygulanmamasi halinde gecersiz oldugunu gormus-
tik. “S”nin hi¢ bir nesneye uygulanmamasi

(16) 3IxSx
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in yanhs olmasi demektir. Simdi (16)'nin dogru olmasi halinde, (15)in de
dogru olup olmadigini arastiralim. Bu amagla

(17) IxSx — [Vx(Sx — Px) —= Ix(Sx A Px)]
kahibini, veya bununla esdeger olan
(18) [3xSx A Vx(Sx — Px)] = 3x(Sx A Px)

kalibini incelemek gerekir. Imdi (18) kalibinin gegerli oldugunu gosterebiliriz,
Nitekim “3IxSx A Vx(Sx — Px)” dogru ise, bir yandan “3xSx”in dogrulugun-
dan dolay “S”nin uygulandigi bir x vardir; 6bir yandan ise “Vx(5x — Px)"in
dogrulugundan dolay “S”nin uygulandigi her nesneye “P” de uygulanaca-
gindan, “P” s6z konusu x nesnesine de uygulanir. $u halde x gibi Gyle bir
nesne vardir ki, gerek “S” gerekse “P”, x’e uygulanir. Bagka bir deyimle
“Ix(Sx A Px)” dogru olur. Su halde (18) kalibi gegerlidir. (1.K.) Dolayisiyla
(18) ile egdeger olan (17)'de gegerlidir.

Imdi (17) kalibimin gegerli olmasi, (16) kosulunun “SaP — SiP” altikligi-
nin yeterli kosulu olmasi demektir. Oysa, ayni kosulun gerekli oldugunu da
soyleyebiliriz. Nitekim bu kosulun yerine gelmemesi, yani (17)'nin yanls ol-
masi halinde, “SaP — SiP” altikhiginin gegersiz oldugunu gérmustiik. Sonug
olarak, (16) kosulunun, karsitlik, alt-kargithk ve altiklik yasalarinin (yani 2'nci
obek mantiksal-kare yasalarinin) gerekli ve yeterli gegerlilik kogulu oldugunu
goruyoruz.

Ornegin, “S” olarak “yuvarlak-kare” terimini alaim. O zaman
3x (x bir yuvarlak-karedir)

yanhs oldugundan, gegerlilik kosulu yerine gelmemis olur. Iste boyle bir du-
rumda, “celisiklik”ten bagka bltiin mantiksal-kare bagintilari gegersizdir.

Bunu dogrudan dogruya soyle gosterebiliriz:
A:  Biitun yuvarlak-kareler dortgendir.
gibi bir timel-evetleyici 6nerme
V¥x (x bir yuvarlak-karedir — x dortgendir)

"o 1m0

anlamina gelip “x bir yuvarlak-karedir” agik onermesi “x”in butin degerleri
icin yanhs oldugundan, tim olarak “dogru” bir onermedir.
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E: Hic bir yuvarlak-kare dértgen degildir.
tumel-degilleyici onermesi
Vx (x bir yuvarlak-karedir — x dortgen degildir.)
anlamina geldiginden “dogru”dur.
[: Bazi yuvarlak-kareler dortgendir.
tikel-evetleyici onermesi
Ix (x bir yuvarlak-karedir A x bir dortgendir)
anlamina geldiginden “yanhs”dir.
O: Bazi yuvarlak-kareler dortgen degildir
tikel-degilleyici onermesi de
3x (x bir yuvarlak-karedir A x bir dortgen degildir)
anlamina geldiginden “yanlis”tir.

Imdi, gerek A, gerekse £ dogru oldugundan, “A — ~£” yanlhstir. Su hal-
de “karsithk” gegersizdir. Ote yandan, A dogru, / yanlis oldugundan, “A—/"
yanlhstir. Ayni sekilde, £ dogru, O yanhs oldugundan, “E—0" da yanlistir. Her
iki altikhik bagintisi da bu durumda gegersizdir. Son olarak, hem / hem O
yanlis oldugundan, “/v O” yanlistir. $u halde alt-karsitlk bagintisi da bu du-
rumda gegersizdir. Buna kargilik “S” nin yerine (16) gegerlilik kosulunu yeri-
ne getiren bir terimi (6rnegin, “yuvarlak masa” terimi) koyarsak, bitun bu
bagintilar mutlaka gecerli olur.

Imdi, (16) sarti yalniz 2'nci dbek mantiksal-kare yasalarinin degil, baska
2'nci 6bek yasalarinin da gegerlilik kosulu durumundadir. Bununla birlikte,
(16) kosulu butiin 2'nci obek yasalarimin gegerlilik kosulu dedgildir. Buna go-
re, 2'nci obek yasalarini gecerlilik kosullarina bakarak, cesitli alt-obeklere ay!-
rabiliriz:

(i) Gegerlilik kosulu “3IxSx” olan 2’nci 6bek yasalar::

Mantiksal-Kare Yasalari: (1), (2), (3), (4) olmak Uzere ddrt yasa.

Dolaysiz-Cikarimlar: (9), (13), (17), (23), (26) ve (29) olmak uzere alt/ ya-
sa.
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Tasimlar: Bes zayflatiimig tasim bigimi: (48) barbari, (49) celaront, (50)
cesaro, (51) camestrop ve (55) camenop.

(if) Gegerlilik kosulu “3IxPx” olan 2'nci ébek yasalar::
Dolaysiz-Cikarimlar: (11), (14), (19) ve (28) olmak uzere dort yasa.
Tasim: Bir guglendirilmig tasim bigimi: (54) bramantip.

(iii) Gegerlilik kosulu “3IxPx” olan 2’'nci 6bek yasalar:
Dolaysiz-Cikarimlar: (7), (10), (22) ve (25) olmak uzere dort yasa.
(iv) Gegerlilik kosulu “IxMx"” olan 2'nci 6bek yasalari:

Tasimlar: Ug guglendirilmig tasim bicimi: (52) darapti, (53) felapton ve
(56) fesapo.

14. KUMELER KURAMI
14.1 BiRINCI DUZEY KUMELERI
14.1.1 Evren, Oge ve Bos Kiime

Her incelemede belli bir takim bireylerden s6z ederiz. Bu nesnelerin bu-
tiniine konusma evreni veya kisaca evren denir. Evreni “E” isaretiyle gos-
teriyoruz. Yalniz bireylerden olusan kiimelere birinci dizey kiime denir. E
evreni de kendine ait butiin kimeleri igine alan bir kimedir. Bu en buyuk
kiimeye evrensel kiime denir. E evrenine ait bireyleri “x”, “y”, “z”, ... nesne
degiskenleriyle, E evrenine ait kiimeleri de “X"”, “Y”, “Z", ... kime degisken-
leri ile gosteriyoruz. Ayrica belli bireyleri “a”, “b”, “c”,... birey adlari ile, belli
kimeleri de “K”, “L”, “M",... kime adlari ile gosteriyoruz.

Bundan bodyle baska bigimde belirtiimedigi durumlarda “birey” ve
“kiime” sozcliklerini “E evrenine ait birey” ve “E evrenine ait kime”
anlaminda kullanacagiz. Imdi a bir birey ve K bir kime oldugunda a bireyi
K kimesini olusturan nesnelerden biri ise a bireyinin K kumesinin 6ge'si
oldugu soylenip

(1) aeK ;
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yazilir, “e” isareti, ogelik bagintisi denilen bir bagintiy: dile getiren bir ikili
ylklemdir. “e” bir ikili yUklemdir, ¢linki “a” ile “K” adlarindan (1) oner-
mesini olusturur. (1) yerine

(1) € (a, K
da yazabiliriz.

E evrenini bir dikdortgen ve E’ye ait bireyleri bu dikdortgenin igindeki
noktalarla temsil edebiliriz. O zaman K gibi bir kiimeyi dikdortgenin igcinde-
ki bir daire ile temsil ederiz. C)rne@in Sekil 1, a bireyinin E evrenine ait K
kiimesinin 6gesi oldugunu gosterir.

E

(Sekil 1)

Sonlu sayida aq,...,a, bireylerinden olusan kiime

(2) {aq,...a,}

biciminde gosterilir. Ayrica

(3) aq, ay ay, ...

sonsuz sayida bireyden olusan bir dizi ise, bu dizideki bireylerden olugan
kiime

4) {ay, ay ay, ...}

bi¢iminde gésterilir. Ornegin
(5) {0,1,2}

0, 1, 2 sayilarindan olugan sonlu kime,
(6) {0,1,23, ..}

de bitun dogal sayilardan olusan sonsuz kiimedir.
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Hi¢bir 6gesi olmayan bir kiimenin varligi kabul edilir. Bu kiimeye bos kii-
me denir. Bos kiime

7 {}
veya
8 I

biciminde gosterilir. E evreni en biyiik kiime oldugu gibi, & bog kiimesi de
en ki¢uk kimedir. Kimeleri iginde bireyler bulunabilen kutular olarak disu-
nebiliriz. O zaman bog kiime i¢i bog kutu olur.

a gibi tek bir 0gesi olan
9 fa}

bicimindeki kiimeye a’nin birim kiimesi denir. (9) kimesine mutlak olarak da
bir birim kumesi denir.

(10) a e {a}

dogrudur.
a ve b gibi iki farkli bireyden olusan
(11) {a, b}

kimesine siralanmamus ¢ift denir. Nitekim (11) kimesindeki a ile b bireyleri-
ni sirasi degisirse kime degismez.

(12) {a, b} = {b, a}
dogrudur.

(13) ae {a, b} Abe {a, b}
dogrudur.

n farkl bireyden olusan (2) kiimesine de siralanmamis n-li denir. (2) ku-
mesinin 6gelerinin sirasini degistirirsek kiime degismez.

Ornegin
(14) {a, b, c}={b, a,c} ={a, ¢, b} = {c, a, b} = {¢, b, a} = {b, ¢, a}
dogrudur.
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Ote yandan

(15) (a=b) — {a, b} = {a} = {b}
onermesi de dogrudur. Yani a ile b ayni birey ise, {a, b} kimesi {a}'ya veya
{b}'ye indirgenir.

14.1.2 Kiime Islemleri
14.1.2.1 Kesigim, Birlesim, Fark ve Tiimleyen

K ve L birer kiime oldugunda K ile L kiimelerinin her ikisinin de 6gesi
olan bireylerin kimesine K ile L'nin kesisim/ denir ve

(1) KnL
bigiminde gosterilir.

“N" isareti, kesisim islemi denilen bir kiime iglemini gosterir. “~” bir ikili
islem isaretidir. Nitekim “n" isareti “K” ile “L"” kiime adlarindan “KnL" ki-
me adini olugturur. Ornegin

(2) {Ali, Behget, Cevdet} n {Behget, Dursun} = {Behget]},
(3) {2,3,5n{3,5,6}=3, 5}.

K ile L kimelerinin ortak 6gesi yoksa

4) KnL=©
olur.
Ornegin

(5) {2,3,5)n{1,4,6}=0

K ve L birer kiime oldugunda K ile L kimelerinden birine veya obdirine
ya da her ikisine ait 6gelerin kiimesine K ile L'nin birlesimi denir ve

(6) KulL
biciminde gosterilir.

“U" isareti birlesim islemi denilen bir kiime islemini gosterir. “U” bir ikili
islem igaretidir.
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(7) {Ali, Behget} U {Behget, Cevdet, Dursun} = {Ali, Behget, Cevdet,
Dursun}.

8) {2,3,5001{3,579=(23,5,7, 9}

K ile L birer kiime oldugunda, K'ya ait olup L'ye ait olmayan 6gelerin
kiimesine K ile L'nin farki denir, bu kiime

(9) K-L

bigciminde gosterilir. “~" isareti fark islemi denilen bir kiime iglemini gosterir.
“-", bir ikili iglem isaretidir. Ornegin

(10) {1, 2, 3}-(2, 3} ={1}
(11) {1, 2,3} -(2, 3, 5} ={1}
(12) {1, 2,3}-{4,5}={1, 2, 3}

K, E evrenine ait bir kiime oldugunda, E evrenine ait olan ama K kiime-
sine ait olmayan ogelerin kiimesine, K kiimesinin timleyeni denir, bu
kiime

(13) K’
bigiminde gosterilir.

“ jsareti timleyen islemi denilen bir kiime iglemini gosterir. “*** bir birli
islem isaretidir. Nitekim “K” kime adindan “K’” kime adini olusturuyor.
Ornegin

(14) E={0,1, 2,3, 4,5}
oldugunda

(15) {0, 2,4Y =11, 3, 5}

(16) {2, 3, 4, 5} ={0, 1}

Dikkat edilirse kesigim ile birlesim islemlerini yapmak igin E evreninin
ogelerinin bilinmesi gerekmez. Oysa tumleyen islemini yapabilmek icin E
evreninin 0gelerini bilmemiz gerekir.

Verilen kumelere kime islerini uygulayarak yeni kiimeler elde edilir.
Ornegin
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E={a b, ¢, d, e}

K={b, c}

L={c d, e}

M = {a, d}

oldugunda:

(17) (Kul)-(L~M)=({b, ¢} u{c, d e})-(c d e} n{a d}) =
({a,d, e} ufa b})-({c,d, e} n{b, ¢ e}) =
{a, b, d, e} - {c, e} = {a, b, d}

elde edilir.

ALISTIRMALAR
E=(1,23,4,5, 6}
K={1, 2, 3}
L=1{2, 4, 6}
M={1, 5}
. oldugunda asagidaki kime islemlerinden elde edilen kimeleri bulunuz.
1. Ku(L-M)
2. KnM
3. (K=M) nL
4. KuM)-(KnL)
5. K nMY n(L-M)

14.1.2.2 Evren ve Bog Kiime ile Yapilan Kiime lslemleri

E evreni ve J bog kiimesi ile yapilan kiime islemleri asagidaki yasalara
uyar.

1. KNn@=0nK=J
2. Ku@=0uK=K
3. KNE=ENnK=K
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KuUE=EuUuK=E
K-E=O
E-K=K

4
5
6
7. K-@=K
8. D-K=0
9. PF=0
10, @'=E

Ornegin

(1) E={a, b, c d}
oldugunda

2) {a,b,c}n@=0

(3) {a,b,ctu@={a b,

(4) {a,b,cnE={a b, c}

(5) {a,bcuE=E={a, b, c, d}

(6) {a,b,c}-E=0J

(7) E-{a, b c}={a b, c} ={d}

8) T-{ab =0

(9) {a,b,c}-T={a b, c}
elde edilir.

Ikinci ornek olarak

(10) ({a, b} nE) - ({b, ¢, d} N D)
isleminden elde edilen kiimeyi bulalim.

(11) {a, b} "E={a, b},

b,cdn@=0

O halde ({a, b} N E) - ({b, ¢, d} N D) = {a, b} - T = {a, b}’ = {c, d}.



ALISTIRMALAR
E=(1,2 3,4,5)

K={2 3,4}
L={(3, 4,5}
M = {2, 5}

oldugunda, asagidaki islemlerden elde edilen kiimeleri bulunuz.
1. En(Kul)

2. Ju NnM)

3. [@-(K-LD]nE

4, [(MK)UE]-@

5. (L -D)nE]JUF

14.1.3 Kumeler Arasindaki Bagintilar

K ve L birer kiime oldugunda K kiimesinin her 6gesi L kiimesinin de 6ge-
si ise, K kimesinin L kimesinin icinde oldugu veya bagka bir deyisle K'nin,
L'nin alt kiimesi oldugu soylenir. K, L'nin alt kimesi ise

(1) Kgt

yazilir. “c"” isareti icinde olma veya alt kiimelik denilen bir bagintiyr gosterir.
“c" isareti bir ikili ytklemdir.

Ornek olarak
(2) {Ali, Behget} < {Ali, Behget, Cevdet}.
Nitekim (2)’de ki ilk kiimenin her 6gesi ikinci kimenin de bir 6gesidir.
Her kiime kendi alt kiimesidir. Yani
3) KcK
Nitekim K’'nin her 6gesi gene K'nin 6gesidir.

K c Lvel c Kolursa K ile L'nin 6§eleri ayni olur. Ogeleri ayni olan kii-
meler 6zdestir. O halde
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4) [(Kga(lgK)=K=L
elde edilir.

K ¢ L fakat ~(K = L) ise K kiimesinin L kiimesinin 6z alt kiime'si oldugu
soylenir,

(5) KclL
yazilir. “c” isareti 0z alt kiimelik bagintis/ ni dile getiren bir ikili yuklemdir.
(6) ({Ali, Behget} c {Ali, Behget, Cevdet}.

Nitekim (6)'da birinci kiimenin her 6gesi ikinci kiimenin 6gesidir. Fakat iki
kime 6zdes degildir.

Alt kimelik yansimali, ters-bakisiml ve gegisli bir bagintidir. Nitekim her
K, L, M igin:

(7) KgK

8 [(Keba~(K=D]->~(LcK)

9 KebDalleM)]->KoM)
onermeleri dogrudur.

Oz alt kiimelik ise yansimasiz, bakisimsiz ve gegisli bir bagintidir. Nitekim
her K, L, M igin:

(10) ~(K € K)
an ~[KcL—>~(K§K)]
(12) (Kc L) A(LcM)] - (KcM).

Ozdeslik de yansimali, bakigimli ve gegisli bir bagintidir. Nitekim her K,
L, M igin

(13) K=K

(14) (K=L) > (L=K)

(15) (K= Aa(L=M)] > (K=M)

Daha 6nce belirttigimiz gibi 6geleri ayni olan kiimeler dzdestir. Ornegin

(16) {2,1-1}={3-1,0}
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Nitekim 2 = 3 — 1 ve 1-1 = 0. Dolayisiyla (16)’daki iki kimenin 6geleri ay-
ni olup kiimeler 6zdes olur. Ote yandan

a7y {2,1+1,3 -1} = {2}

Nitekim 2 =1 + 1 =3 -1 oldugundan “2”, “1+1” ve “3-1" ayni saylyi g6s-
terir.

“c” alt kimelik isareti yardimiyla st kiimelik bagintis/ i dile getiren “2”
ikili iglem isareti tanimlanir.

(18) XoY¥Y=YC X

X 2 Y oldugunda, X'in Y'nin st kiime’si oldugu soylenir.

ALISTIRMALAR
l.  Asagidaki esitlik ve esitsizliklerden dogru olanlarini belirtiniz.
1. (}=(2-1})
2. {2)={1+1}
3. {2+3,5-2}+{3, 5}
.4. {2+3,6-1,2}={(2, 5}
5. {1+2,3)= {3}

Il. Asagidaki alt kiimelik ve 6z alt kimelik 6nermelerinden dogru olanlarini
belirtiniz.

1. {a,b,c}c{a b, c}
2. 1,2 3,4

{ };Ce{ }
3. {2,3,5)c{1,23, 4,5}
4, {2—1,3+1};ct{1,4,5}
5. {a, b)c{a b, ¢, d}
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14.1.4 Boole Obekleri Kurami
14.1.4.1 Boole Terimleri

“X”, "y, “Z", ... birinci diizey kiimeleri gosteren kiime degiskenleri ol-
dugunda Boole terimleri denilen kiime terimleri s0yle tanimlanir: (“Boole”
ad1 “Bul” diye okunur.)

(I) MEII ||e ugn kume adlafl |Ie ”X”, "Y”, ”Z", .. kume de§|§ken|e”
atomsal Boole terimleri dir.

(i) Her atomsal Boole terimi bir Boole terimidir.
(iii) T bir Boole terimi ise T’ bir Boole terimidir.

(iv) T,, T, birer Boole terimiise, Ty " T,ve T, UT,, Boole terimleri-
dir.

(v) ButlUn Boole terimleri (i) — (iv) kurallan ile belirlenmistir.
(vi) Atomsal olmayan bir Boole terimine bilesik Boole terimi denir.
(vii) Boole terimlerin gosterdigi kimelere Boole 6bekleri denir.
Ornegin
1) X'n@uY)]nE
bir bilesik Boole terimidir.
Fark islemi
2) X=-Y=XNnY

biciminde  ile * islemleri tirinden tanimlanabilir. Boylece icinde “—* fark
isareti gecen kiime terimlerinden bu isaret elenebilir. Ornegin

3) XNnY)-(@Bul)=(XnY)Nn(@uZ).

“@" ile “E” kime adlari sifirl iglem isareti sayilabilir. Nitekim bu isaretler-
den her biri sifir sayida kiime adindan bir kiime adini olugturur. “@”, “E” si-
firl iglem isaretleri “ birli iglem isareti ve “n”, “U" ikili iglem isaretlerine Bo-
ole Islem Isaretleri denir. Her Boole islem isaretinin bir ikilisi vardir. Nitekim
“@" ile “E” birbirinin ikilisi, “~" ile “U” da birbirinin ikilisidir. *“* ise ken-
disinin ikilisidir.
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Verilen bir terimin ikilisini bulmanin iki farkli yontemi vardir.

Birinci yéntem: Boole teriminde gegen her kime degiskenine timleyen
iglemi uygulanir, bir de terimin bitinune tumleyen iglemi uygulanirsa
verilen terimin bir ikili'si elde edilir.

Ikinci yontem: Bir Boole teriminde gegen her kiime islemi yerine ikilisi ko-
nulursa verilen terimin bir ikilf'si elde edilir.

Bir Boole teriminin birinci ve ikinci yontemle elde edilen ikilileri birbiriy-
le ozdestir.

Ornegin (1) Boole teriminin birinci yénteme gore ikilisi
@ X' n@oY)nE
veya
(5) X=X
gecerli oldugundan
6) [Xn@uY)nE)
dir. Ote yandan (1) Boole teriminin ikinci yénteme gére ikilisi
(7)) Xu(EnANUID
dir. Imdi £’ = @ ve @' = E'dir. Ayrica
B8) XnY)Y=Xu0Y
9 XuY)Y=X'nY
gecerlidir. Dolayisiyla

() XN @UY)NNE'=XNn@uUY)UE=[Xu@uUY)lud
=XUENY)]ND.
Boylece (1)'in iki yonteme gore de elde edilen ikililerinin 6zdes oldugunu

goruyoruz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki Boole terimlerinin birinci ve ikinci yonteme gore ikililerini bu-
lunuz.

1. En(XUY)
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Xn(YuQ)
XuXut)
XnYYn({YuQ)
XY UE)]u@uX)

ok W

14.1.4.2 Atomsal Boole Onermeleri

T, ve T, Boole terimleri oldugunda

M T cT,
ve

2 T,=T,
bigimindeki énermelere atomsal Boole 6nermesi denir.

Iginde “X,”, ..., “X,"den bagka kiime degiskeni gegmeyen T gibi bir te-
rimi T(X,,...,X,,) bigiminde gésteririz. X,,...X,, (1) veya (2)'de gegen butun
kiime degiskenleri oldugunda (1)

(1) Ty X0 Xy) € Ty (Xq,00,X,)
ve (2)

(2) Ty Xy, Xp) = Ty (X000 X))
biciminde gosterilir.

(1') veya (2') atomsal Boole 6nermesinde E olarak herhangi bir kiime se-
¢ip, “X;”, ..., “X,,” degiskenlerinin degerleri olarak bu kiimenin birer alt
kiimesi segildiginde (1) veya (2') hep dogru olursa, (1’) veya (2') atom-
sal Boole onermesinin gegerli oldugu séylenir.

Gegerli Boole onermeleri Boole dbekleri kurami denilen bir kurami olugtu-
rur. Gegerli olan Boole 6nermelerinin dnemlileri Boole Gbekleri kurami yasa-
lar’ dir. Atomsal 6nerme bigimindeki baslica yasalar asagida gosteriyoruz.

a. Denkgligluliik yasalari
1.XnX=X
2. XuX=X
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b. Yer Degistirme Yasalari
1.XNnY¥Y=YNX
2.XuY=YuX

c. Ortaklastiricihk Yasalari
1.Xn(YnZ)=(XNnY)nZ
2 XuYulh)=XuY)yul

d. Dagiticilik Yasalari
1. XNnYu)=XnY)u(XnZ)
2 Xu(¥YnZ)=XuY)yn(Xu Z)

e. Yalinlastirma Yasalari

1.Xud=X
2. XUE=E
3. Xn@=0¢
4. XnE=X
5 XnX'=¢
6. XuX =E

f.  Cift Tiumleme Yasasi
X=X
g. De Morgan Yasalari
1T.XNnYYy=XuY
2.XuY)Y=XnY
h. Shannon Yasasi
[T Xy, X B, E, 0, V)] = T(Xy',. X, B, D, 0, 1)

yani T teriminin tumleyeni, T icinde ki “X,”,...,”X,"lere timleyenin uygulan-
masi ve “@" ile “E” ve “n" ile “U”nun birbiriyle degis tokus edilmesiyle el-
de edilir.
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1. Alt Kumelik Yasalari
1.9cX
2.XcX
3.XcE
4.XNnYcX
5. XcXuyY
Atomsal Boole onermelerine asagidaki ikililik ilkeleri uygulanir.
T,'in bir ikilisi T, ve T,’nin bir ikilisi T, oldugunda:
(i) T; = T, gegerlidir ancak ve ancak T; c T; gecerli ise
(i) Ty = T, gegerlidir ancak ve ancak T: = T; gegerli ise,
Bu ikililik ilkelerine dayanarak her atomsal yasadan yeni bir yasa turetilebilir.

Ornegin denkgiigliiliik, yer degistirme, ortaklastiricilik ve dagiticilik yasa-
larindan her biri 6buriinden ikililik ilkesi geregi elde edilebilir.

Her atomsal Boole dnermesinin onermeler mantiinda bir kargihg var-
dir. Bir esitligin kargiids bir kosullu, alt kimelik onermesi karsih@i da bir kar-
sihkh-kogulludur. Esitlik gegerlidir, ancak ve ancak kargihg olan kosullu geger-
li ise. Alt kimelik onermesi de gecerlidir ancak ve ancak karsihgi olan kargi-
likh, kosullu gegerli ise.

Atomsal Boole onermelerinin, 6nermeler mantigindaki kargihgr soyle be-
lirlenir:

(3) xe XNnYancakve ancak xe X Ay e Yise
(4) xe XuYancak ve ancak x e X vye Yise
(5) x e X" ancak ve ancak ~(x € X) ise
(6) x e E ancak ve ancak T ise
(7) x e @ ancak ve ancak L ise
Nitekim x € X MY, x bireyinin hem X‘in hem Y’nin 6gesi olmasi, yani x bi-

reyinin X'in ogesi ve x bireyinin Y’'nin 6gesi olmasi demektir. O halde (3)
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dogrudur. x € X U Y, x bireyinin X'in ogesi veya Y’'nin 6gesi olmasi demek-
tir. O halde (4) dogrudur. x bireyinin X’ nin 63desi olmasi, x bireyinin X'in
&gesi olmamas: demektir. O halde (5) dogrudur. x € E hep dogru oldugun-
dan T ile, x € & hep yanls oldugundan L ile esdegerdir. O halde (6) ve
(7)'de dogrudur.

Ote yandan
(8) X=Yancak ve ancak Vx (xe X &> x € Y)
(9) X cYancak ve ancak Vx (x e X - x e Y).

Nitekim X =Y, X ile Y'nin 6gelerinin ayni olmasi demektir. O halde (8) dog-
rudur. X ¢ Y ise X'in her 6gesinin Y’nin 6gesi olmasi demektir. O halde (9)
da dogrudur.

Buna gore (1’) ve (2') onermelerini sirasiyla

(17) Vx[xe Ty (Xy,..,.X,) 2 x € Ty (X000, X))
ve

(2") Vx[x € Ty (X, X ) © x € Ty (Xq,..,X,)]

bicimlerine gevirebiliriz. x € Ty (x4,...,.X,) ile x € T, (X,,...,X,,) tam deyimle-
rini (3) - (7)’ye dayanarak “x € X,”, “T” ve “L” den olusan birer 6nermeye
donustururlz. Sonra da “Vvx” tumel niceleyicisini kaldinp, "x € X,” yerine
“p” koyanz. (i=1, ..., n). Boylece (1') ile (2’) sirasiyla

|
(-l ”l) T-, (p1,...,pn) - TZ (p1,...,pn)
ve
2" Ty (Pys---Pr) © T3 (P11 PR)
onermelerine donuigsturilir. (17’) kosullusuna (1) alt kimelik énermesinin

énermeler mantiginda karsihgi, (2"') kargihkh kosullusuna da (2) esitliginin
onermeler mantiginda karsihgi diyoruz.

Ornegin
(10) XuYcZ

alt kiimelik dnermesinin 6nermeler mantiginda kargig::
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(1) (pva) —r
dir. Nitekim (10) onermesi (9) geregi
(12) Vx[xe XUY)-o xe Z]
ye donlslr. (12)'de (4) geregi
(13) Vx[(xe XvxeY)oxe Z]
bicimine donlsir. “x e X" yerine “p”, “x € Y” yerine “q” ve “x € Z" yeri-
ne “r* koyup “Vx”i kaldirarak (11)'i elde ederiz.
tkinci bir 6rnek olarak
() XnYuz)=XnY)yu(Xn2
esitliginin onermeler mantiginda karsihgini bulahm. Bu kargilik
(15) [pa@vnle(paa)v(pan]

dir. Imdi (14)'ln Boole dbekleri mantiginda gegerli olmasinin gerekli ve ye-
terli kosulu, (15)'in 6nermeler mantiginda gegerli olmasidir. Nitekim (15)
onermeler mantiginda gegerlidir. O halde (14)’de Boole obekleri mantigin-
da gegerlidir. Oysa (11) 6nermesi gegersiz oldugundan (10) onermesi de
gegersizdir.

Uglincii 6rnek olarak
(16) EnX)Y=00UX

onermesinin onermeler mantiginda karsiigini bulalim. Bu karsihk
(17) ~(T A ~-p) & (L p)

" "

onermesidir. “TA~p” bilegeni “~p” ile egdeger “Lvp” bilegeni de “p” ile es-
degerdir. Nitekim icinde “T” ile “.L" gegen 6nermeleri asagidaki onermeler
mantigt yasalarina gore indirgeyebiliriz.

(18) TAp=p (22) Top=p
(19) Lvp=p (23) poT=T
(20) Tvp=T (24) Lop=T
(21) lAap=1 (25) poLl=~p
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26)peT=p 29)~L=T
27)pe L=~p (30) ~(-p) e p
(28) ~T=1

p — p onermeler mantiginda gecerli oldugu icin (16) esitligi de Boole
obekleri mantiginda da gecerlidir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki atomsal Boole onermelerinin onermeler mantiginda ki karsi-
liklarini bulunuz. Kargiliklan d6nermeler mantiginda gegerli olanlar belir-
tiniz.

XcXulZ

EcEu Y

X=Yu(ZnX)

XcYn(ZnE

XuYY=XXn2)uy

LR wN

14.1.4.3 Bilesik Boole Onermeleri

Atomsal Boole onermeleri temel onerme eklemieri ile birlestirilip bilesik
Boole onermeleri olugturulur. Basit veya bilesik Boole onermelerine Boole
onermesi denir.

Ornegin
(1) XY ->[XcYuZ)
bir bilesik Boole onermesidir.

Her Boole onermesi birli niceleme mantigina ait bir 6nermeye donisti-
rilebilir. Bu son 6nermeye Boole 6nermesinin birli niceleme mantiginda karsi-
hgr denir. A(X,,..., X)), icinde “X,,..., X" den baska kime degiskeni gegcme-
yen bir Boole onermesi olsun. Bu onermedeki atamsol bilesenleri
§13.1.4.2'deki (3) - (9) kurallarina gore indirgeyelim. Sonra da “x e X/”
(i=1,...,x) yerine “F.x” koyalim. Boylece elde edilen 6nerme Boole 6nerme-
sinin birli niceleme mantigindaki karsihgdir.
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Ornek olarak (1) Boole énermesinin birli niceleme mantigindaki kargiligi-
ni bulalhim. (1) 6nermesini, s6zi gegen (3) — (9) kurallarini uygulayarak,

(2) UYx(xe X—>3xeY)->VVx[xe X>(xeYvxe Z)

biciminde indirgeriz. Sonra da “x € X" yerine “Fx”, “x € Y” yerine “Gx" ve
“x € Z” yerine “Hx” koyalim. Boylece (1),

(3) Vx(Fx — Gx) - Vx[Fx - (Gx v Hx)]

bicimine donusur. (3) onermesi, (1) Boole onermesinin birli niceleme man-
tiginda karsih@idir.

Bir Boole onermesinin Boole obekleri kuraminda gegerli olmasinin ge-
rekli ve yeterli kogulu, birli niceleme mantiginda kargiiginin, birli nicele-
me mantiginda gecerli olmasidir.

Ornegin (3) birli niceleme mantiginda gegerlidir. Dolayisiyla (1) 6nerme-
si Boole obekleri kuraminda gegerlidir.

Ikinci 6rnek olarak
4) EcXnY)o [(E=X)v(Y=0)]
Boole onermesinin birli niceleme mantiginda kargihi@ini bulalim. Bu karsilik
(5) VX[T - (Fx A ~Gx)] & [Vx(TeFx) v Vx(Gx o 1)]
bicimindedir. (4) onermesi
(6) Vx(Fx A ~Gx) & (VxFx v Vx~Cx)

bicimine indirgenir. (6) birli niceleme mantiginda gecersizdir. Dolayisiyla (4)
Boole obekleri mantiginda gegersizdir.

Uglincl o6rnek olarak
(7) XcXuY

atomsal Boole 6nermesinin birli niceleme mantiginda karsgihgimi bulahm. Bu
karsilik

(8) Vx[Fx — (Fx vGx)]
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dir. (8) birli niceleme mantiginda gecerli oldugundan (7) onermesi Boole
dbekleri mantiginda gegerlidir.

Gegerli atomsal ve bilesik Boole dnermelerinin en dnemlileri Boole 6bek-
leri mantigi yasalari'ni olugturur. Baslica bilesik yasalari asagida gosteriyoruz.

1.

X=Y)->(Y=X)

2. (X=Y)A(Y=2)] > (X=2)

3. [(XeY)A~-X=Y)]->~YcX)
4. [(XeNA(Yc D] - (Xc2)

S. Xe(YAaD)loeXec)AXc2)
6. [(XuY)cZ]le[Xc2)A(Yc)
7. XgN) > [(Xnhc(Yn )
8. XcY)o[(XuZ)c(YuZ)
9. XgY)Ye (Y cX)

10, X=Y)e X' =Y)

11 X=Y)o [(XcY)A(YcX)]
iZ. XYoo X uY=E)

13. XgY)Ye (XnY =0)

14, XcY)yeo(X=XNnY)

15. X))o (Y=XUY)
ALISTIRMALAR

Yukaridaki 1-15 yasalarinin birli niceleme mantiginda kargiliklarini bulu-
nuz. Her karsih@in birli niceleme mantiginda gegerli oldugunu ¢ozimle-
yici ¢izelge ile denetleyiniz.
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14.1.4.4 Genel Ikililik llkesi

ll ”

Boole obekieri kuraminda “'”, “n", “U” islem isaretleri yardimiyla “~" is-
leminden bagka bazi islemler de tanlmlanablllr. Burada bakisimli fark denilen
kiime iglemini dile getiren “+” ikili islem isaretini kiime ¢arpimi denilen kiime
islemini dile getiren “x” ikili |§Iem isaretini ve fark ikilisi denilen ikili kime is-
lemini dile getiren “-,* |ki|i islem isaretini tanimliyoruz.

(1) X+Y=[(XnY) U (X'NY)]

(2) XxY=[(XnY) U (X'nY)]

3) X-,Y=XuUY

II "

ile “x” islem isaretleri birbirinin ikilisidir. Nitekim “(XnY’) U (X'NY)"
nin bmna yonteme gore ikilisi

4 XuY)nXuY)
dir. Oysa

5) XuY)AXUN=XAX)uXANUX AX)YUY' AY)=
DUXNANUX AY)UD=XAY)U (X NY).

" n

Ote yandan ile “=,” islem isaretleri birbirinin ikilisidir. Nitekim
6) X=-Y)=XnY

Oysa “X N Y nun ikilisi “X U Y dir. Dikkat edilirse
(7) X-,Y=(Y-=X).

Nitekim
B8) (Y-X)Y=(nX)Y=YUX=XUY".

n u n n n nu n u n

Imdi iginde Boole islemleri denilen “@", “E”, *", “A", “U", “~", “=." “+

ve “x” islem isaretleri ge¢en bir Boole teriminin blr ikilisi, bu terimde gegen
her |§Iem isareti yerine isaretin ikilisini koymakla elde edilir. Bu yol, ikinci yon-
temin genellestiriimesi anlamina gelir. Ornegin

9 [X (Y + DV [Ew X))

Boole teriminin genellestiriimis ikinci yonteme gore ikilisi
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10) X u Y X DN @ (XuE)]
drr.
Buna gore asagidaki genel ikililik ilkesini elde ederiz.

(i) Verilen bir Boole onermesinde her Boole islemi yerine ikilisini ko-

" "

yup, “c” yerine “2" koymakla elde edilen onermeye, verilen oner-

menin ikililik kargihg: diyoruz.

(i) Bir Boole onermesinin gegerli olmasimin gerekli ve yeterli kosulu,
ikililik karsgth@min gegerli olmasidr.

Ornegin
) XY e X=XnY)
bilesik Boole onermesinin ikililik kargilig
12) X2Y)eo (X=XUY)
yani
13) (Y X)(X=XUY)
onermesidir. (12) gegerli oldugundan (13)'de gecerlidir.

" n

Yeni tanimladigimiz “+" ve ”)s” islem isaretlerine iligkin baglica yasalar
asagida gosteriyoruz.

1.X4.-Y=(X>§Y)'

2.X>.(Y=(XtY)'

3. XtY=(X—Y)u(Y—X)

4. (XtY)’=X'tY

5. (XtY)'=XtY’

ALISTIRMALAR

§ 14.1.4.3'deki bilesik Boole yasalannin ikililik kargiliklarini bulunuz.
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14.2 GENEL KUMELER KURAMI

Simdiye kadar yalniz birinci duzey kimelerini, yani her 6gesi birey olan
kumeleri inceledik. Oysa 6gesi birey degil de kiime olan kiimeler de vardr.
Bu turlu kimeleri de konu edinen kurama genel kiimeler kurami denir.

Genel kiimeler kuraminda her tirlu topluluga obek denir. Kimeler ise
ozel obeklerdir. Nitekim:

(i)  kime, bir 6begin 6gesi olan bir obek demektir.
(i) Her ogesi birey olan 6bege birinci dizey 6begi denir.

(i) Her 6gesi birey veya birinci duzey 6begi olup, en az bir 6gesi birin-
ci duzey obegi olan obege ikinci diizey obegi denir.

(iv) Her o6gesi birey veya m < n olmak lzere m’inci diizey 6begi olup,
en az bir 6gesi n - 1’inci dizey obegdi olan bir obegde n'inci diizey
obegi denir.

Ornegin dogal sayilan birey olarak kabul edersek

M {0, 2, 4)

birinci dizey obegi,

(2) {0, {0, 2, 4}, 5}

ikinci diizey obegi

(3) {{0, {0, 2, 4}, 5})

uguncd diizey obegidir.

Dikkat edilirse agagidaki onermeler dogrudur:

(4) 0e {0, 2, 4}

(5) 0€ {0, {0, 2,4}, 5)

(6) 2e {0, {0, 2, 4}, 5)

(7) {0,2,4)¢ {0, {0, 2, 4}, 5)

(8) {0, 2,4} e {{0, {0, 2, 4}, 5}}
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© {0, {0, 2, 4}, 5} € {{0, {0, 2, 4}, 5}}
(10) {0} ¢ {0}

(11) 0 e {0}

(12) {0, 2,4} e {0, 2, 4}

ALISTIRMALAR
I.  Asagidaki onermelerden dogru olanianni belirtiniz.
1e {1}
2. {1} e {1}
3. 1e {{1})
4. 1e (1, (1} {(1B
5. {2, 3,4} ¢ {{1, 2 3,4}, {2 3, 4, 5}

—_

. Asagidaki obeklerin dizeyini belirtiniz.
1. {{1, 2, 3}
2. {0, {1, 2,3}, {2 3, 5}}
3. {{{o})

4. {{{0}, {1, 2}}}

5..{{{0, {1, 21, {1}, {2, 31}, O}

14.2.1 Obeklenim

A(x) bir birli agik onerme oldugunda, A(x)’i gercekleyen “x” degiskeni-
nin degerleri bir 6bek olugturur. Bu obek

M {xAX)}

bicimindeki bir tekil terim ile gosterilir. (1) bigcimindeki bir tekil terime 6bek-
lenim diyoruz. (1) obeklenimi olusturmak igin kullanilan

2) {.:..}

degigmezine de obekleyici diyoruz. (2), “...olan..ler” anlamina gelir. Nitekim
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(1) tekil terimi, “A(x) olan x’ler” diye okunabilir.
Ornek olarak
(3) {x: x dogal sayidir A x < 3}
obeklenimi
4 {0,1,2
obegini gosterir. Nitekim
(5) “x dogal sayrdir A x < 3"
birli agik onermesini gergekleyen bitiin nesneler 0, 1, 2’den ibarettir.
a bir ad oldugunda
(6) ae {x: A(x)} & A(a)

nin gegerli oldugu sanilabilir. Ancak (6) onerme kalibi Russel paradoksu de-
nilen gug¢luge yol acar. Nitekim

(7) R={x:~(x € x)}
esitligine dayanarak “R” ile gosterilen Russel obedi'ni tanimlayalim. O zaman
(8 Re ReRe {x: ~(xe x)}

elde edilir. (6) onerme kalibinda A(x) yerine “~(x € x)” ve a yerine “R” koy-
dugumuzda

9 Re {x:~(xe x)} & ~(ReR)
elde edilir. (8) ve (9)'dan
(10) Re R ~(Re R)

elde edilir. (10) ise bir ¢elisme, yani 6nermeler mantiginda tutarsiz olan bir
onermedir. Dolayisiyla (6) onerme kalibi genel obekler kuraminda gecgerli
olamaz.

Russel paradoksunu engellemek igin aralannda ¢ degerli mantiga bag-
vurma da bulunan ¢esitli ¢0zum yollan onerilmistir. Burada ¢6zim yolu ola-
rak (6) onerme kalibi yerine

(11) ae {x: A(x)} & [Ty(a e y) A A(a)]
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onerme kalibim genel kiimeler kuraminin aksiyom kalibt olarak segilecektir.

Dikkat edilirse (6) yerine (11) secilirse artik (10) onermesini tiretemeyiz.
Nitekim (11)’de “A(x)” yerine “~(x € x)"” ve “a” yerine “R” koyarsak

(12) Re {x: ~(x € x)} & Jy(Re y) A ~(R € R)
elde edilir. (8) ile (12)'den ise (10) elde edilemeyip, yalnizca
(13) Re R [Fy(Re y) A ~(R e R)]
elde edilir.
Imdi (13) onermesi
(14) -3y(Re y)
onermesini icerir. Yani
(15) Re R [Fy(Re y) A~(Re R)] . ~Ty(Re y)

gecerlidir. Bunu asagidaki ¢6zimleyici cizelge ile denetliyoruz.

(16) 1.Re Ro[Iy(Re y) A ~(Re R)]
FyRey)
M
Re R ~(Re R)
2.3y(Re y) A ~(Re R) 3. ~[Fy(R € y) A ~(R € R)]
IyRey) @) (3)
~(R e R) ~Jy(Re y) ReR
X X X

Kume, baska bir 6begin 6gesi olan obek anlamina geldiginden, (14)'ln so-
nucu olarak R’nin kiime olmayan bir 6bek oldugu sonucuna varirz. Boylece
genel obekler kuraminda kime olmayan bir 6begin bulundugu ortaya gikar.
Kume olmayan bir 6bege 0z obek denir. Boylece obekleri, kiimeler ile oz
obekler olmak uzere iki ayri tire ayiriyoruz.

Genel kimeler kuraminin konusu olan nesneler “x”, “y”, “z”, ... degis-
kenlerinin degerleridir. Bu nesneler bireyler ve Gbekler olmak tzere ikiye ayri-
lir. Obekler de kiimeler ve 6z 6bekler olmak iizere ikiye ayrilir.
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Her bireyin en az bir 6begdin 6gesi oldugu bir aksiyom olarak kabul edi-
lir.

Buna gore dodal sayilar bireyler olarak kabul edilirse s6zi gecen (3)
obekleminin gercekten {0, 1, 2} 6begini gosterdigi soyle ispatlanur. (5) birli
actk onermesini gercekleyen bitiin nesneler 0, 1 ve 2'dir. Oysa (11) geregi

(17) 0 € {x: (x dogdal sayrdir) A x < 3} «> [Iy(0 € y) A (0 dogal sayidir)
A0 < 3]

(18) 1 € {x: (x dogal sayidir) A x < 3} & [3y(1 € y) A (1 dogal sayidir)
A1 <3]

(19) 2 € {x: (x dogal sayidir) A x < 3} & [Jy(2 € y) A (2 dogal sayidir)
A2 < 3]

elde edilir. 0, 1, 2 birey oldugundan “3y(0ey)”, “y(1ey)” ve “3y(2 € y)”
dogrudur. O halde (17), (18) ve (19)'dan sirasiyla

(20) 0 € {x: x dogal sayidir A x < 3}
(21) 1 € {x: x dogal sayidir A x < 3}
(22) 2 € {x: x dogal sayidir A x < 3}
elde edilir. Demek ki
(23) {x: x dogal sayidir A x < 3} = {0, 1, 2}.

{x: A(x)} obekleniminde gecen A(x)i hicbir deger gerceklemezse bu
obeklenim bog 6bek’i gosterir. Bog dbek de “@” olarak gosterilir. Ornegin
{x: x dogal sayidir A x >3 A x <4} =D.

ALISTIRMALAR

Dodgal sayilari birer birey kabul ederek asagidaki obeklenimlerin goster-
digi obegi bulunuz.

1. {x: x dogal sayidir A x < 3}

2. {x: x dogal sayidir A x < 3 A x > 0}

3. {x: x dogal sayidir A x <5 A x > 3}
4

{x: x dogal sayidir A x < 5 A x > 4}
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14.2.2 Genel Kimeler Kurammnin Aksiyom Sistemi

Genel kiimeler kuraminin dili 6zdeglik mantiginin dilidir. Ancak yuklem
temsilcileri ve iglem isareti temsilcileri yerine mantiksal olmayan degismezler
denilen belli bazi adlar, yiklemler ve islem isaretleri yer alir. Bu degismezler
de ilkel degismezler ve tamimlanmig degismezler olmak Uzere ikiye ayrilir.

likel degismezler sunlardir:
(i)  “Bireydir" anlamina gelen “Br” birli ylklemi
(i)  Ogelik bagintistmi dile getiren “e” ikili yuklemi
(i) Obekleyici: {.. : ...}.
t, ve t, terimler oldugunda, “~(t,et,)” yerine kisaca “t;et,” yaziyoruz.
Tanim 1: Vx[Ob(x) <> ~Br(x)]

Tanilmanan “Ob” isareti “Obektir” anlamina gelen bir birli yiiklemdir. Sirasi
geldiginde ilkel degismezler yardimiyla ¢esitli degismezler tanimlayacagiz.
Aksiyomlar da sirasi geldikge tek tek ortaya koyacagiz. Simdilik su iki aksiyo-
mu belirtiyoruz.

Al: Kaplamsallik Aksiyomu
UxVy[[Ob(x) A Ob(y) A Vz(z € x <> 2 € y)] = (x = Y)]

Bu aksiyom ogeleri ayni olan 6beklerin 6zdes oldugunu dile getirir. Bir obe-
gin kaplami kendi 6gelerin toplulugu demektir. O halde A1 geregi her obek
kendi kaplami ile 6zdegtir. Bu 6zellige kaplamsallik 6zelligi denir. A1 aksiyo-
mu obeklerin kaplamsal nesneler oldugunu dile getirir.

A2: Obekleme aksiyom kalibi
Vz[z e {x: A(x)} & [Ty(z € y) A A(D)]].

§ 14.2.1°deki (11)’e dayanan A2 onerme kalibinin her yerine-koyma ornegi
bir aksiyomdur. Yani A(x) yerine belli bir birli acik onermeyi koymakla belli
bir aksiyom elde edilir. Bu aksiyomlardan her birine bir 6bekleme aksiyomu
denir. Ornegin A(x) yerine “~(x € x)” koyarsak

(1) Vz[ze {x: ~(x € x)} & [Ty(ze y) A ~(x € x)]]

obeklenim aksiyomu elde edilir.
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A3: Birey aksiyomu
Vx[Br(x) — [~3y(y € x) A 3y(x € y)l]

Bu aksiyom, bireyin 6gesinin olmadigini ama en az bir 6begin 6gesi oldu-
gunu dile getirir.

Tanim 2: Vx[Og(x) & Jy(x € y)]
“Og(x)”i, “x 6gedir” diye okuyoruz.
Tarmm 3: Vx[Kime(x) & [Ob(x) A O§(x)]]
“Kime(x)”i, “x kimedir” diye okuyoruz.
Buna gore
(2) Yx[OF(x) & [Br(x) v Kiime(x)]]
elde edilir. Yani <'j§e olan ya birey ya kimedir.
Tanim 2’den yararlanarak A2’yi soyle dile getirebiliriz.
A2 Vz[z € {x: A(X)} & O§(2) A A2)]

Genel kimeler kuraminin teoremleri aksiyom ve tamimlarin icerdigi
onermelerdir. Aksiyom ve Teoremler A,,...,A, onermelerinden ibaret oldu-
gunda, B dnermesinin bir teorem olmasi

3) Ap..A, B

¢ikariminin 6zdeslik mantiginda gegerli oimasi demektir.

14.2.3 Obekler Arasinda Bagintilar

Genel kimeler kuraminda “c” ikili ylklemiyle gosterilen alt 6beklik ba-
gintisi ancak 6bekler arasinda bulunabilir. Dolayisiyla “c” yiikleminin tanimi
kosullu bir tamm durumundadir. Bu kosullu tanim goyledir.

Tarmm 4: VxVy[[Ob(x) A Ob(y)] = [(x C y) © Vz(z e x - z € y)]

Tanim 4'Un kosulu “Ob(x) A Ob(y)” ile dile getirilmistir. Taim 4’den ve
Al’den

(1) VIxvy[[Ob(x) A Ob(y) A(x ) A (y € X)] > (x = y)]

ve
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(2) VxVy [Ob(x) A Ob(y) > [(x=y) ©Vz(z€ x & z€ y)]]
elde edilir.

Tarm 5: ¥xVy [Ob(x) A Ob(y) = [(x cy) & [x 2y A ~(x = )]]]

Tanim 6: VxVy [Ob(x) A Ob(y) — [(x 2 ¥) & (y = x)]]

Tarm 7: VxVy [[Ob(x) A Ob(y)] - [(x 2 y) - (¥ S x)]]

14.2.4 Evrensel Obek ve Bos Kiime

Once sifirli islem olan bos &begi ve evrensel ébegdi tanimliyoruz. Bos dbe-
gi yine “@” ile gosteriyoruz. Evrensel obegi ise “£” isareti ile gosteriyoruz.
Evrensel 6bek, “E” ile gosterdigimiz evrensel kimeden farklidir. Evrensel k-
me, bireylerin 6begidir.

Tanim 8: E = {x: Br(x)}

Tanim 9: £ = {x: x = x}

Nitekim “x = x” birli agik 6nermesi‘ni her nesne gercekler.

£ obegi, yani evrensel ébek, butun bireylerin ve butin kumelerin obegi-
dir. Ama bitiun obeklerin 6begi degildir. Nitekim a bir birey ise A3 geregi a
0Og(a) olur. A2’ geregi de

(1) ae &« [0g@)rax=al
dolayisiyla

(1) ae £ o 04(@a)
O halde a bir birey ise a € £ dogrudur. Ote yandan bir kiime ise tanim 3
geregi Og(a) elde edilir. O halde a bir kiime ise (2) dodru olup a € £de
dogru olur. Buna karsilik a, R (Russell 6begi) gibi bir 6z 6bek ise a & £ olur.
Nitekim “x bir 6z bektir” ifadesini “Ozd(x)” ile gosterirsek “Ozd(x)” soyle
tanimlanir.

Tamim 10: ¥x [Oz6(x) < [Ob(x) A ~Og(x)]]

O halde a bir 6z 6bek ise Og(a) yanhs oldugundan (2) dnermesinden ag £
elde edilir.

A4 bireyler 6begi aksiyomu: E bir kimedir.
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A4 geredi E bir kime oldugundan E bir 6gedir. Dolayisiyla
2) Ee &
dogrudur.
Tanim 11: @ = {x: ~(x = x)}
Nitekim “~(x = x)" birli agik dnermesini hi¢bir nesne ger¢eklemez.
AS: Bos obek aksiyomu:
@ bir kimedir.
A5’den dolay! bog 6bege bos kiime de diyebiliyoruz.

14.2.5 Kesisim, Birlesim, Fark ve Bakigimli Fark

lkili kime islemleri olarak kesisim, birlesim, fark ve bakisimli fark'
tanimliyoruz. Bu islemler sirasiyla “n”, “0U”, “=" ve “+" islem isaretleriyle
gosterilir.

Tanm 12: YxVy[(x ny)={z:2e x Az € y}]

Tanim 13: VxVy[(x uy)={z:ze x vz e y}]

Tanim 14: IxVy[(x -y)={z:2€ x A ~(Z € ¥)}]

Tanim 15: VxVy[(x ry) ={z:[ze xA~(ze y)] v[~(ze x) nz€e y]}]

Bu tanimlara dayanarak asagidaki teoremler ispatlanabilir.

(1) aebnceo@ebaracec)

2) ae(buc)eo(aebvaeq

(3) ae(b-c)e[ae ba~(ae )

(4) ae (b tc)<—>[[ae ba~(ae c)]v[-(ae b)aace ]]
(1) ve (2)'ye dayanarak b veya c birey oldugunda b n cile b U ¢ bog kime-
ye esit olur diyebiliriz. Ote yandan (3)’e dayanarak b’nin birey olmasi duru-
munda b - c’nin bog kiimeye esit oldugunu, b ve c’nin birey olmas duru-

munda da b + c’nin bog kiimeye esit oldugunu soyleyebiliriz. Nitekim b
birey ise c € b hep yanhs olur.
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14.2.6 Tumleyen Obegi, Birim Obegi ve Siralanmamis n-liler

Timleyen 6bedf'ni birinci diizey kimesinin E evrenine gore timleyenle-
rinden ayirt etmeliyiz. Bu nedenle a gibi bir 6begin tlimleyen 6begi'ni “-a”
biciminde gosteriyoruz. (Boylece “~” isaretini bir yandan ikili fark iglemi,
obir yandan birli timleyen obegi isareti olarak kullaniyoruz.)

Tanim 16: -a = {x: ~(x € a)}

Dikkat edilirse —a 0begdi a’nin 6gesi olmayan butin bireyleri ve kimeleri
kapsar.

Tek 6gesi a olan obede, a‘mn birim dbedi denir. Bu obek “{a}” bigiminde
gosterilir.

Tanm 17:9x [{x} = {z: (x € &) — (z = x)}]
Imdi a bir 6ge ise, {a}’'nin tek 6gesi a’dir.
Ama a bir 0z obek ise {a} = £ olur.
Nitekim x € £, Og(x) anlamina gelir. Dolayisiyla
(1) {a} = {z: OF(a) - (z = a))
elde edilir. O halde A2’ gereg;,
2) ae {a) o OF(a) A [O8(a) — (a = a)]

elde edilir. Imdi a bir 6ge ise, (2) kargilikli kogullusunun ikinci bileseni dogru
olur. Dolayistyla a € {a} olur. O halde

(3) OY(a) »ae {a}
Ote yandan b, a’dan farkh bir 6ge ise
(4) be {a} & Oy(b) A [0g(a) - b = a]

elde edilir. Oysa (4) kargihkh kosullusunun ikinci bileseni yanhstir. O halde
be {a}. Dolayisiyla a bir 6ge ise a ve yalniz a, {a} birim 6beginin 6gesidir.

Ote yandan a bir 6z 6bek ve b herhangi bir 6ge ise b # a olur. Ancak bu
durumda (4) karsibkli kogullusunun ikinci bileseni dogru olur. (Nitekim
“Og(b)” dogru ama “0g(a)” yanhstir. O halde b = a yanhs oldugundan
“Og(a) — (b = a)” dogrudur.) Buna gore

96



(5) Oz6() - {a) =&
elde edilir.
Tamim 18: (i) {ay, a5} = {a;} L {a,}
(i) {ay,--an_1.35} = (2,2} v {a ), n2 2

{a;,a,} 6begine siralanmamus ikili veya siralanmarmis ¢ift denir. {a,,...,a,}
obedine de siralanmamis n-li denir. Siralanmamis n-linin 6ge sayisi n’dir.

(6) f{{a}, {a, b}
bir siralanmamus ikili,
(7) {a {a}, {a, b}

bir siralanmamis ugladur. (6) obeginin 2 6gesi (7) 6beginin de 3 ogesi var-
dir. Baska bir 6rnek olarak

(8) {9, )
bir siralanmis ikili,
@ @ 2}, {2 &)
bir siralanmig Uglidur. (8) obedinin iki 6gesi (9) obeginin Ug 6gesi vardrr.
A6. Birim Obegi Aksiyomu:
vx [0g(x) — Kiime {x}].
AS ve A6 aksiyomlarina dayanarak
(10) [O8(a;) A...A OF(a,)] — Kiime {a,...,a,}

elde edilir.

ALISTIRMALAR
Dogal sayilar birey oldugunda:
I Asagidaki obeklerin 6ge sayisini belirtiniz.

1. {2,101, 2,{1,3-1}, (1, 2}
2. (2,2, (1+1,3-1}

3.0, 01

4. {{{2,1+1),(23-1}. 2
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{v. On, (O {Om
{1, 21}

{{2})

{{{z1}, 2

® N o o»

. Asagidaki esitlik veya esitsizliklerden dogru olanlarini belirtiniz.

1. 1={1}
2. {1} ={{1}
3. {1,2)={2,2-1}
4. {1 ={(1},{3-2,4-3,5-4}}
5. {(1h=1{@ (1)
Asagidaki onermelerden dogru olanlarini belirtiniz.
1. a)1e (1,2}
b) 1< {1, 2}
2. a){1}e (1, 2}
b) (1} c {1, 2}
3. a){1} e {1}
. by {1 {1}
4. a)1e {1, (1}
b) 1< {1, {1}
5.2 {1, (e 1,000, (1)
by {1, (1} < {1, 1}, (1, (11
Asagidaki onermelerden dogru olanlar belirtiniz.
{1} < {0}
{1} <1, (1}
11<{1,2{Q1, 2))
{0, {0}y < {1 -1, (O}
{1} < {1}
M@ 1)
{{0}, {0, 1}, {{0, T} = {0, 1, {0, 1}, {{0, 1}}}

N oL AW N =



14.2.7 Gii¢ Obegi, Birlesim Obegi ve Kesisim Obegi

Verilen bir obegin, kiime olan obeklerinin dbegine o 6begin gug dbegi
denir. a bir dbek ise, a’nin gu¢ obegi “Ga” biciminde gosterilir. “G” ye gug
obegi isareti denir. “G" bir birli islem isaretidir.

Tarmm 19: ¥x [Ob(x) — [Gx = {z: kiime(2) A (z < x)}]]

A7: Gii¢ Obedi Aksiyomu

Vx [kime (x) — kiime (Gx)]

Tanim 19’dan asagidaki teorem elde edilir.

(1) Ob(a) - [b e Ga e [kiime(b) A (b < a)]]

Ornek olarak

(2) GO = {2}

(3) G2} ={2, {2}

4 G{1, 2}={>, {1}, {2}, {1, 2}}

(5) 61,2 3}={2, (1}, {2}, (3}, 1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

Dikkat edilirse a bir kime ise,

(6) e Ga

(7) ae Ga
onermeleri dogru olur.

Bir 6bekler 6beginin 0gesi olan Gbeklerin 6gelerinin 6begine, bu obek-
ler 6beginin birlesim ébegi denir. a herhangi bir nesne oldugunda a’nin bir-
lesim Obegi “wa” bigiminde gosterilir. “U” bir birli islem isareti olup birlesim
obegi islemini dile getirir.

Tanim 20: Vx[ux = {z: y(y € x Az e y)}]

A8: Birlesim Obedi Aksiyomu:

vx[kiime (x) — kiime(ux)]

Ornek olarak asagidaki esitlikleri inceleyiniz.
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8) u{{1,2},1{2,3,4), 5N={1,21u{2 3,40 {5}=1{1, 2 3, 4,5}
@ {1,223 @) h=0,20{23 @4 v{5t={1, 23, {4), 3}
Tanim (20)'den

(10) ce vaeo dy(yeancey)

elde edilir.

Bir obekler obedinin 6gesi olan obeklerin ortak 0gelerinin Gbegine,

Obekler obegdinin kesisim dbedi denir. a herhangi bir nesne oldugunda a’nin
kesisim obegi “na” bigiminde gosterilir. “n” bir birli islem isareti olup, kesi-
sim obegi islemi’ni dile getirir.

Tanim 21: Vx [Nx ={z: Vy (ye x > z € y)}]
Tanim 21'den

(10)cenae Vy(yea—ocey)

elde edilir,

ve

Ornek olarak

(1) n{{1,2},{2,3,4,(1,5}={1,2)n{2,3,4n{1,5) =@
(12) A {01, 2}, (2,3, {4 @) = (1, 21~ 2,3, (4D (2} = (2)
Dikkat edilirse

a={ay,..a,}ise

(13) va=ufay,...a,} = a,u...ua,

(14) na = nfay,...,a,} = a;N...na,

elde edilir.

Tamim 22: Ob(a) N Ob(b) — [(a ile b ayrik'tir) & a N b = @]
Tanim 23: a’'nin bos kesisimi vardir & N a = &

Ornegin (11)’de gecen

(15) {1, 2}, {2, 3, 4}, (1, 5}}
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kimesinin bos kesisimi vardir, Ama (15)'in 6gelerinden herhangi ikisi aynk
dedgildir.

Asagidaki onermeler teoremdir.

16) VB =0

A7) =&

(18) NnE=0

(19) VE=E

ALISTIRMALAR
|.  Asagidaki gu¢ obeklerinin 6gelerinin 6begini bulunuz.
1. G{1,2-1}
2. G{1,{1}h
3. G{0, {1}, {{2}}}
4. G{1,{2,3),{4-1},1+2}, {1 +1,5}}
5. G{{1, 2, 3}, {2, 3, 4}
. Asagidaki birlesim obeklerinin 6gelerinin 6begini bulunuz.
1. u{{1, 2 3), {2 3, 4}, 5}
2. u{{1, 2}, {2 3, 4}, 0}
3. u{l, 23, {4}, 5}
4. v {4}
5. v {{4}}
14.2.8 Kiimeler ve Oz Obekler

Buraya kadar gordugiimuz aksiyomlar ile yeni bir aksiyomu agagida sira-
hyoruz.

Al. VxVy [Vz (ze€ x & 2z e y — x =y] (kaplamsaliik aksiyomu)
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A2.
A3.
A4.
AS.
A6.
A7.
A8.
A9.

Gorlldugi gibi A4-A9 aksiyomlari bir obegin kime oldugunu belirler.
A4 ile AS mutfak olarak birer 6begin kiime oldugunu belirler, obiir aksiyom-

Vz[z € {x: A(x)} & [Fy(z € y) A A(2)]] (obekleme aksiyom kalibr)
Vz[Br(x) — [~3y(y € x) A Jy(x € y)]] (Birey aksiyomu)

E bir kiimedir. (Bireyler obegi aksiyomu)

@ bir kiimedir. (Bos obek aksiyomu)

Vx[Og(x) — kiime(x)] (Birim 6begi aksiyomu)

Vx[kiime(x) — kime(Gx)] (Gi¢ obegi aksiyomu)

Vx[kiime(x) — kiime(ux))} (Birlesim obegi aksiyomu)

VxVy[[kime(x) A y c x] — kiime(y)] (alt kime aksiyomu)

lar ise bir obegin kiime oldugunu kosullu olarak belirler.

Dikkat edilirse A5,

(M

onermesi ile egdegerdir. Nitekim bir yandan A5 énermesi (1) dnermesini 6z-
deslik mantiginda igerir. ((1), A5’den tikel genelleme veya tikel niceleyiciye
giris denilen kuralla elde edilir.) Ote yandan a herhangi bir 6bek oldugun-

Ixkime(x)

da,

2) Dca
bir teoremdir. (1), (2), A9 onermeleri ise A5 6nermesini 6zdeslik mantigin-
da igerir.

(3) (1), (2), A9 ... AS

¢ikarrminin gegerli oldugunu ¢oztmileyici ¢izelge ile denetliyelim.

(3) 1. 3xKime (x)(B.0.)
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3. [Kiime (a) A (& < a)] = Kime (D) (2)

(3)
4. ~[Kime (a) A @ c a] Kime ()
X
4)
~Kiime (a) ~(@ca)
X X

A9’dan bir de su teoremleri elde ederiz.

(10) Vxvy[[Oz6(y) Ay € x] = Oz6(x)]

(11) ¥xVy[[Kime(x) A (y = x)] = Kiime(y)]
VxVy[(y < x) — [Kime(x) — Kime(y)]]
UxVy[(y ¢ x) = [~Kime(y) - ~Kime(x)]]
YXVY[(y € x) — [028(y) = Oz5(x)]]
VxVy[[0z6(y) A (y < x)] = 0z6(x)]

Bagka bir dnemli teorem

(12) Oz8 &

dir. Bunu gostermek igin once
(13) Vx[Ob(x) » xc &]
In teorem oldugunu gosterelim. (13),
(14) Vx [Ob(x) 5> Vz (ze x > z€ &)]

ile esdegerdir. z e x ise OF (2)'i ierir. Oysa OF (2) ise z € £ olur. O halde
Vz(ze x —» ze &) dodru olup (14)'de dogru olur. Imdi §14.2.2"de gordi-
gumuz R Russell begi bir dbektir. Yani “Ob (R)” dogrudur. O halde (13)
geregi "R c £” dogrudur. Oysa R bir 6z 6bektir. A9 geregi £ bir kime ol-
saydi, R 0begi de bir kiime olacakti. R bir kime olmadigina gore £ obedi de
bir kime olamaz. O halde £ 6begi bir 6z obektir.
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Onemli bir teorem
(15) VxVy[[ kiime(x) A kime(y)] — kiime(x U y)]

dir. Bunu gostermek icin kiime (a) ve kiime (b) olmak uzere c = {a, b} obe-
gini ele alalim.

(16) uf{a,b)=aub

Oysa, birlesim kiimesi aksiyomu geregi kime {a, b}'dir. O halde (16) geregi
kiime (a U b) elde edilir.

Onemli teoremler arasinda
(17) VxVy[[kime(x) A kime(y)] — kiime(x N y)]
(18) Vx[kime(x) — kime(nx)]
bulunur. Imdi kiime (a) olursa,
(19) Nnaca

bir teoremdir. Kime (a)’dan A9 geregi kime (na) elde edilir. (17) ise
(18)'den elde edilir. Nitekim

(20) n{a,b}=anb
Baska bir teorem
(21) Vx[Kime (x) » Oz6(~x)]

(21)'i soyle gosteriyoruz: a bir kiime oldugunda -a bir kiime olsaydi a U -a
bir kiime olacakti. Oysa a U —a = £'dur. £ 6z 6bek oldugundan - a 6z obek
olmalidir.

Simdi de
(22) {ay,...,a,)}

siralanmamig n-lisinin hangi kosullarda kiime, hangi kosullarda 6z 6bek ol-
dugunu aragtiralim.

(23) [0 (a))A...a OF(a,)] & Kiume {a,,...,a}
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Nitekim ay,...,a,, 6ge ise {a;},...,{a,} birer kime olup {a;}u...u{a,}, dolayi-
styla {aq,...,a,} kime olur. Ote yandan ay,...,a,...,a,’lerden biri olan a; 6z
obek ise {a)} = £ olur. O zaman da

(24) {a;,...,.9j...a) = {aJu.wEu.La} =&

elde edili. O halde a,,...,a;'lerden biri 6z 6bek ise {a;,....a,} = £ olup
{a,...,a,} 6z obek olur. Ornegin dogal sayilar birey saylldiginda

(25) {0, 1, 2}
bir kime,
(26) {0, 1, &}
ve
(27) {0, 1, R}
ise 0z Obektir.
(28) {0, 1, {R, &}, 2}
obegi de 6z obektir. Nitekim {R, £} = £dir. Dolayisiyla (28) £ ile 6zdestir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki obekleri kiime ve 6z dbek olarak ayirniz. (Dogal sayilari birey
olarak kabul ediyoruz.)

1. {1, 2, 5, 105}

(£, 2,5,105)

{€ R}

{£1,2 3, R}

{1, 2, {3, &, 5}
-1, 2, 3}

-(&}

-{R}

(1,2,3}u{2 3, &
1,23, n{2 3

© 0 ® N O LA W

-—
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14.2.9 Bagintilar
14.2.9.1 Siralanmus lkililer ve Siralanmg n-liler

Genel kumeler kuraminda siralanmig ikili siralanmamug ikiliye indirgene-
bilir. a ile b herhangi iki nesne oldugunda a ile b’nin siralanmug ikilisi “(a, b)”
veya “<a, b>" biciminde gosterilir. Burada “<a, b>" yazilis bicimini kullana-
cagiz. Siralanmis ikilinin baglica ozelligi sudur:

(1) <a, b>#<b, a>,
yani
(2) ~[<a, b>=<b, a>]
Tamim 24. ¥xVy[<x, y> = {{x}, {x, y}}]
x'e <x, y>'nin on dyesi, y'ye de <x, y>'nin ard tye'si denir.

Bu tanima gore <a, b> gibi siralanmig ikili, {{a}, {a, b}} siralanmamus iki-
lisine indirgenir.

Ornegin

(3) <1, 3>={(1}, {1, 3}}

@ <1, 3=, 0, BN

(5) <{1, 2}, 3>={{{1, 2}, {1, 2, 3}}

(6) <<1, 2>, 3> = {{<1, 25}, {<1, 2>, 3}

Tanim 24'ten agagidaki 6nemli teoremler elde edilir.

(7) [O§(a) » Og(b) A OF(c) A OF(d)] — [<a, b>=<c, d> e [(a=c) A
(b=d)]

(8) [Og(a) A OF(b)] <> Kiime (<a, b>)

(9) [Ozd(a) v Ozo(b)] — (<a, b> = &)

a gibi bir nesnenin bir siralanmis ikili oldugunu “Si(a)” bigciminde gos-
teriyoruz.

Tanim 25: Vx[SI(x) = Jy3z(x = <y, z>)]
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Dikkat edilirse £ = <&, £>. Dolayistyla SI(€) dogrudur.
Tanim 26: {<x, y>: A(x, y)} = {z: IxTy[z = <x, y> » A(x, Y)]}
Ornek olarak

(10) {<x, y>: x dogal sayidir A y dogal sayidir A x <2 Ay < 2} = {<0, 0>,
<0, 1>, <1, 0>, <1, 1>}

Tanim 26’dan su teoremler elde edilir.
(1) Vz[z € {<x, y>: Ax, y)} & [03(2) A IxTylz = <x, y> A Alx, Y]]
(12) VxVv[<y, v> € {<x, y>: A(x, y)} & [08(u) A OF(v) A Ay, V)]]

“X” ikili islem isaretiyle gosterilen kartezyen carpim islemi soyle tanimla-

nir.
Tanim 27: VxVy[[Ob(x) A Ob(y)] = [xXy = {<u, v>:u € x AV € y}]]
Ornegin a = {0, 1}, b = {1, 2} oldugunda
(13) aX b={<0, 1> <0, 2> <1, 1>, <1, 2>}

elde edilir.
Tarim 28: Vx[Ob(x) — x% = x X x],

Vx[Ob(x) — x" = x X...X x ]
Q)

a®’ye a’'min kartezyen karesi, aVye de a’nin n’inci kartezyen kuvveti denir.
Tanim 28’den su teoremler elde edilir.
(14) VxVv[<u, v> € a2 & (Ue aave a)]
(15) 2 =0
(16) Yuwv[<y, v> e £2 & [0g(u) A Og(WV)]]
Tanim 27'den de su teoremler elde edilir.
(17 aX(bnog=@Xb)yn(@Xq
(18) aX(buc=@Xb)yu(@axc
(19 aX(bb-o)=(@@Xb)-(aXc)
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(200 bcc—o>(@XbgcaXq)

21) aXb=@ o a=0Xb=0

n > 2 i¢in siralanmis n-Ii’yi $6yle tamimlariz.

Tanim 29: <aq, a,, ay,...,ay> = <...<<aq, 35>, a3>,...,a,>
Ornegin

(22) <a, b, > =<<a, b>, ¢>

(23) <a, b, ¢, d>=<<<a, b, c>, d>

ALISTIRMALAR
I.  Asadidaki siralanmus ciftleri siralanmamus ciftlere indirgeyiniz.
1. <a, {b, c}>
2. <{a, b}, {b, c}>
3. <{9, ¢, d}, {1, C)>
4. <@, ()}, (O)>
5. <{{¥}, 9}, (1, O)>
. Aéa@ndaki kartezyen carpimlari ve kartezyen kuvvetleri bulunuz.
1. (1)3
{(1n?
{2, 1} X {2, {2}
{1}, 22 x {{3), 4
{{1, (1, 2}}, (1, 2)} X {1, 2, 25}
o2
{©)?
(C2)?
{1, 2} n {2, 3)?
({1, 20 {2, 3) X {(0, ) v {2, 3}

S Y ® N O L oA W N

—_
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14.2.9.2 Baginti ve Baginti Obeklenimleri

Her 6gesi bir siralanmig ikili olan bir 6bege baginti denir. “a bagintidir”

ifadesini “Bg(a)” olarak kisaltiyoruz. “Bg” birli yliklemini de soyle tanimliyo-

ruz:
Tanmm 30: VX[Bg(x) « Vyly € x = Sl(y)]]

@ en kigik baginu £2'de en blyiik bagintidir. Bagintilari “B”, “B,”,
“B,",... bigiminde gosteriyoruz. Dolayisiyla her B bagintisi icin

(1) FcBcg?
yazabiliriz. <a, b> € B oldugu kisaca a B b biciminde dile getirilir. Yani
(2) <a,b>eB=aBb
Obekleri de “K”, “L”,... “K{", “"L"..., “Ky", “L,"... harfleriyle gdsterecegiz.
Asagidaki onermeler teoremdir.
3) VX[BY(X) & x < £
(4)  Vxvy[[Bg(x) A BE(x U y)]]
(5)  Bg{<x, y>: A(x, y)}

yani A(x, y) bir ikili agtk 6nerme ise {<x, y>: A(x, y)} her zaman bir baginti-
y!I gosterir.

6) {<x, y>: Alx, )}
ye bir bagint beklenimi diyoruz. Ornegin

(7)  {<x, y>: (x dogal sayidir) A (y dogal sayidir) Ax <3 Ay <1 A x>y}
bagint1 obeklenimi

8) {<1, 0>, <2, 0> <2, 15}
bagintisini gosteririz.

Ikinci 6rnek olarak

(9)  {<x, y>: x dogal sayidir A y dogal sayidir A x =y}
baginti 6beklenimi

(10) {<0, 0>, <1, 1>, <2, 2>,..., <n, n>,...}

bagintisini gosterir.
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Ugiincii 6rnek olarak

(10) {<x, y>: x doQal sayidir A y dogal sayidir A x <y}
baginti obeklenimi

1) {<0, 1>, <0, 2>,...,<1, 2>, <1, 3>,...}

bagintisini gosterir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki baginti obeklenimlerinin gosterdigi bagintilari bulunuz.

1. {<x, y>: x dog@al sayidir A y dogal sayidir A 1< x Ay <5 A x =y}
2. {<x, y>: x dogal sayidir Ay doGal sayidir A1 < x Ay<5axzy}

3. {<x, y>: x dogal sayidir A y dogal sayidir A1 < x<5A2<y<4na
x <y}

4. {<x, y>: x dogal sayidir A x ¢ift sayidir A y tek sayidir A x <y}

14.2.9.3 Baginti Turleri

B, ile B, bagintilar oldugunda, B, c B, ise B;’e B, nin bir alt bagints
denir. Ornegin

(M {1, 2>, <2, 3>}
bagintisi

(2) {«1, 2>, <2, 3>, <1, 3>}
bagintisinin bir alt bagintisidir.

lkinci bir 6rnek olarak

(3) {<x, y>: x do@al sayidir A y dogal sayidir A1 < x<4 Al <y<4n
x <y}
bagintisi
(4) {<x, y>: x dog@al sayidir A y dogal sayidir n 1 < x<4A1<y<4n
x <y}
bagintisinin alt bagintisidir.
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Her kartezyen carpim bir bagintidir. Ozelde her kartezyen kare de bir ba-
gintidir. Bir kartezyen carpim veya kartezyen karenin her alt kiimesi bir ba-
gintidir. Ornegin

(5) {<x, y>: x dogal sayidir A y dogal sayidir A x <y}

bagintisi, N = {0, 1, 2, 3,...} (yani N, dogal sayilar kimesi) olmak uzere
N2'nin bir alt bagintisidir.

Bagintilar kime olan bagintilar ile 6z 0bek olan bagintilar olmak uzere
ikiye ayrilir. Ornegin £2 bagintisi 6z dbek olan bir bagintidir. £2'ye evrensel
baginti denir. Her baginti evrensel bagintinin alt bagintisidir.

B < K x L oldugunda
(6) <K, L, B>
siralanmug Uglisine K’dan L’ye baginti denir.
(7) <K, L (KxL)-B>
ya K'dan L'ye bagintinin timleyen bagintfsi denir. Ornegin
(8) <{1, 2}, {a, b}, {<1, a>, <2, b>}>
{1, 2}'den {a, b}'ye bir bagintidir. Bunun timleyen bagintisi da
(9) <<1, 2>, <a, b>, {<2, a> <1, b>}>
dr.
B c K2 oldugunda,
(10) <K, B>
siralanmug ikilisine K kiimesinde baginti denir. (10)'un tumleyen bagintisi
(11) <K, K2 - B>
dir. Ornegin
(12) <1, 2}, {<1, 1>, <1, 25}>
{1, 2} kimesinde bir bagintidir. (12)'nin timleyen bagintis
(13) <{1, 2}, {<2, 2>, <2, 15}>
dir.



Her 6gesi <a, a> biciminde olan bagintilara 6zdeslik bagintisi denir. Or-
negin
(14) {<1, 1>, <2, 2>, <4, 4>, <8, 8>}
bir 6zdeglik bagintisidir. Genel olarak
(15) {<x, x>: A(x)}
bicimindeki 6beklenim bir 6zdeslik bagintisini gésterir. Ornegin
(16) {<x, x>: x dogal sayidir. A x < 3}
obeklenimi
(17) {<0, 0>, <1, 1>, <2, 2>}
ozdeslik bagintisini gosterir.
(18) {<x, x>: x € K}

bagintisina da K kiimesinde 6zdeslik bagintist denir. Ornegin (1, 2, 3} kiime-
sindeki 6zdeslik bagintisi

(19) {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>}
dir.
(20) {<x, y>:xe Kanye Kaxey}

bicimindeki bir 6beklenimin gdsterdigi bagintiya K 6beginde ogelik bagintist
denir. Ornegin

21) (1, 2,3, {1}, {1, 2}, {2, 3}}
kimesinde 6gelik bagintisi

(22) {<1, (1}>, <1, {1, 2)>, <2, (1, 2}>, <2, {2, 3}>, <3, {2, 3}>}
dir. Ote yandan

(23) {1, 2, 3, {1}, {51}, {{5), {6}}, {7}}
kiimesinde o0gelik bagintisi @ ile dzdegtir.

(24) {<x, y>:xe Kaye Kaxcy}

bicimindeki bir 6beklenimin gosterdigi bagintiya K kimesinde alt kimelik
bagintisi denir.
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Ornegin
(25) {{1, 2}, {2, 3}, (1, 2, 3}
kimesinde alt kumelik bagintisi

(26) {<{1, 2}, {1, 2}>, <{2, 3}, {2, 3}>, <{1, 2, 3}, {1, 2, 3}>, <{1, 2}, {1,
2, 3}>, <{2, 3}, (1, 2, 3}>}

(27) {<x,y>:xe Kaye Kaxcy}

bicimindeki bir obeklenimin gosterdigi bagintiya K kiimesinde 6z alt kume-
lik bagiintis denir. Ornegin (25) kiimesinde 6z alt kiimesi bagintisi

(28) {<(1, 2}, {1, 2, 3}>, <{2, 3}, {1, 2, 3}>}

dur.
(29) {<xq,.c0, X >0 A(Xq,..,X3)1 N 2 20 n-li baginti 6beklenimi
(30) {y: 3xq...3x, [y = <xq,00Xp> A A(Xq,e X))

biciminde tanimlanir. (29) 6beklenimi siralanmig n-lilerden olusan bir obe-
gi gosterir. Boyle bir obege ise n-li bagint: denir. Buna gore “baginti” tek ba-
sina ikili bagintr demektir. Ote yandan

31) {<1 2, 3>, <2, 2, 2>,<0,0, 1>, <1, 1, 35}
bir t¢li bagintidrr.

32) x,y,z>:xe (1,2, 3} Aye{1,2,3}Aze (1,2, 3} Ax+y=2}
ucli baginti 6beklenimi

(33) {<1,1, 25, <1, 2,3>5,<2,1, 35}
bagintisini gosterir. Dikkat edilirse (33) t¢li bagintisi

(34) {«<1, 1>, 2>, <<1, 2>, 3>, <<2, 1>, 3>}

ikili bagintisina indirgenir. Genel olarak her n-li baginti (n > 2) bir ikili
bagintiya yani diipediz bir bagintiya indirgenebilir. Nitekim her siralanmus
n-li tamim gereQi bir siralanmis ikili ile 6zdestir.

(35) <ay,..8nq, > = <<Aq,...,8,.1>, A>



ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki kimelerde 6zdeslik bagintilarini bulunuz.

1.

2
3
4.
5

{1.2, (0}, {1, 23}}

. {2,1, 2, {2, {8}, 1, 21}

- {1,241, 2), {2, 3}, ({2, 3}}}
{0, 25, {2, 3}, (1, 2, 3}
{2, (0,25 {0, 21, {{(, 20

ll. Asagidaki kimelerde alt kiimelik bagintilarini bulunuz.

—_

> W

- {01 {2, (0, 2))

- @ {2}, {1, 2}}

- {0} 0, 2,00, 2, 3)

{0y, {1, 25 {0, 23, {(0), (1, 2}

ll. Asagidaki kimelerde 6z alt kimelik bagintilarini bulunuz.

- A{0) {2, {1, 2,3}

@, {2}, (1, 2}}

A1, 2), (0, 2, 3)

{1}, (0, 23, {0, 23, (1) 0, 23}

IV. Asagidaki n—li baginti obeklerinin gosterdigi n-li bagintilan bulunuz.

1.

2
3.
4
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{<x,y>:x€e {1,2,3}Aaye (1,2, 3}Aax+3=y}

C{ex, y>ixe1,2,3Aaye{1,2,3}Aze (1,2, 3} Ax+y=12}
{<x,y,z>2:xe {1,2,3}Aye {1,2,3}Anze (1,2, 3} Ax-y=12}
C{x,y,z,weixe {1,2,3Aaye (1,2, 3}Aaze {1,2,3} A

we {l,2,3}Ax+y=2z+w}



14.2.9.4 Baginti Islemleri

Bu bélimde bagintitara uygulanan cesitli birli ve ikili iglemler tanimlaya-
cagiz.

Tanim 31:

1. Onal(B) = {x: Jy (xBy)}

2. Ardal(B) = {y: 3x (x By)}
3. Al(B) = Onal(B) U Ardal(B)

Onal(B), B'nin 6n alan’; Ardal(B); B'nin ard alan’i, Al(B)'de B’nin alan’idir.
“Onal”, “Ardal” ve “Al” birli islem isaretleridir.

Ornegin B bagintisi

(M (<1, 2>, <2, 3>, <1, 55}
oldugunda

(2) Onal(B) = {1, 2}

(3) Ardal(B) = {2, 3, 5}

(4) AlB)=1{1, 2, 3,5}
olur.

Tanim 32:

BFrK=Bn(KXE&)

B I K, B bagintisinin K 6begine sinirlanma’sidir. Ornegin (1) bagintisinin
{1} kimesine sinirlamasi

5) {1, 2>, <1, 55}

bagintisidir. (5)'i bulmak igin (1) bagintisinda on yesi 1 olan sinirlanmusg iki-
lileri sectik.

Tanim 32’den asagidaki teoremler elde edilir.
(6) BT K=Bn[Kx ardal (B)]

(7) Onal (B " K) = K n Onal (B)

(8) KcL->BFKcBTIL)
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9) BFr(KnL=@BFKANBFL
q0)yBrEKulb)=BFrKyu@BrLuy
QNBrK-LD=@BFrK)-BrL
(12) Kime (B) — Kime (B I™ K)
Tanim 33:

B = {<y, x>: xBy}

B bagintisina, B bagintisinin evrik bagintisi denir. Ornegin (1) bagintisi-
nin evrigi

(13) {<2, 1>, <3, 2>, <5, 1>}

bagintisidir. (13), (1)'deki her 6gede on uye ile ard Uyenin yer degistirmesi
ile elde edilir.

Tanim 33’den su teoremler elde edilir.
(14) B=8
(15) B, ~ B, = By n By

~—

(16) B, UB, = B U B,
S—— - ~

Tanim 34:

B“K = Ardal (B I K)

B”K'ya K obeginin B bagintisina gore imge’si denir. Ornegin {1, 2, 3}
obeginin (13) bagintisina gore imgesi {1, 2} 6begidir. Nitekim bu 6rnekte
B I K={<2, 1>, <3, 2>} olup, Ard (B " K) = {1, 2}'dir.

ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki baginti dbeklenimlerinin gosterdigi bagintilarinin 6n alanla-
rini, ard alanlarini, alanlarini ve evrik bagintilanini bulunuz.

1. {<x,y>:xe{1,2,3}aye{l,2,3} Ax+3=y}
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2.
3.

{<x, y>:xe€ {0,1, 2} Aye {0,1} Ax <y}
{<x, y>xe (1,2} Ay={2, 3} Ax 2y}

1. Asadidaki bagintilanin, verilen obeklere sinirlamalarini bulunuz.

1.
2.
3.
4,
5.

{<1, 2>, <3,4>,<2,55} I {1, 5, 7}

{<2, 3>, <2, 2>, <3, 4>, <3, 2>} " {2, 3}
{<1,2>,<2,3>T" @

(<2, 3>,<2,2>,<3, 4>} T {1, 2, 3}

{<a, b>, <b, c>, <b, b>, <c, d>} " {a, ¢, e}

. B={<1, 2>, <a, 3>, <3, >, <2, b>} ve K = (1, a, b} oldugunda B"K’y
bulunuz.

14.2.9.5 Bagint1 Bilegmesi

Tanim 35:

B,/B, = {<x, y>: 3y (xByz A zB,y)} B,/B, bagintsina B, ile B,'nin bagin-
t bilesmesi denir. “/” bir ikili iglemn isareti olup baginti bilesmesi islemini dile

getirir.

Ornek olarak

M
(2)

(3)

{<1, 2>, <2, 35} / {<2, 4>, <3,55} = (<1, 4>, <2, 5>}

(<1, 2>, <1, 3>, <2, 35}/{<2, 1>, <3, 1>, <3, 2>} = {<1, 1>, <1, 2>,
<2, 1>, <2, 2>}

<1, 2>, <1, 3>, <2, 35}/{<1, 2>, <2, 2>, <3, 3>} = {<1, 2>, <1, 3>,
<2, 3>}

Genel olarak <a, b> € B, ve <b, c> € B, ise <a, c> ¢ B,/B, olur.
B,/B,’'nin 6geleri de buna gore elde edilir.

Tanim 35’den asagidaki teoremler elde edilir.

(4)
()
(6)

x(B,/Byy e 3z (xB4z A zB,y)
(B'|/Bz) / 33 = B-| /(82/83)
B,/B, Al (B1) X Ardal (B,)
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(7) Bq/(B;uB3) =(B/By) L (B4/B3)
(8) B4/(B,nB3) < (B1/B,) m (B4/B3)
(9) (8B,4/B,)-(B,/B3) < B4/(B, - By)

“", " 1 baginti iglemleri yardimiyla akrabalik bagintilarimi tammla-
yabiliriz. Ormnegin ¢ “cocuk” baginusimi gostersin. Buna gére “aCb”, “a,
b'nin ¢ocugudur.” anlamina gelir. Aynica Erk, erkekler 6begini gostersin. O
zaman “Ebeveyin” bagintisi §6yle tanimlanir.

(10) a, b’nin ebeveynidir = bCa
O halde
(11) Ebeveyin = C
elde edilir. Yani “ebeveyin” bagintisi “cocuk” bagintisinin evrik bagintisidir.
(12) a, b’nin babasidir = a, b’nin ebeveynidir A a erkektir.
Dolayisiyla, “Baba” bagintisi $0yle tanimlanabilir.
(13) Baba= C I Erk
Nitekim “baba”, “erkek ebeveyin” demektir.
(1 4) a, b’nin annesidir = a, b’'nin ebeveynidir A a erkek degildir
oldugundan “Anne” badintisi dyle tanimlanabilir.
(15) Anne = C I — Erk
(16) a, b’nin kardesidir=3x (a ¢ x A b € x)
dogrudur. Oysa
(17) 3x@ CxAbCx)=3x@ ¢ x A x € b)=a(C/C)b
O halde “kardes” bagintisi soyle tanimlanabilir:
(18) Kardes = C/C
Buna gore

(19) Erkek kardes = (C/C) I Erk
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(20) Kiz kardes = (C/C) - Erk
tanimlari elde edilir.
(21) a, b’nin torunudur = 3x (aCx A xCb)
oldugundan “torun” bagintisi §6yle tanimlanir.
(22) Torun=C/ C

(23) a, b’nin amcasidir = 3x (a, x'in erkek kardesidir A x, b'nin babasi-
dir)

Dolayisiyla “amca” soyle tanimlanir:
(24) [(G/C) I Erk] / (C I Erk)
(25) a, b’nin dayisidir = 3x (a, x'in erkek kardesidir A x, b’nin annesidir)

oldugundan, “day1” séyle tarimlanir.

~—

(26) [(C/C) I Erk] /(€ I ~Erk)

ALISTIRMALAR
. By ={<1, 2>, <1, 3>, <3, 1>, <3, 45}
ve

B, ={<2, 4>, <4, 1>, <3, 2>, <3, 1>, <4, 3>}

oldugunda
1. B,/B,
2. B,/B,
3. B,/ B,
4. B,/ B,

baginti bilegmelerini bulunuz.

. “Cocuk” (“C”) bagintisi ile “Erkek” (“Erk”) obegi yardimiyla asagidaki
akrabahk bagintilarini tanimlayiniz.

1. Teyze
2. Hala



Babaanne
Anneanne
Babanin babasi

o v AW

Annenin babasi

14.2.9.6 Denklik Bagintilan
K bir kime ve B, KZnin alt 6begi olan bir baginti oldugunda
(i) Vx(xe K- xBx) (BK'da)
(i) VxVy(xBy — yBx) (B bakisimhdir)
(i) VxVyVz[(xBy A yBz) — xBz] (B gegislidir)
dogru ise, B'nin K obeginde bir denklik badintisi oldugu soylenir.

Ornegin
(M {<1,1>,<1,25, <2,15, <2,2>, <3,4>, <3,3>, <4, 4>, <4, 3>, <5, 5>,
<6, 6>}

bagintisi {1, 2, 3, 4, 5, 6} ocbeginde bir denklik bagintisidir.
B bir denklik bagintisi ve a € Al (B) oldugunda

(2) {x: xBa)
6begine B bagintisinin bir denklik 6begdi denir. Bu denklik obegi
(3) [alg

biciminde de gosterilir. a 6gesine (3) denklik 6beginin bir temsilcisi denir.
(4) aBb & [a]g = [b]g

dogrudur. Ornegin (1) denklik bagintisinin denklik ébeklerinin begi
(5) {1, 2}, (3, 4}, {5}, {6}}

dir. K 6beginde, B denklik bagintisimin denklik 6beklerinin obegi

(6) K/B

biciminde gosterilir. (6)'ya B denklik bagintisinin K 6begindeki bélim obedi
denir. K/B 6begdine K obeginin B denklik bagintisi geregi bir bélimileme'si de
denir.
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(7) K/B={Ky,...K,}
oldugunda,
B) KnK=@(Gj=1.,niz)
9) KyukKy,u..uK,=K
(10) K, =[a)g i=1, .n
olur.

K obeginde 6zdeslik bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu bagintiy B_ ile
gosterelim.

(1 1) K = {31, az, reey an}
oldugunda
(.l 2) K/B= = {{a'l}r {aZ}l--'/{an}}
elde edilir. Yani denklik 6bekleri hep birim obekleridir.

13) [ai]B= ={a},i=1,.,n

ALISTIRMALAR

Asagidaki denklik bagintilarinin bolum 6beklerini bulunuz.
1. {<a, a>, <b, b>, <c, 1>, <¢, c>, <1, 1>, <1, >}

2. {<a, b>, <b, a>, <a, a>, <b, b>}

3. {<a, a>, <c, >, <, b>, <b, ¢, <b, b>, <d, d>}

14.2.10 Fonksiyonlar

14.2.10.1 Coga-bir, bire-cok ve bire-bir Bagintilar, ‘Fonksiyon’un
Tanimlanmasi

Matematigin en temel kavramlarindan biri olan “fonksiyon” 6zel bir ba-
ginti tarudur.

Tanim 36:

B bir baginti oldugunda;
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(i) VxVyVz[(xBy A xBz) -y = Z]
olursa, B'ye ¢oga-bir baginti denir.

(i) VxVyVz[(xBz A yBz) — x =]
olursa, B'ye bire-cok baginti denir.

(i) B bagintisi hem bire-gcok hem ¢oga-bir ise, B'ye bire-bir baginti de-
nir.

" n

Tamm 37: Coga bir badintiya fonksiyon denir. Fonksiyonlari “t”, “g",
“h”,... harfleriyle gosteriyoruz. f bir fonksiyon ise “afb” veya “<a, b>ef”
yerine “f(a) = b” yazilir. “f(a)"ya f fonksiyonunun a icin deger?’ denir.

Onal(f)'ye yani {x: 3y [f(x) = y]} 6begine f fonksiyonunun tanim alani, Ar-
dal(f)’ye yani {y: 3x [f(x) = y]} obegine f fonksiyonunun deger alan: da
denir.

Ornegin
1) {<1, 2>, <2, 25}

bire-cok olmayan ¢oga-bir baginti, dolayisiyla bir bire-cok olmayan fonksi-
yondur.

(2) {<2, 2>, <2, 35}
¢oga-bir olmayan bire-¢ok bir bagintidir. Dolayisiyla bir fonksiyon degildir.
3) (<1, 2>, <2, 3>}

hem ¢oga-bir hem bire-¢ok, yani bire-bir olan bir baginti, dolayisiyla bire-bir
bir fonksiyondur. (1) ve (2) fonksiyonlarinin tanim alani {1, 2} obegidir. (1)
fonksiyonunun deger alani {2}, (3) fonksiyonunun deger alani ise {2, 3}'dur.

Bir fonksiyonun tanim alani ile deger alaninin birlegsimine fonksiyon alani
denir.

(4) (f fonksiyondur A g c f) - g fonksiyondur.
(5) (f fonksiyondur A g fonksiyondur) — [(f n g) fonksiyondur.]

Ancak f ile g fonksiyon olup (f U g) fonksiyon olmayabilir. Ornegin
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(6) (<1, 2>, <2, 3>, <3, 4>}
ile
(7) {<3, 5>, <6, 7>}
birer fonksiyondur. Ama (6) ile (7)'nin birlesimi olan
8) (<1, 2>, <2, 3>, <3, 4>, <3, 5>, <6, 7>}
bagintisi, ¢oga-bir olmadigindan bir fonksiyon degildir. Ancak

(9) [f fonksiyondur A g fonksiyondur A Onal (f) N Onal (g) = @] —
(fug) fonksiyondur]

dogrudur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki bagintilardan fonksiyon olanlanini belirtiniz. Her fonksiyonun
tanim alanini ve deger alanini bufunuz.

1. {«1, 2>, <2, 1>, <3, 3>}
{<(1}, {2}>, <1, 2}, 8>, <1, 5}, {2, 7}>)
{<x, y>: x dogal saytsidir Ay = x + 1}

{<x, y>: x dogal sayidir A y = x2}

A

f<x,y>xe{1,2,3}aye (1,2 3 any=x%

14.2.10.2 Fonksiyon Tiirleri

K ve L iki 6bek ve f bir fonksiyon oldugunda, Onal(f) = K ve Ardal(f) c L
ise <K, f, L> siralanmig t¢lisiinde “K’dan LYye fonksiyon” denir. Bu da

M f:K->L
veya

(2) K LL

biciminde dile getirilir.
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Eger Onal(f) = K ve Ardal(f) c L ise <K, f, L>"ye K'dan L'ye kismi fonksiyon
denir. Ornegin

(3) <1, 2,3}, <1, 4>, <2, 5>,<3,7>5}, 3,5, 7, 8, 9>
{1, 2, 3Yden {3, 5, 7, 8, 9}a bir fonksiyondur. Ote yandan
(4) <{1,2,3},{<1,3>,<2,75},{2,3,5, 7}>

{1, 2, 3)den {2, 3, 5, 7}'ye bir kismi fonksiyondur.

f bire-bir fonksiyon ise f: K — L'ye de bire-bir denir. Ardal(f) = L ise
f: K»L'nin K’dan L dstiine fonksiyon oldugu soylenir. Eger f bire-bir olup
Ardal(f) = L olursa f: K— L'ye tamesleme denir.

Ornegin

(5) <{1, 2, 3}, (<1, 2>, <2, 3>, <3, 5>}, {2, 3, 4, 5}>
{1, 2, 3Yden {2, 3, 4, 5} e bire-bir bir fonksiyondur.
6) <{1, 2,3}, {<1, 2>, <2, 3>, <3, 2>}, {2, 3}>

{1, 2, 3)den {2, 3}in ustine bir fonksiyondur.

(7) <1, 2,3}, {<1, 2>, <2, 35, <3, 55}, {2, 3, 5}>
{-1, 2, 3Yden {2, 3, 5}'e bir tameslemedir.

f bir fonksiyon ve Kj,...,K,, 6bekler oldugunda, Onal(f) < K;X...XK,, ise
f'ye Ky,...,K,, 6bekleri lizerinde bir n-li fonksiyon denir.

Ornek olarak Ky ={1, 2}, K, = {{1}} ve f = {<1, {1}, 5>, <2, {1}, 7>} oldu-
gunda, f fonksiyonu K; ve K, (zerinde bir ikili fonksiyondur. Nitekim
(8) f= {<1I {1 }I 5>I <21 {1 }I 7)} = {<<1I {1 }>I 5>I <<21 {1}>1 7>}I
Onal(f)= {<1, {1}>, <2, {(1}>} = {1, 2} X {{1}} = K; X K,
K bir 6bek ve f bir fonksiyon oldugunda Onal(f) ¢ K" olursa f'ye K (ize-
rinde n-li fonksiyon denir.
Ornek olarak K = {1, 2} ve f

9 {<1,1,1,55,<1,1,2,7>,<1,2,1,7>,<1, 2, 2,55,<2,1,1, 7>
<2,1,2,7><2,2,1,5>,<2,2, 2, 7>}
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oldugunda, f fonksiyonu K Ulzerinde bir li¢lii fonksiyondur.

f fonksiyonu K (izerinde bir n-li fonksiyon olup, Ardal(f) c K olursa, f'nin
K Gzerinde bir n-li islem oldugu soylenir.

Ornek olarak f fonksiyonu

(10) {<x,y, z>: x dogal sayidir A y dogal sayidir A x +y = z}

ile tanimlanirsa f fonksiyonu dogal sayilar kiimesi tizerinde bir ikili islem olur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki bagintilardan hangileri K'dan L'ye bir kismi fonksiyon belirler?
Bu kismi fonksiyonlardan fonksiyon olanlarini belirtiniz.

1. B={<1, 5>, <1, 6>, <2,6>,<2,7>},K={1,2},L={5,6, 7}
2. B={<1,65),K={1,2},L=1{56,7)
3. B=1{«1,6>,<2,75},K={1,2},L={5, 6,7}

. Asagidaki fonksiyonlardan hangilerinin bire-bir fonksiyon, ustine fonksi-

yon veya tamesleme oldugunu bulunuz.

1. f=1{<1, 2> <2, 3>,<3,5),K={1,2,3,4}, L= {2, 3, 5}
2. f={<1,2>,<2,3><3,55,K=1{1,2,3},L=11, 2, 3, 4}
3. f={<1,2> <2, 35<3,5,K={1, 2,3}, L={2, 3, 5}

4. f={<1,2><2,3>,<3,3>5},K={1,2,3},L=1{2, 3}
Asagidaki bagintilardan hangiteri {1, {1}} obeginde ikili fonksiyondur?
1. {1, (1}>, <(1}, 1>}

2. {<1,{1}, 55, <1}, 1, 7>

3. {<1,1, 15, <1, {1}, 1>, <{1}, 1, 1>, <{1}, {1}, 1>}

4. {<1,1, 6>, <1, {1}, 8>, <{1}, 1, 6>}

5. {1, 1, 65, <1, {1}, 8>, <{1}, 1, 6>, <{1}, {1}, 6>}
Asagidaki bagintilardan hangileri {1, 2} obeginde ikili islemdir?
1. {<x, y,22:xe (1,2} Aaye (1,2 Ax+y =2}
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2. {<x,y,>:xe{1,2}rnye (1,2} Aze (1,2} Ax+y=2}
3. {<x,y,>:xe{1,2}Aye (1,2} Ax-y=2}
4, {(<x,y,>:xe {1,2Aaye (1,2} Aze (1,2} Ax-y=12}

14.2.10.3 Ters Fonksiyon ve Fonksiyonlarin Bilesmesi

f bir fonksiyon oldugunda f' de bir fonksiyon ise f' ne f fonksiyonunun
ters fonksiyonu denir. f nin ters fonksiyonu ' bigiminde gosterilir. f gibi bir
fonksiyonun ters fonksiyon olmastnin gerekli ve yeterli kosulu f nin bire-bir
fonksiyon olmasidir.

Ornegin bire-bir olan
(1) {<1, 2>, <2, 3>, <3, 55}
fonksiyonunun ters fonksiyonu
(2) <2, 1>, <3, 2>, <5, 3>
dur.
(3) f bire-bir fonksiyon olup a € Onal(f) olursa, f'f(a) = a olur.
(4) f bire-bir fonksiyon ve b e Ard(folursa, f(f-! b) = b olur.
f ve g fonksiyonlar olup Onal(g) = Ardal(f) olursa, f/g bagint biles-

mesi bir fonksiyon olur. f/g’nin tanim alani Onal(f), deger alani da
Ard(g)’dir. f/g fonksiyonuna f ile g’nin fonksiyon bilesmesi denir ve
gof bigiminde gosterilir.
(5) Vx[x e Onal(f) = (gof)x = g(f(x))]
Bu nedenle f/g fonksiyonunu gof biciminde dile getiriyoruz. “o”, ikili islern
isareti olup fonksiyon bilesmesi iglemini dile getirir.
Ornek olarak f= {<1, 2>, <2, 3>, <3, 1>} ve g = {1, 5>, <2, 6>, <3, 7>}
oldugunda, Ardal(f) = Onal(g) olur. Dolayisiyla gof fonksiyonu vardir.
(6) gof ={<1, 6>, <2, 7>, <3, 5>}

ikinci ornek olarak
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(7) f={<1,1,15,<1,2,1>,<2,1, 2>, <2, 2, 1>}
(8) g={<1, 5> <2, 7>}
fonksiyonlarini ele alahm. Goruldugu gibi
(9) Ardal(f) = Onal(g) = {1, 2}
Buna gore
(10) gof = {<1, 1, 5>, <1, 2, 5>, <2, 1, 7>, <2, 2, 5>}

olur.

ALISTIRMALAR

I.  Asagidaki fonksiyonlarin ters fonksiyonu olanlan belirtiniz ve ters fonksi-
yonu bulunuz.

1. {1, 2>, <2, 15}
2. {1, 2>, <2, 3>, <3, 45}
3. {<x, y>xe{1,2,3}aye{l,2,3)ay=x?

Il. Asagidaki fonksiyon ciftlerinin fonksiyon bilesmesi olanlarini belirtiniz ve
fonksiyon bilesmesini bulunuz.

1. {<1, 2>, <2, 1>}, {<1, 2>}

2. {<x, y>: x dogal sayidir A y dogal sayidir A y2 = x}, {<x, y>: x dogal
sayidir A x =y}

3. x,y,>:xe{1,2,3}Aaye{1,2,3}Aze (1,2, 3} Ax+y=12},
{<2, 5>, <3, 7>}

14.2.10.4 Imge Fonksiyonu

f, K'dan L'ye bir fonksiyon oldugunda, GK’dan Gl'ye olan f'nin imge
fonksiyonu f” s6yle tanimlanir.

M ¢ K oldugunda, f* M = Ard (f TM) = {y: 3x [x € M A f(x) = y]}
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"M yerine f(M) de yazilir. Ornek olarak

(N f={<1,2 3> <2,1, 1>}, K=({1,2><2, 15}, L={1, 2, 3}
oldugunda

2 t"@=0

(3) f{<1, 2>} = {3}

4) f'{<1, 2>, <2, 1>} =f"K={1, 3}
elde edilir.

A 10 Yerine Koyma Aksiyomu

f bir fonksiyon, K ¢ Onal(f) ve K bir kiime ise, f”K bir kiime olur.

15. OTOMATIKLESMi$ TEOREM ISPATLAMASI
15.1 KURAM VE TEOREMLER

Her bilim veya bilgi dalinin belli bir dili vardir. Bu dilin mantik degismez-
leri chgindaki degismezlerine dilin 6zel degismezleri denir. Ozel degismezler
bilgi dalinin ele aldigi 6zel konuya iliskin degismezlerdir. Ornegin matema-
tik dilinin 6zel degismezleri arasinda “0”, “1”, “2” gibi say! adlan, “+"” “.”
gibi islem isaretleri, “<”, “>" gibi yuklemler, kimya dilinin 6zel degismezleri
arastnda “H”, “C”, “O” ... gibi element adlan bulunur.

Belli bir mantik sistemine dayanan dillerin mantik degismezleri ve degis-
kenleri ortaktir; yalniz 6zel degismezler dilden dile degisir. Boylece S gibi bir
mantik sistemine dayanan diller 6zel degismezleri ile birbirinden ayrihir.

Belli bir mantik sistemine dayanan bir dile ait bir nerme veya ¢ikarim o
dili belirler. Bu dil, 6nerme veya ¢ikarimda gegen 6zel degismezlerin belirle-
digi dildir.

Ornek olarak niceleme mantigina dayanan bir dile ait olan

(1) Vx[(Fx A~ Gx) — Hx], Fa, Ga .. Ha

cikaniminin belirledigi dili bulalim. Imdi niceleme mantigina dayanan bir di-
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lin 6zel degismezleri mantik degismezleri digindaki degiskenler olduguna
gore ylklemler ile adlardan olusur. Buna gore (1) ¢ikanminin belirledigi ni-
celeme mantigina dayanan dil

2 “F", "G", “H", “a”
ozel degigmezlerinin belirledigi daldir. “F”, “G”, “H”, “a” Ozel dedismezler
oldugundan temsilci harfler olmayip, belli bir anlami olan sézciiklerin kisalt-
masidir. Ornegin F “disiinen”, G “canli”, H “8limli” ve a “Aristo” anlami-
na gelebilir. Buna gore “F”, “G”, “H” yiklem temsilcileri degil diipediiz yik-
lemlerdir. Ayni bicimde “a” bir ad temsilcisi dedil dipediz bir addur.

Imdi matematik, fizik gibi gelismig bilgi dallarinda dogru olan veya dog-
ru sayilan onermeler ile bu onermelerin mantikca icerdigi onermelerin ti-
muine bir kuram (teori) denir. Genellikle kurama ait bazi 6nermeler segilip
bunlara aksivom denir. Aksiyomlarin dilin manti§i geredi kuramin bitin
onermelerini icermesi beklenir. Kuramin biitiin 6nermelerini iceren aksiyom-
lar kimesine eksiksiz aksiyom kumesi denir.

B) Ay A, oy A E A

onermesi her mantik sisteminde gecerlidir. Dolayisiyla her aksiyom kiimesi
kendi 0gelerini (yani tek tek aksiyomlari) icerir. Aksiyom kimesinin eksiksiz
olmasindan baska tutarli ve bagimsiz olmasi beklenir.

(4) (A o A, AL

gibi bir onermeler kimesinin bagimsiz olmasi, bu kiimenin hi¢cbir ogesinin
geri kalan ogeler tarafindan icerilmemesi demektir. Yani (4)'Gn bagimsiz ol-
masi 1 ile n arasindaki her i sayis icin

(5) (A Aty Ay s A

i+17

kiimesinin A; 6nermesini icermemesi demektir. n = 2 6zel durumunda
(6) {A B}

kimesinin bagimsiz olmas)1 A'nin B’yi ve B’nin A'y1 icermemesi demektir.

Aksiyom kumesinin mantik¢a icerdigi her onermeye bir teorem denir.
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Her aksiyom kimesi kendi odgelerini icerdiginden dolayr aksiyomlar
teorem sayllmalidir. Ancak teoremler sonsuz sayida aksiyomlar ise sinirh sa-
yidadir. Her aksiyom teorem olmakla birlikte, her teorem aksiyom degildir.

Belli bir mantik sistemine dayanan bir dile ait aksiyomlar kiimesinden tu-
retilebilen teoremlerin istenildiginde bir bilgisayar programiyla dile geti-
rilebilen bir mantik yontemiyle ispatlanmasina otomatiklesmis teorem is-
patlamasi denir.

Burada onermeler mantigina, niceleme mantigina ve 6zdeslik mantigina
dayanan dillere ait aksiyom kumelerinden elde edilen teoremlere iligkin oto-
matiklesmis teorem ispatlama yontemlerini inceleyecegiz.

Aksiyomlar kiimesine aksiyom sistemi de denir. Bir aksiyom sistemi eksik-
siz ise, aksiyom sisteminden elde edilebilen butun teoremlerin kimesine ak-
siyomatik kuram denir. Otomatiklesmis teorem ispatlamasi aksiyomatik ku-
ramlara uygulanir.

K ile bir aksiyomatik kurami, D ile dili ve A ile aksiyom sistemini (yani ak-
siyomlar kiimesini) gosterecediz. Ornek olarak K dnermeler mantigina ait bir
aksiyomatik kuram olsun. Boyle bir kuramin dilinin 6zel degigmezieri (sifirh
yiklemler olan) p, q, r,... gibi onerme harfleridir. Buna gore D dili ve A ak-
siyom sistemi sdyle olsun:

(7) D:p,q,r
8 APrg-—orpq

Bu durumda K kurami <D, A> siralanmug ikilisiyle belirlenir. Her aksiyom bir

1 " "

teorem olduguna gore “(p Aq) — r”, “p”, “q"” birer teoremdir.
Ote yandan
9 A.-r

¢ikarimi onermeler mantiginda gegerlidir. Demek ki A kiimesi r 6nermesini
iceriyor. O halde r onermesi K kuraminin bir teoremidir. Genel olarak her-
hangi bir aksiyomatik kuramin her teoremi, oncdlleri aksiyom sisteminden
olugan gecerli bir ¢tkarimin sonucudur. Boylece bir 6nermenin teorem oldu-
gunu gosterme isi, bir clkarimin gegerliligini denetleme islemine indirgenir.
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Imdi ¢ozimleyici gizelge gibi ¢esitli denetleme yontemleri birer algorit-
ma niteligindedir. Algoritma bir bilgisayar programi ile dile getirilebilen bir
yontem demektir. Bu turlG yontemlere otomatiklesmis yontem diyoruz. Oto-
matiklesmis teorem ispatlamasi, ¢ikarimlarin algoritma ile yani otomatikles-
mis yontemle denetlenmesine dayanur.

lkinci 6rnek olarak niceleme mantigina dayanan K gibi bir kurammn dili-
ni ve aksiyom sistemini belirleyelim.

(10) D:F, G, H, a
(F, G, H birli yuklemlerdir.)
(11) A: Vx[(Fx AGx) — Hx], Fa, Ga

“Ha” onermesinin D ile A'nin belirledigi aksiyomatik kuramin teoremi ol-
dugunu ispatlayalim. Bu amagla

(12) Vx[(Fx A Gx) - Hx], Fa, Ga .. Ha
¢tkariminin gegerli oldugunu ¢ézumleyici ¢izelge ile denetliyoruz.

(13) 1. Vx[(Fx ~ Gx)] = Hx] (B.O.)

Fa (8.0.)
Ga (8.0.)
~Ha (8.0.)
2. (Fa A Ga) —» Ha (1)
(2)
3. ~(Fa A Ga) Ha
X
(3)
~Fa ~Ga
X X

(13) ¢izelgesi kapali oldugundan (12) gegerlidir. Dolayisiyla “Ha” bir
teoremdir.
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ALISTIRMALAR

I. Asagidaki onermelerin verilen aksiyomatik kuramin teoremleri olduklan-
ni ispatlayiniz.

D:p,qgr
A(p-oqg-rpagq
Teoremler

1. (prq)—>r
2. p>(q-or)
3. g-r

4. p

5. ¢

6. 1

Il. Asagidaki onermelerin verilen aksiyomatik kuramin teoremlieri olduklan-
ni ispatlayiniz.

Aksiyomatik kuram:

D: F, G, H (F, G, H birli yiklemlerdir) a, b, ¢
A: Vx [Fx — (Gx v Hx)], Fa, ~Ha, Fb, ~Gb, ~Hc, ~Gc

Teoremler

1. Gav Ha

2. Ga

3. ~Fc

4. Hb

5. ~[(Ga A Hb) - Fc]

Il. Asagidaki onermelerin verilen aksiyomatik kuramin teoremleri olduklari-
ni ispatlayiniz.
D: F G, H, ] (F G, H, ) birli yuklemlerdir), a, b, c
A: Vx (Fx = Gx), Vx [Gx — [Hx A ]x)], Fa, ~Hb, ~Gc¢
1. Ha
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2. -Fc

3. ~Gb

4. Jav Hb

5. ~(Ja > Fc)

15.2 ONERMELER MANTIGINDA OTOMATIKLESMIS
iISPATLAMA

15.2.1 Te-tikli Yasal Bicime ve Te-tiimlii Yasal Bicime Dondstirme

Onermeler mantigina dayanan kuramlarin teoremlerinin otomatiklesmis
ispatlamasinin bir bi¢imi ¢ozlimleyici gizelge ile denetleme yontemidir. An-
cak en yaygin olarak kullanilan otomatiklesmis ispatlama ¢6ziliim yontemi
denilen bir ydntemdir. Bu yontem ise genellikle ispatlanan onermenin degil-
lemesinin ¢evrilmesini gerektirir. Ay‘ye donlstirme islemi de bir algoritma-
ya dayanan otomatiklegsmis bir islemdir. Simdi bu iglemi inceleyelim.

Cozilim yonteminde Ay’lerin ana bilesenlerinin cok onemli islevi vardir.
Bu nedenle temel onermelerin tikel evetlemesi olan bu tirli onermelere ozel
bir ad verip te-tik diyoruz. Ote yandan temel 6nermelerin tiimel-evetiemesi
niteleginde olan vy’lerin ana bilesenlerine te-tim diyoruz. Buna gore Ay’ye
tek-tik'li yasal bigcim, vy'ye ise te-tum’lii yasal bicim diyecegiz.

Simdi herhangi bir 6nermeyi tek-tik'li yasal bicime ve te-tim’lii yasal bi-
¢ime ceviren algoritmay! gosterecegiz.

Bu amacgla

(M Ayv.evA ,n20
bicimindeki n bilesenli tikel-evetlemeyi

2 [AAl

biciminde gosteriyoruz. n bilegenli tikel-evetlemenin n 2 0 igin tanimland-
g1 kabul ediyoruz. n = 1 oldugunda (2) onermesi A; 6nermesine indirge-
nir. n = 0 durumunda ise (2) 6nermesinin hep yanls olan “1” énermesine
indirgendigini gosterelim. (2)’nin dogru olmasinin gerekli ve yeterli kogulu
sOyledir.
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(3) [Ay,...A ] dogrudur, ancak ve ancak 3A; (A; € {Aq,..., A} A A dog-
rudur)

O halde n = 0 durumunda (3),
(4) [ ]dogrudur, ancak ve ancak 3A, (A; € { } A A, dogrudur)

elde edilir. Oysa “A; e { }” onermesi yanhs oldugundan JA; (Aj e { } A A
dogrudur)” 6nermesi de yanhstir. O halde “[ ] dogrudur” dnermesi de yan-
hstir. Dolayisiyla

¢ [1=1
dogrudur. O halde “[ ]” min “L"” 6nermesine indirgendigini goruyoruz.
Ote yandan
(6) A A.AA,,N20
bicimindeki n bilegenli timel-evetlemeyi
(7) <Ay A

biciminde gosteriyoruz. (7) 6nermesi n = 1 ise A; onermesine, n = 0 ise T
onermesine indirgenir. Nitekim

(8) <A;,...,A,>dogrudur, ancak ve ancak VA[A, € {A,,... A} = A dog-
rudur]

Oysa n = o durumunda (8),

(9) <A,,...,A,>dogrudur, ancak ve ancak VA; [A;e { } = A, dogrudur]
bicimini alir. Oysa “A, e { }"” yanlg oldugundan “VA, [A €{ } — A, dogru-
dur]” onermesi dogrudur. Dolayistyla

(10) < >=T
dogrudur.

Herhangi bir onermeyi te-tik’li veya te-tim’lu yasal bi¢ime donugtirme
algoritmasinda kullanilan, onermeler mantigi dilinde p, g, r,... gibi énerme
harfleri ve “T”, “L”, “~", "A”, "v", ">" 6nerme eklemleri bulunur, “<»" kar-
silikli-kogul eklemi
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(M) AoB=(A—>B)A(B—oA)

piciminde tanimlanir. Dolayisiyla i¢inde “<” nin gectigi bir onermeden
“«5" eklemi (11) tanimina dayanarak elenmelidir. T ve L'yi de temel oner-
me saylyoruz.

Te-tik'li yasal bicimine donugtirme algoritmasi agagidaki cizelgelerle be-
lirenen o ve B tirinden dnermelere islem uygulamaya dayanir.

o o 0y B B, B,
AnB A B AvB A B
~(AB) | ~A  ~B  ~(AsB) | ~A -B

~(AsB) | A B ASB | -A B

Imdi A (icinde “<” eklemi gegmeyen) bir 6nerme olsun. <[A]> 6nerme-
siyle baglayan ve alt alta yazilan satirlardan olugan bir ¢izelge kurulur. Her sa-
tiriln onerme sira numarasi yazilir. Boylece <[A]> satirinin oniine “1” isareti
konulur. n. satinn

n. <., [.... B, ...], ...>

biciminde oldugunu kabul edelim. Eger n. satirda temel 6nerme olmayan B
gibi bir 6nerme gegmiyorsa, n. satir te-tik’li yasal bicim olup islem tamam-
lanmig olur. O halde B’nin temel dnerme olmadigint kabul edelim. O zaman
B onermesi ya ~T, ~L, ~~C, ya da o veya B bicimindedir. ~T, L'ye; ~L, T'ye;
ve ~~C’de C'ye indirgenir. Eger B 6nermesi B tirinden ise, B yerine B, B,
dizisini koyariz. Eger B 6nermesi a tiirinden ise, [..., B, ...] yerine

[..., By ) [on By o]
dizisi konulur.

Ornegin

(12) (P A Q) & (q AN

onermesini algoritma ile te-tik’li yasal bicime donugturelim. Bu amagla “<”
eklemini (11) tamimu geregi eliyoruz. Boylece (12)
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(3 [(prq)=@anNlaligan —>(pAQq)

ya indirgeniyor. Buna gore algoritmayi kullanarak asagidaki satirlar situnun
elde ederiz. 1. satirin.éniine “(B.0.)" isaretini koyariz.

A4 1.<(PArd>@AMA@rn) > (pag)l>BO.)
2.<[(pra)=(@anl@rnN—>({pErq]Q,
3.<[~(prq) (@anL (qan > (P Ag]>(2 B)
4.<[~p,~q, (ANl (qan) = (A>3 B
5. <[~p, ~q,a], [-p, ~a, 1}, [(@ A1) > (pAa)]>(4 0)
6. <[~p, ~q, al. [~p, ~q, I, [~(q A 1), (p A Q)]> (5, B)
7.<[~p, ~q, q], [~p, ~q, r], [~q, ~1, (p A Q)]> (6, B)

8. <[~p, ~q, ql. [~p, ~q, 1], [~q, ~1, p] [~q, ~1, q]> (7, @)

1. satiin ardina B.O. yazdi§imiz gibi, sonraki satirlarin ardina kaynak numa-
rasi olarak turetildigi satinn sira numarasi ve kullanilan kural (o veya ) ya-
zilmustir. 8. satirda elde edilen sonug onermesi te-tik olan ¢ok bilesenli bir tii-
mel-evetlemedir. Ancak 8. satirda birinci ile dordunci ana bilesende “~q” ile
“q" temel énermeleri bir arada gegiyor. Oysa «YB’lerde bu turli ana bile-
senler yoktur. Nitekim bir AvB’‘nin ayni ana bileseninde ayni temel onerme
tekrarli olarak geciyorsa birden ¢ok gecisleri bir tek gegise indirgenir. Bir te-
mel onerme ile degillemesi ayni ana bilesende gegiyorsa, bu ana bilesen
T'ye indirgenir. T ise bir AYB ana bileseni olarak elenir. Te-tik’li yasal bigim-
lerde ise aynI temel onermenin tekrarlandigi veya temel onerme ile dedgille-
mesinin gegtigi ana bilegenlerin varligini kabul ediyoruz. Ayni durumu te-
tumlu yasal bigimler icin de kabul ediyoruz.

A gibi herhangi bir 6nermeyi te-timli yasal bicime dondstiren algorit-
ma, [<A>] bi¢imindeki satirla baglayan satirlar situnundan olusan bir ¢izel-
geye dayanir. Bu gizelgenin n. satirinin

n. [... <., B, ..> ...]

biciminde oldugunu kabul edelim. Eger n. satirda temel 6nerme olmayan B
gibi bir onerme ge¢miyorsa, n. satir te-tumlu yasal bi¢im olup islem tamam-
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lanmig olur. O halde B’nin temel 6nerme olmadigini kabul edelim. O zaman
B onermesi ya ~T, ~1, ~~C, ya da o veya B bigcimindedir. ~T, L'ye; ~L, T'ye;
~~C’de C'ye indirgenir. Eger B onermesi o turlinden ise, B yerine «;, o, di-
zisini koyariz. Eger B dnermesi B tiriinden ise, <..., B, ...> yerine

<y By > <, le >
dizisi konulur.

Ornek olarak

(5) p—=>aq)—>r
onermesini te-timli yasal bigime donUstirelim.

(16) 1. [<(p = q) = r>] (B.0.)

2. [<~(p > q), <r>] (1, B)
3. [<p, ~g>, <r>] (2, o)

Son olarak

(17) pv~p
onermesinin te-tumli ve te-tik’li yasal bigimini bulalim.

Te-tikli yasal bicime déndistiirme

1. <[pv~pl> (B.O)

2. <[p, ~-pl> B

Te-tumlu yasal bicime dontstirme

1. [xpv~p>] (B.O)

2. [<p> <~p>] (1, B)

T ile L onermelerini, p, q, T, ..., ~p, ~q, ~I, ... Onermelerine ek olarak te-
mel onerme saylyoruz. Ancak ~T ile ~L temel dnerme degildir. Nitekim te-
mel onerme ¢ozimlenemez veya indirgenemez dnerme demektir. Oysa ~T
onermesi L'ye, ~L onermesi T’ye indirgenir. Buna gore

(18) pvTvlivq

bir te-tik,
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09 paTALlAq

de bir te-timddr. Buna karsilik

(200 pvTv~Lvq

bir te-tik degildir.

1) paTAa~LAq

da bir te-tum degildir.

Dikkat edilirse L ile esdeger olan [ ] onermesi bir te-tik (sifir bilesenli te.
tik)dir. Buna bos te-tik denir. < > onermesine de bos te-tum denir. Bos te-
tum T ile esdegerdir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki onermeleri te-tik’li yasal bigcime ve te-tumli yasal bicime do-
nusturunuz.

1. pa~p

2. p>(@->n

3. [(pPoa)—orl-lprg) —r]

4. [prg)—or—=lPp—o0q)—r]

5. [p->@-0-=lP->9 (-0l

15.2.2 Onermeler Mantiginda Cozillim Yontemi

15.2.2.1 Dolayh Céziilim Ispati

Onermeler mantiginda ¢zilim yontemi 6nermeler mantigi diline ait
herhangi bir gecerli 6nermenin (yani totoloji'nin) degillemesinden oninde
sonunda bog te-tikin elde edilmesini saglayan otomatiklegmis bir yontemdir.
Burada yontemi onceden te-tik'li yasal bicime donustirilmis énermelere
uyguluyoruz. Bu yontemi soyle dile getirebiliriz.

0)
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A ve B iki te-tik oldugunda A'da p ve B’de ~p gibi bir onerme harfi
gegsin. A'dan p’nin butin gegislerini ve B’den ~p’nin butin gegis-



terini kaldirahm. A'da ve B’de geri kalan bitiin temel 6nermelerin
olusturdugu te-tik C olsun. C te-tik’ine A ile B te-tiklerinin p 6ner-
me harfi Uzerine ¢ozulim’l denir.

(i) Aliginde L gegen bir te-tik oldugunda, A'dan L'nin bitln gegisle-
rinin kaldinlmasiyla elde edilen B te-tikine A te-tikinin trival ¢6zu-
liim'G denir.
Ornegin
M [p,aqr]
ile
(2) [“'q, ~T, S]
te-tik’lerini g6z onune alalim. (1)’de g’nun iki gegisi, (2)'de ise ~q'nun bir

gecisi vardir. Bunlan kaldirarak (1)’den [p, r], (2)’den de [~r, s] elde edilir.
Bunlart da bir araya getirirsek

(3) [P/ r, ~f, S]

te-tik'ini elde ederiz. (3), (1) ile (2) te-tik’lerinin g 6nerme harfi Gzerine ¢o-
zilumudiir. Ote yandan

4 [LpaqdlrT]
te-tik'inde L'nin iki gegisi vardir. Bunlari kaldirarak
) [parT
te-tik’i elde edilir. (5), (4) te-tik'inin trival ¢ozulumudur.

Cozulim veya trival ¢6zilimun elde edilmesi icin izin veren kurala ¢o-
zGluim kurali denir. Buna gore ¢ozilim kuralini soyle dile getirebiliriz.

(i) Cte-tik’i Aile B te-tik’lerinin p onerme harfi Uzerine bir ¢ozdlim ise
C, Aile B’den turetilebilir.

(i) C te-tik’i A te-tik’inin trival ¢6zilimi ise, C, A'dan turetilebilir.
Cozulim kuralinin gegerliligi asagidaki ¢ikarimin gecerliligi ile denetlenir.

(6) AvB, ~AvC .. BvC
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(6) cikariminin gegerli oldugunu ¢ézimleyici gizelge ile gosteriyoruz.
(7) 2. AvB (B.0.)
3. ~AVC (8.0.)
1. ~(BvC) (B.O.)

) 1
o

2
A B
SN
~A C
X X

Gozilim kuralina dayanarak 6nermeler mantigi diline ait herhangi bir
gegerli onermenin (totolojinin) gecerli oldugu asagida belirtildigi bicimde
denetlenir. BOyle bir denetlemeye ¢éziiltim ispatlamas: denir.

A, onermeler mantigi diline ait bir 6nerme ve <B,,...,B,>, ~A onermesi-
nin te-tikli yasal bi¢imi oldugunda, A'nin gecerli olmasinin gerekli ve ye-
terli kosulu, By, ...,B,, te-tiklerine ¢6ziluim kuralinin sonlu sayida uygulan-
mas! sonucunda bog te-tikin, yani [ ]J'in turetilebilmesidir. Bu islemi dile
getiren gizelgeye ¢oziiliim ¢izelgesi denir. CozUulim ¢izelgesinde [ ] bu-
lunursa cizelgeye kapall denir. Kapal ¢ozilim ¢izelgesi, verilen A oner-
mesinin bir ¢ozilum ispatidir.

O halde bir 6nermenin gegerli olmasinin gerekli ve yeterli kosulu, bu
onermenin degillemesinin te-tikli yasal bigiminin kapali ¢6zulim ¢izelgesi ol-
mas! yani dolayl ¢oziiliim ispati olmasidir. Ornek olarak gegerli olan

@ Prq-op
onermesinin ¢6zuluim ispatini yapalim. Once (8)'in degillemesini te-tik’li ya-
sal bicime dondstirelim.

9) 1.<[~(prq) - Pl (8.0.)
2. <[pAq] [~p]> (1, &)
3. <[p], [a], [~p]> (2, &)
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Buna gore (8)'in te-tik’li yasal bigcimi
(10) <Ip], [al, [~p]>
O halde (8) onermesinin ¢6zilim ispati ise soyledir.
(11) 1. [p] (B.0.)
2.[q] (B.0.)
3. [~p] (B.O.)
401 (1,30

(11) cizelgesi, (8) dnermesinin dedillemesinin ¢6zilim ¢izelgesidir. Ispat-
lanan onermenin degillemesinin te-tik’li yasal bigciminin ana bilesenleri olan
te-tik’ler (11)in baslangic 6nermeleri’dir. Bunlarin ardina “(B.0.)" isaretini
koyuyoruz. Her satinn énine sira numarasini yaziyoruz. Baslangi¢ 6nermesi
olmayan satirlarin ardina turetildikleri satirlann stra numaralann yaztyoruz.
Ayrica ¢ozulim kuralina dayanarak turetildiklerini belirtmek amaciyla “C”
isaretini koyuyoruz.

lkinci ornek olarak gegerli olan
(12) po> (AT

onermesinin ¢6zulum ispatini yapallm. Bu amacla (12)'nin degillemesini
once te-tik’li yasal bigcime donugturiyoruz.

(13) 1. <[~((p = (P A THI> (B.O))
2.<[p), [~(pAD)}> (1, @)
3.<[p), [~p, -T}> (2, B)
4.<[p), [~p, 1]> @3, -T)
Buna gore (12)'nin degillemesinin yasal bicimi
(14) <[p}, [~p, 1]>

olur. Dikkat edilirse (13) ¢izelgesinin 4. satinnin dayandig kural belitmek
icin “~T" isaretini koyduk. Imdi (14) elde edildikten sonra asagidaki ¢ozulim
ispati gizelgesi kurulur.
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(15) 1. [p] (B.0.)
2.[~p, 1] (B.0)
3. [~p] 2, ©)
4.1 ] (1,3,0

3. adimda 2. satirdaki te-tikin trivial ¢o6zilim{ni elde ettik. 4. adimda ise 2.
ve 3. satirdaki te-tiklerin ¢ozimi olan bos te-tiki elde ettik. Bos te-tik elde
edildiginden dolay: (12)'nin ispati tamamlanmis oldu.

ALISTIRMALAR

Asa@idaki gecerli onermelerin (yani totolojilerin) ¢6zulim ispatim
yapiniz.

1. pv-p

~(p A ~p)

PATYV(pAT)

q-(p—0)

~(pAqg)© (~pVv~Qq)
[pPo>@vnlelp—oa) AP -]
[(pra)>rle(p—>nv(q—n)]
((pva) —rle[(p—>r)alq-n)]
(poq)orl~>[prg—>r]

© P 0 N & v o »> w N

—_

fp=@-nNlelip=9 ->PE-r)

15.2.2.2 Coziimlemeli Cozilim Ispati

Onermeler mantiginda gegerli olan bir 6nermenin degillemesinin énce-
den te-tik’li yasal bicime donugtirulmesini gerektirmeyen bir ¢ozulim ispa-
t1 yontemi gelistirilmistir. Buna ¢6ziimlemeli ¢6ziiltim ispat! diyoruz. Bu yon-
teme gore A gibi gecerli bir 6nermeyi ispatlamak icin baglangic 6nermesi
[~A] olan yeni tlrden bir ¢ozulim cizelgesi kurulur. Bu cizelgeye ¢6zimle-
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meli ¢ozilim cizelgesi diyoruz. Bu cizelge bir yandan ¢ozimleme kurallar
oblr yandan ¢6zilim kurallarina dayanarak kurulur. Céziimleme kurallar:

sOyledir.
o ¢ozuimleme kurali:
n. [..., o, ...]
[ O, -]
o 0ty |
B ¢oztimleme kurali:
n. [..., B, ...]

(... By, By -1 (0, B)

o ¢ozimleme kural geregi, cizelgenin n. satiri [..., o, ...] bigiminde bir tikel
evetleme ise, [..., oy, ...] ile [..., a,, ...] bigiminde iki yeni satir ¢izelgeye ek-
lenir. Kaynak numarasi olarak da “(n, )" isaretini koyuyoruz. B ¢6zimleme
kurali geregi ise n. satir [..., B, ...] bigiminde ise [..., B;, B,, ...] biciminde ye-
ni bir satir elde edilir. Ornegin o ¢dziimleme kurali geregi

1) 1.[p, ~(p - 9), ~q]
dnermesinden

(2) 2. [p: pl ~q]

(1, o)
3. [p, ~q, ~d]

elde edilir.

(3) 1.[p, qvr, ~q]
dan ise

4 2.[p,qr~q)(1,B)
elde edilir.

Coziliim Kural

(i) A, ile A, cok bilesenli tikel evetlemeler oldugunda A,’in bir ana bi-
leseni B, A,'nin bir ana bilesenide ~B olsun. A,’den B ana bilegeni-
nin butdn gegislerini, A,’den de ~B ana bilegeninin bitun gegisle-
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(i)

(i

(it')

rini kaldirahlm. A, ve A,’de geri kalan ana bilegenlerinin bir araya
gelmesinden olusan ¢ok bilegenli tikel evetleme C olsun. C'ye A, ile
A,'nin B uzerine ¢6zilum'u denir.

A, ana bilegenlerinden biri L olan ¢ok-bilesenli bir tikel-evetlemesi
olsun. A'dan L ana bilegeninin butin gegislerinin kaldirimasiyla
elde edilen onerme C olsun. C’'ye A'nin trivial ¢o6zilim’i denir.

A, ile A, ¢ok bilesenli-tikel-evetlemelerinden A, ile A,'nin B (izerine
¢Ozulimu turetilebilir.

A c¢ok bilesenli tikel evetlemesinden A'nin trivial ¢ozulimdi
turetitebilir.

Ornek olarak

©))
ile

(6)

[p, gq—r, ~q]

[~@->n~@q->n pa-~l

onermelerinden ¢ozilim kurallar geregi

?)

[p, ~q, p A ~1]

onermesi tiretilebilir. Nitekim (7) onermesi (5) ile (6)'min g — r 6nermesi
uzerine ¢ozulimidiir. Ote yandan

(8)

[p; "q; ll p -1, 'LI T]

onermesinden ¢ozulum kurah geregi

9)

[p, ~q/ p T, T]

onermesi turetilebilir. Nitekim (9), (8)'in trivial ¢6zilimuddr.

Ornek olarak gegerli olan

(10) (prq@)—>p

onermesinin ¢ézumlemeli ¢ozGlim ispatini yapalim.

144



(1) 1.[~((pAq) > p)] (B.O)
2.[pnrd] a1, o)
3. [~p]
4,
[p] 2, o
5.[q]

6.[](3,4C)

(11) kapali bir ¢gdzimlemeli ¢dzullim ¢izelgesidir. (11)’in baglangi¢ oner-
mesi de (10) onermesinin degillemesidir. O halde (10) 6nermesi gegerlidir.

Karmagik bir érnek olarak gecerli olan

A2 (pra)v (=) >(Pv—=9)a@v(r—9)
onermesinin ¢6zimlemeli ¢6zullim ispatini yapahm.

(13) 1. [-(((prg) v (r-8))>({(pv(ros) A (Q v (r =s)))] (8.0.)
MpArgv(r—-s)] a, o
PV 29 A@v T o))
[prgr—s]2B)

Ap r—o sj (4, 0)

(g, r—7s]

A~pv(r—98), ~(qv (-G B)
A=p, (@@ v (r = 9))] (7, o)

9. [~(r—>s), ~(qv(r- s))ll

10. [~p, ~q] :I (8, o)

11. [~p, ~(r = 9)]

12.[~(r - 5), ~q] ] 9, a)

13. [~(r —>s), ~(r - 5)]

14.[p, ~q] (5,12, Q)

15. ["Q; "Q] (‘I 01 141 C)
16.[r > s] (6,15, O

17.0 113,16, Q)

0 N O L AW N
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(13) cizelgesi kapali oldugundan (12) onermesi gegerlidir.

Genel olarak K, aksiyom sistemi A olan bir kuram oldugunda, B gibi bir
teoremi ispatlamak icin

(14 A B
veya A,, ..., A, € A olmak uzere
(15) Ay, .., A, . B

biciminde bir ¢ikarimin gegerliligini denetlemek gerekir. Bu amacla (15)'in
gegersiz kilict kimesi olan

(16) A;, ..., A, ~B

kimesinin tutarhligini denetlemeliyiz. Bu amagla baglangig onermeleri A,,
..., A, ~B olan bir ¢6ziimleyici ¢6zllim cizelgesi konulur. (16)'nin tutarsiz
olmasinin gerekli ve yeterli kosulu, bu ¢izelgenin kapali olmasidir.

Ornegin
7)) p-o>qq-oropor

¢ikanminin gegerli oldugunu s6zu gegen yontemle ispatlayalim. Bu amagla
asagidaki ¢cozimleyici ¢6zilim ¢izelgesini kuruyoruz.

(18) 1.[p > q] (8.0)

2.[q->r (8.0)
3. [-(p —» ] (B.O.)
4.[~p,al (1, B)
50a1 @B

6. [pil 3, o

7. [~1]

8. [q] (4,6, ¢)
9. [~q] (5.7,©)
10.[ ] (8,9, 0
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Dikkat edilirse baglangic onermelerini koseli parantez igine aldik. Boylece
baslangi¢ onermelerinin te-tik olmasini sagladik.

ALISTIRMALAR

§ 15.2.2.1'in sonundaki aligtirmalanin konusu olan gegerli onermelerin
¢ozimlemeli ¢6ziilim ispatini yapiniz.

15.3 NICELE MANTIGINDA OTOMATIKLESMIS ISPATLAMA
15.3.1 Preneks Yasal Bicime Doniistiirme

Niceleme mantigi diline ait gegerli bir dnermenin gecgerliligini otomatik-
lesmig ispatlama yontemiyle denetlemek icin verilen 6nermenin degillemesi-
ni “preneks yasal bicim” denilen bir bicime donugtirmek gerekir.

N, V veya 3; A'da herhangi bir tamdeyim oldugunda;
(1) Ny xq ... N, x, (A)
tamdeyimine preneks yasal bicim denir.
N;x; ... N, x,'e 6nek, A tamdeyimine de etki alani denir.
Ornegin
(2) Vx3y3z (Fxy — ~Cyzw)
agik tamdeyim olan bir preneks yasal bi¢im,
(3) Vx3Jydzvw (Fxy — ~Cyzw)

ise kapali tamdeyim olan bir preneks yasal bicimdir. Dikkat edilirse (1) veya
(2)'de parantezler kaldirilirsa, dnerme preneks normal bi¢im olmaz.

Niceleme mantigi diline ait olup icinde en az bir niceleyici gegen her
tamdeyim bir preneks yasal bicim ile esdegerdir.

Verilen bir tamdeyimi preneks yasal bi¢cime donustiirmek igin her nice-
leyicinin farkh bir degiskene bagh olmasini saglayacak bicimde bag
degisken degistirmesi yapilir. Boyle bir tamdeyime de ayrik bagl degiskenli
tamdeyim denir.
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Ornegin

(4) Vx(Fx —» Gx) — (VxFx — VxGx)
onermesini bagli degisken degistirmesi yoluyla

(5)  Vxy(Fx; = Gxq) = (VX,Fx, — Vx3Gx3)

ayrik bagh degiskenli tamdeyime donusturebiliriz. Bagh degisken degistir-
mesi yalniz bagl degiskenlere uygulanabilir. Bagsiz degiskenler ise aynen ka-
br.

Ayrik bagh degiskenli bir tamdeyimi preneks yasal bicime donistirmek
icin once “«” eklemini tanimi geregi eleriz. Sonra “—” eklemini

(6) A— B=-~AvB
ve
(7) ~(A—>B)=An-~B

esdegerlikleri geregi eleriz. Eilde edilen tamdeyimde gecen “~” degilleme
isaretini, niceleme degilleme kurallan ve De Morgan yasalari geregi, yalniz
atomsal tamdeyimlere uygulanacak bicimde iceriye dogru iteriz. Bu turll
tamdeyimlere, indirgenmis tamdeyim denir.

Ornegin
(8) ~VxFx - ~(IxVy~Gxy v ~VzFz)
tamdeyimini indirgenmis bigcime donusturelim.

(9) 1. VxFx v ~(IxVy ~Cxy v ~VzFz)

2. VxFx v (~3xVy~Gxy A VzFz)

3. VxFx v (Vx3yGxy A VzFz)
Goruldugu gibi (8)'in indirgenmis bigimi
(10) VxFx v (Vx3yGxy A VzFz)

énermesidir. $imdi (10) 6nermesini preneks yasal bigime donugtirelim. Bu
amagla (10)'u ayrik bagh degiskenli bir onermeye gevirelim.
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Boylece

gnermesini elde ederiz. (11)'de her bagh degiskenin altina 1, 2, ... gibi bir
say! koyduk.

Imdi (11) gibi aynk bagh degiskenli bir tamdeyimi preneks yasal bicime
donusturmek igin

(12) p A VxA(Xx) = Vx(p A A(x))

(13) p A IxA(x) = Ix(p A A(x))

(14) p v VxA(x) = Vx(p v A(x))

(15) p v IxA(x) = Ix(p v A(x))
esdegerlikleri kullanilir. Bu esdegerliklere dayanarak indirgenmis bicimde ve
bagh degiskenleri aynk olan bir tamdeyimde gegen bitun niceleyiciler ayni
sirada tamdeyimin dniine alinabilir. Boylece tamdeyim preneks yasal bicime
cevrilmis olur. Ornegin (11) tamdeyiminden
preneks yasal bi¢imi elde edilir.

lkinci 6rnek olarak

(17) IxVy~Fxyv & AzGz
tamdeyimini preneks yasal bicime donistiirelim. Once (17)'yi indirgenmis
bicime cevirelim.

1. IxVy~Fxyv & VzGz

2. (IxVy~Fxyv A VzGz) v (~3IxVy~Fxyv A ~VzGz)

3. @AxVy~Fxyv A VzGz) v (VxIyFxyv A 3z~Cz)
Sonra da indirgenmis bicimdeki tam deyimi, bagh degiskenleri ayrik olan bir
tamdeyime cevirelim.

4. (IxVy,~Fxqy4v A VZ,GZ,) v (VX,3y,Fx,y,v A J2,~Cz,)

3imdi de biitiin niceleyicileri siralarini bozmadan 6ne alahm. Boylece asag-
daki preneks yasal bigim elde edilir.

5. 3% Vy V2, Vx,3y,32,[(-Fx v A GZ¢) v (Fxoy,v A ~Gzy)]
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ALISTIRMALAR

Asagidaki tamdeyimleri preneks yasal bicime dondistirinGz.
1. (@xFx A ¥xGx) — ~VxGx

2. Fxy v ((3xGx — VyFyx) — Vy3zFzyx)

3. ~Vx[Fx — Jy(Gy A Hyx)] v 3y(Gy A Vx(Fx — Hyx))

4. VxVy(3Jz(Fxz A Fyz)) — 3vGxyv

5. VxVy(3zFxyz A (3uGxu — 3vGyv))

15.3.2 Skolem Yasal Bicimine Doniistiirme

Preneks yasal bigcimdeki bir tamdeyimin etki alani niceleyiciden yoksun
bir tamdeyimdir. Bu tamdeyim Ft,...t, (n > 0) bi¢imindeki atomsal onerme-
lerden olugan bir bilesik 6nermedir. Dolayisiyla etki alanini AYB’ye donustu-
rebiliriz.

Ornegin

(1) 3x,YZ,3x, Yy, Vy,(Fxqy; v (~Gzy A Hxyy,))
preneks yasal biciminin etki alanini AYB’ye donistirelim.

(2)  3Ix,Vz3x,Vy Yy, ((Fxqyq v Gzq) A (FXqyq v HX,y,))

Imdi (2) gibi etki alani AYB ofan bir preneks yasal bi¢iminin tikel nicele-
yicilerini elemek mimkindur. Bu amagla preneks yasal biciminin en soldaki
tikel niceleyici gegisi kaldinlir ve bu tikel niceleyiciye bagh degiskenin etki
alanindaki gegisleri yerine ya bir ad ya da bir iglem isareti konulur. Eger kal-
dirlan tike! niceleyicinin solunda higbir timel niceleyici ge¢miyorsa bir ad
konulur, eger tam n tane timel niceleyici gegiyorsa bir n-li iglem isareti ile
s6zi gegen timel niceleyicilere bagh olan n tane degisken konulur. Gerek
adin gerekse islem isaretinin yeni olmasi, yani etki alaninda daha once geg-
memesi gerekir. Ayni islem soldan saga dogru her tikel niceleyici igin yapilir.
Boylece bitin tikel niceleyiciler kaldinilmig olur. S6z konusu islem isaretleri-
ne Skolem fonksiyonu semboli denir. Adlar sifirh iglem igareti sayildigindan
s6z konusu adlar da Skolem fonksiyonu sembolii durumundadir. Elde edilen
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yeni preneks yasal bicimine Skolem yasal bicimi denir. Dikkat edilirse Skolem
yasal bicimi bitin niceleyicileri (varsa) tiimel niceleyici olan bir preneks ya-
sal bigimidir.

Ornek olarak (2) preneks yasal bigimini Skolem yasal bicimine gevirelim.
Bu da

bigcimindedir. “3x,” niceleyisini kaldirnp, “x,;"in butin gegisleri yerine a adi-
ni (yani sifirlh Skolem fonksiyon semboliini) koyduk. Sonra “3x," niceleyici-
sini kaldinp “x,”nin bitin gegisleri yerine “fz,” koyduk. “t” birli skolem
fonksiyon sembolidiir. “z,” degiskeni “3Ix,” de 6nce gegen “Vz,” timel ni-
celeyicisine bagh degiskendir.

lkinci drnek olarak

(4)  Vx,Vx,3y,3y, VX332, F(Xq, X3, Y1, Y2r X3, Z1)
onermesini Skolem yasal bigimine cevirelim. Boylece

(5) VX Vx,Vx3F(xy, Xy, TX1X5, gX1X5, X3, hXyX5X3)

elde edilir. (5)'i elde etmek icin “3y,” niceleyicisini kaldirip, “y," yerine
“fx1x," koyduk. Sonra da “3y," yi kaldirip, “y,” yerine “gx;x," koyduk. Ni-
tekim “Jy,” den dnceki timel niceleyiciler “Vx," ile “¥x," dir. Ancak “f” da-

" n

ha dnce gectiginden “g” gibi yeni bir islem isaretini sectik. En sonda “3z,"i
kaldirip “z," yerine “hx;x,x3"” koyduk. Nitekim “Jz,” den once gegen tu-
mel niceleyicilere bagh degiskenler “x,”, “x,”, “x3” dur.

ALISTIRMALAR
l.  Asagidaki preneks yasal bigcimlerini Skolem yasal bigimine donisturiuniz.
1. 3%, VX, ¥y, Vy,3x3((Fxgy; v ~GxoX3y)) A (~Gaxqy, v Hxs))
2. 3Ix,Vy,3z,32,V%,5(p v Fxyx, v Gy,2,2, v Hy,)
3. Ux,3dy,3y,Vx,Vx33z ((Fax,y 2, v Gbx,yy,2¢) A FX3yy,2¢)
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15.3.3 Niceleme Mantigimin Te-tik’li Yasal Bigimleri
Skolem yasal bigimleri genel olarak
(1) Vxq ... Vx, (A)

bigimindedir. Etki alani olan A tamdeyimi bir AYB'dir. Dolayisiyla A; BqA...AB,
bi¢iminde ¢ok bilesenli bir tiimel evetlemedir. O halde (1):

(2) VX1 ven Vxn (B-I /\.../\Bk)
bicimindedir. Oysa (2)
(3) VX1 “ee Vxn (B]) A A Vx1 vee Vxn (Bk)

bigimindedir. B,,...,B, tamdeyimleri temel tamdeyimlerin tikel-evetlemeleri
durumundadir. Ft,...t, ile ~Ft,...t, bicimindeki tamdeyimlere bundan boyle
temel tamdeyim diyecegiz. Dolayisiyla B,,...,B, niceleme mantigina ait te-
tik’lerdir. Buna gore

(4) <By,...B>
tamdeyimi niceleme mantigimn te-tik’li yasal bicimi sayilabilir. Nitekim (4),
By,...B, te-tik’lerinin ¢ok-bilegenli tumel-evetlemesidir. Niceleme
mantiginda otomatiklesmis ispatlamada (4) te-tik’li yasal bicimi (3) oner-
mesinin yerini tutar. (4)’e (3)'Un karsiligr olan te-tik’li yasal bigim diyoruz.
Ornek olarak

(5) Vz;Vy,Vy, ((Fay, v ~Gz;) A (Fay, v H(fz;, y,)))
Skolem yasal biciminin kargth@ olan te-tik’li yasal bicimi bulahm. Bu da

(6) <[Fay,, ~Gz,], [Fay;, H(fzy, y,)]>
dir.

ALISTIRMALAR

§15.3.2'nin sonundaki alistirmalarda istenilen Skolem yasal bigimlerinin
karsiliklan olan te-tik’li yasal bigimleri bulunuz.
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15.3.4 Herbrand Yorumlamalari ve Herbrand Evreni

(i

(i)

(iii)

(v)

A gibi niceleme mantig diline ait bir 6nermenin gegerli olmasinin
gerekli ve yeterli kosulu, ~A 6nermesinin Skolem yasal bi¢iminin tu-
tarsiz olmasidir.

Bir skolem yasal bi¢ciminin tutarsiz olmasinin gerekli ve yeterli kosu-
lu, kargih@i olan te-tik’li yasal bicimin her yorumlamada gerceklene-
mez olmasidir.

Bir te-tik’li yasal bi¢cimin her yorumlamada gergeklenemez oimasi-
nin gerekli ve yeterli kosulu, te-tik’li yasal bicimine “Herbrand yo-
rumlamasi” denilen tiirden yorumlamalar yapildiginda gergeklene-
mez olmasidir.

Bir te-tik’li yasal bigimin bir Herbrand yorumlamas: $6yle tarnmlanir:

1. Yorumlamanin E evreni, te-tik’li yasal bicimde geg¢en adlar ve is-
lem isaretlerinden olugan kapali tekil terimlerin kiimesidir. E ev-
renine te-tik’li yasal bi¢imin Herbrand evreni denir.

2. f, te-tik'li yasal bicimde ge¢en bir n-li islem isareti ve t,,...,t  E
evrenine ait tekil terimler oldugunda, ft,,...,t tekil teriminin gos-
terdigi birey kendisidir.

Herbrand evrenine ait bireylere taban terimler denir. Ornegin

(1)

(2)

<[Fay,, ~Gz,], [Fay,, H(fz, y,)]>

te-tik’li yasal biciminin Herbrand evreni

{a, faa, f(a, faa), f(faa, a), f(faa, faa), f(f(faa, a), a), ...}

bicimindedir.

Bir Herbrand yorumlamasinda, Herbrand evreninden bagka bir de dogru

(3)

olan atomsal onermeler yer alir. Atomsal énermeler te-tik’li yasal bigcimde
gegen ylklemler ve taban terimlerinden olusur.

F(a, faa)
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(4) G(f(a, faa))

bir Herbrand yorumlamasinda gegebilen atomsal onermelerdir. Her atomsal
onerme dizisi ayn bir Herbrand yorumlamasini belirler.

Atomsal onermeler ve degillemeleri temel onermelerdir. Temel Oner-
melerin ¢ok bilesenli tikel evetlemelerine taban te-tik‘leri denir. Taban te-tik’-
leri kapal te-tik’lerdir. Iginde bagsiz de§isken gegen te-tik’ler de vardir,
Ornegin Skolem yasal bicimlerinin te-tik’li yasal bigimlerinde gecen te-tik'ler
taban te-tikleri degildir. Ornek olarak

(5) [F(a, faa), ~G(f (faa))]
bir taban te-tik’i,

(6) [F(a, fax), ~G(f (fxa))]

taban te-tik'i olmayan bir te-tik’tir. B, bir te-tik oldugunda, B’de gegen
bagsiz degiskenler yerine Herbrand evrenine ait birer tekil terim koymakla
elde edilen onermeye B'nin bir taban yerine-koyma ornegi denir.

Ornek olarak (6) te-tik'inin bir taban yerine-koyma 6rmegi
(7) [F(a, f(a, faa)), ~G(f (f (faa, a)))]
dll:. Nitekim (6)'da gecen “x” degiskeninin her iki gegisi yerine “faa” koyduk.
Ikinci ornek olarak
(8) [F(xy, fay;), ~G(xy, )]
te-tik’inin bir taban yerine koyma ornegi
(9) [F(a, f(a, faa)), ~G(faa, a)]
dir. Dikkat edilirse (8) te-tik'inde, “x,” yerine “a”, “y,” ile “x,"” yerine de
“faa” koyduk.

Bir taban te-tik'inin ana bilesenleri olan her tamdeyime taban temel tam-
deyimi denir.

Bir temel tamdeyim, atomsal tamdeyim veya atomsal tamdeyimin degil-
lemesidir. Her taban temel tamdeyimi bir temel tamdeyimin taban yerine
koyma ornegidir. Yani verilen temel tamdeyimin degiskenleri yerine Herb-
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rand evrenine ait tekil terimler koymakla bir taban temel tamdeyimi elde
edilir. Ornegin
(10) ~G(x,, a)

bir temel tamdeyimdir. “x,” yerine Herbrand evrenine ait “faa” tekil terimi-
ni koymakia

(11) ~G(faa, a)
taban temel tamdeyimi elde edilir.
(v) <By,..., Bj..., B> gibi bir te-tikli yasal bicimin y gibi bir Herbrand
yorumlamasinda ger¢eklenemez olmasinin gerekli ve yeterli kosulu,
B, gibi bir te-tik’in B, gibi bir taban yerine koyma orneginin y yoru-
munda yanlig olmasi demektir.

ALISTIRMALAR

I Asagidaki te-tik’li yasal bicimlerin Herbrand evrenine ait beger tekil terim
(yani taban terimi) gosteriniz.

1. <[~K(b, fx), F@a, gy )], [G(a, x,)]>
2. <[~G(fa), F(gx;), G(hx,)), [Fa, G(f(gx,))]>
3. <[F(a, fax,), ~G(gy,), H(a, b)]>

Il. Yukardaki te-tikli yasal bicimlerde gegen te-tik’lerin ikiger taban yerine-
koyma ornegini bulunuz.

Herbrand teoremi: Bir te-tik’li yasal bi¢cimin her yorumlamada gergekle-
nemez olmasinin gerekli ve yeterli kogulu, te-tik’li yasal bicimde gecen
bazi te-tik’lerin sonlu sayida taban yerine-koyma orneklerinin kimesinin
onermeler mantiginda tutarsiz olmasidir.

Herbrand teoremine gore, niceleme mantig diline ait bir onermenin ge-
cerli olmasimin denetlenmesi, 6nermeler mantiginda sonlu sayida taban te-
tik'inin tutarsizhginin denetlenmesine indirgenir. Bu teorem, niceleme man-
tiginda otomatiklesmis ispatlamanin temel dayanagidr.
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Ornegin
(12) <[Px, ~P(fa)]>

te-tik'li yasal bi¢cimi goz oniune alalim. (12) tutarsizdir. Herbrand teoremine
gore (12)'de gegen te-tik’in sonlu sayida taban yerine-koyma orneklerinin
kiimesi 6nermeler mantiginda tutarsizdir. Bu ise

(13) {[P(fa), ~P(fa)]}

birim kimesidir. (13) apagik olarak 6nermeler mantiginda tutarsizdr.
Ikinci 6rnek olarak gene tutarsiz olan
(14) <[~Fx, G(fx, x)], [F(gb)], [-Cyz]>

te-tik’li yasal bigcimi g6z 6nine alalim. (14)’de gegen te-tik’lerin sonlu sayida
taban yerine-koyma orneklerinin bir kiimesi goyledir:

(15) {[~F(gb), G(f(gb), gb)], [F(gb)], [~G(f(gb), gb)]}

dir. (15) kimesi onermeler mantiginda tutarsizdir. Bunu asagidaki ¢6zilim
cizelgesi ile gosteriyoruz.

(16) 1. [~F(gb), G(f (gb), gb)] ~ (B.O.)
2. [F(gb)] (B.O.)
3. [~G(f(gb), gb)] (B.O.)
4. [G(f(gb), gb)] (1, 2, ©)
501640

15.3.5 Yerine-koymalar

Herbrand teoremine gore otomatiklesmisg ispatlama, turetilebilen sonlu
sayida taban te-tik’inin bir arada dnermeler mantiginda tutarsiz oldugunu
gostermeye dayanir. Dolayisiyla verilen te-tik’lerden, bunlarin taban yerine
koyma ornekleri olan taban te-tik’lerin turetilmesinin ¢cok buytlik 6nemi var-
dir. Simdi te-tik kiimelerinin taban yerine-koyma orneklerinin elde edilmesi
islemini inceleyecegiz. Bu islem bir yerine koyma iglemi oldugundan yerine
koymalan sistematik olarak incelemek gerekiyor.
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Xq,-., X, N tane farkh degisken, t;,...,t, n tane (farkli veya ayni) tekil te-
rim ve t; # xq,...,t, # X, oldugunda

(1) F (X, Xp) (47Xt /%)

biciminde dile getirilen isleme bir yerine-koyma denir. Eger, t,,...,t taban te-
rimleriise, (1) yerine-koyma islemine taban yerine-koyma islemi denir. (1) ye-
rine koyma iglemi, icinde x,,...,x, ge¢en bir terim veya tamdeyime veya
bunlarin bir kimesine uygulanirsa x, yerine ty,...,x, yerine t_ koyulur. n =1
durumunda {t/x} yerine (t/x) de yazilr.

Ornek olarak

(2) f(a, fax) {a/x} = f(a, faa)

(3) F(f(a, fax)) {a/x} = F(f(a, faa))

(4) {F(fa, fax), ~Gby} {a/x, b/y} = {F(fa, faa), ~CGbb}
(5) F(fyx, fax) {a/x, x/y, y/z} = F(fxa, faa)

Dikkat edilirse (5)'de x degiskeninin her iki gegisi yerine a koyduk. y’nin tek
gegisi yerine x koyduk. Sol taraftaki tamdeyimde z olmadigindan z yerine y
koyma islemi yapilamiyor. t; # x; kosulundan dolayi,

(6) {x/x}
veya

(7)  {x/x, aly}
bir yerine koyma sayilmaz. {a/x} ve {ga/x} bir taban yerine koymasi olmas-
na karsilk, {a/x, x/y, y/z} bir taban yerine koyma islemi degildir.

Yerine koyma iglemlerini o, 1, A, L, ... gibi kii¢lk Grek harfleriyle gosteri-
yoruz. ¢ bir yerine koyma ve T bir tekil terim veya tamdeyim oldugunda To
tekil terim veya tamdeyimine bir yerine koyma 6rnegi denir. o bir taban yeri-
ne koyma islemi ise, To’ya taban yerine koyma érnedi denir. Ornegin bir te-
tik’e bir taban-yerine-koyma islemini uygulayarak te-tik’in taban yerine-koy-
ma ornegi elde edilir. S0z gelisi

(8) [Fax;, ~G(faa, x,)]
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te-tik’ine {a/x,, faa/x,} taban yerine-koyma islemini uygularsak,
(9) [Faa, ~G(faa, faa)]

taban yerine-koyma ornegdi elde edilir. Ancak te-tik’in taban yerine-koyma
ornegini elde etmek icin kullanilan taban yerine-koyma isleminin te-tik’teki
her degisken icin tanynlanmig olmasi gerekir. Ornegin (8) te-tik’ine X, igin
tanimlanmamig {a/x,} taban yerine-koyma iglemini uygularsak, taban te-tik’i
olmayan

(10) [Faa, ~G(faa, x,)]

te-tik’i elde edilir. (10) te-tik’i (9)’'un yerine-koyma ornegi olmakla birlikte,
taban yerine-koyma ornegi degildir.

{ } ile gosterilen bos kiime bir yerine-koyma islemi sayilir ve Grek €
harfiyle gosterili. £'a bog yerine-koyma islemi denir. T herhangi bir tekil
terim veya tamdeyim veya bunlann bir kiimesi ise

1) T7E=T
elde edilir. Ornegin
(12) [Fax,, ~G(faa, x,)] € = [Fax,, ~G(faa, x,)]
6= {t/xq,...,t0/%} ve T = {ty"/yq,...t,'/y,} iki yerine koyma oldugunda
(13) {tyTy/%qseet, T/X, 4 1Yty 1Y)

yerine-koymasina ¢ ile T’in bilesmesi denilir ve ooT ile gosterilir. Eger tA;=x;
ise t; Ai/x; kaldinhir. Aynca y; € {xy,....X} olursa t;'/y, kaldirihr.

Ornegin
(13) © = {ty/xq, ty/x;} = {fy/x, 2/y}
(14) T ={t;"ly,, /Iy, t3'ly3} = {a/x, bly, y/z)
oldugunda ocoT olarak
(15) {t; T/xq, ty T/x,, ty'/yq, t,'ly,, t3'lys} = {fb/x, yly, a/x, bly, y/z}

elde edilir. t,T = x, oldugundan t,T/x; kaldinimalidir. Ayrica y;, y, € {x;, X5}
oldugundan, t,"/y, ile t,'/y, yani a/x ile b/y’de kaldinimalidir. Boylece
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(16) coT = {fb/x, y/z}
elde edilir.

(17) (c0T)o8 = 6o(T 0 6)

(18) Eoc =c0E =0

oldugu gosterilebilir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki yerine-koyma iglemlerini yapiniz.

1. Fax {a/x}

2. Fax {a/x, bly}

3. (Fax) £

4. [Fax,y, ~G(a, fxp), ~H(b, gy)] {a/x,, fa/x,, gb/y,}
5. f(a, fxyaz, y, gyz) {y/x, x/y}

15.3.6 Ozdeslestirme Algoritmasi
1 {T,...T)

tekil terimler veya tamdeyimlerden olusan bir kime oldugunda,
2) Tio=..=Tp0

olursa, ¢ yerine-koymasina (1) kimesinin bir &zdeslestirici'si denir. (1)
kimesinin 6zdeslestiricisi varsa, bu kiimeye 6zdeglestirilebilir denir.

Ornek olarak
(3) ({Fay, K(x, fb)}

tamdeyimler kiimesi 6zdesterlirilebilir. Nitekim bu kiimenin
(4) {a/x, fbly}

gibi bir 6zdeglestiricisi vardir. Gergekten
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(5) Fay {a/x, fb/y} = F(x, fb) {a/x, fb/y}
dogrudur.

o yerine-koymasi {T,,..., T} kimesinin bir 6zdeslestircisi oldugunda, bu
kiimenin T gibi 6zdeslestiricisi T = 6 kosulunu yerine getirirse, ’nin ki-
menin en genel bir 6zdeslestiricisi oldugu soylenir.

K, tamdeyimlerden veya tekil terimlerden olusan sonlu bir kime oldu-
gunda, eger K 6zdeglestirilebilir ise bunu saglayan en genel bir 6zdeslestiri-
ciyi elde etmeye yarayan ve ozdeslestirme algoritmasi denilen bir algoritma
vardir. Bu algoritma soyle belirtenir. Tamdeyimlere ve tekil terimlere deyim

diyecegiz.
K icinde ilk 6zdes olmayan alt deyimlerin kiimesine K kiimesinin uyum-
suzluk kiimesi denir. Ornegin

(6) K ={F(x, fyz), Fxa, F(x, g(hx))}
olsun. O zaman K'nin uyumsuzluk kiimesini U ile gosterirsek,
(7) U ={fyz, a, g(hx)}
olur. Buna gore 6zdeslestirme algoritmasini soyle dile getirebiliriz.
(5zde§le;tirme Algoritmasi
1. adm: k =0, K, =K, o, = € olsun.

2. adim: K, bir birim kimesi ise islem tamamlanmis olup, o, K i¢in en
genel bir 6zdeglestirici olur. Yoksa K,'min Uy uyumsuzluk kimesi bulunur.

3. adim: Eger U,'nin 6geleri arasinda x, gibi bir degisken ve t, gibi bir
tekil terim varsa ve x, t, icinde gegcmiyorsa 4. adima geilir, yoksa islem
bitip, K'nin 6zdeslestirilemedidi ortaya ¢ikar.

5. adim: k + 1 sayisi icin 2. adima gegilir.
Ornek olarak

(8) K ={F(a, x, f(gy)), F(z, fz, fa)}
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tamdeyimler kiimesi i¢in 6zdeglestirme algoritmasini uygulayarak en genel
bir 0zdeslestiriciyi arayalim.

1. 64 = €, Ky = K. Kq birim kiimesi olmadigindan o, K icin en genel bir
dzdegslestirici degildir.

2. Uyumsuzluk kiimesi Uy = {a, z}. Uy icindeki x, yani z degiskeni t, ya-
ni a teriminde ge¢miyor.

3. 67 = 6y 0 {ty/xg} = 64 0 {a/z} = {a/z}
Ky = Kq {to/xo} = {F@a, x, f(gy)), F(z, fz, fa)} {a/z}
= {F(a, x, f(gy)), F(a, fa, fa)}

4. K, bir birim kiimesi degildir. O halde K, icinde U; gibi bir uyumsuz-
luk kiimesi vardir.

U, = {x, fa}
5. U, icindeki x, yani x degiskeni, t; yani fa tekil teriminde ge¢miyor.
6. 6, = 07 0 {t;/x¢} = {a/z} o {fa/x} = {a/z, fa/x},
Ky = Kq {t;/x;} = K; {fa/x}
= {F(a, x, f(gy)), F(a, fa, fa)} {fa/x}
= {F(a, fa, f(gy)), F(a, fa, fa)}

7. K, bir birim kimesi degildir. Dolayisiyla U, gibi bir uyumsuzluk kiime-
si vardir. U, = {f(gy), fa}. U, icinde x, yani fa degiskeni t, yani f(gy) terimin-
de gegmiyor.

8. 63 = 0, 0 {ty/x,} = {a/z, fa/x} o {gy/a} = {a/z, fa/x, gy/a}
K3 = K; {ty/x;} = K, {gy/a}
= {F(a, fa, f(gy)), F(a, fa, fa)} {gy/a}
= {F(a, fa, f(gy)), F(a, fa, f(gy)}
= {F(a, fa, f(gy)}

9. K5 bir birim kiimesidir. O halde 63 = {a/z, fa/x, gy/a} K kimesi igin en
genel bir 6zdeslestiricidir. Boylece K kiimesinin 6zdeslestirilebilir oldugu or-
taya gikar.
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Ikinci ornek olarak

)

{Fx, Fg (a, x)}

kimesini ele alahm. Uyumsuzluk kiimesi U = {x, g(a, x)}'dir. Ancak x degis-
keni, g(a, x) tekil teriminde gectigi icin {g(a, x)/x} yerine koymas: kullanila-
maz. Bu nedenle (9)'un ozdeglestiricisi yoktur.

ALISTIRMALAR

Asadidaki kiimelerin 6zdegslestirilebilir olup olmadiklarini saptayiniz. Oz-
deslestirilebilir olanlarin en genel 6zdeslestiricisini bulunuz.

1.

2
3
4.
5

{Fa, Fb}

{Gax, Gaa}

{F@a, x, fx), Q (a, y, y)}

{Fxyz, G(u, h(v, v), u)}

{F(xq, 9%3, X3, h(xq, X3), X3, k(X;, X5, X3)),

F(y‘ll )’2; J(y2)/ )’3, f(YZI )’3), )’u)}

15.3.7 Niceleme Mantiginda Coziliim Cizelgesi

Daha once belirttigimiz gibi niceleme mantiginda A gibi gegerli bir 6ner-
meyi ispatlamak icin, ~A'nin skolem yasal biciminin karsihg: te-tik’li yasal
bicimi olusturan te-tik’ler kiimesinin ¢6zuilim cizelgesi kurulur. Herbrand
teoremi geredi te-tik’lerin taban yerine koyma orneklerini eklemekle kapali
bir ¢6zilum ¢izelgesi elde edilir. S0z konusu taban yerine koyma ornekleri-
ni, ozdeslestirme algoritmasi geregi bulunan ozdeslestiricilerin uygulanmas!
sonucunda elde ederiz. Bu amagla asagidaki iki kurali kullaninz.

Niceleme mantiginin ¢6zilim kurah:

(A, By ,..., B lile [A,, Cq,..., C,]iki te-tik oldugunda, eger o yerine koy-
masi {A;, ~A,} kiimesinin en genel bir 6zdeslestiricisi ise, sozi gegen iki
te-tik'ten [B,o, ..., Bo, Cy0, ..., C, 0] bicimindeki te-tik turetilebilir,
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Bu kurali soyle hakl gosteririz. Ajc = ~A,6. O halde [A;0, B0, ..., B o] ile
[A,6, Cy0, ..., C,ol'dan, onermeler mantigindaki ¢6zulim kural geregi
[B40,..., B o, C;0, ..., C, 0] her te-tik'ten herhangi bir yerine koyma oérnegi-
ni tiretebiliriz. Nitekim skolem standart bi¢ciminde te-tik’ler timel niceleyi-
cilerin etkisindedir. Buna gore [A,, B4, ..., B ]'den [Ac, B o, ..., B, c], [A,,
Cy, - C l'den de [Ay0, Cyo, ..., C o] tlretilebilir.

Gozalim kuralindan baska bir de asagidaki ¢arpan kurali denilen kurala
gereksinme vardr.
Carpan Kural

(A, B, Cy, ..., C,] bir te-tik oldugunda, o yerine-koymast {A, B} kimesi-
nin en genel dzdeglestiricisi ise; sozi gegen te-tik'ten [Ac, C;o0, ..., C 0]
te-tik’i turetilebilir,
Bu kurali da soyle hakli gosteriyoruz. [A, B, C,, ..., C, )'den dnce [Ag, Bo,
Cy0, ..., C,0l'yi tiretiriz. Oysa Ac = Bo oldugundan, [Agc, Bg, C,g, ..., C0]
te-tik’i [Ac, Cy0, ..., C,c]'ye indirgenir.

Ornek olarak

(M) {[Fx, Fy], [~Fa, ~Fv]}
te-tik’ler kimesinin kapall ¢ozUlum ¢izelgesini kuralim.
(2) 1.[Fx, Fy] (B.0))
2. [~Fu, ~Fv] (B.0.)
3. [Fx] 1, Crp)
4. [~Fu] (2, Crp)
501 (3,40

3. admda, {x/y} yerine koymasini 2. satira uygulayarak 6nce [Fx, Fx} te-tik’i-
ni elde ettik. Bunu [Fx]’e indirgedik. 3. satirin ardina ¢arpan kurali geregi ol-
dugunu belirtmek amaciyla “Crp” isaretini koyduk. 4. adimda da 3. satira
{u/v} yerine koyma islemini yaparak ¢arpan kuralini uyguladik. 5. adimda ise
3. ile 4. satirlara {x/u} yerine koymasi islemini uyguladik. Boylece elde edi-
len [Fx] ile [~Fx]'den [ ]yi elde ettik. 5. satinn ¢dziilim kurali geregi elde
edildigini belirtmek amaciyla, bu satinn ardina “C” isaretini koyduk.
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Imdi bazi durumlarda {T,, T,} gibi bir deyimler kimesinin iki 6gesindg
ortak degigmezlerin ge¢mesinden dolayr 6zdeslestirme imkéansiz olur. i

Ornegin

(3)  {Fx, K(fx)}
kimesini 6zdeslestiremeyiz. Nitekim {fx/x} yerine-koymasini g6z ontine ala.
hm.

(4)  Fx {fx/x} = F(fx)

(5)  F(fx) {fx/x} = F(f(fx))

Boylece {fx/x} (3) kumesinin bir 6zdeslestiricisi olamaz.

Oysa

(6) {Fx, Fy}
kiimesi ozdeslestirilebilir. Nitekim {x/y}, (6)'nin en genel bir ozdeglestiricisi-
dir.

Genel olarak {T;, T,} kimesinin iki 6gesinde ortak degismezierin ge¢cme-
sinden dolay! 6zdeslestirme yapilamazsa, T, ile T,’den birine degisken degis-
tirici yerine-koyma denilen bir yerine-koyma islemini uygulayarak T, ile
T,'nin degiskenlerini birbirinden ayrabiliriz. T, ile T, deyimlerinin degigken
degistirici yerine koymasi, Ty ile T, nin ortak degismezlerini T, ile T,'de geg-
meyen degiskenlere donlsturen bir yerine-koymadir. Ornegin (3) kiimesinin
ortak degiskeni x oldugundan, (3)'Un bir degisken degistirici yerine koyma-
st {y/x}’dir. (3)’lin 6gelerinden birine, s6z gelisi “Fx”e bu yerine koymayi uy-
gulayalim. Boylece (3) kiimesi

(7) {Fy, K(fx)}
bicimine donisiir. (7) kiimesinin ise {fx/y} gibi en genel bir 6zdeslestiricisi
vardr.

Ikinci ornek olarak

(8) {[Fx, Gy], [F(fx), Gy}
kiimesini d6zdeslestirmek amaciyla 6gelerinden birine bir de§isken degistiri-
ci yerine-koyma uygulayallm. Boyle bir yerine koyma
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(9)  {z/x, vly}
olabilir. (9) yerine koymasini [Fx, Gy]'e uygularsak, (8) kimesi
(10) {[Fz, Gv], [F(fx), Gyl}
bigimini alir. (10)’un en genel bir 6zdeslestiricisi ise
(11) {fx/z, y/v}
dir.
Bundan boyle ¢ozilim gizelgelerinin kurulmasinda gereginde degisken
degistirici yerine koymalar kullanacagiz.

Karmasgik bir 6rnek olarak asagidaki ¢ozulim ¢izelgesini kuruyoruz.
1. [F(x, y, f(x, y))] (8.0
2. [~Fxyu, ~Fyzv, ~Fxvw, Fuzw] (B.O.)
3. [~Fxyu, ~Fyzv, ~Fxzw, Fxvw] (B.O.)
4. [Feyy] (B.O.)
. [F(gy, y, ©)] (8.0.)
6. [~F(x, hx, hx), ~F(kx, z, x)] (B.0.)
7. [~F(ke, z, €)] (4, 6.1, C)
8. [~F(x, y, ke), ~Fyzv, ~Fxve] (2.4, 7, C)
9. [~F(gv, y, ke), ~Fyzv] (5, 8.3, C)
10. [~F(gv, e, ke)] (4, 9.2, ©)
11. [~F(gv, y, u), ~Fyze, ~F(gv, z, ke)] (3.4, 10, )
12. [~F(e, y, e), ~F(y, ke, )] (4, 11.3, C)
13. [~F(e, g(ke), )] (5, 12.2, ¢)
14.016,13,0)

Her satirdaki te-tik’in 6gelerini satir numarasinin ondali§i olarak gosteriyo-
ruz. Ornegin 6. satinn birinci 6gesini yani ~F(x, hx, hx) temel tamdeyimini
6.1 ile gosteriyoruz. Uyguladigimiz degisken degistirici yerine-koymalan, 6z-

|9
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deslestiricileri ve elde edilen yerine-koyma o6rneklerini kullamlan tam-
deyimieri sira numarasiyla asadidaki cizelgede belirtiyoruz. Degisken
degistirici yerine koymayi n harfiyle en genel 6zdeslestiriciye de o ile gos-
teriyoruz.

7. satir 0zdesterilen dnermeler: 4, 6a; ortak degisken yoktur.
n = £ (yani n kullaniimad)
c = {g(ke)/y, g(ke)/v}

F(g (9(ke)))
Ozdeslestirme sonucu: F(g(g(ke)), g(ke), e)

15.3.8 Niceleme Mantiginda Céziumleyici Coziiliim Cizelgesi

Herhangi bir onerme kimesinin tutarsiz oldugunu gosteren ¢ozumleyi-
ci ¢6zulim cizelgesi, ¢ozulim kurah ve ¢arpan kuralindan baska, daha once
sozU edilen o ve B kurallan ile asagidaki ¥ ve & kurallarina dayanr.

(1) g kural
1.8
2.8 (v)(1)

Burada ¥, VxA biciminde bir timel tamdeyim ve ¥(x), A(v/x) tamdeyimi-
dir.

(2) 0 kurah
1.8

2.8 (fy; ... y) (1) (n20)

Burada &, 3xA biciminde bir tikel tamdeyim, 3(fy,...y,) de A(fy,...y,/x)
tamdeyimidir. f, onceki satirlarda ge¢gmeyen bir n-li iglem isareti, y,,...,y,"de
daha 6nceki satirlarda gegen bagsiz degiskenlerdir. n = 0 sinir durumunda f
yerine a gibi onceki satirlarda ge¢meyen bir ad kullanilir.

Gegerli bir onermenin otomatiklesmis ispatini yapmak igin, bu oner-
menin dedillemesinin baslangic 6nermesi oldugu ¢o6zumleyici ¢ozulim
cizelgesi kurulur. Ornek olarak
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(3) 3wVxF(x, w, fxw) — IwVx3IyFxwy

onermesinin ispatini dile getiren ¢6zlimleyici ¢6zilim cizelgesini kuralim.
Bu ¢izelgenin baslangig 6nermesi (3)'ln degillemesinden olusan te-tik'tir.

(4) 1. [~@wWVxF(x, w, fxw) = 3IwVx3yFxwy)] (B.0.)

2. [3wVxF(x, w, fxw)] A, o
. [~3wVx3yFxwy]

w

4. [Vw3xVy~Fxwy] (3)

S. [VxF(x, a, fxa)] (2, 6)

6. [xVy~Fxv,y] (4, 8)

7. [Vy~F(gvq, vy, Y)] (6, B)
. [F(v,, a, fv;a)] (5, 8)

9. [~F(gvy, V1, V3] (7, 8)
10. [F(ga, a, f(ga, a))] (8, ©)
11. [~F(ga, a, f(ga, a))] (9, o)
12.1 1(10, 11, )

o = {a/vq, ga/v,, f(ga, a)/v3} olmak lzere, 10. satir 8. satirdan o yerine koy-
masini uygulayarak ttretilmistir. 11. satir da 9. satirdan ayni ¢ yerine koy-
masini uygulayarak turetilmigtir. 12. satir ise 10. ve 11. satirlardan ¢6zilim
kuraliyla elde edilmistir.

oo

ALISTIRMALAR

Asagidaki gegerli onermeleri ¢oziimleyici ¢6zilum cizelgesiyle ispatlayi-
niz.

1. 3x(Fx > VxFx)

2. VxVy(Fx A Fy) — 3x3y(Fx v Fy)
3. VxVy(Fx A Fy) = VxVy(Fx v Fy)
4. Vx3yVz3x(Fxy v~Fwz)
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15.3.9 Niceleme Mantiginda Skolem Fonksiyonlu Coziimleyici
Cizelge

Cozimleyici ¢izelge'nin de bir otomatiklegsmis ispatlama yontemi
oldugunu daha 6nce belirtmistik. Ancak tiimel 6zelleme kuralinin ayni yolda
gecen bitun tekil terimlere uygulanmasi islemi ¢ok uzatir. Bu nedenle
Skolem fonksiyonlu ¢éziimleyici ¢izelge denilen yeni bir gizelge gelistirilmistir.
Bu c¢izelgedeki tumel oOzelleme ile tikel Ozelleme kurallar ¢oziumleyici
¢ozulim ¢izelgesinde kullanilan ¥ kurali ile & kuralinin ayrisidir.

Tumel ozelleme kural:
1. VxA
2. A(v/x)
v, ayni yolda onceki satirlarda gegmeyen bir degigkendir.
Tikel 6zelleme kurah:
1. 3IxA
2. A(fvq...vp)

fy ayni yolda onceki satirlarda gegmeyen yeni bir n-li iglem isaretidir. v,,...v,,
de onceki satirlarda gecgen bitin bagsiz degiskenlerdir. Tikel 6zelleme kura-
hmin, timel ozelleme kuralina gére 6nceligi vardir. Cizelgeyi kapatmak icin
yerine-koyma iglemleri uygulanir. Ornek olarak gecerli olan

(1) 3IxVyFxy — Vy3xFxy

onermesini Skolem fonksiyonlu ¢dzumleyici cizelge ile ispatlayalim.
(2) 1. -~@xVyFxy - VydxFxy) (B.O.)

IxVyFxy M

. ~Vy3dxFxy

. dyVx~Fxy (2)

. VyFay (3)

. Vx~Fxb (4)

o v AN W
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7. Fav, (5)
8. ~Fv,b (6)
Fab (7, ©)

~Fab (8, o)
X

o = {b/v4, a/v,} olmak Uzere, 8. adimdan sonra ¢'yi “Fav,"”e ve son adimda
o'yr “~Fv,b”ye uyguladik. Elde edilen yerine-koyma ornekleri gelisik oldu-
gundan ¢oziimleyici gizelgeyi kapatabildik. Goruldigu gibi ¢ yerine koyma-
s, {Fav,, Fv,b} kiimesinin en genel yerine koyma ozdeslestricisidir.
lkinci 6rnek olarak gegerli ofan

(3) 3Iwvx F(x, w, fxw) — IwVxIyFxwy
onermesini Skolem fonksiyontu ¢6ziimleyici gizelgesiyle ispatlayalim.

(4) 1. ~@wVxF(x, w, fxw) - IwVx3yFxwy) (B.O.)
L IWVxF(x, w, fxw) )
. ~IWVx3yFxwy
. Vw3IxVy~Fxwy  (2)
. VxF(x, a, fxa) (3)
. IxVy~Fxv,y (4)
- Vy~Kgvy, vy, y) (5)
. F(vy, a, fvya) (6)
. ~Kgvq, vy, v3) (7)

F(ga, a, f(ga, a)) (8, o)

~F(ga, a, f(ga, a))(9, o)
X

O 00 N L O A NW

o = {a/vy, 9a/v,, f(ga, a)/v;)'dir. ¢ yerine koymasi
(5) {F(VZI a, fVZ a)/ F(gV1, V‘|1 V3)}

kiimesinin en genel ozdegslestiricisidir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki gegerli onermeleri Skolem fonksiyonlu ¢ozimleyici cizelge ile
ispatlayiniz.

1. 3Ix(Fx > VxFx)

2. YxVy(Fx A Fy) — 3Ix3y(Fxvty)
3. ¥xVy(FxaFy) = VxVy(FxvFy)
4. Vx3JyVziw(Fxyv~Fwz)

16. OLASILIK KAVRAMLARININ MANTIKSAL
TEMELLERI

16.1 OLASILIK KAVRAMI

16.1.1 Siniflayia Olasilik, Karsilagtirmali Olasilik ve Nicel Olasilik

Olasilik, akil yliretmede, bilimde ve pratik hayatta cok nemli islevi olan
bir kavramdir. Gunlik dilde “olasilik” s6zcigu cesitli baglamiarda kullanilir.

.Ornegin;

(1) Yarin yagmur yagacag olasidir
ve

(2) Yarin yagmur yagacag), kar yagacagindan daha olasidir
tumcelerini ele alalim.

(3) (Yarin yagmur yagacak: p, yarin kar yagacak: q)
sembollestirme bicimi geregi, (1) ile (2)yi sirasiyla

(1") p olacag: olasidir
ve

(2') p olacag, g olacagindan daha olasidir

biciminde sembollestiririz.
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Ote yandan

(4) “Yann yagmur yagacaktir” onermesinin olasihgi 0.80’dir.
tumcesi s6zeden dile aittir. Nesnel dile ait olan

Yarin yagmur yagacaktir

onermesini sozeden dile ait A gibi bir 6nerme adi ve 0.80’i o gibi bir say: adi
ile gosterirsek, (4) timcesinin

(4) A'min olasiligr 0.80'dir.
biciminde oldugunu soyleyebiliriz.
Imdi (1), (2), (4’) 6nermelerini sirasiyla
") ¢
") p>q
ve
(3") Ol(A) =«

biciminde gosteririz. “¢’ isareti bir birli onerme eklemidir. Nitekim ¢, p
onermesinden “¢p” onermesini olusturur. “>" isareti de iki onermeden bir
onerme olusturdugundan bir ikili 6nerme eklemidir. Ote yandan “Ol” isareti
sozden dile ait bir birli islem isaretidir. Bu isaret bir birli fonksiyonu gosterir.
Bu fonksiyon her onermeye karsilik bir reel say! belirler. “Ol” isareti “nin
olasiigi” anlamina gelir. (1”)'deki “@@” isareti (2”)'deki “>" isareti ve (4”) deki
“Ol” isareti Ug ayri tirden olasihik degismezini dile getirir. (1) deki olasilik
degismezi siniflayici olasihk kavramina, (2"”)'deki olasthk degismezi
karsilastirmall (veya nitel) olasilik kavramina (4”)'deki olasilik degismezi de
nicel olasilik kavramina iligkindir.

Olasilik degismezi yalniz 6nermelere degil olaylara da uygulanir. Ornegin
(5) Hilesiz bir zarin 6 gelmesi olasih@i 1/6'dr.

onermesinde olasilik degismezi bir olaya iligkindir.
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16.1.2 Kogullu Olasilik
(1) Hava kara bulutlu olduguna gore yagmur yagacadgi olasidir.

(2) Hava kara bulutlu olduguna gore yagmur yagacag! hava soguk ol-
duguna gore kar yagacagindan daha olasidir.

(3) Hava kara bulutlu olduguna gore, yagmur yagacaginin olasiligi
0.80'dir.

onermelerini goz onune alalim. Bu dnermeleri

(4) (Hava kara bulutiudur: p, yagmur yagacak: q hava soguktur: r, kar
yagacak: s, 0.80: a)

sembollestirme bigimi geregi sirasiyla
(1") p olduguna gore q olasihdir
(2’) p olduguna gore q, r olduguna gore s'den daha olasidir
(3") p olduguna gore q’'nun olasihg: a’dir
biciminde sembollestiririz. (2") onermesi
(") a/p > sir
biciminde, (3’) onermesi de
(3") Olip, 9) = a
veya
(3"’) Ol(q/p) = a

biciminde dile getirilir. (1), (2”) ve (3"”) veya (3”’) 6nermelerinin kosullu ola-
silik’a iliskin oldugu soylenir. (1°)'indeki olasilik degismezi, siniflayici kogullu
olasiiga, (2”)'ndeki ofastlik degismezi, kargilastirmali kosullu olasiliga ve (3”)
veya (3”')'deki olasihk degismezi nicel kosullu olasihda iliskindir. Kosullu ol-
mayan olasihga, mutlak olasilik denir.

16.1.3 Bilgisel Olasilik ve Fiziksel Olasilik

Olasilik ya bir kisinin bilgi veya kanisina ya da fiziksel bir duruma iligkin-
dir. Bu bakimdan 6zce farkh iki olasilik kavrami oldugunu soyleyebiliriz. Bu
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iki kavramdan her biri siniflayici, kargilagtirmali veya nicel bicimde dile geti-
rilebilir.

Ornek olarak
(1) Eldeki meteorolojik bilgilere gore yarin yagmur yagacag olasidir

onermesi siniflayici bilgisel kosullu olasihga iliskindir. (1) onermesi eldeki
meteorolojik bilgilere sahip herhangi bir rasyonel insanin varacag: kaniy: dile
getirir.

(2) Eldeki meteorolojik bilgilere gore yarin yagmur yagacagi, yarin kar
yagacagindan daha olasidir

onermesi de kargilagtirmali bilgisel kosullu olasiiga iliskindir. Dikkat edilirse
(2) 6nermesi

(2") Eldeki meteorolojik bilgilere gore yarin yagmur yagacadi, eldeki
meteorolojik bilglere gore yarin kar yagacagindan daha olasidrr.

onermesinin kisaltitmis

(3) Eldeki meteoroloik bilgilere gore yarin yagmur yagacaginin olasilig
0.80’dir.

onermesi ise nicel bilgisel kosullu olasiliga iligkindir.
Ote yandan g, 0 ile 1 arasinda bir reel sayi oldugunda
(4) Bir radyum atomunun bir yilda parcalanmasi olasidir

(5) Bir radyum atomunun bir yilda parcalanmasi bir uranyum atomu-
nun bir yilda pargalanmasindan daha olasidir

(6) Bir radyum atomunun bir yilda parcalanmasi olasihd a’drr.

onermeleri fiziksel olasiliga iliskindir. (4) onermesi siniflayici fiziksel olasiliga,
(5) onermesi kargilastirmali fiziksel olasilifa ve (6) onermesi nicel fiziksel ola-
sihga iliskindir. Fiziksel olasihda iliskin onermelerde bir 6nermenin degil de
bir olayin olasihdi s6z konusudur. Boylece (4), (5), (6) onermelerinde olasi-
lik, bir radyum atomunun pargalanmasi olayina iligkindir.

Fiziksel olasilik kosullu da olabilir. Ornegin
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(7) Hilesiz bir zann ¢ift gelmesi durumunda, 2 gelmesi olasiligi 1/3’dur.

onermesi fiziksel kosullu olasiliga iliskindir. Ote yandan bilgisel olasiik mut-
lak da olabilir. Ornegin

(8) Yann yagmur yagmasi olasihdir

onermesi fiziksel bir sistemin durumu, yani hava durumu hakkinda bir oner-
me olarak fiziksel olasiga iliskindir. Ote yandan

(9) Yarin yagmur yagacad olasilidir

onermesi bir fiziksel sistemin durumu hakkinda bir bilgi veya kaniyi dile ge-
tirdigi olgude bir bilgisel olasiliga iligkindir.

Genel olarak her fiziksel olasiliga iligkin onermeye karsilik bu fiziksel ola-
sihgin bilgisini dile getiren bilgisel olasiliga iliskin bir 6nerme vardir. Ornegin

(10) Yarin yagmur yagma olasihg: 0.80’dir.

hava durumu hakkinda fiziksel bir olasiliga iligkin bir onerme sayilabilir. O za-
man da bunun karsihg: olan

(10%) Yarin yagmur yagmasi olasihiginin tahmin edilen degeri 0.80'dir.

bilgise! olasiliga iliskin bir onermedir.

16.2 FiZIKSEL NICEL OLASILIK VE SIKLIK YORUMU
16.2.1 Rasgele Sonuglu Deneyler ve Siklik

Fiziksel nicel olasilik, genellikle goreli sikhik olarak yorumlanir. Simdi bu
yorumu agikliyoruz. Fiziksel olasilik ayni kogsullar altinda tekrarlanabilen de-
neyler ile ilgilidir. Oysa bazi deneyler ayni kosullar altinda tekrarlandiginda
hep ayni sonucu verir. Bunlara belirli sonuglu deney denir. Belirli-sonuglu de-
neylere ornek olarak bir eiektrik digmesine basmakla ampuliin yanmast,
doldurulmus bir tabancanin tetiginin ¢ekilmesiyle ates almasi, direnci R ohm
olan bir elektrik devresine V voltluk bir pil takmakla [ = V/R amperlik bir akim
siddetinin ol¢iimesini gosterebiliriz.

Ote yandan bazi deneyler ayni kosullar altinda tekrarlandiginda farkli so-
nuglar verebilir. Bunlara da rasgele-sonuglu deney diyoruz. Rasgele-sonuglu
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bir deneyin onceden hangi sonucu verecegini (kesin olarak) kestiremeyiz.
Ancak mumkin olan biitun sonuglar onceden ve kesinlikle bilebiliriz. Belirli-
sonuglu deneyin bir tek mumkun sonucu olmasina karsilik, rasgele sonuclu
bir deneyin birden ¢ok sayida farkl sonucu vardir. Bu sonuglarin kiimesine
mumkun deney sonuglari uzay denir. Bunu € ile gosteriyoruz. Mumkun bir
deney sonucunun gerceklesmesi gozlem yolu ile saptanabilen bir olaydir.
Rasgele-sonuc¢lu deneylere ornek olarak asagida belirtilen deneyleri inceleye-
lim.
1. deney: Yazi-Tura Oyunu

Paray! atmanin iki ayri olasi sonucu vardir. Bunlar “yazi gelmesi” veya ki-
saca Y ve “tura gelmesi” veya kisaca T'dir. Buna gore mumkun deney-so-
nuglarn uzayt Q = {Y, T} olur. Deneyi yapmadan once hangi sonucun elde
edilecegini kestiremeyiz. Ancak bu sonucun Q'nin bir 6gesi (yani Y veya T)
olacagini onceden biliriz.

2. deney: Tekrarli Yazi-Tura Oyunu

Bir paranin n kez arka arkaya atiimasindan ibaret olan deneyde n = 2 du-
rumunda Q = {<Y, Y>, <Y, T>, <T, Y>, <T, T>} olur. Dikkat edilirse Q'nin her
ogesi bir siralanmus ikilidir. Kisalik amaciyla Q = {YY, YT, TY, TT} yaziyoruz. Si-
ralanmig ikilinin birinci Gyesi ilk atimin sonucu, ikinci uyesi de ikinci atimin
sonucudur. Tekrarl yazi-tura oyununda paranin n kez atilmasini, ayni dene-
yin n kez tekrarlanmasi olarak degil, bir tek deney olarak sayiyoruz.

3. deney: Zar Oyunu

Bir tek zarin bir kez atiimasindan ibaret olan deneyde Q = {1, 2, 3, 4, 5,
6} olur. Zanin bir tarafinin daha agir olmasi (yani hileli olmasi) durumu de-
gistirmez.

4. deney: Radyoaktif Bir Cismin Cikardigi Taneciklerin Sayisi

o - 1sinlart yayan m kdtlesinde radyoaktif bir cismin bir saniyede yaydigi
- taneciklerini saymaktan ibaret olan deneyde, N radyoaktif kiitlenin atom-
larinin toplam sayisi oldugunda Q = {0, 1, 2, ..., N}'dir. (Her atomun parga-
landiginda tam bir adet a- taneciginin yayinlandigini kabul ediyoruz.)
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Imdi belli bir deneyin sonucunun O gibi belli gézlenebilir 6zelligi olup
olmadidi sorusunu yanitlamak istiyoruz. Q sayisina ait miimkun sonuglann
O ozelligini tagyip tagimadigini 6nceden bildigimizi kabul ediyoruz. Dolay-
siyla

(1) {(x:xe Qx, O ozelligini tagir}

obekleniminin 6gelerini bildigimizi soyleyebiliriz. (1)'in gosterdigi kimeyi
K¢ veya kisaca K ile gosteriyoruz.

Buna gore

(2) x sonucunun O ozelligi var midir?
sorusu

(B) xeKy?
sorusuna indirgenir.

Tersine Q'nin K gibi her alt kimesi deney sonuglannin bir ozelligini,
K'nin 6gesi olma ozelligini dile getirir. Bundan boyle sonuclann ozellik-
lerinden s6z edecek yerde sonu¢ kimelerinden s6z edecegiz.

Imdi K bir sonug kimesi oldugunda deney sonucunun K'ya ait olup
olmadi§im yanitlamak icin (yani deney sonucunun K'nin kargihg: olan bir
ozelligi taglyip tagimadigini saptamak igin) deneyi n kez (6n gorilen ayni
kogullarda) tekrarlayip deney sonuglarinin dizisini buluruz. Elde edilen deney
sonuclar dizisi

(4)  Xq, X5, ey Xp

olsun. Ornegin bir zar 18 kez atalim. Elde edilen sonug dizisi
(5) 54,41,21,66,53,3,1,6,5,4,6,2,2

biciminde olsun. Dikkat edilirse bu dizide 1, 2, 4, 5 sonuglan uger kez, 3 so-
nucu iki kez ve 6 sonucu dort kez gegmektedir. Bu durumda soz gelisi gift
say! gelme ozelliginin durumunu arastiralim. Bu 6zelligin karsihgi olan kime
K= {2, 4, 6} kimesidir. SE (5) dizisinde ge¢en K kumesinin 6ge sayisi olsun.
2 sonucu ug kez, 4 sonucu ug kez ve 6 sonucu dort kez gectiginden, SE =3
+ 3 + 4 =10 elde edilir. SE /n oranina K kiimesinin o6gelerinin (5) dizisinde
goreli siklik's denir. Bu da fy ile gsterilir. O halde:
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n n
Buna gore ornegimizde f; = 10/18'dir.

K ¢ Q oldugundan, fz goreli sikh@r n ile birlikte degisebilir. Ancak n sa-
yisi artinca, fE daki degisimler gittikge azalirsa, f; bir limit degere yaklagir.
f,'z nin limit degerine (dyle bir deger varsa) K kimesinin ve dolayisiyla zarin
cift say1 gelmesi olasihgimin veya olasilik derecesi denir. Bu olasiigir Ol(K) ile
gosteriyoruz. OI(K), K kiimesinin fiziksel olasiigidir.

(7) Ol(k)=lim fg =lim Sg/n

n-3c0
elde edilir. K kimesine olay da denir. Fiziksel olasihk bir olayin gercekiesme
olasihigidir. K bir olay oldugunda K olayinin gergeklesmesi deney sonucunun
K'nin 6gesi olmasi demektir.

fz goreli sikhgi hep 0 ile 1 arasindadir. Eger (4) sonuclar dizisinde K'nin
hicbir 6gesi gecmezse f; = 0 olur. Tersine (4) dizisinin her 6gesi K'nin 6gesi
ise f, = 1 olur. Belirli sonuglu deneyde sonucun birim kimesinin goreli sikhg
her n icin 1‘e esittir. O halde bu birim kumesinin olasihg da 1’dir.

Her ogesi Q2'ya ait birim kiimelerine basit olay, Q'nin birden ¢ok 6geli alt
kiimelerine de bilesik olay denir. Orne§in zar oyununda 2 gelmesi olayi bir
basit olaydir. Nitekim bu olay {2} kimesi ile dile getirilir. Buna karsilik ¢ift say
gelmesi olayt {2, 4, 6} kimesi ile dile getirildiginden bir bilesik olaydir. @
olayl ne basit ne de bilesiktir. Hi¢bir deney sonucu @ kimesine ait
olmadigindan @'ye ait olasilik¢a imkdansiz olay denir. Ote yandan her deney
sonucu Q'ya ait oldugundan Q'ya kesin olay denir.

Her bilesik olay bazi basit olaylarin birlesimine esittir. Nitekim
(8) K={W; W, W)}

olsun. O zaman
(9) K={W}u {W,}u..u W}

olur. Ornegdin zar oyununda cift sayr gelme 6zelliginin dile getiren {2, 4, 6}
kimesi {2} U {4} U {6}'ya esittir.
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ALISTIRMALAR

Iki tekrarli yazi-tura oyununun 12 kez tekrarlanmasindan elde edilen si-
ralanmug ikililer dizisi TH, HH, TT, HT, TH, TH, HH, TT, TT, TH, HH, HT ol-
sun. K = {HH, HT, TH} oldugunda agagidaki goreli sikhklan hesaplayniz.

12
1. fuy
12
2. fyr
12
3. fry
12
4. fy

16.2.2 Aksiyomatik Olasilik Kurami

§16.2.1’de tanimlanan Ol birli islem isareti olasilik fonksiyonu veya olasilik
dlcusu denilen bir fonksiyonu tantmlar. Fonksiyonun tanim alani G€2, yani Q
deney sonuglan uzayinin gi¢ kimesidir. Fonksiyonun deger alani ise O ile 1
arasindaki reel sayilar kimesidir.

(1) OKK) = lim fi
tammindan Ol'un su dg ozelligi tagch@ ortaya cikar.

(i) (KcQ - OlK)=0)

(i) OlQ)=1

(i) (KcQALcQAKNL=@ - Ol(KuL) = OK) + OI(L)]
Nitekim her n pozitif tam sayisi icin

(") fg=0

(i) fo="1

(i) Knl=@ - fg =fp +fl
olur.

(i)’i s0yle hakh gosteriyoruz: fz = Sz /n. n bir pozitif tamsay: ve SE bir
dogal sayidir. S,r(' =0 ise fE = 0 olur. S,r(‘ % 0 ise SE > 0 olup SE /n > 0 olur. O
halde SE /n = 0. Dolayisiyla fz 20.
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(ii)’yi soyle hakli gosteriyoruz: f‘n2 = Sgn2 /n. Oysa Sgnz = n. Nitekim deney
sonuclar dizisinin her 6gesi Q'ya aittir. O halde f(n2 = SS /n=n/n=1 olur.

(iii)'yi s0yle haklh gosteriyoruz. KnL = @ olsun. f,?uL = SzuL/n. KnL=©
ise K ile L ayrik olup deney sonuglarindaki K'ya ait 6gelerle L'ye ait 6geler ay-
rik kimeler olusturur. O halde S,:Uﬁ SE + SC . Dolayisiyla f,?uL= Sl?uL/n =
(SE + SC)/n = Sz/n + Sf/n = fE + ff olur.

imdi (i), (ii), (iii) 6nermeleri olasiik degdismezini ve onun dile getirdigi
olasihk fonksiyonunun konu edilen kuraminin aksiyom sistemini olusturur,
Bu aksiyom sisteminin belirledigi kurama aksiyomatik olasilik kuram: denir.
(i), (in), (iii) aksiyomlarina Kolmogorov aksiyomlari denir. (iii) aksiyomuna da

toplama aksiyomu denir.

(i), (i), (iii) aksiyomlarindan olugan Kolmogorov aksiyom sistemi soyut
olarak goyle belirlenebilir. Q bos olmayan herhangi sonlu bir kiime, G£
Q'nin glg kiimesi, Ol da Ol: GQ — [0, 1] bigciminde bir fonksiyon olsun.
(0, 1], O ile 1 arasinda butin reel sayilarin kimesidir.

(2) [0, 1] = {x: x bir reel sayidir A 0 < x A x 2 1}.
Eger Ol fonksiyonu (i), (ii), (i) Kolmogorov aksiyomlarina uyuyorsa
(3) <Q, GQ, Ol>

siralanmig Uglusline bir olasilik uzayr denir. Q kiimesine 6rneklem uzayi denir.
(Mimktn sonuglar uzayi, soyut orneklem uzayinin 6zel bir fiziksel yorumu-
dur.)

Burada yalniz sonlu érneklem uzaylarini géz onune alacagiz. Sonsuz or-
neklem uzaylar durumunda olasilik uzayr tanimi ve (iii) Kolmogorov aksiyo-

mu soyle degisir.
Q2 bog olmayan herhangi bir kiime oldugunda A ¢ G2 olsun. Eger

1.Qe A
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2. Xe A->XeA
3. X9, Xp X3, o, € A U (X, Xy, X3, EA
olursa A'ya Q'nin bir o-alani (sigma alani) denir.

Ol, Ol: A - [0, 1] biciminde bir fonksiyon ise, yani Xe A oldugunda
OI(X), 0 ile 1 arasinda bir reel sayi ise Ol asagidaki dort aksiyoma uyarsa

<Q, A, Ol>
siralanmig Ugldsune bir olasilik uzayr denir.
(") (Xe A- OI(X)=20)
iy OlQ) =1
(i) (Xe AAY e AaXNY =D - OI(XUY) = Ol(X) + Ol(Y)
(V) Xy, Xy X3, oy € AveXin X, =D (i, j=1,2,3, .., 1#])ise,
Ol U {Xy, Xy, X3, .} = i"z:]OI(xi)
(_i’]on(xi) = Ol(x;) + OI(X,) + Ol(X3 + ...)
Q Srneklem uzayini rasgele-sonuglu deneylere iliskin deney sonuglart uzay

olarak ve Ol olasilik fonksiyonunu goreli siklik limiti olarak yorumlamakla so-
yut olasilik uzayinin bir fiziksel yorumlamasini yaptik.

) sonsuz ise, GQ genellikle Q'min bir o- alani degildir. Dolayisiyla Q ise
<Q, GQ, Ol> bir olasilik uzay) olmayabilir. Oysa Q soniu ise GQ her zaman
bir o-alani olur. Boylece Q sonlu oldugunda <€, G, Ol> siralanmig Uglsu-
nu olasilik uzay: olarak kabul edebiliyoruz.

16.3 ONERMELER MANTIGINDA NICEL OLASILIK
16.3.1 Onermeler Mantiginda Aksiyomatik Olasilik Kurami

Onermeler mantigina dayanan belli bir dili géz 6niine alahm. Bu dilde
Py, .- Py 9ibi n tane atomsal onerme harfi ve bes temel onerme eklemi ile
T ile L sifirh onerme eklemlerinin bulundugunu kabul ediyoruz. Onerme
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harfleri belli bazi yiklemlerden ve adlardan olugan atomsal onermelerin ki-
saltmasi olabilir. Ornegin p, Fa’nin g’da Fb'nin kisaltmasi olsun. Boylece
atomsal onermeleri p ile q olan bir dil elde ederiz. Bu dili D, ile gosteriyo-
ruz. Genel olarak n tane atomsal onermeye dayanan dili D, ile gosteriyoruz.

D,, dilinin te-tim’lerini, yani temel énermelerden olusan timel-evetle-
melerini goz 6nine alahm. Bir te-timde ayni onerme harfi birden ¢ok kez
gegebilir. Ornegin

(1) prgap
ile

(2) pAgna~p

te-tumlerinde p iki kez gegiyor. (1) te-tumdu

(3) prg
ya, (2) te-tim’u ise 1'ya indirgenebilir. Indirgenmis te-tiim icindeki her oner-
me harfinin yalniz bir kez gectigi te-tim demektir. Ornegin (3) bir indirgen-
mig te-timdur. D, dilinde n tane atomsal 6nerme vardir. Dolayisiyla D, di-
lindeki en uzun indirgenmig te-tum tam n tane temel onermeden olusur. En
uzun indirgenmis te-time durum betimlemesi denir. Ornegin D, dilinin du-
rum betimlemeleri

(4)  PAQ, PA~Q, ~PAQ, ~PA~Q
indirgenmis te-tumleridir.

Imdi farkli durum betimlemelerinin tikel-evetlemesine tikel-evetlemeli
tam yasal bi¢im veya kisaca VTY diyoruz.

(5)  (PAQ) v (pA~Q) Vv (~pAQ)
Onermesi D, dilinin bir VTY'sidir.

Her 6nerme bir tek VTY ile egdegerdir. Ote yandan D, dilinin 6nermeleri

arasindaki “=" isaretinin gosterdigi esdegerlik bagintisi bir denklik
bagintisidir. Nitekim

(6) A=A("=" yansimalidir)
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(7) A=B — B=A("=" bakisimhdir)
(8) (A=BAB=C) > A= C ("=" gegislidir)

Dolayisiyla D, D, dilindeki 6nermelerin kiimesini gosterirse, “=" nin D, ki-
mesinde bir denklik bagintisi oldugunu soyleyebiliriz. O halde esdegerlik ba-
gintisi D, kimesini denklik dbeklerine boler. Her denklik 6beginin temsilcisi
olarak bir ATY secebiliriz. Nitekim farkli ATY’ler esdeger degildir. Esdeger
onermelerin ise ayni bir ATY'si vardir. A 6nermesinin temsil ettigi denklik
obegi [A]_ dir.

(9) [Al.={B:A=B}

A, D diline ait herhangi bir 6nerme oldugunda, VTY(A), A'nin VTY'si ol-
sun. O zaman

(9 [Al; =[VTY(A)LL
elde edilir. Yani A ile esdeger olan onermelerin kiimesi, VTY(A) ile e§deger

olan onermelerin kiimesiyle 6zdegtir.

VTY(A)'nin ana bilesenlerinin olusturdugu kumeyi kii(A) olarak gosteri-
yoruz. ku(A), durum betimlemelerinden olugan bir kiimedir. Dikkat edilirse
[A]; denklik obekleri ile kii(A) arasinda bire-bir karsilik vardir. Nitekim A ile B
iki onerme oldugunda A ile B'ya esdegerdir ya da degil. Eger A ile B esde-
gerse [A]_ = [B]_ ve kU(A) = kii(B) olur. Eger A ile B esdeger degilse [A]_#[B].
ve ku(A) # ki(B) olur.

(10) ku(A) = kU[VTY(A)]

D gibi bir dilin butin durum betimlemelerinin kiimesini € ile gosteriyo-
ruz. O zaman

0)ki(M=Q

elde edilir. Nitekim Q'nin bitin ogelerinin tikel evetlemesi bir totolojidir.
Her totoloji ise T ile esdegerdir. Esdeger 6nermelerin ayni VTY’si vardir. O
halde T'nin VTY’si Q'nin bitln o6gelerinin tikel evetlemesidir. Dolayistyla
ku(T) = €, ote yandan

(11) ki(L) =2
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Nitekim her tutarsiz 6nerme L ile esdegerdir. Tutarsiz 6nermenin VTY'si bos-
tur. O halde L'nin VTY'si de bostur. Dolayisiyla ki(L) = &.

(12) A = B — ki(A) c ki(B)
Nitekim
(13) (A = B) & (VTY(A) |= VTY(B))
(14) (VTY(A) 7= VTY(B)) & kii(A) ¢ kii(B)
(15) ki(AAB) = kii(A) N kii(B)
Nitekim
(16) ki(VTY (AAB)) = kU(VTY(A)) n kiu(VTY(B))
(17) ku(AvB) = ki(A) U ki(B)
Nitekim
(18) ku(VTY(AVB)) = ki(VTY(A) U ki(VTY (B))

Imdi D gibi 6nermeler mantigina dayanan bir dildeki Q durum betimle-
meleri kimesini orneklenim uzayi sayarak

(19) <Q, GQ, Ol*>

biciminde bir olasilik uzayi kurabiliriz. GQ kiimesinin her 6gesi Q'nin bir alt
kiimesi, yani durum betimlemelerinin bir kimesidir.

A, D dilinin herhangi bir 6nermesi oldugunda ki(A) ¢ Q'dir. Dolayisiyla
ki(A) e GQ. O halde ki(A)'nin OI*(A) gibi belli bir olasiligi vardir. Amacimiz
A onermesinin belli bir olasiligi olmasini saglamaktir. Bu amagla A'nin olasi-
Iig1 olan OI(A)’'y1 soyle tanimlariz.

(20) OI(A) = OI*(ki(A))

(20) tanimina dayanarak D dilinin her dnermesinin olasilik derecesi ta-
nimlanmig olur. Ote yandan X ¢ GQ oldugunda, X kiimesinin karsiligi olan
D diline ait bir 6nerme vardir. Bu 6nerme X'i olusturan durum betimleme-
lerinin tikel evetlemesidir. Bu ise bir ATY’dir. Bu ATY’ye X kiimesinin belirle-
digi ATY diyor ve ATY(X) olarak gdsteriyoruz. (20) tanimi geregi
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(21) OI(ATY(X)) = OI*(X)
elde edilir. Nitekim (20) geregi

(22) OI(ATY(X)) = O*(kU(ATY(X))).
Oysa

(23) kU(ATY(X)) =X
dogrudur. Ornegin D, dilinde

(24) Q = {prq, pA~q, ~pAQ, ~pA~q}
dur. Imdi

(25) X ={pArq, ~pAq, ~pA~q}
olsun. O zaman

(26) ATY(X) = (pAQ)V(~pAg)v(~pA~q),

(27) kU(VTY(X)) = {pAq, ~pAq, ~pA~q}
elde edilir.

(20) tamimi gere@i Ol fonksiyonu Kolmogorov aksiyomlarinin benzeri
olan 3yu Ug¢ aksiyoma uyar.

(Ai) OI(A) 2 0

A gegerli ise, OlI(A) = 1

(Aii) OI(T) =1

(Aiii) AAB tutarsiz ise, OI(AvB) = OI(A) + OI(B)

(Ai)i s6yle hakli gosteriyoruz: (20) tanimi geregi, Ol(A) = OI*(ku(A)). Oy-
sa ku(A) € GQ. <Q, GQ, OI*> bir olasilik uzay: oldugundan Kolmo-
gorov aksiyomlarina uyar. O halde OI*(kii(A)) = 0. Dolayisiyla
Ol(A) = 0.

(Aii)'yi soyle hakh g6steriyoruz: A gegerli olsun. OI(A) = OI*(ki(A)). Oysa
ku(A) = Q. Nitekim bir totolojinin VTY’'nin ana bilegenleri, bitin
durum betimlemelerinden olusur. O halde ku(T)='dr.
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(Aiii)’yi soyle hakli gosteriyoruz. AAB tutarsiz olsun. O zaman ki(AAB)=Q
olur, ¢inki VTY(AAB) = &. O halde <Q, G, OI*> olasilik uzay ol-
dugundan,

(28) OI*(kii(A) U ku(B)) = OI*(ku(A)) + OI*(ki(B))
elde edilir. Oysa OI*(ki(A)) v OlI*(ki(B)) = Ol* (kii(AvB)) OI(AvB)
Ol*(ki(A)) = OI(A) ve OI* (kii(B)) = OI(B). O halde OI(AvB) = OIl(A)
+ OI(B) elde edilir.

16.3.2 Onermeler Mantiginda Aksiyomatik Olasilik Kuraminin
Baglica Teoremleri

Ol olasilik fonksiyonuna iliskin teoremleri OI(A)'y1 OI*(ku(A))’ya indirge-
meden, dogrudan dogruya Ol’a iliskin Kolmogorov aksiyomlarindan tirete-
cegiz.

T1 Ol(~A) =1 - OI(A)

Ispat: An~A tutarsizdir. O halde (Aiii) aksiyomu geregi. Ol(Av~A) = OI(A) +
Ol~(A). Oysa A v~A gegerlidir. O halde A2 geregi Ol(Av~A) = 1. O halde
1 = OI(A) + OI(~A). Dolayisiyla Ol(~A) = 1 - OI(A),

T2 A tutarsiz ise OI(A) =0
Ispat: A tutarsiz olsun. O zaman ~A gegerli olur. O halde Aii geregi Ol(~A) =
1. T2 gereg@i OI(~A) = 1 - OI(A). O halde OI(A) =1 - OI(~A) =1 -1 = 0 olur.
T30<0IA) <1

Ai geregi 0 < OI(A). O halde yalniz OI(A) < 1 oldugunu gostermeliyiz. Yine
Ai geregi Ol(~A) 2 0. O halde T1 geregi 1 — OI(A) = 0. Dolayistyla OI(A) < 1
elde edilir.

T4 A = B ise OI(A) < OI(B)

Ispati: A F= B ise A — B gegerlidir. Oysa A — B = ~AvB = ~(AA~B). O halde
~(AA~B) gecerli olup AA~B tutarsizdir. O zaman da Aiii geregi
Ol(Av~B)=OIl(A) + OI(~B) olur. T1 geregi de Ol(Av~B) = OI(A) + 1 — OI(B) el-
de edilir. T3 geregi Ol(Av~B) < 1. O halde Ol(A) + 1 — OI(B) < 1. Dolayisiy-
la OI(A) - OI(B) < 0. O halde OI(A) < OI(B).
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T5. A =B ise, Ol(A) = OI(B)
Ispat: A = B ancak ve ancak A = Bve B I A. T4 geregi A | B ise Ol(A) <
OI(B). B |-= A ise OI(B) < OI(A). O halde OI(A) = OI(B).

T6. A,,..., A, verildiginde Ai/\Aj (i #j) tutarsiz ise Ol(A,v...vA ) = Ol(A,)
+ ..+ Ol(A,).

Ispat: Teorem, Aiii gere@i n = 2 durumu igin dogrudur. O halde n sayisi igin
dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterelim. B,
Ayv...vA_ iken BAA_ , tutarsiz olsun. O halde Aiii geregi OI(BvA,,;) = OI(B)
+ Ol(A ;7). Oysa OI(B) = Ol(A;) +...+ OI(A). O halde Ol(A;v...vA VA ;) =
Ol (A}) +...+ OI(A,) + OI(A ).

T7. (Genel toplama yasasi) Ol(AvB) = OI(A) + OI(B) — OI(AAB)

Ispat: AvB = (AAB) v (AA~B) v (~AAB). Oysa bu Ug ana bilesen ikiser ikiger
tutarsizdir. O halde T5 ve T6 geredi OI(AvB) = OI(AAB) + OI(AA~B) +
OI(~AAB) olur. Imdi A = (AAB) v (AA~B), B = (AAB) v (~AAB). Aiii geregi
OI(A) = OI(AAB) + OI(AA~B) ve OI(B) = OI(AAB) + OI(~AAB) elde edilir. (Ni-
tekim AAB ile AA~B ve AAB ile ~AAB tutarsizdir.)

O halde

(1) OI(AA~B) = OI(A) - OI(AAB)

(2) OI(~AAB) = OI(B) — OI(AAB)
elde edilir. Buna gore

OI(AvB) = OI(AAB) + Ol(Ar~B) + OI(~AxB) = OI(AAB) + OI(A) — OI(AAB)
+ OI(B) — OI(AAB) = OI(A) + OI(B) — OI(AAB)

sonucuna varilr,

T8. Genellesmis genel toplama teoremi

OI(A, v..vA_) = s OlA)-  Z  OWA AA)+.+
=1

1<i<jsn

(=1)k+ T Ol(A ArA )+t (-1)™1 Ol(A|A...AA,).

1<iy<...<iy<n
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Ornegin

(3) OI(AVBVC) = Ol(A) + OI(B) + OI(C) = OI(AAB) = OI(BAC) — OI(AAC)
+ OI(AABAC).

T9. OI(A) = 0 ise, OI(AAB) = 0

Ispat: AAB 7= A. O halde T4 geregi OI(AAB) < OI(A). OI(A) = 0 ise OI(AAB)<0
olur. Oysa Ai gereg@i OI(AAB) = 0. Ol (AAB) = 0 elde edilir.

T10. OI(A) =1 ise, OI(AAB) = OI(B)

Ispat: OI(A) = 1 olsun. O zaman OI(~A) = 0 olup, T9 geregi Ol(~AAB) = 0
olur. T7'nin ispatinda belirttigimiz gibi, Ol(~AAB) = OI(B) - OI(AAB) = 0. O
halde OI(AAB) = OI(B) elde edilir.

T11. Ol(A; A-.A A) %0 — [OI(A}) £ O A...n OA) # 0]

Ispat: T9 geregi [Ol(A;) = Ov...v Ol(A,) = 0] - Ol(A|A...AA) = 0 elde edi-
lir. O halde ~[OIl(A;A...AA) = 0] = ~[Ol(A;) = Oa...AOI(A,) = 0] ve dolayi-
siyla Ol(A;A...AAL) #2 0 = OI(A)) # 0A...A OI(A) # 0 elde edilir.

OI(A) = 1 veya OI(A) = 0 oldugunda, i¢inde A bileseninin gectigi B(A) bi-
¢imindeki bir dnermenin olasiligi s0yle hesaplanir.

(i) OI(A) =1 - [OI(B(A)) = OI(B(T))]
(i) OIl(A) = 0 — [OI(B(A)) = OI(B(L)]

Ispat: B oOnermesinin, A'ya gore bir VY'sini bulalim. O zaman
B = (AAC)v(~AAD) biciminde bir esdegerlik elde edilir. Ornegin B,

(4) [(pe>~a) vp] = [(pe~q) A pAq]
ve A dnermesi pe>~q olsun. O zaman (4),
(5) (Avp) = (Arprq)
biciminde olur. (5)'in A'ya gore bir VY'sini bulup B’yi donusturelim.
(6) ~(Avp) v (ArpAQ) = (~Ar~p) v (AApAQ) = [AA(PAQ)IVI(-A) A (~P)]
Imdi (AAC) ile (~AAD) tutarsiz oldugundan, Aiii geregi
OI(B) = OI(AAC) + OI(~AAD)
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elde edilir. Eger OI(A) = 0 ise Ol(~A)= 1 olur. O zaman T9 geregi OI(AAC)=0
ve T10 geregi Ol(~AAD) = OI(D) olur. Dolayisiyla

Ol(B) = OI(D)

elde edilir. Ote yandan eger OI(A) = 1 ise OI(~A) = 0 olur. O zaman T9 ge.
regi OI(~AAD) = 0 ve T10 geregi OI(AAC) = OI(C) olur. Dolayisiyla

QI(B) = OI(C)
elde edilir.
Imdi OI(A) = 0 durumunda

B(L) = (LAC) v (~LAD) = Lv(TAD) = D elde edilir. O halde OI(B) =
OI(B(L)) olur.

Ote yandan OI(A) = 1 ise B(T)=(TAC)V(~TAD) = Cv(LAD)=C elde edilir.
Dolayisiyla OI(B(T)) = OI(C) olur.

16.3.3 Kosullu Olasilik
(1) B oldugunda A'nin olasiligi a’dir.
bicimindeki kosullu nicel olasilik 6nermesi
(2) OI(A/B) = a
veya
(3) OIB,A)=a

biciminde dile getirilir. Burada (2) yazihg bigimini kullanacagiz. Ol(A/B)’ye A
onermesinin B’ye gére kosullu olasiigi denir. “OI(/)" isareti, kosullu olasilik
fonksiyonunu gosteren bir ikili islem isaretidir.

Imdi OI(A/B) soyle tanimlanir.
(4) OI(A/B) = OI(AAB) / OI(B), OI(B) > 0

Dikkat edilirse OI(AAB)/OI(B)'nin belli bir reel sayyr dile getirmesi igin
Ol(B)>0 olmali. OI(B) = 0 ise OI(A/B) tanimli degildir. Yani OI(B) = 0 duru-
munda OI(A/B)'nin degeri belirsizdir. (4) tanimina dayanarak kosullu
olasih@a iliskin agagidaki teoremler ispatlanabilir.

T12. OI(B) # O ise, OI(A/B)=20
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Ispat: OI(A/B) = OI(AAB) / OI(B) ve OI(B) > O Ai geregi OI(AAB) = 0. O halde
OI(AAB)/OI(B) = 0.

T13. A gecgerli ve OI(B) > 0 ise, OI(A/B) = 1.
Ispat: OI(A/B) = OI(AAB)/OI(B). A gegerli oldugundan OI(A) = 1. O halde T9
geregi OI(AAB) = OI(B). Dolayisiyla OI(AAB)/OI(B) = 1.

T14. A AA, tutarsiz ve OI(B) > 0 ise, OI(A,VvA,/B) = OI(A,/B)+OI(A,/B).

Ispat: AjAA, tutarsiz ve OI(B) > O olsun. (A;AB)A(A,AB) tutarsizdir. O halde
Aiii geregi OI((A,AB)v(A,AB))=0I(A;AB)+OI(A,AB). Dolayisiyla OI((A;_
vA,)/B) = OI((A;VvA,) A B) / OI(B)=0I((A; AB) v (A;AB)) / OI(B)=[OI(A; A B)
+ Ol(A,1B)] / OI(B)=0l(A;AB)/ OI(B) + OI(A,AB)/OI(B)=0I(A,/B) + OI(A,/B).

imdi B, anermeler mantigi dilinin segilmis belli bir 6nermesi olsun. O za-
man Olg gibi bir fonksiyonu

(5) Olg (A) = OK(A/B)

biciminde tanimlayarak Ol yerine gecen yeni bir olasilik fonksiyonu veya ola-
silik ol¢list olarak kullanabiliriz. Niteim T12, T13, T14 geregi Ol fonksiyo-
nu Kolmogorov aksiyomlarina uyar. Ol olasilik fonksiyonu yerine Olg gibi ye-
ni bir olasihk fonksiyonunun ortaya konulmasina kosullandirma denir. Ol
fonksiyonuna iliskin her teorem igin Olg’ye iliskin bir teorem vardir. Ornegin
T1’e karsilik Olg(~A) = 1 — Olg(A) teoremi vardir.

Kogullandirilmig olasiigin bazi onemli ozellikleri asagidaki teoremlerle
belirlenmigtir.

T15 OI(A) # 0 — OI(A/A) = 1
ispat: OI(A) # 0 olsun. OI(A/A) = Ol(AAA)/OI(A) = OI(A)/OI(A) = 1
T16. B gegerli ise OI(A/B) = OI(A).

Ispat: B gegerli olsun. O zaman OI(B) = 1 ve AAB = A olur. O zaman OI(A/B)
= OI(A~B) / OI(B) = OI(A) / OI(B) = OI(A) / 1 = OI(A) olur.

T17. Genel Carpim Teoremi: OI(B) # O ise, OI(AAB) = OI(A/B) OI(B)
Ispat: OI(A/B) = OI(A~B)/OI(B)'den OI(AAB) = OI(A/B) OI(B) elde edilir.
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T18. Genellesmemis Genel Carpim Teoremi

(@ Ol(AjA..rA, 1) # O ise, Ol(AjA..AA) = OI(A;) - OI(A/A))...
Ol(A/A A AA ;). OI(A /A A AA 1)

(b) Ol(Ayn...AA) 2 O ise, Ol(A|A...AA,) = OI(A /Ayn...AA ) ..
OI(A/A 1 A-.AA ) .... OI(A.).

Ispat:

(a) sikki: T11 geregi, Ol(A{A...AA 1) # 0 ise, OI(A;) # 0, Ol(A;7A))= O, ...,
Ol(A1A...AA) 20, ..., OI(AA..AAL ,) 2 0.

O halde teoremdeki butun kosullu olasiliklar tanimlanmis olur.

(b) sikki: Ol(A,A...AA) # O ise, teoremdeki bitiin kosullu olasiliklar tanimlan-
mis olur.

Ornek olarak n = 3 durumu séyle olur:

(@) OI(AAB) = 0 ise, OI(AABAC) = OI(A) - OI(B/A) - OI(C/AAB)
(b) OI(BAC) # 0 ise, OI(AABAC) = OI(A/BAC) - OI(B/C) - OI(C).
T19. Bayes Teoremi: Birinci Bigim

Oi(B/A) = [OI(A/B) - OI(B)] / OI(A)

Ispat: T17 geregi, OI(AAB) = OI(A/B) OI(B) ve OI(BAA) = OI(B/A) - Ol(A).
Ol(A/B) OI(B) = OI(B/A) - OI(A). O halde OI(B/A) = [OI(A/B) - OI(B)] / OI(A).

T20. Bayes Teoremi: Ikinci Bigim
OI(B,v...vB,) = 0 ve OI(BAB) = 0 (i # ) ise,
OI(A/B)) OI(B))

Ol(B/A) =
2 [Ol(A/B) OI(8)]

Ispat: T19 geregi
OI(A/B,) . OI(B)

OI(B,/A) = o
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elde edilir. Ote yandan Ol(B;v...vB,)) = 0 oldugunda, OI(A)=OI[AA(B;Vv...vB,)]
= OI[(ArB;)v...v(AAB)] elde edilir. OI(Bi/\Bi) = 0 oldugundan
O|[(A/\Bi)/\(AABj)] = 0 (i#j) olur. O zaman T8 genellesmis genel toplama ya-
sasl gereqi

OI[(AAB;)V...v (AnB,)] = OI(AAB, )+...+OI(ArB,) = OI(A/B;) OI(B,)+...+

Ol (A/B,) OI(B,) = £, [OI(A/B,) - OI(B))
i=1
elde edilir.

Bayes teoreminin ikinci bigimine ters olasilik teoremi veya nedenlerin ola-
siligi teoremi denir. Nitekim her B/yi A'min bir mumkin nedeni sayarsak,
OI(B;/A) olasihg), A etkisi gerceklestiginde B;'nin neden olma olasihgin belir-
ler.

16.3.4 Olasiliklarin Hesaplanmasi

Onermeler mantiginda, olasihgin aksiyom ve teoremleri yardimiyla bazi
onermelerin olasig: verildiginde butiin 6teki onermelerin olasihgini hesap-
layabiliriz. Ozellikle biitiin durum betimlerinin olasiliklarr verilmisse, bunlara
dayanarak herhangi bir 5nermenin olasihgini hesaplayabiliriz. D, dilinin (ya-
ni T ile L digindaki atomsal onermeleri p,,...,p,, olan dilin) durum betimie-
meleri B,,...,B,n olsun. A herhangi bir 6nerme oldugunda A'nin VTY'si

m Biiv'"VBik
bicimindedir. Oysa
(2) i#jicin B; A Bj tutarsizdir.
O halde genellesmis genel toplama yasasi geregi
(3) Ol v..v Bik) = OI(B;) +..+ OI(Bik)
elde edilir.
(4) OI(B,),..., OI(B,n)

olasiliklarina taban olasiliklari diyelim. Bu taban olasiliklarina dayanarak
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(5) OlA) = Ol(Bi]) +o.+ OI(Bik)

esitligi geregdi OI(A)’y1 hesaplayabiliriz. Taban olasiliklar bagimsiz degildir.
Nitekim

(6) By v..vByn
VTY’si bir totolojidir. Dolayisiyla
(7) OI(B,) +...+ OI(B,n) =1
elde edilir. Dolayisiyla s6z gelisi
(8) 1 -0I(B,n) = OI(B,) +...+ Ol(B,n_,)

elde edilir. Geriye kalan 2"-1 tane taban olasihi§ birbirinden bagimsiz ol-
makla birlikte gene de (7) kosuluna uymalidirlar. Ornegin D, dilinde taban
olasiliklari

(9) Ol(p), Ol~p)
bi¢iminde, D, dilinde ise taban olasiliklar
(10) Ol(pAg), Ol(pA~q), Ol(~pAq), Ol(~pa~q)

bi¢imindedir. D, dilinde Ol(p) = 0.7 olsun. O zaman Ol(~p) = 1- Ol(p) =
1-0.7 = 0.3 olur. D, diline ait herhangi bir 6nermeyi Ol(p) = 0.7 taban ola-
sihgina dayanarak hesap edebiliriz. D, diline ait onerme, icinde p onerme
harfinden baska dnerme harfi gegmeyen bir 6nerme demektir. Soz gelisi

a1 (p=>~p)v-p
nin olasihgini hesaplayalim. Bu amagla (11)'i VTY’e donustiruyoruz.
(12) (p—~p) v-p=(~pv~p) v ~p=~p
Boylece Ol(~p) =1 - Ol(p) = 1 -~ 0.7 = 0.3 elde edilir.
Ikinci 6rnek olarak D, dilinde
(13) Ol(prg) = 0.1, Ol(pa~q) = 0,2, Ol(~pAq) = 0.3
olsun. Buna gore D, diline ait

(14) p— (9—-p)
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onermesinin olasiligini hesaplayalim. Bu amagla (14)'U VTY'ye donustiriyo-
ruz.

(15) p—(g—-~p) = ~pv~qv~-p = ~pv~q
= [~pAa(@v~q)] v [(pv~p) A ~q] = (-pAQ) Vv (~pAr~Qq) v (pA~q) v
(~pA~Q) = (~pAQ) v (-pA~Qq) V (pPA~q)
Ol(~pa~q)=1-(0.1+0.2+0.3) =1 - 0.6 = 0.4 oldugundan
Ol[p—(g—~p)] = Ol(~pAq) + Ol(~pA~q) + Ol(pA~q)
=03+04+02=09

Cok kez taban olasiliklar yerine atomsal dnermelerin olasiliklari veri ola-
rak Dbilinir. Ancak D, dilinde Ol(p4),...,.0l(py) nin tuminin bilinmesi,
Py, P, den olusan biitin énermelerin olasihginin hesaplanmasi igin yeter-
li degildir. Bunun igin

(16) Ol(pi1A...Apik), 1€ 0, SN

bicimindeki biitiin olasiliklarin da bilinmesi gerekir. Ornegin D, dili igin bu
veriler

(17) Ol(p)
D, dili igin
(18) Ol(p), Ol(q), Ol(prq),
D, dili igin
(19) Ol(p), Ol(a), Ol(r), Ol(pAq), Ol(gar), Ol(par), Ol(pagnr)
dir.
(16) bigimindeki olasiliklarin degerleri bazi kogullara baghdir.
pAq F= p ve paq = q oldugundan,
(20) Ol(pag) < Ol(p), Ol(pAq) < OI(q)
elde edilir. Ote yandan
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Ol(pvg) = Ol(p) + OI(g) - Ol(pAq)
ve Ol(pvq) < 1 oldugundan,

Ol(p) + Ol(q) - Ol(pAg) < 1
ve dolayistyla

(21) Ol(paq) = Ol(p) + Ol(q) - 1
elde edilir.

Imdi (16) bigimindeki olasiliklar verildiginde, verilen herhangi bir oner-
menin olasihgini hesaplamak i¢in sdyle davranilir.

(i) Verilen 6nermeyi en kisa bir VTY’ye donustiiruriz.

(ii) Elde edilen VTY’nin olasihina genellesmis genel toplama yasasini uy-
gulariz.

(iii) Baz) bilesenleri degillenmis olan te-timlerin olasiligini
(22) OI[AA(~p)] = OI(A) — OI(A~p)

kurallarina gore degillenmis bileseni olmayan te-timlerin olasiligina indirge-
riz.

(iv) Son olarak elde edilen degillenmis bileseni olmayan te-timlerin ola-
sihdim verilen olasiliklara dayanarak saptariz.

Ornek olarak D, diline ait
(23) pe>~q
onermesinin olasiligini
(24) Ol(p) = 0.2, Ol(q) = 0.1, Ol(prqg) = 0.1
verilerine dayanarak hesaplayalim.
Once (23)'U VTY'ye déniistiiriyoruz.
(25) pe~q = (pr-q) v (~pAQ)
Sonra elde edilen VTY’yenin olasiigina genel toplama yasasini uyguluyoruz.

(26) Ol[(PA~-9) v (~pag)] = Ol(pa~g) + O~pAq)
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Sonra da degillenmis bilesenleri eliyoruz.
(27) Ol(pa~q) = Ol(p) - Ol(pAq)
(28) Ol(~paq) = Ol(qg) - Ol(p~q)

Son olarak elde edilen degillenmis bileseni olmayan te-tiimlerin olasiigini
verilere dayanarak hesapliyoruz.

(29) Ol(pe>~q) = Ol(p) - Ol(pAq) + Ol(q) - Ol(pAq)
= Ol(p) + Ol(q) - 20I(pAg) = 0.2 + 0.1 - (2 x 0.1)
=03-02=0.1
Boylece Ol(pe>~q) = 0.1 elde edilir.

ALISTIRMALAR
1. Ol(p) = 0.5 oldugunda, p&~p onermesinin olasiligini hesaplayiniz.

2. Ol(prg) = 0.1, Ol(pa~q) = 0.2, Ol(~pa~q) = 0.1 oldugunda, (pA~q)
- (~pvq) 6nermesinin olasihgini hesaplayiniz.

3. Ol(p) = Ol(q) = 0.6, Ol(paq) = 0.2 oldugunda, (~pvqg) & (~pAQq)
onermesinin olasihgini hesaplayiniz. Verilen olasilik degerlerinin
uygun oldugunu gosteriniz.

16.3.5 Olasilikga Bagimsizhk
(1) Ay,..., A, n tane farkh 6nerme oldugunda 1 < i; < i, < n ise,
O|(Aij/\.../\Aik) = OI(Ai1). - OI(Ain) olursa, A,,..., A, onermelerinin olasiikga
bagimsiz oldugu soylenir ve Bgms, (A,,...,A,) yazilir. Ornegin
(2) Bgms, (A, B) ancak ve ancak, OI(AAB) = OI(A) - OI(B) ise
(3) Bgms;, (A, B, C) ancak ve ancak [OI(AAB) = OI(A) - OI(B)]
A [OI(AAC) = OI(A) - OI(C)] A [OI(BAC) = OI(B) - OI(C)]
~ [OI(AABAC) = OI(A) - Ol(B) - OI(C)] ise
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T21. Bgms, (A, B) ise, Bgms, (A, ~B)

Ispat: Bgms, (A, B) olsun. O zaman OI(AAB) = OI(A) - OI(B) olur. Ol(AAr~B)
= OI(A) - OI(AAB). O halde OI(Ar~B) = OI(A) - OI(A) - OI(B) = Ol(A)
[1-01(B)] = OI(A) - OI(~B). Béylece Bgms, (A, ~B) elde edilir.

T22 [Ol(A) =0 v OI(A) =1 v OI(B) = 0 v OI(B) = 1] — Bgms, (A, B)
Ispat: Bu teorem
(4) [Ol(A) = 0 — Bgms, (A, B)] A [OI(A) = 15Bgms, (A, B)]
A [OI(B) = 0 — Bgms, (A, B)] A [OI(B) = 1 — Bgms, (A, B)]
ile esdegerdir. Imdi
(5) OI(A) = 0 — Bgms, (A, B)

dogrudur. Nitekim T9 geregi OI(A) = 0 ise OI(AAB)=0=0xOI(B)=0I(A) OI(B)
elde edilir.

(6) OIA) =1 — Bgms, (A, B)

dogrudur. Nitekim T10 geredi OIl(A) = 1 ise OI(AAB) = Ol(B) = 1xOI(B) =
OI(A) OI(B) elde edilir.

Benzer bigcimde

(7) OI(B) =0 — BIms, (A, B)
ve

(8) OI(B)=1 — Bgms, (A, B)
oldugu gosterilebilir.

(9) Bgms, (A, B) ve OI(A) 0 ve OI(A) # 1 ve OI(B) # O ve OI(B)= 1 ol
dugunda, A ile B'nin dzce olasilikca bagimsiz oldugu soylenir.

A ile B 6zce olasilikca bagimsiz ise,
(10) OI(A/B) = OI(A)
ve

(11) OI(B/A) = OI(B)
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olur. Nitekim OI(A) # 0 ve OI(B) # 0 oldugundan Ol(A/B) ile OI(B/A) tanim-
|anmugtir.

A ile B'nin mantik¢a bagimsiz, veya kisaca bagimsiz olmasi A'nin B'yi ve
g'nin A'yl mantik¢a icermemesi demektir.

A ile B'nin mantik¢a tam bagimsiz veya kisaca tam bagimsiz olmasi, A ile
g’nin bagimsiz olmasi, ayrica A'nin ~B'yi ve B'nin ~A’yi icermemesi demek-
tir. A ile B tam bagimsiz ise {A, B} kumesi tutarh olur.

T23. Aile B 0zce olasilikga bagimsiz ise, A ile B mantik¢a tam bagimsiz
olur.

Ispat: A ile B’'nin mantik¢a tam bagimsiz olmadigini kabul! edelim. O zaman
A= Bveya A = ~B veya B = A veya B = ~A olur. Her dért gikki sira ile
ele aliyoruz.

(12) [A = B A Bgms, (A, B)] > [OI(A) = 0 vOI(B) = 1]

Nitekim A F= B ve Bgms, (A, B) oldugunu kabul edelim. O zaman AxB = A
ve OI(AAB) = Ol(A) OI(B)=0I(A). O halde OI(A) # 0 ise OI(B)=0I(A)/Ol(A)=1
olur. Yani Ol(A) = 0 vOI(B) = 1 elde edilir.

(13) [A = ~B A Bgms, (A, B)] - [OI(A) = 0 vOI(B) = 0]
Nitekim T21 geregi Bgsm, (A, B) = Bgms, (A, ~B). O zaman (12)'den
(14) [A E ~B A Bgms, (A, ~B)] - [OI(A) = 0 vOI(~B) = 1]

elde edilir. OI(~B) = 1, OI(B) = 0 anlamina geldiginden ve Bgms, (A, ~B) ye-
rine Bgms,, (A, B) koyabilecegimizden dolayi, (14)'den (13)’u elde ederiz.

(15) [B = A A Bgms, (A, B)] - [OI(A) =1 v OI(B) = 0]
ile

(16) [B = ~A A Bgms, (A, B)] — [OI(A) = 0 v OI(B) = 0]
Onermelerini de benzer bicimde gosterebiliriz.

T23'in sonucu olarak, A ile B’nin mantikga bagimi olmalan durumunda
B§m52 (A, B) olursa, A ile B'nin 6zce olasilikga bagimsiz olamayacagini soy-
leyebiliriz.
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T24. Bgms, (Aq,...,A) — Bgms, (£ Aq,..., £ A)

Burada *A; (i = 1,...,n) A veya ~A/'yi gOsteriyor.
Ispat: n = 2 durumunda teorem

(17) Bgms, (A, Ay) - Bgms, (£ A, £A,)
bicimini alr. (17) ise

(18) Bgms, (A, A;) = Bgms, (A, Ay)

(19) Bdms, (Aq, A;) = Bgms, (A, ~A,)

(20) BIms; (Aq, Ap) = Bgms, (~Aq, A,)

(21) Bams, (A, Ay) — Bgms, (~A;, ~A;)
onermelerine kargihik gelir.

(18) bir totolojidir. (19) ve (20) ise T21 geregi dogrudur. (21)'i ise s0yle gos-
teriyoruz. T21 geregi, Bgms, (A, Ay) - Bgsm, (A, ~A;) ve Bgms, (A,,
~A;) — Bgms, (~Aq, ~A,) elde edilir. Dikkat edilirse

(22) Bgms, (A, B) < Bgms, (B, A)

dogrudur. Bu nedenle T21°den Bgms, (A;, ~A,) — Bgms, (~A,, A;) elde
edilmistir. Ispati tamamlamak i¢in T24’in bir n sayis igcin dogru oldugunu
kabul ederek, n+1 igin de dogru oldugunu gosteririz.

imdi D, dilinde OI(P,),..., OI(P,) veriler olarak bilindiginde, Bgms,
(Py,---,Py) olursa, pq,...,p,'den olusan herhangi bir 6nermenin olasiigr he-
saplanabilir. Nitekim verilen onermeyi VTY’ye donusturelim. VTY’nin olasili-
g1 ise ana bilegenleri olan te-tim’lerin olasihginin toplamina esittir. Bgms,,
(Py/..Py) Oldugundan, T24 geregi

(23) Ol(* pjA...a £ p,) = Ol py) . ... . Ol p,)

elde edilir. Dolayisiyla her te-tim’ln olasiligl, ana bilesenlerinin olasihginin
carpimina esittir. Oysa Ol(p) veri olup, Ol(~p;) = 1 — Ol(p))'dir.

Ornek olarak D; dilinde Ol(p) = 0.1, Ol(g) = 0.2, OI(r) = 0.6 olsun. Bu-
na gore Bgms; (p, g, r) oldugu durumda

(24) po(Qa-n)
onermesinin olasiigini hesaplayalim. Bu amagla (24)'4 VTY’ye donistire-

lim.
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P (@A-N=EPA@A~NV~PA~(Gar~N=(PAGA~T)V~pA(~qvr)
=(PAGA-DVEPA-YV-PAN=(PAGA-NV(-PA~qAaT)
V(P ASQA-DNV(pAqANV(-pA~qAN=(PAQA-T)
V(pA~QAN V(P A=QA=)V(~pAQAT)

Buna gore

(25) Ollp «» (q A ~n)] = Ol(p) Ol(q) OI(~r) + Ol(~p) Ol(~q) Ol(r)
+ Ol(~p) Ol(~q) Ol(~r) + Ol(~p) Ol(g) OI(r) =

(0.1x0.2x0.4) + (0.9x0.8x0.6) + (0.9x0.8x0.4) + (0.9x0.2x0.6) .
0.008 + 0.432 + 0.288 + 0.108 = 0.836

elde edilir.

ALISTIRMALAR

D, dilinde Ol(p) = 0.3 ve Ol(g) = 0.5 oldugunda Bgms, (p, q) duru-
munda asagidaki onermelerin olasiigini hesaplayiniz.

1. p—>q
pa(-p—q)
(-prq@)—>(p—0q)
~p = (pv~9)
(~-prq) e (p—q)

o wonN

16.4 BiLGISEL NICEL OLASILIK
16.4.1 Olasihikli Cikarimlar

Akil yiriitme ¢ikarimlarla gergeklesir. Timdengelimli mantik, ¢ikarimla-
rin gegerliliginin kurallanini ortaya koyar. Ancak tumdengelimli mantik baki-
mindan gegersiz olmakla birlikte tiimevarim bakimindan saglam veya guve-
nilir olan ¢ikanimlar vardir. Ornegin

(1) Ali bir insandir, Ali yiz yagindadir, Ali romatizmalidir, o halde Ali iki
dakikada bir kilometrelik yolu kosamayacak.
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Bu ¢ikarim mantik¢a gegerli degildir. Ama timevarim bakimindan saglam
veya glvenilir bir glkanimdir. Nitekim bu ¢ikarimin onciilleri dogru oldugun-
da, sonucun da dogru olma olasihgi ¢ok yuksek, yani 1’e ¢ok yakindir.

Genel olarak
2 Ay...A,:B

herhangi bir ¢cikanm oldugunda,
(3) OIB/AA...AA)

kosullu olasiigina (2) ¢ikariminin timevarimh saglamlik (veya giivenilirlik)
derecesi denir. Bu olasilik bir bilgisel olasilik'tir. Bilgisel olasilik, rasyonel ina-
nilabilirlik derecesi demektir. (3) saglamlik derecesinin tanimlanmig olmasi-
nin gerekli ve yeterli kosulu

(4) Ol(A;A...AA) £ 0

olmasidir. A1, A2, A3 Kolmogorov aksiyomlarina dayanan Ol olasilik fonksi-
yonu durumunda A gibi herhangi bir 6nerme igin

(5) OI(A)=0 ancak ve ancak A tutarsiz ise.

Nitekim, A tutarsiz ise OI(A)=0 olur. Ote yandan A tutarl ise A'nin bos olma-
yan VTY’si vardir. OI(A) ise VTY'nin ana bilegenleri olan durum betimlemele-
rinin olasihginin toplamina esittir. Durum betimlemeleri ise Q orneklem uza-
yinin 6geleri olup olasiliklari sifirdan buyGktdr.

Buna gore (3) saglamlik derecesinin tanimlanmis olmasinin gerekli ve ye-
terli kosulunun

6) {A,...A}

kimesinin tutarl olmasi oldugunu séyleyebiliriz. Imdi (6) kosulu yerine
geldiginde

(7) Ay...A F B
olsun. O zaman
(8) OIB/AA...AA) =1

olur. Nitekim (7) olursa
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(9) AjAAApAB=A ALAA

elde edilir. (6) tutarh oldugundan Ol(A;A...AA,)) # O olup, OI(B/AjA...AA)
tanimlanmis olur. Boylece

OI(B/ AjA...AA.) = Ol(A1A...AA AB) / Ol(AA...AA) =
Ol(AjA...AA )/ OI(AqA...AAL) =1
elde edilir.

Ote yandan (7) yanlssa, yani A,,...,A, onciilleri B sonucunu mantik¢a
icermezse, (9)'da yanhs olur. Bu durumda

Ol(A; A...AAAB) % OI(A A...AA)

olur. Nitekim Aja..AAAB = Aja..nA, oldugunda kii(AqA...AA AB) C
ki(AqA...AA,) olur. Ancak AjA...AA AB ile Aja...AA | esdeder olmadiginda alt
kumelik bagintisi 6z alt kiimelik bagintisi olur. O zaman

Ol(AyA...AA AB) < Ol(Aa...AA) dolayistyla OI(B/AjA...AA ) < T olur.
Boylece

(10) A,,....A, F B ancak ve ancak OI(B/A,,...,A)) = 1 ise elde edilir. Ay-
rca

(11) A,,..,A, E ~B ancak ve ancak OI(B/A,,...,A)) = 0 ise de dogrudur.

Nitekim (10) geregi A,,..., A, = ~B ancak ve ancak OI(~B / Aja..AA ) = 1

Ise

Oysa Ol(~B/ AjA...AA;) = 1 ancak ve ancak OI(B/AjA...nA) = O ise. Boyle-
ce (11) elde edilir.

Eger OI(B/A;A...AA,) = 1 ise, (2) gtkarimina kesin sonuglu, yoksa kesin ol-
mayan sonuglu ¢ikarim denir. Buna gdre ancak mantikga gecerli olan ¢ikarim-
lar kesin sonugludur. Kesin olmayan sonuglu ¢ikarimlara olasilikh ¢ikarim ve-
ya timevarimh gikanm denir. Saglam timevarimili ¢ikarim saglamhik derecesi
1'den farkli ama 1’e yakin olan gegersiz ¢ikanm demektir.

Cikarimlanin saglamlik derecesinin bir bilgisel olasilik oldugunu soylemis-
tik. BOyle bir bilgisel olasiliga tumevarimli olasiik da denir. Ote yandan tek
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tek onermelerin, oOzellikle ¢ikarimlanin onciillerinin ve sonucun da bilgisel
olasihigi vardir. Bir onermenin bilgisel olasihgi bilgi sahibi kisiye ve zamana
bagh olarak degisebilir. Nitekim bir kiginin bilgisi degisince belli bir onerme-
ye karsi olan rasyonel inanilabilirlik derecesi degigebilir.

16.4.2 Olasilik ve Dengeli Bahse Tutusma

Bir kisinin A gibi bir onermeye verdigi bilgisel olasilik o kiginin bu 6ner-
meye olan rasyonel inanilabilirlik derecesidir. Rasyonel inanilabilirlik derece-
si ise A onermesi Uzerine kisinin tutustugu bir bahiste ortaya konulan deger-
lere dayanarak hesaplanabilir.

A gibi bir onerme Uzerine bahis tutusma veya kisaca bahis, bahis tutusan
kisinin A 6nermesi dogru ise a degerinde para almasi ve A 6nermesi yanhg
ise b degerinde para vermesi (ddemesi) durumudur. b/a oranina bahis ora-
ni denir. Boyle bir bahis asagidaki bahis ¢izelgesi ile dile getirilir.

(1)  A'min dogruluk degeri Odenen deger
D +a
Y -b

a ile b de@erindeki paralara ortaya konulan degerler ve a + b toplamina da
toplam deder denir. a pozitif bir reel say: ise +a bir kazang, b’de pozitif bir
reel sayi ise —b bir kayipdir. Ancak a negatif bir reel say! ise, +a (yani alinan
para) bir kazang degil bir kayiptir. Tersine b negatif bir reel say: ise, -b (yani
verilen para) bir kayip degil bir kazang olur.

Ornegin A: “Yarin yagmur yagacak” énermesi

ve b/a bahis orani 4/1 (“dérde bir”) olsun. Ornegin b = 40.000 lira ve
a = 10.000 lira. BOyle bir bahse tutusan kisi yarin yagmur yagarsa 40.000 li-
ra alir (kazanir) ve yarin yagmur yagmazsa 10.000 lira verir (kaybeder).
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imdi (1) bahis gizelgesiyle dile getirilen bahis ve

(2) B'nin dogruluk degeri |  Odenen deger
D +C
Y -d

bahis ¢izelgesiyle dile getirilen bahsin toplam’i

(3) Dogruluk degerleri |Odenen deger
A B
D D a+c
D Y a-d
Y D c-b
Y Y —(b+d)

¢izelgesi ile dile getirilen diizen demektir.

Eger A ile B onermeleri bir arada tutarsiz ise (yani AAB tutarsiz ise (3) ¢i-
zelgesindeki 1. satir bog kalir. Nitekim A ile B birlikte D de@erini alamaz. O

zaman (3) cizelgesi

(4) Dogruluk degerleri |Odenen deger
B
D Y a-d
Y D c-b
Y Y -(b+d)

bi¢imine indirgenir. Imdi a - d = ¢ - b, yani
(5) a+b=c+d

olsun. Bu da A iizerine bahsin toplam degeri (a + b) ile B Gizerine bahsin top-
lam degerinin (c + d) birbiriyle esit olmast demektir. Bu durumda bahse tu-
tusan kisi AvB onermesi dogru ise a — d (yani ¢ — b) degerini kazanir ve AvB
onermesi yanlig ise b + a degerini kaybeder. O halde (4) cizelgesi (5) kosu-
lunun dogru olmasi durumunda AvB onermesi lizerine bir bahsin cizelgesi
sayilir. Nitekim (4) cizelgesinden
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(5) Dogruluk degeri | Odenen deger

AvB
D a-d
Y -(b+a)

bahis ¢izelgesini elde ederiz.

Imdi (1) bahis gizelgesinin dile getirdigi bahse tutusan kisinin bu eylem-
den bekledigi deger

(6) (+a) Ol(A) + (-b) OI(~A)

biciminde tanimlanir. Bahse tutusan kisi, beklenen deger sifirdan buyukse
kazangh, beklenen deger sifirdan kiigikse kayipli sayilir. Beklenen deger tam
sifira esitse bahse tutugan kisi ne kazangli ne kayiph olur. Bu durumda bahsin
dengeli oldugu soylenir. Bahis dengeli ise

(+a) OI(A) + (-b) OI(~A) = a OI(A) - b[1 - Ol(A)]
=aOIl(A)-b+bOI(A)=(a+b)OIA)-b=0
olur. Boylece
(7) OI(A) =b/(a+ b)
elde edilir.
b/(a + b) de@erine bahis boliimi denir.

O halde bir 6nerme uzerine bir bahsin dengeli olmasinin gerekli ve yeterli
kosulu, olasihgin bahis bolimune egit olmasidir.

Dengeli bahis durumunda
(8) OI(A) /OI(~A) = b/a
Nitekim dengeli bahiste
(9) a OI(A) - bOI(~A) = 0
olur. Boylece (8) elde edilir.
Ote yandan (7)'den,
(10) b/(a + b) = (b/a) / [(a/a) + (b/a)] = (b/a) / [1 + (b/a)]
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oldugunu gorerek,

(11) OlA) = (b/a) / [1 + (b/a)]

elde edilir. Boylece olasilik ile bahis orani arainda bir bagint kurulmug olur.

Ornegin “yarin yagmur yagacak” 6nermesi tizerine 4/1 (dorde bir) bahis

orantyla dengeli bir bahse tutusuldugunu kabul edelim. O zaman bu oner-
meye verdigim olasilik derecesi

(12) (4/1)/[1 +(4/1)]=4/(0 + 4)=4/5=10.80

olur.

ALISTIRMALAR

Bir onerme (zerine dengeli bahislerde ortaya konulan a ve b degerleri
asagida belirtilmistir. Bu degerlere gore bahse tutusan kisilerin s6z
konusu 6nermeye verdikleri bilgisel olasilik derecelerini hesaplayiniz.

1. a= 30000 lira, b = 20000 lira
2. a = 50000 lira, b = 10000 lira
3. a = 100000 lira, b = 90000 lira

. Bir onerme uzerine dengeli bahislerdeki b/a bahis oranlari agagida belir-

tilmistir. Bu oranlara gore bahse tutusan kisilerin s6z konusu 6nermeye
verdikleri bilgisel olasilik derecelerini hesaplayiniz. '

1. b/a=8/1
2. b/a=10/3
3. b/a=15/4

16.4.3 Uyumlu Bahis Sistemleri

Bahis tutugsma eyleminin beklenen degeri olasilik yerine Kolmogorov ak-

siyomlarina uymayabilen bir inanma derecesi ile hesaplanabilir. Boyle bir
inanma derecesini | gibi bir inanma fonksiyonu ile gosterelim. O zaman A
gibi bir 6nermenin inanma derecesi |(A) olur. Buna gore A (zerine a ve b de-
gerlerine dayanan bir bahis tutusma eyleminin beklenen degeri
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(1) al(A) - bl(-A)
olur. Bahis tutusma eylemine
(2) I(A) =b/(a +b)

oldugu durumda dengeli bahis denir. Bu anlamda dengeli olan bahiste bek-
lenen deg@erin sifir oldugu kabul edilir. O zaman

(3) al(A) - bl(~A) = a[b/(a + b)] - bl(~A) = 0
olur. Buradan

4) l(~A)=a/(a+b)=1-b/(a+b)=1-1IA)
elde edilir.

Bahis sistemi, bir dizi dengeli bahis sonucunda bahse tutusan kisinin hep
kaybetmesine yol acarsa bahis sistemine uyumsuz denir. Buna gore
uyumlu bahis sistemi bahse tutugan kisinin bir dizi bahis sonucunda hep
kaybetmesine yol agmayan bir bahis sistemi demektir.

Imdi uyumlu bahis sistemlerinin su iki temel 6zelligi vardir.

(i) Dayandigi inanma fonksiyonu bir olasilik ol¢usu olan (yani Kolmo-
" gorov aksiyomlarina uyan bir fonksiyon olan) bahis sistemi uyum-
ludur.

(i) Dayandigiinanma derecesi bir olasilik ol¢lsu olmayan her bahis sis-
temi uyumsuzdur.

Dolayisiyla butin ve yalniz uyumlu olan bahis sistemierinin dayandigi inan-
ma derecesinin bir olasilik derecesi oldugunu soyleyebiliriz. Boylece bilgisel
olasiigin uyumlu bahis sistemlerine 6zgul bir inanma dercesi oldugunu soy-
leyerek, bilgisel olasiigin Kolmogorov aksiyomlarina uydugunu savunabili-
riz.

56z0 gecen (ii) ozelligini asagidaki orneklerle hakli gosteriyoruz.

Birinci ornek olarak inanma derecesi sifirdan kigik olan bir durumu ele
aliyoruz. Soz gelisi A onermesinin inanma derecesi I(A) = -0.10 olsun. O za-
man
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Dogruluk degeri | Odenen deger

A
D - 110000
Y - 10000

bahis ¢izelgesi ile dile getirilen bahsi gozonine alabiliriz. Bu durumda
a =-110000 lira ve b = 10000 lira. O halde b/(a + b) = 10000/ (-110000
+ 10000) = 10000/ - 100000 = -0.10. Bahse tutusan kisi A dogru ise
~110000 lira ahir yani 110000 lira kaybeder; A yanhs ise 10000 lira verir. Her
iki halde de kaybeder.

Ikinci 6rnekte Av~A gibi bir totolojinin inanma derecesinin 1’den biyik
oldugunu kabul ediyoruz. S6zgelisi a = -5000 lira ve b = 10000 lira olsun.
O zaman l(Av~A) = b/(a + b) = 10000/(-5000 + 10000) = 10000/5000 = 2
olur. Bahse tutusan kisi Av~A hep dogru oldugundan -5000 lira aliyor, yani
5000 lira kaybediyor.

Uglincii 6rnek olarak I(Av~A) < 1 olsun. So6z gelisi a = —25000 lira ve
b = -75000 lira olsun. O zaman l(Av~A) = b/(a+ b) = ~75000/(-75000-25000)
= -75000/-100000 = 0.75 olur. Bahse tutugan kisgi, Av~A hep dogru oldu-
gundan, -25000 lira alir, yani 25000 lira kaybeder.

16.5 SINIFLAYICI VE KARSILASTIRMALI OLASILIK
16.5.1 Olasihk Eklemleri ve lkililik

Buraya kadar hep nicel olasiigi inceledik. Simdi de nicel olasiliktan daha
temel olan siniflayici ve kargilagtirmali olasili§i inceleyecegiz. Gerek siniflayici
olasilik gerekse kargilastirmali olasilik birer onerme eklemi ile dile getirilir.

(1) p oldugu olasidir
veya kisaca

(2) ¢p

onermesinde ¢ isareti dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan bir birli

onerme eklemidir. Nitekim “p” onerme temsilcisi “yarin yagmur yagacak”
onermesini temsil ettiginde “¢p”nin dogru veya yanls olmasi yarin yagmur
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yagmasi halinde de, yagmur yagmamasi halinde de mimkindur. Dolayisiy-
la “¢p”nin dogruluk gizelgesi soyledir.

3 p | &
D DY
Y D,Y

ote yandan (3) 9 olduguna gore p olasidrr, veya kisaca

4) p/q
onermesinde “/” isareti dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan bir ikili
eklemdir. Butunli eklemlere ve bu eklemler yardimiyla

(5) p oldugu, q oldugundan daha az olasi degildir
veya kisaca
(6) p2q

onermesinde “2" isareti dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan bir ikili
onerme eklemidir.

(7) qolduguna gore p oldugu, s olduguna gore r oldugundan daha az
olasi degildir.

veya kisaca
(8) p/g=r/s

onermesinde “/ > /" isareti dogruluk fonksiyonu durumunda olmayan bir
dortlli 6nerme eklemidir. Tanimlanabilen dnerme eklemlerine olasilik eklem-
leri diyoruz.

|kili (mutlak) olasilik eklemi dortli (kogullu) olasilik eklemiyle soyle tamm-
lanabilir.

9 pz2q=p/T2q/T
“>" ikili olasilik eklemi yardimiyla asagidaki olasihk eklemleri tanimianr.

(10) psg=q2p

“p < q”, “p oldudu q oldugundan daha olasi degildir” anlamina gelir.

’
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(1) p>q=~(p<a)
”p>q”, "
(12) p<g=~(p2q)

“p < q", “p oldugu q olduundan daha az olasidir” anlamina gelir.

p oldugu q oldugundan daha olasidir” anlamina gelir.

(13) p=a=(p29 r(p=q)
“‘p=q", "
(14) p=p>-p
Boylece siniflayici olasilik eklemi olan “@”, kargilagtirmali olasilik eklemi olan
“>" yardimiyla tanimlanmig olur.

p ile q aymi dlguide olasidir” anlamina gelir.

(15) Op=p<-p

“@p”, “p olasisizdi” anlamina gelir.

Ikililik yardimiyla da yeni olasilik eklemleri tanimlanir. e herhangi bir n-
li eklem oldugunda, e, ekleminin ikilf'si olan e * n-li eklemi

(16) e,* p1.--Pn = ~€4 ~P1---~Pp
biciminde tanimlanir. Buna gore her n-li olasilik ekleminin gene n-li olasilik

eklemi olan bir n-li 6nerme ekleminin bulundugunu sodyleyebiliriz. S6zi
gecen olasihk eklemierinin ikilisini agagida tanimliyoruz.

(17) p2*q=~(-pp2-q)=~p<~q

(18) ps*q=~(-p<~q)=~p>~-q

(19) p>*q=~(~p>-~q)=~p<-~q

(20) p<*q=~(-p<-~q)=-~p2-q

@) p=*q=~(-p=~9)=~(~p2~qA~p<-~q)

=-(-p2-qv~(-p2~ q@J=~p<~-qv-p>-q

(22) @p=~P=~(~p>~~p)=~(~p>p)=~(p <~p) = ~Op

O halde “@*p”, “p oldugu olasisiz degildir” anlamina gelir.
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16.5.2 Karsilastirmali Olasthgin Aksiyomatik Kurarmi
likel 6nerme eklemleri

(i) bestemel eklem: ~, A, v, 5, &

(i)  sifirlh eklemler: T, L

(iii) kiplik eklemleri: mantiksal zorunluk eklemi OJ, mantiksal imkan ek-
lemi &

(iv) olasilik eklemi: 2

olan ve p, g, r ... onerme temsilcilerini kapsayan sembolik bir dili g6z onu-
ne alalim. (i), (ii), (iii) mantik degigmezleri, (iv) ise 6zel degismezdir. Boyle
bir dilde yalmiz kargilagtirmal olasilik eklemleri degil, bir de siniflayici olasilik
eklemleri tanimlandigini §16.5.1'de gérmugtuk. Dolayisiyla bu dilde dile ge-
tirecegimiz kargilastirmali olasihk kurami ayrni zamanda siniflayici olasiligin
da kurami sayilabilir.

Imdi karsilastirmali olasilik kuraminin aksiyom sistemini asagida gosteri-
yoruz.

Aksiyomlar:

1. Aksiyom: (p2q)v(q2p)
(karsilastirabilme aksiyomu)

Aksiyom: (p 2 q) & [(p A ~qQ) 2 (~p ~ q)]
Aksiyom: p > L

Aksivom: [(p2g) A0(r—> q)l > (p2T)

Aksiyom: [(p2q)A(q2r1)] - (p2T)]
(Gegislilik aksiyomu)

LA W

Her totoloji bir aksiyomdur.

Op - Op

© N o

Op—p

9. Op »Up
10. Op - [IOp
Cikarim Kurallarr:

1. Yerine koyma ornegi: — A(p) ise, |— A(B).
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A(p) iginde p onerme temsilcilerinin gectigi bir 6nerme, A(B)'de A(p)'de p
yerine B onermesini koymakla elde edilen 6nermedir.

2. Modus Ponens Kurali: — Ave — A — B ise, — B.

3. Zorunluluk kurah: — A ise — [JA.

(" - A”, “A teoremdir” anlamina gelir.)

Bu aksiyom sistemine gore, kuram S5 kiplik manti§i sistemine dayaniyor.

Sozi gegen aksiyom sisteminden tiiretilebilen bashca teoremleri asagida

gosteriyoruz.
(1) p>p
(2) p=p
(3) (pzp)e(p>qvp=q)
4) (p2g)e~q2-~p
(5) p—a—-p2q
6) p>qe(Pa~q>(-prq)
7) [p>PA0r—>q) op>r
(8) ~ML
(9) Mpal(p—q) —Mq
(10) Op = Lp

(1) (p=gArqg=n-—op=r
(12) (p>qArq>n)—>(p>r)
(13) Lp > (p>~p)

(14) Op — (p > ~p)

(15) psT

(e6) Lpep=T

(16) s0yle ispatlanir

lp=M*p=~M-p=~(~-p>1)=~pSsl=~Ll<~~p=T<p.

Ancak (15) teoremi gere@i p < T. O halde

lpeop=T

elde edilir.
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17. MATEMATIGIN MANTIKSAL TEMELLERI
17.1 MATEMATIGIN KONUSU ve YONTEMI

Matematik sayilar, sekiller ve soyut yapilann 6zelliklerini incelemeyi ve
bu nesneler hakkinda zorunlu onermeler ortaya koymayi amaclayan bilim-
dir. Matematigin konu edindigi bazi nesneler ve nesne sistemleri baska du-
sunme alanlarn ve doga bilimlerinden kaynaklanir. Nitekim doga bilimlerinin
inceledigi cansiz ve canl sistemlerin bazi ozellikleri soyutlanarak matemati-
gin konusu olabiliyor. Doga bilimlerinde bu sistemler hakkinda ger¢ek din-
yada dogru olan olumsal (yani ne imkéansiz ne de zorunlu olan) onermeler
ortaya koyma amaci gudulurken, matematikte bu sistemlerin yalniz yapisal
ozelliklerini dile getiren zorunlu onermeler Uretmek istenir.

Matematigin konusu olan nesneler genellikle tek tek degil nesne kiime-
leri ve nesne sistemleri olarak incelenir. Bu bakimdan “kiime” veya “Obek”
kavrami matematigin her alaninda ortaya cikar. Ustelik cok kez matematik-
sel nesneler birer kime bigiminde ¢6zimlenebilir. Hatta en basit matema-
tiksel bir nesne olan her dogal say, yapitagi bos kime olan bir kime olarak
tanimlanmistir. Boylece matematigin konusunun son ¢6zumlemede kime-
ler veya daha genel olarak dbekler oldugunu soyleyebiliriz.

Matematigin yontemi ise matematiksel dogrular az sayida tanim ve ak-
siyomlardan deduktif ¢ikarimlar yoluyla turetme islemidir. Boyle bir islem ise
mantidin alanina girer. O halde matematigin yonteminin (deduktif) mantik
oldugunu soyleyebiliriz.

Bir aksiyom sisteminde gecerli deduktif cikanimlarla turetilen onermelere
aksiyom sisteminin teoremler’i, teoremierin tiretilme iglemine de ispat denir.
Bir aksiyom sistemni aksiyomlar (veya portular), tanimlar ve ispatlama icin ge-
rekli ¢tkanim kurallarindan olugur. Matematikte yalniz aksiyomlar ile tanimlar
acik olarak belirtilir. Ctkarim kurallari (yani ispatlama kurallari) ayrica belirtil-
meyip onceden bilindikleri varsayilir. Nitekim ¢ikarim kurallari mantik kural-
lari arasinda yer alirlar. Aksiyom sistemlerinin gok onemli 6gelerinden tanim-
far birtakim kurallara uymak zorundadir. Bu kurallar da matematikte a¢ik ola-
rak belirtiimeyip onceden bilindikleri varsayilir. Tanimlama kurallari da man-
tik kurallar arasinda yer alirlar.
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Matematikteki ispatlar hep kisaltiimis ispat bigcimindedir. Bu kisaltilmig is-
patlarin karsihgr gegerli bir ispat oldugunu ancak mantik yardimiyla bulabi-
liriz. Ancak kisaltilmig ispati mantikla denetleyebilmek icin ispatin ait oldugu
matematik dilini sembollestirip sembolik matematik dilini kurmamiz gerekir.
Matematikginin ortaya koydugu kisaltiimis ispat sembolik matematik dilinde
kisaltilmarmig bir ispat bigimine donugsturdlir. Bu ispatin gergek bir ispat olup
olmadigi mantik kurallarina dayanarak sinanir. Bu sinama otomatiklesmis
teorem ispatlama yontemleriyle de yapilabilir. Matematikginin kisaltilmug is-
patinin uygun olmasi, sembolik matematik dilindeki kargiigi olan kisaltiima-
mig ispatin mantik bakimindan uygun olmasina baglidir. Boylece mantik,
matematigin denetlenmesini saglar.

1) AyLA,
bir aksiyom sisteminin tanim ve aksiyomlari ve B bir teorem ise,
(2) A A, B

¢kanmi mantik bakimindan gegerli oimalidir. Dolayisiyla matematikginin ki-
saltilmig ispati, 6ninde sonunda B’nin A;,..., A 'den nasil turetilebildigini
tam ve eksiksiz bir bigimde gosteren bir ispata cevrilebilmelidir.

ALISTIRMALAR

Kime olarak ¢ozumlenebilen matematiksel nesnelere (¢ farkh ornek
gosteriniz.

17.2 SAYILAR

17.2.1 Dogal Sayilar

Dogal sayilar

(1) {0,1,23,..,nn+1,.}

obeginin 6geleridir. Bu (1) obegine dogal sayilar sistemi de denir. Dogal sa-
yilar kuglkten blyuge dogru siralanmistir. 0, en kuguk dogal sayidir. Ancak
en buytk dogal say! yoktur. Nitekim her dogal sayidan buyuk olan bir do-
Jal say) vardir. Dogal sayilari n, m, i, j, k, | deg@iskenleri ile gosteriyoruz. Do-
gal sayilar Obegini de N ile gosteriyoruz.
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n bir dogal say! ise, n’"den hemen sonra gelen dogal sayiya n sayisinin ar.
dif1 denir ve bu sayi

(2) An
biciminde gosterilir. “A” bir birli islev isaretidir. Bir ad olan “0” degismezi-
ne ard arda “A” birli islev isaretini uygulayarak butiin dogal sayilar turetebi-
liriz.

Boylece dogal sayilar dizisini

(3) {0, AO, AAOQ, AAAQ, ..., AAA ... AQ, ...}
bigiminde dile getirebiliriz.

Dogal sayilar arasindaki “kiguktir” siralama bagintisini “<” isaretiyle di-
le getiriyoruz.

(4) m<n

Onermesi m dogal sayisi n dogal sayisindan kiglktir anlamina geliyor.
“<" bir ikili yiklemdir. Dogal sayilara toplama ve carpma iglemleri uygulanr.
“m+n” 'm ile n dogal sayillarinin toplam’t ve m - n, m ile n dogal sayilannin
carpimidir. “+” ile “.” ikili islem isaretidir. “0”, “A”, “<”, "+”, ".” degismez-
lerine ozel degismezler denir. Bunlar dogal sayilara 6zgudur. Bu 6zel degis-
mezler ile 6zdeglik mantiginin mantik degismezleri (~, A, v, -, &, V, 3, =)
ve bireysel de@iskenlerinden (x, y, z, X, ¥y, 2y, X3, Y2, Z,, ...) olusan dile do-
gal sayilar dili veya aritmetik dili denir. Bu dili Dy olarak gosteriyoruz. Bu dil
bir uygulamali 6zdeglik mantigi dilidir. Bir uygulamal mantik dili bir mantik
dilinin ad, ylklem ve islev isareti sembolleri yerine 6zel degigmezlerin konul-
maslyla elde edilen bir dildir. Ayni mantik sistemine dayal farkl uygulamal
mantik dillerinin mantik degismezleri ve degiskenleri ortak olup yalniz 6zel
degismezleri bakimindan farkhdirlar.

Dogal sayilar kurami veya bagka bir deyigle aritmetik, dogal sayilar dilinin
dogru olan 6nermelerinin kiimesi demektir. Imdj dogal sayilar kuraminin
dogru onermelerinin teorem olarak ispatlanabilmesi i¢in dogal sayilar kura-
mi gergevesi icinde bir aksiyom sistemi kurulmalidir. Ozdeslik mantigina da-
yanan Oyle bir aksiyom sistemini asagida gosteriyoruz.
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Al Ux~(Ax =0)

A2 VxVY[(A, = Ay) - x=y)]

A3 V¥x(x+0=x)

A4 Vx[x + Ay = A(x + )]

A5 Vx[(x-0)=0]

A6 Vx[(x - Ay) = (x - y) + X]

A7 Vx~(x<0)

A8 WX[(x < Ay) & [(x <y) v (x = Y]

A9 [B(0) A Vx[B(x) — B(Ax)]] = VxB(x)

B(x) bir birli acik dnermeyi gosterir. “x” ve “y” degiskenlerinin deger ala-
ni N dogal sayilar obegidir.

A9’a timevarim aksiyom kalibi denir. Bu kalibin her ornegi ayr bir aksi-
yomdur. A9’un orneklerine timevarim aksiyomlari denir. B(x) olarak segilen
her birli agcik onerme belli bir timevanm aksiyomunu belirler. Ornegin B(x)
olarak “Fx” segcilirse A9'dan

(5) [Fo A Vx[Fx = F(Ax)]] - VxFx
timevarim aksiyomu elde edilir. Eger B(x) olarak “Fx — Gx" secilirse A9'dan
(6) [(Fx — Gx) A Vx[(Fx = Gx) = [F(Ax) = G(Ax)]]] » Vx(Fx — Gx)
timevarim aksiyomu elde edilir.

A3 ile A4 aksiyomlar “+” toplama igleminin tanimi sayilabilir. Ayni bigim-
de AS ile A6 aksiyomlari da “.” ¢arpma isleminin tanmmi sayilabilir. Boyle bir
tanimlama bi¢imine, ilerde goérecegimiz gibi rekdrsif tanim denir.

A1-A9 aksiyomlar 6zdeslik mantigi geregi Dy diline ait 6nermeler icerir.
icerilen 6nermelerin kimesi mantik¢a kapal bir 6nerme kiimesi dolayisiyla
bir kuramdir. A1-A9 aksiyomlarinin icerdigi onermelerden olugan kurama
Peano aritmetigi denir. Ancak Peano aritmetigi, tim aritmetigin, yani dogal
sayllar kuraminin tumu dedgil, ancak bir bolimuaddr.
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Dodgal sayilar birer 6bek olarak da tanimlanabilir. Bu tanimlamanin genel
bigimi goyledir. (Bu tamimlama bir rekdrsif tammadir.)

(7) 0=0

(8) An=nu {n}
Buna gore

9) 1=A0=AD =0 U (D} = {J}

(10) 2= AA0 = Al = A{Z} = {©} L {{O}} = (&, (D}
elde edilir.

Dikkat edilirse 0, 1 ve 2 sayilarinin tanimlarinda higbir birey (yani 6bek
olmayan nesne) gegmemektedir. Bu 6beklerin biricik yapitasi bos obektir. Bu
turli obeklere salt 6bek denir. Buna gore her dogal sayinin bir salt 6bek ola-
rak tanimlanabildigini soyleyebiliriz.

Dogal sayilar bir de goyle tanimlanabilir.
mo=0
(12) An = {n}

Buna gore dogal sayilar obedi

(13) (&, {2}, {2}, ({2, .. .. ({8 ..}, )
bicimini alir.

O halde n gibi bir dogal sayinin bir 6bek olarak tanimlanmasi, sayinin
obekle 6zdes olmasi anlamina gelmez. Boyle bir tanimlama 6zdeslestirme
degil, ¢6zimleme, indirgeme veya temsil etme anlamina gelir. Buna gore &
bos kiimesi, 0 dogal sayist ile 6zdes olmayip onu temsil eder, onun bir tem-
silcisi oldugunu sdyleyebiliriz. Bir dogal sayinin birden ¢ok temisilcisi olabilir.
Ornegin 2 dogal sayisinin {3,{D}} ve {{3}} olmak Uzere iki farkli temsilcisi-
nin oldugunu gorduk.

Bir dog@al sayiy) temsil etmeyen salt obekler de vardir.
Ornegin

(14) {{©}, {{21}
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hi¢bir dogal sayinin temsilcisi olmayan bir salt obektir. N dogal sayilar siste-
mine dayanarak Z tamsayilar sistemi, Q rasyonel sayilar sistemi, R reel sayi-
lar sistemi ve C kompleks sayilar sistemi tanimlanur.

ALISTIRMALAR
1. A9 aksiyom kalibindan ug farkli tumevarnm aksiyomu turetiniz.
2. 3, 4 ve 5 dogal sayilanm birer salt 6bek olarak tanimlayiniz.

3. Higbir dogal sayiyr tanimlamayan ug farkl salt obek gosteriniz.

17.2.2 Siral Sayilar

3. bolimde kimeler kurami cercevesi icinde matematigin en onemli
kavramlari arasinda yer alan “baginti” ve “fonksiyon”larin birer obek (veya
klime) olarak tanimlanabildiklerini gordiik. §17.2.1’de dogal sayllann da
obeklere indirgenebildigini gordik. Simdi sayilarn dogal sayilari da kapsayan
“siral say)” denilen sayilar agisindan ele alacagiz.

Siral sayllar tanimlamak icin once “iyice siralama” denilen bu siralama
turinu tanimlamak gerekir.

Tanim 1: K bir obek ve B bir baginti oldugunda, a nesnesi K 6beginin bir
B-minimal ogesidir ancak ve ancak a € K A Vx (x € K — ~xBa) ise,

Tarim 2: B bagintisi K dbeginde baglagiktir ancak ve ancak VxVy [(x € K
Aye Kaxz#y)— (xBy v yBx)]

Tanim 3: B bagintisi K 6begini iyice siralar ancak ve ancak B bagintisi K
obeginde baglagiktir ve VL(L € K A L # @ — L'nin bir B-minimal 6gesi var-
dir).

Tanim 2’ye gore agagidaki ozellikler ispatlanir.

(1) B bagintisi K obegini iyice siralarsa, B bagintisi K 6beginde bakisim-
siz ve gecislidir.

B bagintisi bakigimsiz, gegisli ve baglagik oldugundan bir tam siralama
bagintisidir.
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Tanim 4: a nesnesi K kiimesinin bir B-birinci dgesi'dir ancak ve ancak
ae KA Vx[(xe Kax=a)— aBx] ise,

Tanim 5: b nesnesi a nesnesinin B-ardi’dir ancak ve ancak aBb A Vx[aBx
— (x = b v bBx)]

(2) B bagintisi K obegini iyice siralarsa, K'nin tam bir B-birinci 6gesi
olur.

Tanim 6: a nesnesi K 6beginin bir B-sonuncu égesi'dir ancak ve ancak ae K
A Vx[(xe Kaa#x)— xBa]

(3) B bagdintisi K 6begini iyice siraliyorsa, Al(B) c K ise ve a nesnesi K
6beginin bir B sonuncu 6gesi degilse, a’nin tam bir B-ardil vardr.

Tarim 7: Bir baginti tarafindan iyice siralanmis olan bir obege iyice sira-
lanmis 6bek denir. lyice siralanmis 6bekleri asagidaki 6rneklerle agiklayalim.

Birinci ornek olarak
4 {0,1,23,.}

dogal sayilar 6begini ele alahm. “<” bagintisi bu dbegi iyce siralar. Nitekim
“<" bagintist N obeginde baglagiktir: m #n — (m < n v n <m). Ayrica her
dogal sayi obeginin en kiguk olan bir 6gesi vardir.

lkinci 6rnek olarak dogal sayilar biyikten kic¢tuge dogru tersine sirala-
yalim. O zaman

¢S) {..3,21,0)

biciminde bir dizi elde ederiz. Bu dizinin bir ilk 6gesi yani en solda olan bir
ogesi yoktur. O halde “>"” bagintisi N obegini iyice siralamaz.

Ugiincu érnek olarak rasyonel sayilar 6begini ele alalim. Bu dbek “<” ba-
gintisi ile tam siralanmig olup iyice siralanmtis degildir. Nitekim rasyonel sa-
yilarin 6beginin ilk 6gesi yoktur.

“lyice siralama” kavramina dayanarak “siral sayi” kavrami goyle agiklana-
bilir.
(6) Siral sayilar, iyice siralanmig bir kiimenin 6gelerinin sirasini belirten

sayilardir.
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lleride bu aciklamayi bicimsel bir tanimlamaya cevirecegiz. Ozel olarak do-
gal sayilar gibi, siral sayilar da belli obeklerle (kimelerle) temsil edilirler. Bir
siral sayiyi iyice siralanmuig bir kiime temsil eder.

Tarim 8: K 0begi eksiksizdir ancak ve ancak Vx(x € K — x ¢ K) ise.
Ornegin
(7) (@, @), (W
obedi eksiksizdir.
8) @c{ &} (LY
@} c {2, &}, {{eh
{{B)) c (@, {9}, {{K)
Tanim 9: K obegi € - baglasiktir ancak ve ancak VxVy [(xe K Aye Kaxzy)
— (xey v yex)] ise.
Ornegin (7) Obegi e -baglasik degildir. Nitekim & ¢ {{D}} ve {{T}} ¢ . Ote
yandan
) {2}, (o
obegdi e-baglasik olup eksiksiz degildir. Nitekim {J} € {{J}} dogru ama
@lcl{a), ({21 yanhstir.

Hem e-baglagik hem de eksiksiz olan obekler vardir. Bu obekler siral
sayllar temsil edip siral sayilarla 6zdeslestirilir.

Tanim 10: K siral bir obektir ancak ve ancak K e -baglagik ve eksiksiz olan
bir obek ise.

Tanim 11. siral olan bir dbek kiime ise, bu 6bede siral sayi denir. Ornegin
sirastyla 0, 1, 2 dogal sayilarini temsil eden ve birer kiime olan

(10) @, {2}, {2, {2}}

Obekleri siral sayilardir. (9) obegi eksiksiz olmadigindan dolay: ve (7) obegi
€ -baglagik olmadigmdan dolay: siral say! degildir.

a bir siral sayi ise, a U {a} obegi de bir siral sayidir.
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Tarim 12: a bir siral sayi ise au{a} obegine a’nin ardili denir ve Aa olarak
gosterilir.

“Siral say!” kavramini daha genis bir alana uygulamak i¢in 3. bolimde
kimeler kuraminda ele aldigimiz 10 aksiyoma ek olarak su iki yeni aksiyoma
gereksinim vardr.

Aksiyom 11. Sonsuzluk Aksiyomu
Ix[Kime(x) A D € x A Vy(y € x = Ay € x)]
Aksiyom 12. Diizglnliik Aksiyomu
Ux[x 2D > 3Jylye x aAxny=0D)]
Dikkat edilirse Aksiyom 11‘den
(11) 3Ix(D e x)

onermesi tiretilir. Bu ise
(12) @ bir kiimedir,

anlamina gelir. (12) onermesi 3. bolimdeki Aksiyom 5 ile 6zdegtir. BOylece
Aksiyom 5, Aksiyom 11/in bir sonucu olup kaldirilabilir.

Ote yandan Aksiyom 11’den
(13) Vx~(x € x)
(14) VxVy~(xe y Ay € x)
elde edilir.
Siral sayilarin ve genel olarak siral 6beklerin asagidaki ozellikleri vardir.
(15) Her siral 6bek “e” bagintisi tarafindan iyice siralanmistir.
(16) K ve L siral obekier oldugunda Kc Lv Lc K.
(17) Kve L siral obekler oldugunda K= L — (Ke L v Le K).
(18) Bir siral 6begin her 6gesi bir siral obektir.

Butln siral sayilarin (yani kime olan siral obeklierin) obegi bir siral obek-
tir. Bu siral obek S olsun. S bir kiime olsaydi S € S olurdu. Oysa (13) geregi
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bu imkansizdir. O halde siral sayilarin obegi (kime olmayan) bir 6z obektir.
S 0z 6beginin butln ogeleri siral sayilar olup S dbegi kime olmayan biricik
siral obektir.

(19) Her siral obek ya S ile 6zdestir ya da S 6beginin 6gesidir.
Dikkat edilirse
(20) S v {S}

obegi bir siral obek degildir. Nitekim e-baglasik degildir. Buna karsthk
(11)'de belirtildigi gibi a € S ise “au{a}” bir siral sayidir. Bu siral say: a siral
ayisinin ardili olup “Aa” olarak gosterilir.

(21) V (x € S = wx bir siral obektir)
yani siral obeklerden olusan bir 6begin birlegsimi de bir siral obektir.
(22) a bir siral obek oldugunda,
~3x(x siral obektir nae x A a e Ax)
yani bir siral obek ile ardili arasinda higbir siral dbek bulunmaz.
(23) K bir siral say! oldugunda UAK = K.
Ornegin UAD = @, UA{D)} = {3}, VAL, ()} = {3, @}),... .
(24) K ve L siral sayilar oldugunda,
AK=AL—- K=L

Dogal sayilar ozel siral sayilardir. Dogal sayilari 6bur siral sayilardan §oy-
le ayirt edebiliriz.

(25) Dogal sayllar € bagintisi tarafindan iyice siralanmig olan siral sayi-
lardr.

Bu tanimdan dogal sayilara ait butun aksiyomlar tiretilebilir.

Simdi sonlu ile sonsuz 6bekleri birbirinden ayirt edelim. Bu amagla asa-
gidaki tanimdan yararlanilir.

Tanim 13: K ile L obekler oldugunda, K ile L arasinda bir tam esleme var-
sa, K ile L'nin egsayili oldugu soylenir. Bu durumda K = L yazilir. “=" bir eg-
deg@erlik bagintisi, yani yansimali, bakisimh ve gecisli bir bagintidir.
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Tanim 13’e dayanarak bir 6begin sonlu olmas! goyle tanimlanir.

Tanim 14: K obegi sonlu’dur ancak ve ancak
Ix (x bir dogal sayidir A K = x).

Sonsuz 6bek ise sonlu olmayan obek demektir. & bir kiime oldugundan
bitin dodal sayilar birer kiimedir.

(26) Vx (x sonlu bir obektir — x bir kimedir)
(27) VxVy [(x sonlu bir obektir A y € x) — y sonlu bir 6bektir]

(28) VxVy [(x sonlu bir obektir A y sonlu bir obektir) — x Uy sonlu bir
Obektir]

Tanim 15: o = {x: x bir dogal sayidir}
Bu tanima gore
(29) =N

dir. Nitekim dogal sayilar ébegini N ile gostermistik. “w” isareti N dogal
sayilar obeginin bir siral 6bek oldugunu belirtmek icin kullanilir.

(30) o bir kimedir.
Bu sonug aksiyom 11 yani sonsuzluk aksiyomundan elde edilir.
(31) o bir siral sayidr.

Siral sayilar € bagintisi tarafindan iyice siralanmigtir. Bu nedenle a ve b
iki siral sayr oldugunda “a € b” yerine a < b yazabiliriz. Baska bir deyimle
siral sayilar arasinda “<” bagintisini $dyle tanimlariz.

Tanim 16: (a bir siral sayidir A b bir siral sayidir) > a<b ¢ ae b.

w en kiglk sonsuz siral sayidir. Ancak w’den farkli (w’dan biy(k) olan
sonsuz siral sayllar da vardir. ’'nun ardili olan Aw, yani ® U {0}, w'den
biyik olan sonsuz siral sayidir. Bu siral say

(32) {0, 1,2, 3, ...., o}

biciminde bir kimedir. Aw siral sayisi w + 1 biciminde, AAw siral sayisi w+2,
AAAw siral sayist @ + 3,... biciminde yazilir. Dikkat edilirse o + 2 siral sayisi
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bicimindedir.
Siral sayilar o, B, 8 gibi kiigik grek harfleriyle gosterilir.

Tanim 17: a bir limit siral sayis/'dir ancak ve ancak a bir siral sayidir A
~3B(a = AB).

Ornegin o bir limit siral sayt o + 1, @ + 2,... ise dyle degildir.

Hi¢bir dogal say da limit S|ral.say|5| degildir.

1. a bir limit siral sayisidir - U = o

2. (o bir siral sayidir A o bir limit siral sayisi degildir) - ua = a’'nin en
buyuk ogesi.

Ornegin

(34) o=

35 uin+1)=n

(36) U+ T)=w

ALISTIRMALAR
1. e-baglagik olmayan eksiksiz dbeklere ¢ farkli 6rnek gosteriniz.
2. Eksiksiz olmayan € baglasik obeklere g farkh 6rnek bulunuz.

3. o+ 3 (yani AAAw) siral sayisinin kargiligi olan kimeyi gosteriniz.

17.2.3 Sayal Sayilar

Bir kimenin ne kadar ¢ok 6gesi oldugunu belirten sayr o kimenin sayal
sayis/dir. Sayal sayilanin belli bazi siral sayilar olarak tanimlanabildigini agagi-
da gorecegiz. Daha 6nce “sayal say” kavrami icin gerekli agiklamalar yapi-
yoruz.

Tanim 1: K kimesinin sayal sayisi L kiimesinin sayal sayisindan kiguktir
veya o saylya esittir yani kisaca K < L ancak ve ancak Ix(x c L A K = x) ise.
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“<” bagintisinin asagidaki ozellikleri vardir.
(1) K=L->K<L
(2) KcL—->K<L
(3) (KSLAL<EM) - (KcM)(“<” gegislidir)
(4) [kime(K)AKSLALSK]->K=L
“<" bagintisi ters bakisiml degildir. Yani
(5) Kime (K) A Kime (L) A K#LAK<LAL<M mumkindur.

Tanim 2: K < L ancak ve ancak K < L A ~(L £ K). “<” bagintisinin asag:-
daki ozellikleri vardir.

6) ~(K<K) (“<” yansimasizdir)
(7) K<L— ~(L<K) (“<” bakigimsizdir)
(8) (K<LalL<M)—o(K<Ll) (“<” gegislidir)

Tarim 3: Bir baslangic sayal sayisi, daha kigik bir siral say ile egsayili ol-
mayan bir siral say1 demektir.

Ornegin her sonlu siral yani dogal say, birer baslangig siral sayisidir. Ni-
tekim’ hi¢bir dogal sayr ondan daha kuguk olan bir dogal say: ile egsayilt de-
gildir. Ote yandan w siral sayisi da bir baslangi¢ siral sayisidir. Nitekim w’den
kiguk olan siral sayilar sonlu sayilardir. w ise hi¢bir sonlu siral sayi ile egsayi-
li degildir. Buna karsilik @ + 1, o + 2, © + 3,... siral sayilari birer baslangi¢ si-
ral sayisi degildir. Clnku

9) w+l=0,0+2=00+3=0,..

Ornegin o + 1 =  oldugunu gdstermek icin w + 1 kiimesinden o kiime-
sine olan f gibi bir tam eglemeyi soyle tanimlariz.

(10) f(w)=0,f(0)=1,f1)=2,.,f(n)=f(n+1),...
yukandaki agiklamalara dayanarak “sayal say!” kavramini §oyle tammlariz.

Tarim 4: o bir sayal say’dir ancak ve ancak o bir siral sayidir A Vx[x € a
- ~(x = )] ise. O halde butin dogal sayilar birer sayal sayidir. ® siral sayis
da bir sayal sayidir, ama w + 1, w + 2, o + 3,... siral sayilan sayal sayi degildir.
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Sayal. sayilarin asagidaki ozellikleri vardir.
(11) V¥x [x sayal sayidir — 3y (y sayal sayidir A x € y)]

(12) o ve B sayal sayllar oldugunda a < 3, B < o, a = [} onermelerinden
biri ve yalniz biri dogrudur.

Tanim 5: a sonlu oOtesi bir sayal sayidir. ancak ve ancak o bir sayal sayidir
ve o < o ise. En kuguk sonlu otesi sayal say w'dir.

Sayal sayilan agiklamak icin asagidaki yeni aksiyom kullanilir. Bu aksiyo-
mu dile getirmek i¢in su tanimdan yararlanilir.

Tanim 6: K bir obekler obegi oldugunda, f fonksiyonu K Uzerine bir se¢-
.ne fonksiyonu'dur ancak ve ancak Onal (f) = K A Vx [(x € K A x # @) — f(x)
e x] ise.

Ornedin a ve b bireyler oldugunda

K=1{2, {a b, 2}, {a}, (&, {O}), {({(C}}

Onal (f) = K ve f(@) = a, f({a, b, @}) = a,

f(ah) = a, f({@, (@) = (B}, {{{}) = (&} olsun.

O zaman f fonksiyonu K obegi uzerine bir segme fonksiyonu ol
Aksiyom 12: Se¢me Aksiyomu:

K herhangi bir kiimeler kiimesi oldugunda, K (zerine en az bir secme
fonksiyonu vardir.

Se¢me aksiyomu ile esdeger olan bircok farkl onerme vardir. Bunlarin
bazilarini agagida gosteriyoruz.

(13) B herhangi bir baginti ise, dyle bir f fonksiyonu vardir ki f ¢ B ve
Onal (f) = Onal (B).

(14) Her K kiimesi igin Oyle bir o siral sayisi vardir ki o = K.

(15) Her kime iyice siralanabilir, yani K bir kiime oldugunda, oyle bir R
bagintisi vardir ki K kimesi R bagintisi tarafindan iyice siralanur.

(16) K ve L kimeler oldugunda, K < L, L <K ve K = L onermelerinden
biri ve yalniz biri dogrudur.
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Sayal sayilar “<” bagintisi tarafindan tam siralanir. Yani “<” bagintisi sa-
yal sayilar 6beginde yansimali, ters bakisimli, gecisli ve baglagiktir.

K herhangi bir kiime oldugunda K = w olursa, K kiimesine sayilabilir son-
suz kime denir. K € w ise K kiimesine sayilabilir kime denir.

Cantor teoremi: K herhangi bir kiime oldugunda:
(17) K < GK.

O halde K sayilabilir sonsuz bir kiime ise, GK da sonsuz bir kimedir. Ama
cantor teoremi geredi GK sayilabilir sonsuz degildir.

Sayilabilir sonsuz olmayan sonsuz kimelere sayilamaz sonsuz kime de-
nir.

Ornegin w dogal sayilar kiimesi sayilabilir sonsuz bir kiime, reel saylar
kiimesi ise sayllamaz sonsuz bir kimedir. Nitekim R reel sayilar kiimesi oldu-
gunda

(18) R =Go

oldugu gosterilebilir.

17.3 YAPILAR

Daha once dogal sayilarin salt kimelere (yani iginde birey gegmeyen ki-
melere) indirgenebildigini gormuistik. Tamsayilar, rasyonel sayilar, reel sayi-
lar ve kompleks sayilar da yapitaslari dogal sayilar olan kiimelere indirgene-
bilir. Boylece matematigin baslica dallar arasinda yer alan aritmetik, sayisal
cebir ve analiz, kime kuramina indirgenir.

Ote yandan matematigin onemli dallari arasinda yer alan soyut cebir, so-
yut topoloji ve soyut geometri sayilar gibi belli matematiksel nesneleri ve
bunlardan olusan kumeleri degil, belirsiz nesnelerden olugan soyut yapilar
inceler. Bir soyut yapi veya kisaca bir yapi, belirsiz yani birtakim nesnelerden
olusan belli bir bicimdeki bir kiime demektir. Her yapi bir aksiyom sistemi
yardimiyla belirlenir. Yapinin o6zellikleri ise aksiyom sisteminden mantik yo-
luyla tlretilen teoremlerle dile getirilir. Bunu soyut cebirde bir ornekle agik-
layalim.
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Bir monoid
(1) <K, o, e>

bigciminde bir siralanmis uclidir. K, belirsiz nesnelerden olusan bir kiimedir.
o, onalan KXK ve ardalan K olan bir fonksiyon (yani ikili iglem)dir. x ve y €
K oldugunda o fonksiyonun x ve y i¢in degeri, xoy biciminde gosterilir. e,
K'nmin secilmis belli bir 6gesidir. K, o, e asagidaki aksiyomlara uyar. (Degis-
kenlerin deger alani K kiimesidir.)

Aksiyom 1: VxVyVz[(xoy)oz = xo(yoz)]
(“o” ortak karistincidir)
Aksiyom 2: ¥x(xoe = eox = x)
“0” fonksiyonuna ¢arpim, e nesnesine de birim 6ge denir.
Teorem: Vx(xoe' = e‘ox=x) 2 e=¢’
Ispat:

Vx(xoe' = e’ox = x) oldugunu varsayalim. O zaman “x” yerine e koyun-
Y
ca eoe’ = e’oe = e elde edilir.

" n

Ote yandan Aksiyom 2'de “x” yerine “e’” koyallm. O zaman
e'oe=eoe’=e’ elde edilir. O halde

eoe’ =e‘oe=e=¢’
turetilir. Boylece e = e’ elde edilir.

Her yapi kendisiyle ayni bicimde olan yapilarla birlikte “kategori” deni-
len bir matematiksel nesneyi olusturur. Kategoriler 6zel yapilardir. Ancak
“soyut” dedigimiz yapilar belirsiz nesnelerden olugan kumeler belirsiz nes-
neler sayilmalidir. Bir kategoriyi olusturan ozel yapi, belli bicimdeki soyut ya-
pilarin bitinidni kapsadigindan artik belirsiz degildir. Bu nedenle kategori-
lerin belirli 6bekler oldugunu soyleyebiliriz. Imdi “kategori” kavrami soyle ta-
nimlanir.

K gibi bir kategori
(2) <N, M, o>
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biciminde bir siralanmig tgludir. N 6begine K nesneleri 6begi, M obegine de
K — morfizmleri 6begdi denir. “0”, on alani M x M ve ard alani M olan bir fonk.
siyon (yani iglem)dir. “0” islemine birlesme iglemi denir. Her K-nesnesi bir k.
me ve her K-morfizmi bir fonksiyondur. M, N, o asagidaki aksiyomlara uyar.
(N obeginin 6gelerini a, b, c ile M 6beginin ogelerini de o, B, ¥, ... ile gos.
teriyoruz.

Aksiyom 1: Her a € M ve b € N icin Hom(a, b) ile gosterilen M’nin bir
alt obegi vardir. Yani

Hom(a, b) ¢ M.

Her oo € M icin bir tek Hom(a, b)'nin 6gesidir. Bu durumda o, o : a — b bi.
¢iminde bir fonksiyondur. Buna gore

(3) o e Hom(a, b)
yerine

4) a:a—>b
yazilir.

Aksiyom 2: a € Hom(a, b) ve f € Hom(b, c) ise, o 0 B € Hom(a, ¢). aoB
yerine kisaca af} yazilir. a}, o ile B’nin bilesmesi veya ¢arpimidir.

Aksiyom 3: o € Hom(a, b), B € Hom(b, c) ve 8 € Hom(a, ¢) ise, (af)8
= o (B¥) (“0” islemi ortaklastincidir.)

Aksiyom 4: Her a € N icin Oyle bir ¢, € Hom(a, a) vardir ki her oy, €
Hom(b,.a) ve B,. € Hom(a, c) icin

Opa €a = Opy Ve €, Bye = Bye

g,'ya a'nin belirledidi ozdeslik morfizmi denir. ¢, 0zdeslik morfizmi
g,:a—a biciminde bir fonksiyondur. Her a bir tek e, 6zdeslik morfizmini belir-
ler. Nitekim €,” € Hom(a, a) bir 6zdeslik morfizmi olsun. O zaman Aksiyom
4 geregi

g g,=€,vee g, =¢,

elde edilir. O halde g, = £, elde edilir.
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Ornek olarak monoidler kategorisi ni ele alalim. Kategorinin nesneler obe-
gi, monoidler obegidir. Kategorinin morfizmler dbegi ise monoidler arasin-
daki hom morfizmler 6begidir. <K, 0,, e;> gibi bir monoidden <K,, 0,, e,>
gibi bir monoide bir homomorfizm, agagidaki kosullari yerine getiren f:K; —
K, biciminde bir fonksiyon demextir.

() f(01) =0,
(i) VxVy [f(xopy) = f(x) o, f(y))].

Monoidler kategorisi genellikle “monoidier ve aralarindaki homomor-
fizmler kategorisi” biciminde adlandiniir.

17.4 TANIMLAMA VE ISPATLAMA

17.4.1 Tanimlama Yontemleri

Bir dilde bulunmayan yeni bir ad, yuklem veya islem isaretini dilde bulu-
nan bazi degigmezler yardimiyla tanimlayabiliriz.

a gibi yeni ad degismezlerini dort farkll bicimde tanimlayabiliriz.
1. t, icinde a gegmeyen bir tekil terim oldugunda, a gibi bir yeni adi
(1) a=t
esitligiyle tanimlayabiliriz. ‘
Ornegin dogal sayilar kuraminda “1” say) ad
(2) 1=A0

esitligiyle tanimlanir. Burada “0” bir ad, “A” bir birli islem isareti, “A0” ise
bir tekil terimdir.

2. B(x) icinde a gegmeyen bir birli agik 6nerme oldugunda
(3)  3MxB(x)

yani
(4)  3xB(x) A YXVY[[B(x) A B(y)] - x = Y]

Ise, a ad
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(5) Vx[a=xe B(x)
kosuluyla tanimlanir. Ornegin
6) Ix(2x-3=0)
kosulu yerine geldiginden “3/2” rasyonel say: adini
(7) ¥x(3/2=xe2x-3=0)
kosuluyla tanimlayabiliriz.
3. a bir 6bek ad ise, a adini bir 6beklenim yoluyla, yani
(8) a={x:B(x)}

biciminde tanimlayabiliriz. B(x) icinde a gegmeyen bir birli agik 6nermedir.
Ornegin bos bek (D)

(9) D={x~(x=x)

biciminde tarimlanir.
4. a adimi bir tekil betimleme yardimiyla tanimlayabiliriz. B(x),
(10) 3'x B(x)

kosulunu yerine getiren ve iginde “a” gegmeyen bir birli agik 6nerme oldu-
dunda a ad

(11) a= (xB(x)

biciminde tanimlanir. Ornegin (6) kosulu yerine geldiginde “3/2” rasyonel
say! adl

(12) 3/2={(x(2x-3=0)
biciminde tanimlanabilir.

Yiiklem degismezlerini ise soyle tanimlariz. F yeni bir yiiklem V€
B(x4,....x,), icinde F'nin ge¢gmedigi bir n-li acik dnerme oldugunda)

(13) Vx,..Vx [FX;...x, & B(Xy,...,x)]
“F”nin bir tanimdir. Ornegdin “ift dogal sayidir” birli yiiklemini

(14) Vx[x bir ¢ift dogal sayidir & x € N A Jy(y € N A x = 2y)]
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(“N”, dogal sayilar kimesini gosterir.)
tkinci 6rnek olarak dogal sayilar arasinda “<" ikili yiklemini tammlayalim.
(15) UxVy[x <y xe NAye NATFzZ(ze NAz20AXx+2z=yY)]

(13) bi¢imindeki taniminin sag tarafindaki agik onermede yani
Fx,...x,'de gegmeyen bagsiz degisken gecisi bulunmamalidir. Yok-
sa bir celiski ortaya cikabilir. Ornegin

(16) VxVy(Fx &> xe NAaye NAax<y)

onermesini “F” birli ylikleminin bir tanimi sayamayiz. Nitekim (16)'dan
7)) () (2e NA3e NA2<3)

ile
(18) F(2) > (2e NAle NA2<1)

onermeleri turetilebilir. Oysa (17)'nin sag bileseni dogru, (18)‘in sag bilege-
ni ise yanhstir. Dolayisiyla “F(2)” onermesi (16) tanimi geredi hem dogru
hem yanhstir. Bu ise bir geliskidir. O halde (16) énermesi “F“nin gergek bir
tanimi sayillamaz.

Islem isaretlerini de §0yle tamimlayabiliriz. f, yeni bir n-li islem isareti ve
B(x;...x,, ¥) icinde “t” gegmeyen bir (n+1)’li agik 6nerme olsun.

(19) Vx,...¥x, 3y B(xq,....x,,, ¥)
kosulu yerine gelirse,
(20) Vx,...Vx, Yy {fx;..x, =y & B(xq,...x,, ¥)]

onermesi “f"nin bir tanimidir. Ornegdin dogal sayilarda “kare” fonksiyonu
soyle tammlanir.

(21) vx3Aly [(x X x) =y]
oldugundan
(22) VxVy [x%2 =y & (x X x) = y]

Dogal sayilar kurami dilinde islem isaretlerinin degisik bir tanimlama
yontemi “rekdrsif tantmlama” denilen yontemdir. Dogal sayilar kurami dilin-
de, “f” gibi bir (n+1)li islem isaretinin rekirsif tanimi
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(23) Vxq..Yx, [f(xq,.... % 0) = g(Xq,.0,%,)]

(24) Vxq..9x, VY [f(Xq,.... %, AY) = h[xq,....x, Y, 9(Xq,..0,%0)]]
bi¢imindedir. Ornegin

25 nl=1.2...(n=-1)-n

biciminde tanimlanan faktdriyel (!) fonksiyonunu dile getiren “!" birli iglem
isareti rekirsif olarak soyle tantmlanir.

(26) 0! =1

(27) Yx[(Ax)! = x - x!]
Ikinci 6rnek olarak dogdal sayilar kurami dilinde ustel fonksiyonu dile getiren
ikili islem isaretini

(28) ¥x(x9=1)

(29) UxVy(x® = x - xY)

biciminde rekdursif olarak tanimlariz.

ALISTIRMALAR

Ug ad; Gg yiiklem ve ¢ islem isaretinin tanimini yapiniz.

17.4.2 Ispatlama Yoéntemleri

Matematikte ispat bir onermenin teorem oldugunu gosteren islemdir.
Bir teoremin ispati, teoremin aksiyom sisteminden (yani tanim ve aksiyom-
larindan) gegerli bir ¢tkanmin sonucu olarak tiretilebildigini gosterir. Ispat-
ta kullanilan ¢ikarimin onciilleri tanim ve aksiyomlar ile daha 6nce ispatlan-
mig teoremlerdir. Mantikca gegerli onermeler de mantik teoremleri sayilip
oncul olarak kullanilabilir. Cesitli ispat yontemlerinden en onemli beg yonte-
mi gozden gegirelim.

Birinci Yontem: Dogrudan Ispat

Onclillerden mantik kurallari geregi yeni énermeler tiretmeye dayanan
ydnteme dogrudan ispat ydntemi denir. Ornegin dogal sayilar kuraminda
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(1) m<n->m<An
teoreminin dogrudan ispati asagidaki turetimle yapilabilir.
(2) 1. e6sm<n—-m<AnN
2.|m<Aneoe (Mm<nvm=n) (Aksiyom 8)
3.|m<n—-o(mM<nvm=n) (totoloji)
4. I m<n-om<An (2, 3 esdegerlerin degis tokusu).
Ikinci Yontem: Kosullandirma Yoluyla Ispat

B, — B, biciminde bir kogullu 6nermenin A,,...,A, onclllerine dayana-
rak kosullandirma yoluyla ispatlanmasi, B,’in ek 6ncil oldugu

3) Ay..A, B, - B,

¢kanminin denetlenmesi demektir. B,’e kosullandirma onculi denir. Ornek
olarak (1) teoreminin kosullandirma yoluyla ispatini yapalim. Bu ispat bir ko-
sullu tiiretim ile dile getirilebilir.

(4) 1.66sm<n—->m<An

m<n (Var)

m<n->(M<nNnvm=n) (totoloji)
m<Ane (M<nvms=n)  (Aksiyom 8)

m<nvm=n (2, 4, -C)

o LA W N

| M < An (4, 5, egdegerlerin degis tokusu)

Ugtinct Yontem: Dolayh Ispat (Olmayana Ergi Yontem)

B gibi herhangi bir 6nermenin A,,..., A, oncillerine dayanarak dolayl
olarak (veya olmayana ergi yontemiyle) ispatlanmasi {A,,...,A_, ~B} onerme-
ler kiimesinin tutarsiziginin denetlenmesi demektir. Ornedin (1) teoremi-
nin dolayh ispatini bir dolayl tiiretim bigiminde dile getirelim.
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(5) 1.Geésm<n->m<An

T(m <n - m<An) (Var.)

m < n (2'den)

~(m < An) (2'den)

m < n — (M <nvm=n) (totoloji)

m<nvm=n(35 -C)

m < An & (M < n v m = n) (Aksiyom 8)

® N & W s w N

m < An (6, 7, esdegerlerin degis tokusu)

Dérdunct Yontem: Tumevarimli Ispat

Butun dogal sayilarin belli bir 6zelligi oldugunu dile getiren timel 6ner-
melerin dogal sayilar kurami ¢ercevesinde ispatlanmasi igin tumevarim aksi-
yom kalibindan yararlanilir. Béyle bir ispata da timevarimh ispat denir. Ispat-
ta Vx B(x) onermesini ispatlamak i¢in birinci adimda x = 0 durumunda B(0)
onermesi ispatlanir. lkinci adimda da x = n durumunda B(n) éncll sayilarak
B(n + 1) dnermesi B(n) onermesinden tlretilir. Ornegin

(6) Vx[~(x=0)—>0<x]
teoreminin timevarimli ispatinr yapahm.

(i) x = 0 durumu:

(7) ~(0=0)->0<0

onermesi 0zdeslik mantiginda gegerlidir. Nitekim (7)'nin degillemesinin ¢o-
ziimleyici gizelgesi kapahdir.

8) 1.~[~(0=0)—0<0]
2. (0 = 0)

3. ~(0 < 0)
X

(i) x = n durumu:

9 ~(n=0)—->0<n
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onermesini oncul sayarak, (9)'dan
(10) ~(An=0) > 0< An
onermesini turetmeliyiz. Bunu asagidaki turetimle yaptyoruz.
(1) 1. e65[~(n=0)>0<n] > [~(An=0) - 0 < An]
2. [~(n=0) > 0<n (Var)
0 <An & (n=0v 0 < n) (Aksiyom 8)
G5 ~(An=0) > 0<An
~(An = 0) (Var.)
n=0v0<n(2'den)

N > v kW

0 < An (3, 6, esdederlerin degis tokusu)

Besinci Yéntem: Aksine Ornek Verme Yoluyla Ispat

~Vx B(x) biciminde bir timel dnerme degillemesinin aksine érnek verme
yoluyla ispatlanmasi, a bir tekil terim oldugunda, ~B(a) onermesinin ispat-
lanmasi demektir. Ornegin

(12) ~¥xx>0

onermesini dogal sayilar kuraminda aksine ornek verme yoluyla ispatlaya-

" "

lim. Bu amagla “x” yerine “0” tekil terimini koyalim. Boylece
(13) ~(0>0)

onermesi elde edilir. Oysa (13) onermesi Aksiyom 7 geregi dogrudur. Boy-
lece (12) ispatlanmis olur.

ALISTIRMALAR

Bes turlu ispat yontemine birer ornek veriniz.
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17.5 MATEMATIK KURAMLARININ
AKSIYOMLASTIRILMASI

Daha once belirttigimiz gibi birden farkli olan iki turli matematik kura-
mi vardir. Birinci tirden matematik kuramlarinin konusu sayilari ve sayi
obekleri ve salt (yani bireysiz) obekler gibi belirli matematiksel nesnelerdir.
Bu turli nesneler aritmetik, sayisal cebir ve analizde incelenir. Bu kuramlar
mantik¢a kapall olan dogru onerme kiimeleri olarak aksiyomlardan bagim-
si1z olarak vardir. Aksiyomlardan once varolan bu turli kuramlar sonradan ak-
siyomlastirilabilir. Yani birer aksiyomatik sistem bigimine doénistarilir. Uste-
lik ilerde belirtecegimiz gibi genellikle matematiksel kuramlari “eksiksiz” ola-
rak aksiyomlastirmak, yani butin dogru onermeleri tiretecek gticte bir ak-
siyom sistemi kurmak, mimkin degildir.

Ikinci turden matematiksel kuramlar soyut cebir, topoloji ve geometride
incelenen soyut yapilari konu edinen kuramlardir. Bu kuramlar aksiyomlar-
dan bagimsiz var olamazlar. Dogru olan teoremleri aksiyomiardan tiremis
olmalidir. Teoremler, aksiyomlardan bagimsiz olarak dogruluk degerinden
yoksundur. Nitekim bu turli kuramlan tanimlayan, aksiyomlardir. Aksiyom-
lar olmadan kuram tanimlanmis olmadigindan var olamaz. Dolayisiyla aksi-
yomlarda bagimsiz olarak teoremlerin dogruluk degeri olamaz. Daha dog-
rusu dilin 8nermeleri arasinda “teorem” ile “teorem olmayan onerme” ayri-
mini yapamayiz.

Ornegin soyut geometride
(1) Bir ¢genin ug i¢ acisimin toplarmi 180°“dir.

Onermesi kullanilan aksiyomlardan bagimsiz olarak ne dogru ne yanhs-
tir. (1) onermesinin Euklides aksiyom sisteminde dogru, Lobachewski ve
Riemann aksiyom sistemlerinde ise yanhg olmasi su anlama geiir. Onclilleri
Euklides geometrisinin aksiyomlari ve sonucu (1) olan ¢ikanim gegerli, éncul-
leri Lobachewski geometrisinin veya Riemann geometrisinin aksiyomlar ve
sonucu (1) olan ¢ikanim gegerli degildir.

Simdi aksiyomlardan bagimsiz olarak varolabilen kuramlari ele alip bun-
larin nasil aksiyomlastirildiklarini inceleyelim. Matematik tarihinde bu tirlu
kuramlanin aksiyom sistemi kulanilmadan incelenebildiklerini goruyoruz. Ak-
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siyomlastirma islemi (mantiga dayal) belli bir takim kurallara baghidir. Bu ku-
rallardan bashcalarini asagida belirtiyoruz. (Tanimlarin aksiyomlar arasinda
yer aldigini kabul ediyoruz.)

1. Secilen aksiyomlar bagimsiz olmali, yani hicbir aksiyom gegerli bir ¢iI-
karimla oburlerinden sonug olarak tiretilememelidir. Nitekim baz aksiyom-
lar sonug olarak turetilebilseydi bunlar ispatlanmis teorem olup aksiyom sa-
yiimayacaklardi. Bu kural aksiyom sayisinin en disiik dizeyde tutulmasini
saghyor.

2. Aksiyomlar ya sonlu sayida olmali, ya da sonsuz sayida olduklan du-
rumda sonlu sayida aksiyom kalibi ile dile getirilebilmelidir. Yoksa kullanila-
mayp iglevlerini yitirirler.

3. Aksiyom sistemi saglam olmali, yani aksiyom sisteminden tiretilebilen
butiin teoremler dogru 6nermeler olmalidir. Bu kural ¢cok 6nemlidir. Nitekim
aksiyom sistemi saglam dedgilse teoremler yanlis olabilir.

4. Aksiyomlar kimesi tutarli olmalidir. Nitekim tutarsiz aksiyom kimesin-
den A ile ~A gibi ¢elisik dnermeler teorem olarak tiretilebilir. O zaman teo-
remlerden en az biri yanlis olur. Dolayisiyla tutarsiz aksiyom sistemi saglam
degildir. Ayrica tutarsiz bir aksiyom kimesinden dilin butlin dnermeleri
teorem olarak turetilir. Her onerme teorem olunca “teorem” kavrami islevi-
ni yitirir.

5. Aksiyom sisteminin eksiksiz olmasi, yani dogru olan her onermenin
teorem olarak ispatlanabilmesi bir ideal olarak istenir. Oysa Godel 1931'de
bu idealin dogal sayilar kuramini kapsayan higbir matematik kurami igin ger-
ceklesemeyecegini gostermistir. (Birinci Godel teoremi) Dolayistyla eksiksiz
aksiyom sistemi idealinden vazgecmek gerekiyor. Ustelik Godel 1931’de do-
gal sayilar kuramini kapsayan bir matematiksel kuramin tutarl olmasi duru-
munda bu kurama dayanarak tutarl oldugunun ispatlanamayacagini gos-
termigtir. (Ikinci Gédel teoremi) Bdylece bir kuramin tutarliiginin ispatmin
da gerceklesemeyecek bir ideal oldugu anlagiimistir.

Birinci Godel Teoremi matematikte dogruluk ile ispatlanabilirligin ortus-
meyen kavramlar oldugunu gostermistir. Nitekim bu teoreme gore ispatla-
namayan dogru onermeler vardr.
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Birinci Godel Teoreminin ispatinin genel bigimi soyledir:

M, dogal sayilar kuramini kapsayan bir matematik kurami oidugunda:
1. ./ M kuraminin diline ait sozler kimesi

2. @,' M kuraminin diline ait énermeler kiimesi

3. ¢ Isp, M kuraminin diline ait ispatianabilir 5nermeler kiimesi

4.¢ cur , M kuraminin diline ait ¢urutulebilir onermeler kiimesi

5. &, M kuraminin diline ait birli acik onermeler kiimesi
6../,./ x N = ./ bigiminde bir fonksiyon

7. ‘“Egr , M kurami diline ait dogru onermeler (yani M kuramini olugturan
onermeler) kimesi

olsun. (Bir nerme curutulebilirdir ancak ve ancak bir nermenin degilleme-
si ispatlanabilirse.)

./'nin 6gelerini S, Sy, S,,...; &'niin 6gelerini C, C,, C,,...; &nin 6geleri-
ni B, By, By ..., ./ (S, n)'yi S(n) biciminde gosteriyoruz. dc ./ G, b
) "dgr c c‘) B € & oldugunda, .” (B, n) = B(n) ve Y(n) € ¢ olur. B(n)

;ur
onermesi B ylkleminin n sayisi i¢in dogru oldugunu dile getirir.

(1) {n:B(n)e @;,g,}

kumesine, B ylkleminin M kuraminda adlandirdid sayr kumesi denir. Say!
kimelerini K, K;, Ky bi¢ciminde gosteriyoruz. Buna gore K kiimesi B’'nin M
kuraminda adlandirdids say! kiimesidir ancak ve ancak

(2) Vx(ne KeB(n)e @;jgr)
ise.

M kurami dilinin sozlerinin kiimesi olan ./ kiimesi siralanabilir sonsuz bir
klimedir. Oysa dogal say kimelerinin kiimesi Cantor teoremi geregi sirala-
namaz sonsuzdur. ./ kiimesinin alt kiimesi olan & birli yiiklemler kiimesi de
siralanabilir sonsuzdur. Dolayisiyla adlandinlabilen dogal sayr kiimelerinin
kiimesi de siralanabilir sonsuzdur. Bu nedenle adlandinlamayan dogal say!
kiimeleri vardir.
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Simdi asagidaki kavramiari tamnimlayalim.

élsp c @dgr ve CO i

Lir O Clygr = D ise, M kurami saglarm'dir.

N dogal sayilar kiimesi oldugunda, g:./— N bi¢iminde bir tamegleme-
yi gz 6nune alalim. O zaman S € .“oldugunda g(S) € N olup g(S) dogal-
sayisina S sozinin Gdodel sayisi denir. n € N oldugunda S, Godel sayisi n
olan sézdur. Yani

(3) Sy = 7S [g(S) = nl.

Sh(n) soziine S soziinlin kdsegenlesmesi denir. S, € ./ ise, S, bir oner-
me olup,

(4) S,(n) dogrudur « S, yiiklemi kendi Godel sayisi olan n sayisi igin
dogrudur.

onermesi elde edilir.

Kosegen fonksiyonu denilen d: N — N bigimindeki d fonksiyonu soyle ta-
nimianir:

(5) d(n)=g(s, ()]

K herhangi bir dogal say! kimesi oldugunda, K* kiimesi §oyle tanimia-
nir:

(6) K*={n:d(n)e K}

Imdi

(7) 1= {90 Ce &)

ve K herhangi bir dogal say: kimesi oldugunda
(8) K'=N-K

olsun.

O zaman agagidaki teorem ispatlanabilir.

Godel-Tarski Teoremi: Eger |"* dogal sayilar kiimesi M kuraminda adlandi-
rilabilirse ve M kurami saglamsa, K kuraminda ispatlanamayan bir dogru
onerme vardir, yani (9:igr - cs"i'sp Q.
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Asagidaki U¢ kosulun yerine geldigi gosterilebilir.

G1 Kosulu: K dogal sayilar kimesi M kuraminda adlandirilabilirse, K* k-
mesi de M kuraminda adlandirilabilir.

G2 Kosulu: K dogal sayilar kiimesi M kuraminda adlandinilabilirse, K’ ki-
mesi de M kuraminda adlandirilabilir.

G3 Kogsulu: | dogal sayilar kiimesi M kuraminda adlandirilabilir.

M kurami G1, G2, G3 kosullarini yerine getirirse, I’* dogal sayilar kime-
si M kuraminda adlandirifabilir.

(9) S, s6zu K dogal sayilar kimesi icin bir Godel Onermesi'dir ancak ve
ancak S, € A [(S, € @c',gr A~(neK)v(S,e @c}gr A ~(n e K)))
O halde
(10) S, K igin bir Godel 6nermesidir ancak ve ancak
S, € Ia(S, € ‘(j;igr & n e K)ise.
Kosegen Teoremi: K* kimesi M kuraminda adlandirlabilirse, K kimesi igin
bir Godel onermesi vardir.

(11) -M kurami G1 kogulunu yerine getirir ve K kimesi M kuraminda ad-
landirilabilirse, K kiimesi i¢in bir Godel 6nermesi vardir.

Imdi
(12) D={g(C): Ce @;,Q,}
olsun. O zaman agagidaki teorem ispatlanabilir.
Tarski Teoremi:
1. D", dogal sayilar kimesi M kuraminda adlandinfamaz.

2. Mkurami G1 kosulunu yerine getirirse, D’ kiimesi M kuraminda ad-
landirlamaz.

3. M kurami G1 ve G3 kosullarini yerine getirirse, D kiimesi M kura-
minda adlandinlamaz.
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Gerek ispatlanabilir onermelere, gerekse ¢lritilebilir onermelere belirle-
nir 6nerme denir. Ispatlanamayan ve ciiriitilemeyen onermelere ise belirlene-
mez onerme denir.

Ispatlanamayan dogru onermeleri olan bir kurama eksikli kuram denir.
Birinci Godel Teoremi

(i) I~ dogal sayilar kimesi, dogal sayilar kuramini kapsayan her mate-
matik kuraminda adlandinlabilir.

(i) M kurami saglam ve I'* dogal sayilar kiimesi M kuraminda adlandi-
rilabilirse, M kurami eksiklidir.

O halde dogal saytlar kuramini kapsayan her saglam matematik kurami
eksiklidir.

18. DOGA BILIMLERININ MANTIKSAL
TEMELLERI

18.1 GOZLEM VE DENEY

18.1.1 Gozlem

Temel ve uygulamali doga bilimleri, konu edindikleri canli veya cansiz
sistemler hakkinda gercek diinyada dogru olan olumsal (yani ne zorunlu ne
de imkansiz) onermeleri ortaya koymayi amaclayan (fizik, kimya, biyoloji,
muhendislik ve tip gibi) bilimlerdir. Dogada var olan belli bir tirden sistem-
ler hakkinda ileri siirulen dnermeler kiimesi bir bilimsel kuram olusturur. Ma-
tematik kuramlarinin denetlenmesi bitinuyle mantiga baglidir. Oysa doga-
ya iliskin bilimsel kuramlart olugturan onermeleri denetlemek icin hem man-
tiga hem de gozlem ve deneye gereksinme vardir. Mantik ile gézlem ve de-
neye dayanan yontem bilimsel yontem'dir. Bilimsel ydntem, mantigin doga
bilimlerine 6nemli bir uygulamasidir. Ancak mantik doga bilimlerinin man-
tiksal temellerini ortaya koymak icin de gereklidir. Bir bilim dalinin mantiksal
temelleri, temel kavramlari ve islemleri, yasalan ve kuramlari, pekistirmeleri
ve ac¢iklamalari ve biitiin bunilarin degisim surecinin mantiksal yapisi demek-
tir. Gerek tek tek bilim dallarinin, gerekse doga bilimlerinin bir bitun olarak
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mantiksal temellerinin ortaya konulmas bilim felsefesi'nin onemli bir islevidir.
Bu konuya burada mantigin uygulamasi oldugu olgide yer veriyoruz,

Bilimsel etkinligin (i) kuramlarin kurulusu (ii) kuram ve yasalarin pekisti-
rilmesi ve (iii) kuramlarin agiklama ve ondeyi amaciyla kullanilmasi olmak
uzere baglica Ug evresi vardir. Bilimsel yontem her ¢ evrede etken olmakla
birlikte, ozellikle pekistirme evresinde onemli bir yer alir. Nitekim pekistirme,
bilimsel yonteme dayanan denetleme demektir. Bu li¢ evreyi ilerdeki bolim-
lerde inceleyecegdiz. Simdi ise bilimsel yontemin temelinde olan goézlem ve
deneyi inceliyoruz.

Gozlem: Ciplak duyu organlariyla veya duyu organlarinin glicinu artiran
aletlerle olup biten doga olaylarinin ve nesnelerin varligi ile nitelik veya
niceligini bilimsel titizlikle saptama islemi demektir.

Ciplak duyu organiariyla yapilan gézleme dolaysiz gézlem, mikroskop ve
teleskop gibi gozlem aletiyle guglendirilmis duyu organlarnyla yapilan
gozleme dolayl gozlem denir.

Bu ayrimlara gore doga bilimlerinin konusu olan nesneler lge ayrilir. (i)
dolaysiz gozlemle saptanabilen nesneler, (ii) yalniz dolayli gozlemle sapta-
nabilen nesneler, (iii) ne dolaysiz ne de dolayli gézlemie saptanamayan nes-
neler. Uglinci tiirden nesnelere gézlemlenemeyen nesneler denir. Birinci ve
ikinci turden nesnelere gozlemlenebilir nesneler denir. Bilim ve gozlem alet-
lerinin gelismesi sonucunda gozlemlenemeyen nesneler, gozienebilir nesne-
ler durumuna gegebilir.

Gozlem gergede uygun olabildigi gibi yanilgil da olabilir. Nitekim gozlem
ne denli titizlikle yapilirsa yapilsin beklenmeyen bozucu nedenlerden dolay!
ger¢egde aykir sonug verebilir. Bu durumda gozlemin tekrarlanmasiyla yanil-
ginin giderilmesine ¢ahgilr.

III

Bilim dilinde kullanilan terimler “gozlemsel” ve “kuramsal” olmak lzere
ikiye ayrilir. Gozlemsel terimler gozlenebilir nesneler ile gozlemle saptanabi-
len nitelik ve nicelikleri (veya gozienebilir 6zellik ve bagintian) dile getirir.
Ornegin “agag”, “araba”, “kedi” gézlemlenebilir nesneler “mavi” ve “tatl”

’

goziemlenebilir nitelikler, “65 kg agirhginda”, “1 metre 80 santimetre bo-
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yunda” gozlemlenebilir nicelikleri dile getiren gozlem terimleridir. “Gstinde-
dir”, “yanindadir” terimleri ise gozlemlenebilen bagintilar dile getiren goz-
lem terimleridir. Bu 6rnekler dolaysiz gézleme iligkindir. Yalniz dolayli goz-
lemle gozlemlenebilen nesnelere 6rnek olarak “hiicre” ve “bakteri”yi goste-
rebiliriz. Hi¢ olmazsa simdilik gozlemlenemeyen nesnelere 6rnek olarak da
fizigin bolunmeyen taneciklerinden olan “kuark”1 gosterebiliriz.

Niceliklerin gozlemle saptanmasina d/gme denir.

Gelismis bilimlerde niceliklerin ¢ok onemli islevi oldugundan olgmenin
bilimsel yontemdeki iglevi ¢ok buyuktur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki nesne ve nitelikleri “dolaysiz goézlemienebilir”, “dolaylt
gozlemlenebilir” ve “goézlemlenemez” olmak Uzere siniflandiriniz.

1.

V2N » AW N

Elektron

Proton

Notron

Atom Cekirdegi
Atom

Molekdil

Mikrop

Masa

Gezegen

10. Yildiz

18.1.2 Gozlem Terimleri ve Kuramsal Terimler

Gozlem terimleri, gozlemlenebilen nesneleri, olaylan, nitelikleri ve nicelik-
leri, ozellikleri ve bagintilar dile getiren terimler demektir.

Dolaysiz gozleme iligkin biitiin terimler gdzlem terimi sayilir. Ornegin
“agag”, “kedi”, “mavi”, “tath”, “yaninda” gozlem terimleridir.
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Gozlemlenemeyen nesneleri, olaylari, nitelik ve nicelikleri, 6zellik ve ba.
gintilari dile getiren terimlere kuramsal terimler denir.

Yalniz gozlem terimlerinden olusan tekil onermelere gozlem onermeler;,
icinde en az bir kuramsal terim gecen onermelere de kuramsal 6nerme
denir.

Temel onerme bicimindeki gozlem onermeleri

(1) Fay..a,
veya
(2) ~Fa;..a,

biciminde olup, Gerek a;,...,a, tekil terimleri gerekse F n-li yiklemi (veya ge-
nel terimi) bir gdzlem terimidir. Ornegin

(3) bu kedi siyahtir
ile
(4) bu kedi beyaz degildir

temel onerme biciminde gozlem onermeleridir. Nitekim “kedi” ile “siyah”
birer gozlem terimidir. Bir nesnenin kedi olup olmadig veya siyah olup ol-
madigi dolaysiz gozlemle saptanabilir.

Niceliklerin ol¢ulmesine iligkin onermeler ise f bir n-li islem isareti olmak
uzere

(5) f(ay,...a,) =«
bi¢imindedir. Burada a,,...,a, dogaya ait nesneler, o ise bir reel say1 gosterir.
Ornegin

6) f@a)=a

“a cisminin santimetre olarak uzunlugu oya esittir’ anlamina gelebilir. Ote
yandan

(7) f(a,b)=a

“a tanecigi ile b tanecigi arasindaki santimetre olarak uzaklik a'ya esittir” an-

244



lamina gelebilir. Genel olarak (5) bi¢imindeki onermelere dicme 6nermes; de-
nir.

(5) bicimindeki bir dlgme onermesi, a;,...,a,, f bir gézlem terimi olmas
durumunda bir gozlem onermesi veya bir gozlemsel lgme onermesi olur.
Eger a,,...,a, veya f terimlerinde en az biri kuramsal terim ise (5) onermesi
bir kuramsal onerme (veya bir kuramsal 6lgme 6nermesi) olur.

Gozlem onermelerinin dogru olup olmadigi gozlemle, 6l¢me onermele-
rinin dogru olup olmadig da 6l¢me ile saptanir. Buna karsilik kuramsal oner-
melerin ve kuramsal dlgme onermelerinin dogru olup olmadig: tek bagina
gozlemle-dolayli gozlemie bile-saptanamaz. Ayrica icinde ilgili kuramsal te-
rimlerin gectigi bir yasa veya kurama dayanmak geregi vardir. Ornegin
"kuvvet” bir kuramsal terim (bir kuramsal nicelik terimi) dir. Bir cisme uygu-
lanan kuvveti 6lgmek igin Hooke yasasi denilen bir fizik yasasindan yararla-
nabilinir. Yasaya gore bir cisme uygulanan kuvvet bu cisme bagl bir yayl te-
lin uzamast ile orantilidir. BOylece telin uzamasi oigulerek kuvvet hesaplana-
bilir. Bu hesaplama ise Hooke yasasina dayanir.

Genellikle gozlem ve olgme aletleri belli birtakim yasa veya kuramlara
dayanir. Bu nedenle dolayli gozleme iligkin terimlerin bir cogu gozlem teri-
mi degil, kuramsal terim sayilmahdir. Nitekim iginde bu turlu terimler gegen
onermelerin dogruluk degerini isaptamak i¢in goézlem veya dlgmenin yani-
sira yasa veya kuramlara bagvurmak da gerekir. Oysa icinde yalniz gozlem
terimleri gegen gozlem onermelerinin dogruluk degerini saptamak icin tek
basina goziem yeterlidir.

18.1.3 Deney
Daha once belirttigimiz gibi:

deney a gibi bir cismin veya fiziksel sistemin “Fa” bicimindeki bir gozlem
onermesiyle dile getirilen belli bir kosulda, G 6zelligini tagtyip tagimadi-
ginin gozlemle saptanmasi islemi demektir.

Bu amagla deneyci s6z konusu cisim veya sistemi belli bir bicimde hazir-
lar. Bu hazirlama iglemi sonucunda deney kosulu denilen “Fa” dnermesi dog-
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ru olur. “Fa”nin dogrulugu ise deneyci tarafindan gézlemle saptanir. Deney
kosulunun yerine gelmesinden sonra deneyci yeni bir gozlemle deney sonu-
cu denilen Ga ile ~Ga 6nermelerinden hangisinin dogru oldugunu saptar.
Cok kez deneyci iki mimkiin almagik sonugtan birini bekler. Bu da bek/enen
deney sonucu’dur. Beklenen sonucu olan deneyde beklenen deney sonucu
gergeklesirse deney basarili, yoksa basarisiz olur.

Ornek olarak gene Ohm yasasi ile ilgili deneyi ele alalim. Bu 6rnekte, de-
ney basarli ise deney koguiu “Elektrik devresinin gerilimi iki katina yikseldi”,
deney sonucu da “Elektrik devresinin akim siddeti iki katina ylikseldi” bigi-
minde olabilir.

lkinci bir 6rnek olarak “Bitiin metaller isininca genlesir” yasasi ile ilgili
deneyi ele alalim. Deney bagarili ise kogulu “Bu metal pargasi sitilmigtir”, de-
ney sonucu da “Bu metal parcasi genlegmistir” biciminde olur.

18.2 BILIMSEL KAVRAMLAR

18.2.1 Nitel veya Siniflayict Kavramlar

Bilimsel kavramiar (i) nitel veya siniflayici (i) karsilastirmali ve (iii) nicel ol-
mak lizere ii¢ dbege aynilir. Once “siniflayici” veya “nitel” denilen kavramla-
r inceliyoruz. Bu kavramlar “insan”, “aga¢”, “mavi”, “tatli” gibi terimierle
dile getirilen ve dogal nesne tirlerine ve niteliklerine iligkin kavramlardir. Her
nitel kavram bu kavramin uygulandigi nesnelerin obegini belirler. Bu obe-
ge kavramin (veya kavramin dile getirdigi terimin) kaplami denir. K bir kav-
ram ise K’'nin kaplamini kp(K) olarak gosteriyoruz. Ornegin kp(insan), insan-

lar obegidir.
K, ve K, iki nitel kavram oldugunda
(1) kp(Ky) < kp(K;)

olursa, K,'in Ky'nin alt kavram’i, K,'nin de K,'in dst-kavram’t oldugu soyle-
nir.

imdi € evrensel kavram diyecegimiz bir nitel kavram ve K,,...K_ nitel
kavramlari da €’nin alt -kavramlar oldugunda

(2) kpK) N kp(K]-) =i, j=1,.,nvei#]jise
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(3)  kp(Ky) w...u kp(Kp,) = kp(e)
kosullan yerine gelirse {K,,..., K.} kavram oObegine bir kavram ailesi ve
{kp(K,),....kp(K,,)} 6bekler 6begine bir sinfflama denir. Dikkat edilirse sinifla-
ma bir bolimliemedir. (2) ve (3) kosullari tamm geregi dogru olabildigi gibi
doga yasalan olan deneysel dogrular da olabilir. Ornegin n = 2 olup

(3) Vx[xe kp(K,) & [x € kp(e) A x & kp(K;)]]
tanimindan ise

(2) kp(Ky) N kp(Ky) = @

ve

(3) kp(K;) U kp(Ky) = kp(e)

tiretilir. Ote yandan biyolojide omurgalilar dalinin memeliler, kuslar, balik-
lar, kurbag@alar ve siiringenler siniflarina ayrilmasi bir doga yasasini dile ge-
tiren bir deneysel gergektir.

Biyolojide farkl diizeylerde zincirleme siniflamalar yapilir. Boylece pira-
mit biciminde bir siniflama olugur. Canlilar evreni bitki ve hayvanlara bolin-
dikten sonra bitkiler ve hayvanlar sirasiyla dallara, siniflara, takimlara, famil-
yalara, cinslere ve tirlere bolundr.

K gibi bir siniflayici kavramin a gibi bir nesneye uygulanip uygulanmadi-
gl (yani a € kp(K) olup olmadigi) bir gozlem veya deney sonucunda sapta-
nir.

ALISTIRMALAR

Ug farkh kavram ailesi ve siniflama 6rnegini bulunuz.

18.2.2 Kargilagtirmali Kavramlar

Karsilastirmal kavramliar, “daha hafif”, “daha agir”, “daha kisa”, “daha
uzun” “daha soguk”, “daha sicak” gibi bagintilardir. Bu turli bagintilar ge-
nel olarak “<” ile gosteriyoruz. “<” bagintisina da oncelik bagintisi diyoruz.
“a < b” onermesi dogru oldugunda a nesnesi once gelen, b nesnesi ise son-
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ra gelen oluyor. Ornegin a, b’den hafif ise, “daha hafif” bagintisi bakimin-
dan a once gelen b ise sonra gelendir.

a, b’den Once gelmez ve b, a’dan once gelmezse a ile b farksiz olurlar,
Ornegin a, b’den hafif olmaz ve b, a’dan hafif olmazsa a ile b “agirlik¢a fark-
siz” nesneler olur. a ile b’nin farksiz oldugunu “a = b” bigciminde dile getiri-
yoruz. “=" ile dile getirilen farksizlik bagintisini $0yle tanimlanz:

(1) a=b ancak ve ancak ~(a < b) A ~(b < a) ise.

" _n "_n

“<" ile “=" ba@intilannin alam aynidir. Bu alan, aralarinda “<” veya “=
bagintisinin bulundugu nesnelerin evreni sayilir. Dolayistyla niceleyicilerin
deger alani bagintilarin ortak alaniyla 6zdestir.

Imdi “<” bagintisi evrenin her 6gesi igin yansimasiz, bakisimsiz ve gegis-
lidir. Yani,

(2) Vx~(x < x) (“<” yansimasizdir)
(3) VxVy[x <y - ~(y < x)] (“<” bakisimsizdir)
(4) VxVyVz[(x <y ny<2) > (x <2)] (“<" gegiglidir)

Ote yandan “=" bagintisi bir esdederlik bagintisidir. Yani “=" yansimali,
bakigimh ve gegislidir.

(5) Vx(x = x) ("=" yansimaldir)

(6) VxVy(x =y -y = x) (“=" bakigimlidir)

(7) YXVyV2[(x =y ny = 2) = (x = 2) ("x" gegislidir)

Ayrica (1) tanimindan

(8) VxVy(x =y vx<yvy<x)
elde edilir.

“<” ile "=" bagintilarina dayanarak “<” badintisini $oyle tanimlariz.
(9) a<bancakveancaka<bvas=bise.
“a < b”, "a, b’den once gelir veya farksizdir” anlamina gelir.

“<” bagintisi yansimah, gegisli ve baglagiktir.
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(10) V¥x(x < x) (“<” yansimalidir)
(11) UxVyVz[(x <y Ay £Z) - x £ 2] ("<” gegislidir)
(12) xVy(x <y vy <x)(“<” baglagiktir)
“<” bagintisina dayanarak “=" ile “<” bagintilan soyle tanimianir.
(13) a=bancakve ancak a<b A b<aise.
(14) a < b ancak ve ancak a < b A ~(b < a) ise.
O zaman
(15) a < b ancak ve ancak a < b A ~(a = b) ise.
elde edilir.

"_n

E evreninde “<” ile bagintilariyla belirlenen sisteme bir karsilastirma

sistemi diyoruz. Bu sistemi <E, <, = > bigiminde gosteriyoruz.

a ile b nesneleri arasinda <, < ile = bagintilarinin bulunup bulunmadigt
gozlem veya deney ile saptarir. Ornegin o'nin b’den hafif oldugu a ile b ci-
simlerini bir terazinin kefelerine koyup hangi kefenin yukari ¢iki@ini hangi-
sinin asagi indigini gozlemekle saptanir. a cisminin bulundudu kefe yukar
¢kar, b cisminin bulundugu kefe asad: inerse a cisminin b cisminden hafif
oldugu ortaya ¢ikar.

ALISTIRMALAR
1. “Daha kisa” bagintisimin nasil saptandigini agiklayiniz.

2. aile b iki cisim oldugunda “a, b’den kisa degildir ve b, a’dan kisa
degildir” kosulu hangi bagintiy1 belirler?

18.2.3 Nicel Kavramlar

“Uzunluk”, “agirhk”, “sicaklik” gibi terimlerin dile getirdigi kavramlara
nicel kavramlar veya nicelikler denir. Nicelikler yaygin nicelikler ve yegin nice-
likler olmak tizere ikiye aynhr. Ornegin uzunluk, hacim, agirlik yaygin nice-
likler, sicakhk derecesi ise yedin bir niceliktir.
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Bir niceligin degerlerinin belli bir yontemle saptanmasina nicelik ol¢imi
veya kisaca 6lciim denir. Olgumler “temel dl¢iim” ve “tiretilmis 6lgim” ol-
mak Uzere ikiye ayrilir. Temel 6ictim, niceligin degerinin bagka niceleyicilerin
degerlerin bagimsiz olarak ol¢llmesi demektir. Tiiretilmis olctim ise niceligin
degerinin baglica niceliklere bagh olarak saptanmasi demektir. Ayni niceligin
birden ¢ok sayida farkli temel dl¢timleri oldugu gibi ayrica turetilmis olcum-
leri de olabilir. Ornegin kiitlenin, uzunlugun zaman siresinin temel 6lgim-
leri vardir. Ote yandan yogunlugun ve sicakhgin tiretiimis 6lgimu vardir.
Buna gore bir cismin yogunlugu cismin kitlesinin hacmine bolinmesiyle
hesaplanir. Sicaklik ise uzunluga (civali termometrede civa sitununun yuk-
sekligine) dayanarak belirlenir.

18.2.3.1 Yaygin Niceliklerin Temel Ol¢imii

", 1"

Yaygin niceliklerin temel 6l¢umu icin birlestirme islemi denilen ve “0” isa-
reti ile gosterilen bir ikili islem kullanilir. Ornegin a ile b iki cisim oldugunda
a ile b’nin toplam agirhgini 6igmek igin a ile b cisimlerini bir arada terazinin
ayni kefesine koyanz. Ote yandan a ile b gibi iki cubugun toplam uzunlugu-
nu olgmek icin a ile b ¢ubuklarini ug uca dizeriz.

Her iki islem de birlestirme islemi ornekleridir. a ile b’nin birlestirilmesin-
den ortaya ¢ikan cisim aob olarak gosterilir. Boylece a ile b cisimlerinin ayni
kefede bir araya gelmesiyle olusan birlegik cisim veya a ile b gubuklarinin ug
uca dizilmesiyle olusan birlesik cisim aob cismidir.

Yaygin niceliklerin temel olcumu i¢in bir de olcum fonksiyonu denilen
f:E—R biciminde bir fonksiyona gerek vardir. (R reel sayilar kimesidir.) Or-
negin agirhk olgimu igin her cismin agirhgini belirleyen agirhk fonksiyonu,
uzunluk olgumiinde de ¢ubuk biciminde cisimlerin uzunlugunu belirleyen
uzunluk fonksiyonu kullanilir.

Yaygin nicelige iliskin Olgim sistemi, <E, <, => bir kargilagtirma sistemi
olmak Uzere

<E, <, =, 0,k f>
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biciminde olan ve asagidaki ozellikleri tagiyan siralanmig bir altili olarak ta-
nimlanir.

(1) o, E evreninde bir birlestirme iglemidir. o’nun on-alani E X E ard ala-
ni da E'nin bir alt obegidir.

(2) k, olcii birimi denilen E evreninin uzlasimla secilmis bir ogesidir.

(3) f, on-alani E, ard-alani reel sayilar kimesi olan bir fonksiyondur. f'ye
ol¢ti fonksiyonu denir. a € E oldugunda f(a), a’'nin olgusudir.

(4) a=b & f(a) =f(b)
(5) a< b f(a) <f(b)
(6) f(aob) = f(a) + f(b)
(7) f(k) = 1 (uzlagim geregi)

Ornegin agirlik dlgimiinde k, bir gram agirhginda bir cisim veya bir kilog-
ram agirhginda bir cisim olabilir. Birinci durumda gr ¢lgedi, ikinci durumda
kg Ol¢eqi elde edilir.

“0" birlestirme isleminin agagida gosterilen ozellikleri oldugu gosterilebi-
lir.

(8) aob = boa (yer degistirme o6zelligi)

Nitekim f(aob) = f(a) + f(b) = f(b) + f(a) = f(boa). Imdi (4) geregi f(aob) =
f(boa) <> aob = boa elde edilir. Boylece (8)'in dogru oldugu gorulur.

(9) ao(boc) = (aob)oc (ortaklastiricilik ozelligi)
(10) (d=a A b=c) > dob =aoc

Nitekim d = a ve b = c olsun. O zaman (4) geregi f(d) = f(a) ve f(b) = f(c)
olur. Dolayisiyla f(d) + f(b) = f(a) + f(c) olur. O halde (6) geregi f(dob) =
f(aoc) elde edilir. Bundan (4) geregi dob = aoc ¢ikar.

(11) (d=a A b<c)— (dob < aoc)
(12) (d<anb<c)— (dob < aoc)

Simdi de “esOlgllebilirlik” denilen yeni bir kavrami tanimliyoruz.
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E evrenine ait a nesnesi k birim nesnesi ile “=” ve “0”ya dayanarak esol-
culebilir dir ancak ve ancak asagidaki kogullar yerine gelirse:

E evrenine ait b,,...,b, gibi n tane dyle nesne vardir ki

) by=b,ij=1,..,n

(i) 1< noldugunda, byob,0 ... ob, = k

(i) s <noldugunda, b;o byo ... ob, = a.

(13) f(byob,0...0b) = f(by) + f(b,) + ... + f(b)

(14) f(byob,o0...0by) = f(b;) + f(by) + ... + f(by)
olur. (i)’den dolayi

(15) f(by) =f(by) = ... =f(b,)
O halde

(16) f(b,0b,0...0b) = f(by) + f(b,) + ... + f(b) = f(k) = If(b,)

(17) f(byob,0...0b,) = f(by) + f(b,) + ... + f(by) = f(a) = sf(b,).
(16) ve (17)'den

(18) f(a) = (s/1) f(k)
elde eailir. Oysa f(k) = 1 o halde

(19) f@a) = s/

Demek ki a nesnesi k birim nesnesi ile egdl¢llebilir ise, a’nin olgusu s/l gibi
bir rasyonel sayidir.

Dikkat edilirse hicbir olgu islemi rasyonel olmayan bir ol¢l degeri vere-
mez. Dolayisiyla E evrenine ait bitin nesnelerin segilen k birim nesnesiyle eg
olculebilir oldugu varsayimi gozlem ve deneyle yanliglanamaz. Gene de boy-
te bir varsayimi kabul etmek sakincalidir. Nitekim yaygin bir niceligin butin
degerlerinin rasyonel sayilar olmasi durumunda buttin reel sayilari on goren
matematiksel analiz kullanilamaz. Bu da doga bilimi igin ¢ok sakincali olur.
Ancak pratikte, ol¢lilen bir yaygin niceligin ol¢i birimi ile yine de
esolcllebilir olup, elde edilen cl¢me degeri hep bir rasyonel sayidir. Buna
gore yaygin niceliklerin irrasyonel degerleri hi¢cbir zaman olgulemeyen (an-
cak hesaplanabilen) degerlerdir.
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f(a), a gibi bir nesnenin ol¢usi (so6zgelisi a'nin agirligr) ise, r herhangi bir
pozitif reel sayl oldugunda, rf(a) sayist da a’nin dl¢lsudur. (sozgelisi agirli-
gidir.) Boyle bir durum ol¢u birimi degismesi sonucunda olur. Ornegin 6l¢ii
birimi 1 kg ise, 1 gr'hk ol¢l birimine ge¢mekie ilk ol¢i 1000 reel sayisi ile
carpilir.

Ote yandan f(a) / f(b) orani 6l¢u birimine bagl degildir. Nitekim rf(a) /
rf(b) = f(a) / f(b). Bu nedenle yaygin niceliklerin temel olgiminiin oran 6l-
¢egi oldugu soylenir.

ALISTIRMALAR
1. §18.2.3.1'deki (9), (11), (12) 6zelliklerinin varoldugunu ispatlayiniz.

2. Yaygin nicelikler olan uzunlugun ve zamanin temel dlguimlerinde
kullanilan “o” birlegtirme iglemlerini tanimlayiniz.

18.2.3.2 Yegin Niceliklerin Tiretilmis Olgimii

Yegin niceliklere érnek olarak nicel sicaklik kavramini (sicaklik derecesini)
gosterebiliriz. Yegin niceliklerin olciminde “0” birlestirme iglemi yoktur an-
cak bu olgim de <E, <, => gibi bir kargilastirma sistemine dayanir. Buna go-
re yegin niceligin temel olciim sistemi agagidaki kosullari yerine getiren

O, olgek nesneleri denilen E evrenine ait belli bazi nesnelerin kiimesi
olmak uzere

<k <, = O, Oy, f, B>
biciminde siralanmig bir yedilidir.

(1) E, belli bir durumda (sozgelisi belli sicaklik derecelerinde) olan nes-
nelerden olusan bir kumedir.

(2) (E, <, =) bir karsilagtirma sistemidir.

(3) Oo belli bir durumda (6rnegin sifir Celsius derece sicakiikta) olan
belli tirden nesnelerden (Ornegin su drneklerinden) olusan bir ki-
medir.
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“4) 01 belli bagka bir durumda (ornedin 100 Celsius derece sicaklikta)
olan ayni tirden nesnelerden (su orneklerinden) olusan bir kiime-
dir.

(5) f, f: E > R bigiminde bir fonksiyondur. f'ye 6lgme fonksiyonu ve acE
oldugunda f(a)’ya a’min olglisu denir.

(6) a=Db ancak ve ancak f(a) = f(b) ise
(7) a < b ancak ve ancak f(a) < f(b) ise
(8) Vx(xe O, - f(x)=0)
(9) Vx{(xe 61 - f(x)=r)
(Ornegin Celsius sicaklik derecesi durumunda r, = 100, Fahrenheit derecesi

durumunda ry= 212dir. Her iki halde de O, normal kosullarda kaynayan su
orneklerinden olusur.) '

(10) B, B ¢ E olacak bigimde bir dortli bagintidir. Sicakhk olgumiinde
B(a, b, ¢, d) civali termometre ile soyle saptanir. Termometrenin civa hazne-
si a, b, ¢, d nesneleri ile sirasiyla temas ettiginde civa sutunu yikseklikleri si-
rasiyla h,, h,, h, hy olursa,

B(a, b, ¢, d) & |h, - hyl =1lh. - h,l
olur. (r bir reel say! oldugunda, Irl, r'nin mutlak degeridir.
r2>0ise, Irfl =rolur. r < Qise Irl = -r olur.)

Sicaklik derecesi gibi yeg@in niceliklerin olcegine aralik dl¢egi denir. f(a), a
nin yegin nicelik olgusd ise r bir pozitif reel sayr ve r’ herhangi bir reel say:
ise rf(a) + r' de a’nin dl¢iisii olur. Olgek nesnel kiimelerinin degistirilmesi ve-
ya rile r sayllanini degistirmekle bir él¢iiden obiriine gegilir. Ornegin a’nin
Celsius sicaklik derecesi f(a) Fahrenheit sicaklik derecesi de f'(a) olsun. O za-
man

f'(@a) =rf(a) + r’

olur. rile r’ y( ise soyle hesaplariz. a, normal kosullarda donan bir su orne-
gi a, ise normal kogullarda kaynayan bir su 6rnegi olsun. O zaman f(a,) = 0,
f(a;) =100, f'(a,) = 32 ve f'(a;) = 212 olur. O halde f'(a,) = rf(a,) + r' = r
olur. Buradan r’ = f(a,) = 32 hesaplanir. Ote yandan f'(a;) - f'(a,) = r[f(a;) -
f(ag)] oldugundan
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r=[F(a;) - f(ay)l/ [f(a;) - f(a,)] = (212-32) /(100-0) = 180/100 = 9/5
elde edilir. O halde

f'(a) = [(9/5) x f(a)] + 32
sonucuna varirz.

Reoumur olgisiinde ise suyun donma derecesi (Celsius di¢iisinde oldu-
gu gibi) 0 olup, suyun kaynama derecesi 80'dir.

ALISTIRMALAR

1. f(a), a nesnesinin Fahrenheit derecesi ve f'(a) a nesnesinin Celsius
derecesi oldugunda, f'(a)’y! f(a)’ya dayanarak hesaplayiniz.

2. f(a), a nesnesinin Celsius derecesi ve f'(a), a nesnesinin Reaumur
derecesi oldugunda, f'(a)’y! f(a)’'ya dayanarak hesaplayiniz.

18.2.3.3 Siralayicl Nicelikler
Bir siralama sistemi,
<k, <, =, f>
biciminde olan ve asagidaki kosullan yerine getiren bir siralanmig dortludur.
(1) <E, <, => bir kargilagtirma sistemidir.
(2) f, f: E— R bigciminde bir fonksiyondur a € E oldugunda f(a)'ya a’nin
Olgusu denir.
(3) a= b ancak ve ancak f(a) = f(b) ise.
(4) a < b ancak ve ancak f(a) < f(b) ise.

Boyle siralama sistemi bir siralayici nicelik dile getirir. f(a), a’nin ol¢isu ise g
de g: R — R bigciminde bir tekduzeli fonksiyon ise g(f(a))’da a’nin 6l¢isi olur.
(g’'nin tekdiizeli olmasi her x, y igin x <y ise g(x) < g(y) veya her x, y i¢in x
>y ise g(x) 2 g(y) olmasi demektir.) Boyle bir duruma siralama ol¢egi denir.

Ornegin cisimlerin sertlik derecesi bir siralayici nicelik olup siralama 6lge-
gine dayanir. f(a) > f(b) ise a’min b’den daha sert oldugu soylenir. Ama a’nin
b’den ne denli daha sert oldugu soylenemez.
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18.2.4 Yatkinhik Terimleri ve Kuramsal Terimler

Gerek ginlik dilde gerek bilim dilinde kullanilan bir¢ok terim yatkinlik
terimleri'dir. Bu terimler genellikle “bilir” soneki olan “¢ozilebilir”, “kinlabi-
lir”, “genlegebilir”, “yirtilabilir” gibi sozclkler ile bunlarin kargiti olan ve
“maz” veya “mez” soneki olan “¢ozilemez”, “kinlamaz”, “genlesemez”,
“yirtilamaz” gibi sozclkler bicimindedir. Bu terimler bir yatkinh@: dile getirir.
Bir nesnenin belli bir yatkinligi, belli bir uyaran kargisinda belli bir bigcimde
tepkide bulunma giicii demektir. Ornegin tuzun suda ¢oziinebilme yatkinli-
g1, tuzun suya daldinldigr zaman ¢ozinmeye ugramasi demektir.

“Bilir” gibi bir soneki olmayan bircok sozciikte yatkinlk terimi sayilabilir.
Ornegdin “zeki” bir yatkinlik terimidir. Nitekim zeki bir insan belli kogullarda
zekasini kullandigini gosteren davraniglarda bulunan kisidir. Bilimde “sicak-
hk derecesi”, “elektrik akimi yeg@inligi” gibi terimler de yatkinlk terimleridir.
Nitekim belli bir sicaklik derecesi olan bir cisme bir civali termometrenin ha-
zinesi deddirilirse civa stitunu belli bir yere kadar yukselir, belli yeginlikte bir
elektrik akimi gecen bir iletken tele donebilen miknatisli igne yaklastirilirsa
igne belli bir sapma gosterir.

Yatkinlk anlik veya surekli olabilir. Anlik yatkinhk t gibi bir anla sinirhdr.
Surekli yatkinhk ise her zaman veya hi¢ olmazsa uzunca bir sure i¢in gergek-
legir. “Yt” bir anlik yatkinlik terimi ise

(1) Yt(x, v)
(1") x nesnesinin t aninda Yt yatkinlig) vardir.
anlamina gelir. Buna karsihk “Yt” bir surekli yatkinhk terimi ise
(2) Yt (x)
(2’) x nesnesinin Yt yatkinh@i vardir.

anlamina gelir. Zamanin belirtiimemesi yatkinhgin her zaman var oldugunu
gosterir.

Imdi

(3 UxY
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(3’) x nesnesi t aninda U bigiminde uyariliyor
anlamna ve
(4) T(n, 1
(4') x nesnesi t aninda T bigiminde tepki veriyor
anlamina gelsin. O zaman “Yt” gibi bir anlik yatkinlk teriminin
(5) VxVt[Yt(x, t) o [U(x t) - T(x, t)]]
biciminde, “Yt” gibi bir sL_]rekli yatkinlik teriminin de
(6) Vx[Yt(x) & Vt[U (x, t) > T (x, )]

biciminde tanimlanabildigi sanilabilir. (5) tanimina gore x nesnesi t aninda
U bigiminde uyarhyorsa; t aninda T tepkisinde bulunursa Yt yatkinhigina sa-
hiptir, bulunmuyorsa sahip degildir. Ayni bicimde (6) tanimina gore x nes-
nesi U biciminde uyariliyorsa; T tepkisinde bulunursa Yt yatkinhgina sahiptir,
bulunmuyorsa sahip degildir. Bu durumda (5) ile (6) tanimlian uygundur.
Ancak x nesnesi U biciminde uyanimiyorsa (5) ile (6) tanimlan uygun olmak-
tan ¢ikar. Nitekim bu son durumda x nesnesi hep Yt yatkinhg) tagir. Ornegin
x bir demir pargasi “Yt” de suda ¢6zunebilirlik yatkinh@ olsun. “U” suya ba-
tirma, “T” suda ¢oziinmeyi dile getirsin. O zaman x bir demir pargast olup;
t aninda suya batinlmazsa (5) geregdi x suda ¢ozunebilir sayllmahdir. Ote
yandan x demir par¢asi higbir zaman suya daldinlmazsa (6) geredi x suda
¢Ozinebilir saylmahdir. Bu durum kabul edilemeyeceginden dolay! (5) ile
(6) tanimlar gecersizdir.

Gecersiz oldugunu gordigiimuz (5) tantmi yerine

(5") VxVt [U(x, t) - [Yt(x, t) & T(x, )]
onermesi ve (6) tanimi yerine

(6”) VxVt[U(x, t) - [Yt(x) & T(x, t)]]

onermesi kullanilir. (5”) ile (6”)’ye indirgeme onermeleri denir. Bir indirgeme
onermesi bir tamnim degildir. Nitekim (5”) ile (6”) ye dayanarak “Yt” yatkin-
lik terimini elemek mumkin degildir. Indirgeme dnermeleri yatkinlik terim-
lerinin anlamint hi¢ olmazsa kismen belirleyen aksiyomlar niteligindedir. In-

257



dirgeme dnermeleri de x uyariimayan bir nesne olmasi durumunda x'in Yt
yatkinh@ini tastyip tasimadigini belirtmez. Ancak uyanlan nesnelerin Yt yat-
kinl/gini tasiyip tasimadigini belirtir.

Yatkinlk terimleri gozlem terimi degildir. Nitekim bir nesnenin bir yat-
kinhda sahip olmasi ancak uyarildigi zaman belli bir tepkide bulunmasiyla
ortaya ¢ikar. Buna kargilik uyarmay) dile getiren U terimi tepkiyi dile getiren
T terimi genellikle birer gozlem terimidir. Indirgeme 6nermeleri gézlem te-
rimi olmayan bir yatkinlig@in anlamini gozlem terimlerine dayanarak (kis-
men) belirtmek icin kullanilir. Dikkat edilirse gozlem terimleri yardimiyla ta-
nimlanabilen bir terim de gozlem terimi sayilmalidir. Ancak yatkinlik terim-
lerini gozlem terimleri ile tanimlamak mumkiin degildir. Nitekim (5) ile (6)
tanim denemelerinin gecersiz oldugunu daha once gormustuk. Gozlem te-
rimleri turiinden tanimlanamadiklarindan dolay, yatkinlik terimleri kuramsal
terimler sayiimahdir.

(5") indirgeme onermesinden mantikca gecerli olmayan hi¢bir gozlem
onermesi turetilemez. Buna karsilik (6”) indirgeme 6nermesi

(7) [U(a, t;) A U(a, )] = [T(a, t;) — T(a, t,)]

gozlem onermesini icerir. U ile T gozlem terimleri oldugundan U(a, t;), U(a,
ty), T(a, t;) ve T(a, t,) atomsal gozlem onermeleridir. Bu atomsal 6nerme-
lerden temel eklemler yardimiyla olusturulan (7) 6nermesi de gene bir goz-
lem onermesidir.

(7) gozlem onermesi gozlemle dogrulandig siirece (6”) indirgeme oner-
mesi pekistirilmig olur. Ancak (7) onermesi gozlemle yanlislanirsa (6”) indir-
geme onermesinin de yanlis oldugu anlasilir. Dolayisiyla boyle bir durumda
(6”) kaldinlmali veya degistirilmelidir.

Dikkat edilirse
(8) vxVt~U(x, t)

onermesi dogru olursa, (5”) ve (6”) indirgeme 6nermelerinin etki alani “x”
ve “t” degiskenlerinin butln degerleri icin dodru olur. O zaman da (5”) ile
(6”) s6z konusu yatkinh@ tasiyan nesneleri bu yatkinhigi tastmayan nesneler-
den ayirt etmeye yaramaz. Dolayisiyla (5”) ile (6”) indirgeme 6nermelerinin
islevlerini yerine getirmesi icin (8)'in yanhs olmasi gerekir.
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Ayni yatkinlik terimi i¢in birden ¢ok sayida indirgeme onermesi ortaya
konulabilir. Bu indirgeme 6nermeleri

9) IxVt[Ui(x, ) > [Yt(x, D e T (x 1] i=1,.,n
veya
(10) VxVt[U, (x, t) = [Yt(x) & T,(x, 1)]], i=1,...,n

biciminde olur. n tane farkli indirgeme onermesine dayanarak “Yt” terimi-
nin dile getirdigi yatkinhk

(1) kpUy) v kp(U,) u...u kp(U,)

kiimesinin 6geleri i¢in belirflenmistir. Nitekim 3 herhangi bir nesne, t, her-
hangi bir an oldugunda

(12) <aj, > € kp(Uq) L kp(Uy) u...u kp(U,)
olursa,
(13) <a;, ;> € kp(U)) (1<i<n)

elde edilir. O zaman da Ui(ai, t,) dogru olup a; nesnesinin t, aninda “Yt ile
dile getirilen yatkinligi tagryip tagimadid ilgili indirgeme onermesiyle belir-
lenmis olur. Boylece indirgeme onermelerini ¢ogaltarak yatkinh@in belirli ol-
dugu alanin genisletilebildigini goruyoruz.

Gerek (9) onermeleri gerekse (10) onermeleri
(14) VxVt [(Ui(x, t) A U’-(x, t) - (Tx t) & Ti(x, t]i,j=1,..,n

gozlem onermelerini igerir. (9) veya (10) indirgeme 6nermelerinin timunun
dogru olabilmesi i¢in (14) onermelerinden her biri dogru olmalidir.

Yatkinhk terimlerinin anlamini agiklamak icin bir de tek yanlt indirgeme
onermeleri kullanilir. Bunlar anhk yatkinlk terimleri icin

(15) ¥xVvt [U(x, t) = [T(x, t) = Yt(x, )]
(16) VxVt [U'(x, t) = [T'(x, ) = ~Yt(x, t)]]
bicimindeki 6nermeler ve sirekli yatkinlik terimleri igin

(17) vxVt [U(x, t) = [T(x, t) = Yt(x)]
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(18) VxVt[U'(x, t) = [T'(x, t) = ~Yt(x)]

bicimindeki dnermeleridir. Gerek (15) ile (16) onerme ciftine gerekse (17) ile
(18) onerme giftine indirgeme cifti denir. Her indirgeme cifti iki tane tek yan-
I indirgeme onermesinden oluguyor. Buna karsihk (5”) ile (6”) bicimindeki
indirgeme onermelerine iki yanl indirgeme 6nermesi denir.

(15) ile (16) ve (17) ile (18) indirgeme ciftlerinin islevlerini yapabilmele-
ri igin

(19) ¥xVt ~[(U(x, t) A T(x, 1)) v (U'(x, t) A T'(x, 1))]
onermesi dogru olmamalidir.

(15) ile (16) ve (17) ile (18) indirgeme ciftleri asagidaki gozlem onerme-
sini igerir.

(20) Vx [(U(x,t) A U'(x, 1)) - (T(x, t) - ~T'(x, t))].

Her iki yanl indirgeme onermesi bir indirgeme ciftinin ozel halidir. Nite-
kim “U(x, t)” “U’(x, t)” ile “~T(x, t)” de “T'(x, t)” ile esdeger olunca (15),
(16) indirgeme cifti

(21) VxVt [U(x, t) = [T(x, t) = Yt(x, )]

(22) VxVt [U(x, t) - [~T(x, t) = ~Yt(x, t)]
bigcimine ve (17), (18) indirgeme cifti

(23) VxVt [U(x, 1) = [T(x, t) = Yt(x)]]

(24) ¥xVt [U(x, t) = [~T(x, t) = ~Yt(x)]]

bicimine cevrilir. Oysa (21) ile (22)'nin timel-evetlemesi (5”) iki yanl indir-
geme onermesiyle ve (23) ile (24)'Un timel-evetlemesi (6”) iki yanli indir-
geme onermesiyle esdegerdir.

“U(x, t)” ile “U’(x, t)"” agik onermelerinin esdeder olmasi
(25) ¥xVt [U(x, t) & U'(x, t)]

timel 6nermesinin dogru olmast demektir. Ayni bicimde “~T(x, t)” ile “T’(x,
t)” nin esde@er olmasi
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(26) VxVt [~T(x, t) & T'(x, t)]

nin dogru olmasi demektir.

ALISTIRMALAR

Ug tane farkli yatkinlik terimine iligkin iki yanli yatkinlik 6nermelerindeki
U uyan terimini ve T tepki terimini belirtiniz.

18.3 BILIMSEL KURAMLAR
18.3.1 Onerme Bigiminde Kuramlar
18.3.1.1 Mantik¢a Kapali Onerme Kiimeleri

Kuram, en genel anlaminda mantik¢a kapal bir 6nerme kimesi demek-
tir. Mantik¢a kapali 6nerme kiimelerini de goyle tanimliyoruz: K herhangi bir
onerme kiimesi oldugunda

(M {AKE A)
kiimesine K 6nerme kimesinin sonug kiimesi denir. Bu kime
(2)  sSn(K)
biciminde gosterilir.
K onerme kimesinin mantik¢a kapali olmasi,
(3) Sn(K) =K
olmasi demektir.

“Sn”, sonug islemi denilen bir birli islemi dile getirir. “Sn” isleminin su Ug
ozelligi vardir.

(4) KgcSn(K)
(5) K; €Ky = 5n(K;) € Sn(K,)
(6) Sn(Sn(K)) < Sn(K)

(4) ve (6)'dan
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(7) Sn (Sn(K)) = Sn(K)

elde edilir. (7)'ye gore, K herhangi bir 6nerme kiimesi oldugunda Sn(K) ku-
mesi mantikga kapalidir. Tersine tanim geregi her mantik¢a kapali onerme
kimesi Sn(K) bigimindedir. Nitekim K mantik¢a kapalh oldugundan K=Sn(K)
olur.

K kiimesinin mantik¢a kapali olmasinin gerekli ve yeterli kogulu
(8) VAKE A-AcK)
dir.

Sn(@) onerme kiimesi mantikgca gegerli onermelerin kimesidir. D diline
ait onermelerin kiimesini gene D ile gosterelim. O zaman D kiimesi de man-
tikca kapalidir. Nitekim

(9) Sn(D)=D

Ancak D kiimesi tutarsizdir. Nitekim K kiimesinin tutarl olmasi
(10) VA[K = A - ~(K = ~A)]

biciminde tanimlanabilir. Oysa
(11) VAD E A—> ~(D [ ~A)]

yanlistir. Nitekim D = A ise A € D ve (~A) € D olur. Dolayisiyla D = ~A
olur,

D’den farkli olan, yani D’'nin 6z alt kimesi olan her mantik¢a kapali
kume tutarhdir.

Ko € K oldugunda, eger
(12) K=5n (Kp)
olursa, Ky dnerme kimesinin K’'nin bir aksiyom kiimesi oldugu soylenir.

Mantik¢a kapal kimeler sonsuzdur. Aksiyom kimesi ise ¢ogu zaman
sonlu olur. Boylece sonlu sayida aksiyomdan “teorem” denilen sonsuz
sayida sonug onermesi elde edilir. Dolayisiyla sonlu sayida aksiyom sonsuz
sayida onermeden olugan mantikca kapali onerme kiimesini belirler.

Ornek olarak kiasik tanecikler mekanigi kuraminin ii¢ aksiyomdan olusan

aksiyom sistemini godsterelim. Bu aksiyomlara sirasiyla Newton’un birinci,
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ikinci ve tguncd yasasi denir. “X", “Y”, “Z” harflerini, deger alani tanecikler;
t harfini de deger alani zaman anlari olan degiskenler olarak kullaniyoruz.
s(X, t) ise x taneciginin t zaman anindaki yerini ((x, y, z) koordinatlarina
gore) gosteriyor. Buna gore s(X, t) bir uzay vektoridir. K(X, t), X tanecigi-
ne t aninda uygulanan tim kuvvetlerin bileskesi olsun. m(X), X taneciginin
kutlesini gosteriyor. “X bir taneciktir”i Tnc(X) ve “t bir zaman anidir”s da
Zmn(t) biciminde kisaltiyoruz. Taneciklerin noktasal oldugunu varsayiyoruz.
Buna gore X gibi bir tanecigin t anindaki yeri ¢ tane reel sayidan olusan

»

s()ié t) vektoru ile belirtilir. s(X, t) vektorinin t'ye gore ikinci turevinin, yani
d? s(x, t)

12 nin t’nin butln degerleri i¢in tanimlanmig oldugunu varsayiyoruz.
t

Bu ag¢iklamalara dayanarak klasik tanecik mekanigi kuraminin g aksiyo-
munu soyle dile getirebiliriz. (s(X, t), K(X, t) ve K(X, y, t) vektorel blyikluk-
lerdir.)

Newton’un birinci yasasi:

d? s(X
YXVt [[TRe(X) A Zmn () A K(X, ) = 0] %_(z%iz 0]
Newton’un ikinci yasasi:
“d? (X, t)

YXVL[Tnc(X) A Zmn(t)] — K(X, t) = m(X)T]
Newton’un uglncu yasasi:
VXYYVt [Tnc(X) A Tnc(Y) A Zmn(t) - K(X, Y, t) = -K(Y, X, t)]

Uglincii yasada gegen “K(X, Y, t)”, X tanecigi Uzerine Y taneciginin t aninda
uyguladigi kuvveti gosteriyor. Buna gore “K(Y, X, t)”, Y tanecigi uzerine X
taneciginin t aninda uyguladigi kuvveti gosteriyor.

18.3.1.2 Yasal Onermeler

Bilimsel kuramlar dogal nesnelere iliskin kuramlardir. Bir bilimsel kuramin
aksiyomlari ise birer doga yasasi niteliindedir. Bir doga yasasi, dogal nesne-
ler veya olaylar arasinda degismez bir bagintiyr dile getiren dogru bir oner-
medir. Doga yasasi olan onermeler belli bir bicimdedir. Doga yasasi olabile-
cek bigimdeki bir Snermeye de yasal 6nerme denir. Yasal onermeler asagida-
ki ozellikleri tasirlar.
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(i) Yasal 6bnermelerin bircogu
(1) V¥x(Fx = Gx)
veya genel olarak
(2)  Vxp..9x, (Fxq..xy = Gxq.xg)

biciminde tiimel énermelerdir. Ornegin §18.3.1.1'deki Newton’un ug yasa-
st (2) bigcimindedir. Ancak bagka bicimde, 6zellikle hem tumel niceleyiciyi
hem tikel niceleyiciyi kapsayan yasal onermeler de vardir. Ornegin

(i) Dogal onermelerdeki bagh degisken veya degiskenlerin deger alani
(yani evren) genellikle sonsuz veya hig olmazsa belirsiz sayidadir. Ornegin
Newton yasalannin deger alani sonsuzdur. Nitekim sonsuz sayida farkli ta-
necik tasarlanabilir.

Deger alani sonlu olan bir timel onerme genellikle bir yasay: dile getir-
mez. Ornegin

(3) S sepetinde t; aninda bulunan bitin elmalar kirmizidir.
yasal onerme degildir. (3) bir doga yasasini dile getiremez.

(ifi) Yasal onermeler belli bir dogal nesneye veya olaya iliskin degildir. Or-
negin (3) onermesi S gibi belli bir sepetin t, gibi belli bir andaki durumuna
iliskindir. Ama (3) yasal onerme degildir. Goruldigu gibi Newton’un her ¢
yasasi da herhangi bir belli tanecige, yere veya zamana iligkin degildir.

(iv) Yasal onermelerde gegen yuklemlerin anlam, belli bir dogal nesne
veya olaya iliskin degildir. Ornegin “S sepetinde t, aninda bulunan elma”
yukleminin anlami S nesnesine ve t; zaman anina baghdir. Dolayisiyla (3)
oénermesinde gegen bu yliklem bir yasal onermede yer alamaz.

(v) Yasal onermeler dilek kosul 6nermelerine veya olana aykir 6nerme-
lerle dogru olurlar. Ornegin Newton’un birinci yasasi dogru ise,

(4) X tanecigi uzerine t; aninda uygulanan tim kuvvetlerin bilegkesi si-
d? s(%, t,)

fira esit olsa (olsayd)
? Yy 42

in degeri sifir olur (olurdu).
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dilek kosul (veya olana aykir) 6nerme de dogru olur. (dikkat edilirse X'i t,
aninda etkileyen kuvvetlerin bilegkesi sifirdan farkli olabilir.)

Buna karsilik (3) onermesi dogru olsa bile

(5) e elmasi, S sepetinde t; aninda bulunursa (bulunsayd:), e kirmizi
olurdu (olurdu)

onermesi yanhgtir.

Nitekim e kirmizi elma degil de yesil elma ise, S sepetinde t; aninda bulun-
mas! rengini hi¢ de kirmiziya ¢evirmez.

(vi) Yasal 6nermeler bir olay: agiklamaya yarar. Ornegin bir tanecigin t,
anindaki ivmesinin sifir olmasi, onu o anda etkileyen tim kuvvetlerin biles-
kesinin sifir olmasiyla agiklanir. Oysa bir elmanin t; aninda kirmizi olmasi as-
la S sepetinde t, aninda bulunmasiyla agiklanamaz.

ALISTIRMALAR
1. Ug tane yasal onerme drnegi veriniz.

2. Ug tane yasal 6nerme olmayan tiimel énerme 6rnegi veriniz.

18.3.1.3 Ideal Yasalar

Bilimsel yasalar ¢okkez ideal kavramlara iliskindir. Ideal kavramlarin
gercek dinyada tam kargiligi olan dogal nesneler yoktur. Ideal kavramlar
ancak yaklasik olarak gercek nesnelere uygulanabilir. Ornegin fizik biliminde
kullanilan geometrik dogru ve daire kavramlar,, anhk hiz, sirtinmesiz
duzlem, tam bosluk, sonsuz derecede yavaslatiimig genlegme, tam esneklik,
noktasal kitle v.b. ideal kavramlardir.

Imdi
1)y Vx (Fx —» Gx)

bir yasal onerme oldugunda “F” yuklemi bir ideal kavrami dile getirirse, “Fx”
aclk onermesi dogal nesnelerden olusan bir evrene ait hicbir nesne
tarafindan ger¢eklenmez. O zaman da “Fx — Gx" agtk 6nermesini boyle bir
evrene ait her nesne gergekler. Dolayisiyla (1) onermesi dogru olur. Bu
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durumda (1)’in bos olarak dogru oldugu sdylenir. Bog olarak dogru olan bir
onerme higbir gozlem veya deneyle yanlislanamaz.

Ornegin Newton’un her (¢ yasasi noktasal katlelere iligkindir. Bir nok-
tasal kitle bir noktadan olusan ve sonlu kitlesi olan bir tanecik demektir.
Oysa higbir gercek tanecik bir tek noktadan olugsamaz. Dolayisiyla “noktasal
kutle” bir ideal kavramdir. Gittikce kiiclilen degismez kitleli taneciklerden
olusan bir dizinin limiti olarak tasarlanabilir. Ancak limit gercek bir dogal
nesne degil, ideal bir nesnedir. Newton yasalarinin kosul onermesinde
gegen “Tnc(X)” agik onermesi, aslinda “X bir noktasal kiitleden olsan bir
taneciktir” anlamina gelir. Dolayisiyla “Tnc(X)” agik onermesi hi¢bir dogal
nesne tarafindan gergeklenemez. Bu nedenle Newton'un (g yasasi da bos
olarak dogrudur. Ayni durum bilim yasalarinin ¢ogu icin s6z konusudur. Bu
gligligiin ¢6zimii ise “yaklagiklik” kavramina basvurmaya dayanir. “=TFx”,

(2) “x nesnesi gittikce daha ¢ok F olmaya yaklasiyor”
ve “=TG",

(3) “x nesnesi gittikge daha ¢ok G olmaya yaklagiyor”
anlamina gelsin. O zaman

(4) Vx (=TFx > =TGx)
onermesi

(5) Her x icin, x gittikge daha ¢ok F olmaya yaklasirsa, x gittik¢e daha
¢ok G olmaya yaklagir

anlamina gelir. Oysa (5) onermesi bog olarak dogru degildir. Nitekim “x nes-
nesi gittikge F olmaya yaklagiyor” agik dnermesi gergek bir nesne tarafindan
gerceklenebilir. Bir nesnenin oyle bir 6zelligi olup olmadigi gozlem veya de-
neyle saptanabilir. Iste (5) onermesi (1) gibi bog olarak dogru olan bir éner-
menin anlamini dile getirir. Boylece bos olarak dogru olan 6nermelerin yol
actigi glglik giderilmis olur. Yani (1) bigimindeki ideal yasanin aslinda (5)
anlamina geldigini kabul ediyoruz.

Ideal yasalart bos olarak dogru olan birer dnerme olmak durumundan
kurtarmak i¢in bu yasalarnn iliskin oldugu ideal nesneleri birer varhk olarak
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kabul etmek gerekir. Bagka bir deyisle bilimde ger¢cek dogal nesnelerin yani
sira ideal nesnelerin de bulundugunu kabul ediyoruz. Ornedin noktasal kiit-
leleri birer ideal varlik saylyoruz. O zaman Newton’un yasalar bu ideal var-
liklar hakkinda onermeler olarak (bos olarak dogru olmadan) dogru degeri-
ni alabilirler.

ALISTIRMALAR

ldeal nesnelere iligkin ve bos olarak dogru olan 3 farkli doga yasas belir-
tiniz.

18.3.1.4 Bilimsel Kuramlarin Yorumlanmasi

Mantik sistemlerinde onermelerin yorumlanmasi kaplamsaldir. Yani
onermede gecen terimlerin kaplamlari istege bagl bir bicimde belirlenmek-
tedir. Buna karsilk bilimsel kuramlann yorumlanmasi i¢clemseldir. Yorumla-
nan kuramda gegen terimlerin kaplamlarini olugturan nesneleri tek tek orta-
ya koymak mimkun degildir. Bunun yerine her terimin iglemi bu terimin an-
lamini belirten bir s6z yardimiyla ortaya konulur. Ornegin psikolojiye ait asa-
gidaki bilimsel kurami g6z ontne alalim. Kurami su lg aksiyomla dile getiri-
yoruz.

(A1) Vx [(I(x) A BOO] = G(0)]

(A2) Vx [(I(x) A B(x)) = Yk(x)]

(A3) Vx [I(x) A [[YK(X) = S(X)] = G(x)]

Bu U¢ aksiyomu asa§idaki islemsel yorumlama ile soyle yorumluyoruz.
(1) I(x): x insandir.

(2) B(x): x kisisinin duygular bastirilmustir.

(3) C(x): x kisisinde gizil saldirganhk vardur.

(4)  Yk(x): x kigisinde yoksunluk durumu vardir.

(5) S(x): x kisisinde belirgin saldirganlik vardr.

Insanlar kiimesi yorumlamanin evrenini olusturuyor. Bu nedenle “x” degis-
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keninin deger alani olarak insanlar kiimesini secebiliriz. O zaman da kuramin
aksiyomlarn agagidaki bicimde yalinlagtiriabilir.

(A1) ¥x [B(x) = G(x)]
(A2') Vx [B(x) — Yk(x)]
(A3) ¥x [[Yk(x) = S(X)] = G(X)]

(A1"), “duygulan bastinlan her kiside ortik saldirganhk vardir”; (A2’), duy-
gulan bastinlmig kisiler yoksunluk durumunda olan kisilerdir”; (A3") “yok-
sunluk durumundaki kisiler saldirgan olurlarsa, gizil saldirgandirlar” anlami-
na gelir.

Bu kuramda “1” (Insan) “Yk” (yoksun durumda) ile “S” (belirgin olarak
saldirgan) gozlem terimleri, “G” (gizil saldirgan) ile “B” (duygulan bas-
tirdmug) kuramsal terimlerdir. '

Gozlem terimlerinin kuramdan bagimsiz belli birer anlami oldugunu ka-
bul ediyoruz. Ama “gizil saldirgan” ile “duygulan bastinlmig” gibi kuramsal
terimlerin belirtilmesi i¢in kurama basvurmak gerekir. Kurami bilmeden ku-
ramda gegen kuramsal terimleri tam olarak anlamak mumkun degildir. Bu
ozellik kuramsal terimleri gozlemsel terimlerden ayirir.

Kuramda incelenen nesneler butun ozellikleriyle birlikte varolan somut
nesneler degil, bircok ozelliklerinden soyutlanmig nesnelerdir. Ancak kuram-
da gecen ozellikler goz onlnde tutulur, geri kalan ozelliklerin timd ise so-
yutlarmir. Nesnelerin kendileri de gercek dunyada var olmayan nesnelerdir.
Kuramlarin inceledigi soyutlanmig ve/veya ideallestiriimis nesnelere dogal
sistemler denir. Ornegin s6zii gecen psikoloji kuraminda incelenen nesneler
somut insanlar degil kuramda gegmeyen her tirli ozellikten soyutlanmis
psikolojik “tipler”dir.

Newton mekanigi kuraminin ve genel olarak fizik kuramlarinin konusu
olan nesneler de fiziksel sistemler denilen dogal sistemlerdir. Ancak dogdal sis-
temler gercek diinyada varolmamakla birlikte bunlara yaklasik olarak benze-
yen dogal nesneler vardir. Bilimsel kuramlar ise konulari dogal sistemlere
yaklasik olarak benzeyen dogal nesnelere uygulanabildikleri dlclide dogru
sayilirlar.
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ALISTIRMALAR

3 tane farkli fiziksel sistem ornegi veriniz.

18.3.2 Onerme Biciminde Olmayan Kuramlar

Buraya kadar bilimsel kuramiarn 6nerme kumeleri olarak ele aldik. Oysa
bilim felsefesinde bilimsel kuramlar 6nerme bigiminde olmayan yapilar ola-
rak da tasarlanirlar. Bunu soyle agikliyoruz. A(T,,...,T,), icinde Ty,...T, terim-
lerinin gectigi bir kuramin aksiyomlarinin timel-evetlemesi olsun. O zaman

(1) KX) & 3Y..3Y, (X =<Yq,...Y > A AY,,L Y )]
onermesiyle “F” gibi bir birli yiklem tanimlayabiliriz. “F” yuklemine kuram
yuklemi diyoruz. F kuram yukleminin uygulandig: nesneler, yani “F(x)” agik
onermesini gergekleyen “X” degigkeninin degerleri, belli bir yapisi olan k-
melerdir. Bu kumelere kuramin aksiyomlarinin timel-evetlemesi olan

(2) ATy,...T)
onermesinin mode!leri diyoruz.

“T,” gibi bir terimin yerine koydugmuz “Y” degiskeninin degerleri T,'nin
turine gore degisir. “T;" bir n-li yiiklem ise “Y”nin degerleri n-li bagintilar,
“T.” bir n-li iglev ise “Y” nin degerleri n-li fonksiyonlar ve “T.” bir tekil terim
ise “Y”nin degerleri bireylerdir.

Ornegin §18.3.1.4’de kuramin (A1’) (A2’) (A3’) aksiyomlarinin timel
evetlemesi

(3)  Vx [[B(x) = G0OI] A VX [[B(X) = YK(X)I] A ¥x [[Yk(X) = S(x)] =

Cx]

dir. Bu ise
(3) Vx[[B(x) = C(x)] A [B(x) = Yk(X)] A [[Yk(x) = S(X)] — C(X)]

ile egdegerdir. (3')'nin karsiligi olan “F” kuram yUklemi soyle tanimlanir. “B”
yerine “Y,”, “G” yerine "Y,”, “Yk” yerine “Y;" ve “S” yerine “Y,” koyuyo-
ruz.
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(4) F(x) & 3Y;3Y,3Y33Y, [X=<Y,, Yy, Y3, Y> A VUX[(xe Yy 2 xe
Y)a(xe Y, oxeYy)a[lxe Yy—oxe Y- xe Y]l

Dikkat edilirse “B” yerine “Y;” koydugumuzda “B(x)” yerine “Y;(x)" degil
“x € Y," yazmak gerekiyor. Nitekim “Y,” in degerleri 1-li bagintilar yani
birey kimeleridir. Ayni durum “Gx” “Yk(x)” ve “Y(x)" icin de s6z konusudur.

Imdi (4) ile tanimlanan kuram yiikleminin modelleri <Y, Y,, Y3, Y 4> bigi-
mindeki siralanmis dortlilerdir. Bu dortlilerin yapisi (4) onermesiyle belir-
lenmistir. Verilen aksiyom sisteminin belirledigi kuram 6nerme bigiminde
olmayan bu modeler tarafindan da temsil edilir. Yani her kuram bir yonden
mantik¢a kapali bir nerme kiimesiyle, bir de kuramin kargiigi olan kuram
ylkleminin (6nerme bigiminde olmayan) modelleri ile temsil edilir.

ALISTIRMALAR

§18.3.1.1'deki Newton tanecik mekanigi kuramimin karsiligi olan kuram
yuklemini tanimlayinz.

18.4 BiLIMSEL PEKiSTIRME
18.4.1 Nitel Pekistirme

18.4.1.1 Nicod Yontemi

(1) Vx(Fx - Gx)

bi¢ciminde bir yasal onermeyi g6z onune alahm. Bu 6nermenin dogru olup
olmadigint sinamak veya denetlemek icin deneye bagvurulur. Boyle bir de-
neyin deney kosulu “Fa” bi¢ciminde, deney sonucu ise basari durumunda
“Ga”, basansizlik durumunda “~Ga” bigimindedir.

(2) FanGa
onermesine (1) tiimel yasal onermesinin bir olumlu 6rnegi,
(3) Fan-~Ga

onermesine ise (1)'in bir olumsuz 6rnegi denir.
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(1) onermesi bir yasal onerme oldugunda “x” degiskeninin deger alan
genellikle sonsuz veya sinirsizdir. Bu nedenle (1) gibi bir yasal onermeyi dog-
rulayamayiz, yani dogru oldugunu kesin olarak saptayamayiz. Bunun yerine
basarili deneylerle pekistirebiliriz.

Bir tumel yasal onermeyi pekistirme, yapilan bir deney sonucunda bu
onermenin bir olumlu ornegini ortaya koyma islemi demektir.

Ornegin bir timel yasal dnerme olan

(4) Butun kargalar siyahtir

(5) a bir kargadir ve a siyahtir
olumlu 6rnegine dayanarak pekistirilir.

Ote yandan (1) 6nermesi, yapilan bir deney sonucunda bir olumsuz or-
negi ortaya ¢ikarsa “curdtilmigs” olur.

Bir tumel yasal onermeyi ¢uriitme, yapilan bir deney sonucunda bu oner-
menin bir olumsuz ornegdini ortaya koyma iglemi demektir.

Ornegin (4) onermesi
(6) b bir kargadir ve b siyah degildir.
olumsuz ornegine dayanarak ¢urutulebilirdi.

(1) bigimindeki bir timel yasal dnermenin olumlu ornekle pekistiriimesi
ve olumsuz 6rnekle clriitllmesini saglayan yonteme Nicod (Niko) Yontemi
denir. Nicod yonteminin sagladigr pekistirme ve clritme nicel degil ni-
te/'dir. Nitekim bu ol¢ltle bir 6nermenin ne kadar pekistirildigi veya ne ka-
dar ¢iritllebildigi ortaya ¢ikmaz. Yalnizca pekistirilip pekistirilmedigi veya
curltulip gurdtilmedigi saptanir. Dolayistyla pekistirme ve ¢lritme birer ni-
telik durumundadir. llerde “pekistirme derecesi” denilen nicel pekistirme
kavramini ele alacagiz. $imdilik Nicod olgitinin arka arkaya n kez uygulan-
mastyla hep olumlu drnekler elde edildigi durumlarda pekistirme derecesi-
nin arttigini syleyebiliriz. Nitekim (1) onermesini deneyle n kez denetleye-
rek

7) Fa, A~ Ga,, Fa, A Ga,,..., Fa_ A Ga
1 1 2 2 n n
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olumiu sonuglarini elde ettigimizi kabul edelim. n sayisi buyuyince bu
olumlu orneklerin sagladigi pekistirme derecesinin blyudiguni soyleyebili-
riz. Ancak

bi¢ciminde olumsuz bir ornek ortaya ¢ikarsa (1) timel yasal onermesi ¢uru-
tiilmus olur. Nitekim

(9) Fa; A ~Ga; .. ~Vx(Fx — Gx)

¢tkanmi gegerlidir. Yani (8) olumsuz 6rnedi dogru ise (1) onermesi yanlg
olur. Dolayisiyla ¢lrlitme bir yanliglama niteligindedir. Oysa n sayisi ne ka-
dar biy{k olursa olsun (7) olumlu 6rneklerinin yol actig nicel pekistirme de-
recesinin buyuklugi kesin dogrulama sayilamaz. Nitekim kesin dogrulama
icin n sayisi sonsuza erismelidir. Oysa yapilabilen deney sayisi olan n hep
sonlu bir sayi olup hicbir zaman sonsuza erisemez.

Pekistirilmek istenilen bir yasal 6nermeye varsayim (veya hipotez) denir.
Bir varsayimi pekistirmek icin bagvurulan gozlem onermesine veya goz-
lem onermelerine deneysel kanit denir. Deneysel kanit pekistiren oner-
medir.

Curitmenin kaynagi olan tekil gozlem onermesine de deneysel karsi ka-
nit denir.

Nicod yonteminde deneysel kanit pekistirilen varsayimin olumlu 6rnegi-
dir.

Deneysel kanit veya deneysel kanitiara dayanarak bir varsayimi pekistir-

me islemine tiimevarim denir.

Tumevarimli ¢tkanim, 6ncilu n sayida deneysel kanit ve sonucu bir tiimel
varsayim olan bir ¢ikarim demektir. Boyle bir ¢cikanimda sonug kesinlik degil
ancak olasilik kazanabilir. Bu olasiik varsayimin kazandigi pekistirme derece-
sine egittir. Tumevarimli gikarimda sonug¢ 6nermenin igerigi oncul onerme-
lerinin icerigini asar.

Ornegin

(10) Fa; A Gay,..., Fa, A Ga,, .. Olasilikla Vx (Fx — Gx)
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bir timevarniml ¢ikarimdir. Oncdiller, F olan yalniz a;,...,a,, nesnelerinin G ol-
dugunu dile getirir. Oysa sonug F olan butin nesnelerin (yani aq,...,a,‘in di-
sindaki nesnelerinde) G oldugunu dile getirir. Bu nedenle (10) gibi timeva-
nmh ¢ikarimlarda kullanilan timevarim yontemine buydlttici tiimevarim ve-
ya bilimsel timevarim denir. Ayrica ¢ikartmin onclillerinin tagididr bilginin, so-
nucu kesin olarak bilmek icin yetersiz olmasindan 6tird, timevanim yonte-
mine bir de eksik tumevarim denir.

Bilim felsefecilerinin bir bolimu eksik timevarimin temel yasal onerme-
lerin pekistiriimesini saglayabilecek akilci bir yontem olmadigini savunmug-
lardir. Bu gorliste olanlar timevarimii ¢ikarimin sonucunun olasigi bile ol-
madigini dolayistyla boyle bir ¢ikarimin bilimsel sayilamayacagint ileri sur-
muslerdir. Onlara gore tumevariml ¢ikarimlar bilgiye dedil yalnizca saniya
yol agabilirler. Nitekim sanilanmizin kaynagi genis olclide timevanmdir.

Imdi “biyultici” veya “eksik” denilen timevarimin, pekistirme icin el-
verigsiz olsa bile, bilimsel bulugs, yani yeni varsayimlarin ortaya konulmasinda
onemli bir islevi vardir. Nitekim boyle bir timevarim iglemiyle tekil gozlem
onermelerinden timel varsayimlara gecme olanagi vardir.

Eksik timevarimin andirig veya tekil timevarim denilen bir bigimi olustu-
gu heniz bilinmeyen bir olayin dnceden kestirimini (tahminini) yapmaya
yarayabilir. Ornegin

(11) Fa; A Gay,..,, Fa, A Ga,, Fb .. Olasilikia Gb

bir andirig veya tiimevanimli ¢ikarimdir. Oncillerin bilgisine dayanarak Gb
sonucunun kestirimini yapmaya yarar.

(10) gikariminda F olan nesnelerin timu ay,...,a,'den ibaret oldugu du-
rumiarda, yani

(12) Vx [Gx & (x=a; v..v x = a,)]
kosulunun yerine geldigi durumlarda, (10) gikarimi
(13) Ux [Fx & (x = a; v...v x = a))], Gay,..., Ga, .. Vx(Fx — Gx)

bicimine donugir. (13) ise 6zdeslik mantiginda gegerli olan bir ¢ikarimdir.
(13) gikariminda kullanilan timevarim bicimine tam timevarim denir. Ancak
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tam timevarim, tumevarim yontemine degil, deduktif mantik yontemine
dayanir. Ornegin

(14) Haftanin bitin glinleri Pazartesi, Sali, Carsamba, Persembe, Cuma,
Cumartesi ve Pazar'dir; Pazartesi, Sali, Carsamba, Persembe, Cuma,
Cumartesi ve Pazar yirmidort saattir; o halde haftanin her ginu yir-
midort saatttir.

tam tiimevarima dayanan bir ¢ikarimdir. “Pazartesi”, “Sal”, “Carsamba”,
“Persembe”, “Cuma”, “Cumartesi” ve “Pazar” gun adlarini sirasiyla a,,...,a,
olarak kisaltahm. Ayrica “haftamin bir guinidur”i “F” ile, “yirmidort saat su-
relidir”i “G” ile kisaltahm. O zaman (14) ¢ikarimi (13) biciminde sembolles-
tirilebilir.

Nicod yéntemi timevarimin klasik bicimidir. llerde bagska tirlu timeva-
nm bigimleri ile karsilasacagiz.

Nicod yontemi ancak (1) bi¢ciminde timel dnermelerin pekistiriimesi igin
kullanilabilir. Iginde tikel niceleyici bulunan énermeler icin kullanilamaz. Ay-
rica pekistirilen varsayimin batin terimlerinin gozlem terimi olmasi gerekir.
Nitekim F ile G terimlerinden en az biri kuramsal terim ise “FanGa” onerme-
si bir gozlem 6nermesi olmaz. O zaman da bu 6nerme bir deneysel kantt sa-
yilamazdi. Dolayisiyla Nicod yontemi kuramsal varsayimlarin yani icinde ku-
ramsal terim gegen varsayimlarin pekistirilmesi icin kullanilamaz. Bu neden-
lerden oturi Nicod yontemi yerine bagka turlu timevarim bigimleri gelisti-
rilmigtir. Bunlan sonraki bolimlerde gorecegiz.

ALISTIRMALAR

Nicod yontemi ile Ug tane farkli yasal onermeyi pekistiren olumiu ornek-
ler gosteriniz.
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18.4.1.2 Hempel Yontemi

Hempel Yontemi, Nicod yontemini her bicimdeki yasal onermeyi
pekistirmek amaciyla geligtirmistir.

Hempel yonteminde deneysel kanit, herhangi bir tekil gozlem onerme-
sidir. Yani atomsal gozlem onermeleri ile bu onermelerin temel eklemlerle
birlesmesinden olugan bilesik onermeler deneysel kanit olabilir.

Hempel yontemi niceleme manti diline ait bir 6nermenin belli bir
evrende a¢iim’ kavramina dayanir.

E = {ay,...a,} oldugunda A gibi bir 6nermenin E evreninde agiim’i
asagidaki iki kurali A 6nermesinin bilesenlerine uygulamakla elde edilen
onerme demektir.

(i)  VxB(x) bicimindeki her bilegenin yerine B(a;)A...AB(a,,) konulur.
(i) IxC(x) bicimindeki her bilesenin yerine C(a;)v...vC(a,) konulur.
(1) VxFx

onermesinin {a, b} bi¢iminde bir evrendeki agilimini bulahm. (i) kuralini
uygulayarak

(1) FaaFb
elde edilir.
lkinci ornek olarak
(2) 3IxCx
in {a, b, ¢} evrenindeki agiltmini bulaim. (ii) kuralim uygulayarak
(3) GavGbvGc
elde edilir.
Ucgiincii érnek olarak
(4) Vx3yFxy

onermesinin {a, b} evrenindeki a¢ilimini bulalim. Once (i) kurahni uygula-
yarak
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(5) 3yFay A JyFby

elde edilir. Sonra (5) 6nermesine ard arda (ii) kuralini uygulayarak
(6) (Faa vFab) A (Fba v Fbb)

elde edilir. (6) onermesi (4)'Un {a, b} evreninde agihimidir.
Dorduncu ornek olarak
(7) 3x(Fx — JyVzGxyz)

onermesinin {a, b} evreninde ag¢iimini bulahm. Once (i) kuralini (7)'nin
bltiniune uygulayarak

(8) (Fa — JyvzGayz) v (Fb — JyVzGbyz)
elde edilir. Sonra (i) kuralini icerdeki bilesenlere uygulayarak
(9) [Fa — (VzGaaz v VzGabz)] v [Fb — (VzGbaz v VzGbbz)]
elde edilir. En sonda (i) kuralini icerdeki bilesenlere uygulayarak
(10) [Fa — [(Gaaa A Gaab) v (Gaba A Gabb)] v
[Fb - [(Gbaa A Gbab) v (Gbba A Gbbb)]]
elde edilir. (10) onermesi (7)'nin {a, b} evreninde ac¢ilimidir.

D i¢inde a,,... a,, adlan gegen bir deneysel kanit (yani tekil gozlemsel
onerme) ve V herhangi bigcimde bir varsayim oldugunda, D'nin V'yi dolaysiz
pekistirmesi D'nin, V'nin {a,,...,a,} evrenindeki agiimini niceleme mantigi
geregi icermesi demektir. D deneysel kanitinda gegen adlarin kimesine
D'nin evreni denir. Bu evreni E ve V varsayiminin Ey evreninde agiimini
AgIED(V) biciminde gosteriyoruz. O zaman

(11) D, V'yi dolaysiz pekistirir ancak ve ancak D = AgIED(V)
elde edilir.

Hempel yonteminde dolaysiz pekistirme boyle tammlandiktan sonra
“pekistirme” kavrami soyle tanimlanir.

D deneysel kaniti V varsayimini pekistirir ancak ve ancak ya D, V'yi
dolaysiz pekistirir ya da A,,...,A, gibi oyle 6nermeler vardir ki D kaniti
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A,,... A, onermelerinden herbirini dolaysiz kanitlar ve {A,,...,A.} = V.
Nicod yontemi Hempel yonteminin ozel bir durumudur. Nitekim
(12) Vx(Fx — Gx)

biciminde bir varsayimi ve
(13) Fa A Ga

biciminde bir deneysel kaniti goéz onine alahm. O zaman deneysel kanitin
evreni {a} olup varsayimin bu evrende agiimi

(14) Fa — Ga
olur. Oysa
(15) FanGal= Fa— Ga

O halc (13) deneysel kaniti (12) varsayimini Hempel yontemine gore do-
laysiz kanitlar. Demek ki Hempel yontemi, Nicod yonteminin bir genellesti-
rilmesidir.

(16) Vx3dyFxy

bigiminde bir varsayim Nicod yontemi ile pekistirilemez. Oysa Hempel yon-
temi geregi

(17) Fab A Fba

biciminde bir derieysel kanit (16)'y1 dolaysiz pekistirir. Nitekim (17)'nin ev-
reni {a, b} olup (16)'nin {a, b} evreninde acilim

(18) (Faa v Fab) A (Fba v Fbb)
dir. (18) ise
(19) (Faa A Fba) v (Faa ~ Fbb) v (Fab A Fba) v (Fab A Fbb)

ile esdegerdir. Imdi (17) dnermesi (19)'u igerir. O halde (17) deneysel kani-
ti (16) varsayimini dolaysiz pekistiriyor.

Hempel yonteminde curitme goyle tamimlanir. D bir tekil gozlem oner-
mesi oldugunda, D 6nermesi V varsayimini ¢urtitir ancak ve ancak D oner-
mesi ~V varsayirmini (Hempel yontemi geregi) pekistirirse. (Yani D onerme-
si deneysel kargt karitsa.)
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Ornegin (12) 6nermesinin degillemesi
(20) Ix(Fx A ~Gx)

ile esdegerdir.
(21) Fa A ~Ga

tekil gozlem onermesi (12) onermesini ¢urttur. Nitekim (21) onermesi (20)
varsayimini dolaysiz pekistirir. Bunu soyle gosteriyoruz. (21) deneysel kaniti-
nin evreni {a}’dir. (20) varsayiminin {a} evreninde agihmi (21)'dir ve (21)
kendisini icerir. Dolayisiyla (21) deneysel kaniti (20) varsayiminin (21)'in ev-
renindeki agilimini iceriyor. O halde (21), (20)'yi dolaysiz pekistiriyor.

Ote yandan (16) varsayiminin degillemesi
(22) 3IxVy~Fxy

bicimindedir. (22)'nin {a, b} evreninde agilimi
(23) (~Faa A ~Fab) v (~Fba A ~Fbb)

dir. Buna gore
(24) ~Faa A ~Fab

tekil gézlem onermesinin (16) varsayimint ¢uruttugund soyleyebiliriz. Nite-
kim (24) onermesi, (16)'nin degillemesinin (24)'Un evreni olan {a, b} kime-
sindeki agihmini iceriyor.

ALISTIRMALAR
I.  Asagidaki onermelerin verilen evrendeki agiimini bulunuz.
1. ¥x(Fx A Gx), E: {a}
2. Vx(Fx A Gx), E: {a, b}
3. VxFx — 3xCx, E: {a, b, ¢}
4. 3Ix3y(Fxy v Gyx), E: {a, b}
5. IxVy(Fx — Gy) A VxVyHxy, E: {a, b}
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Il. Asagidaki varsayimlan Hempel yontemi geregi, dolaysiz pekistiren de-
neysel kanitlar bulunuz.

1. Vx[(Fx A Gx) = Hx]
2. Ix(Fx A Gx)
3. Vx(Fx — JyGxy)

Hempel yontemi her bigimdeki mantiksal yapidaki varsayima uygulan-
makla birlikte kuramsal varsayimlara uygulanamaz. Nitekim deneysel kanitin
terimleri pekistirilen varsayimin terimleridir. E§er varsayimda kuramsal terim
gecerse bu terim deneysel kanitta da gegebilir. Oysa deneysel kanit bir goz-
lem onermesi olmalidir. Dolayisiyla deneysel kanitta kuramsal terim gece-
mez. Nitel pekistirmeyi kuramsal varsayima uygulamak icin Hempel yonte-
minin yapisini degistirmek gerekir. Bunu saglayan bir yontemi bir sonraki
boluimde gorecegiz.

18.4.1.3 Glymour Yontemi

“F” bir terim, s6z gelisi bir n-li kuramsal yiklem ve a,,...,a,, n tane ad ol-
dugunda

(1) Faq..a,
ile
(2) ~Faq..a,

temel dnermelerine “F” teriminin bir deger'i denir. Imdi “F” bir gézlem teri-
mi ise “F”nin degerlerinin dogruluk degerinin saptanmasi gézleme dayanr.
Oysa “F” bir kuramsal terim ise, “F”nin degerlerin dogruluk degerini salt
gozlemle saptamak mimkiin degildir. Bu durumda “F“nin degerini bir goz-
lem onermesi ile icinde “F”nin gegtidi kuramsal onermelerden turetebiliriz.
Boylece “F* kuramsal teriminin degerini hesaplamig oluruz. Ornegin “G” bir
kuramsal birli yUklem olsun. “G"”nin “Ga” degerini, “Ha” gibi bir gozlem
onermesiyle “G"yi kapsayan “Vx(Hx — Gx)” varsayimindan tlretebiliriz.

Glymour yonteminde V gibi bir varsayimi pekistirmek i¢in eldeki D de-
neysel kaniti ile icinde V'nin de gegebildigi K gibi bir kuramdan V’nin bir ve-
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ya daha ¢ok sayida degeri tuiretilir. Eger tlretilen deger veya degerlerin ti-
mel-evetlemesi V'nin, D’'nin evrenindeki agihmini icerirse; D, V'yi K kuram-
na gore pekistirmis olur. Ayrica evreni D deneysel kanitinin evreniyle 6zdeg
olan D’ gibi bir tekil gozlem 6nermesinden ve K kuramindan tiretilen bir
degerin, V'nin degillemesinin D’ onermesinin evrenindeki agilimini icermesi
gerekir.

Ornegin “U” ile “T” gézlem terimi “F” kuramsal terim oldugunda,
(1) Uaty A Uat, A Tat; A Tat,
deneysel kaniti,
(2) VxVt[Uxt - (Fx & Txt)]
varsayimini ve (2) varsayimini kapsayan
(3) Sn(VxVt [Uxt - (Fx & Txt)])

kuramini goz oniine alahm. (1)'i “D” ile, (2)'yi “V” ile ve (3)'4 “K” ile gos-
teriyoruz. Imdi

(4) D, K= Uat, A Tat, A Fa

icermesi dogrudur. Ote yandan (1) deneysel kaniti yerine D’ ile
gosterdigimiz agagidaki deneysel kargi kaniti gozénune alalim.

(5) Uat; A Uat, A Tat; A ~Tat,
O zaman da
(6) D', K= Uat, A ~Tat, A Fa
icermesi dogrudur. Oysa
(7) Uat, A Tat, A Fa |= Uat, — (Fa & Tat,)
ve |
(8) Uat, A ~Tat, A Fa |= ~[Uat, — (Fa & Tat,)]

icermeleri dogrudur. Imdi (7) icermesinin sag yan V varsayminin {a, t,}
evrenindeki agilimi ve (8) icermesinin sag yami ~V varsayiminin {a, t,}
evrenindeki agilimidir. O halde D deneysel kamiti V varsayimini K kuramina
gore (Glymour yontemi geregi) pekigtiriyor.

280



lkinci ornekte D deneysel kaniti, V varsayimi ve K kurami sirastyla asagi-
da gosterildigi gibi olsun.

D: Uat1 A U'atz A Tat1 A Tlatz
V: ¥x (Fx - Gx)

K: Sn{Vx (Fx — Gx), VxVt[lUxt - (Fx & Txt)], VxVt[U'xt -(Cx &
T'xt)]}

Bu durumda

(9) D,K|=Fa
ile

(10) D, K = Ga

icermeleri dogrudur. Oysa “FanGa”, V varsayiminin {a} evrenindeki agilimi
olan

(11) Fa - Ga
onermesini icerir. Ote yandan D’
(12) Uaty A U'at, A Tat; A ~T'at,
deneysel karsi kanitini géz ontine alahm. O zaman
(13) D', K= Fa
(14) D', K = ~Ga

icermeleri dogru olur. Oysa “Fan~Ga”, V varsayiminin degillemesinin {a} ev-
renindeki agilimini igerir.

“Kendi kendini pekistirme” olarak da adlandirilabilen Glymour yontemi
elestirilerle karsilagmis ve bunlarin etkisinde cesitli degisimlere ugramistir. Bu
konudaki tartigmalar hala sirmektedir.

ALISTIRMALAR
D: Fa
V: ¥xGx

K: Sn{¥xGx, Vx(Gx & Fx)}

durumunda D’nin V varsayimini K kuramina gore (Glymour yontemi ge-
regi) pekistirdigini gosteriniz.
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18.4.1.4 Varsayimli Deduktif Yontem
(1) Butin metalier 1sitilinca genlesirler.
timel yasal onermesini igine alan

(2) a bir metal pargasidir ve a isitihyor, biatin metaller sitiinca genle-
sirler, o halde a genlesiyor.

¢ikarimini goz onine alalim. “metaldir” birli yliklemini “F”, “isitiliyor” birli
ylklemini “G” ve “genlesiyor” birli yiklemini “H” ile gosteriyoruz. O zaman
(2) ¢ikarimi

(3) FanGa, Vx[(Fx A Gx) — Hx] .. Ha

biciminde sembollestirilir. Burada “FaAGa” ile “Ha” birer gozlem 6nermesi-
dir. “FarGa”nin gozleme dayanarak onceden dogru oldugunun bilindigini,
buna karsilik “Ha”nin dogru olup olmadiginin henuz gozlemle saptanmadi-
gini kabul edelim. O zaman (3) ¢ikarimi “Ha” gozlem onermesi konusunda
bir kestirim (veya tahmin) yapilmasini saglar. EGer kestirim dogru ¢ikarsa,
yani ilerde gozlemle “Ha”min dogru oldugu saptanirsa

(4) Vx[(Fx A Gx) - Hx]
yani
(5) Batlun metaller isitilinca genlesir

varsayiminin dogruluguna olan guven artar, yani bu varsayim pekistirilir. Bu-
na karsilik kestirim yanlig ¢ikarsa, yani gozlemle “Ha”nin yanhs oldugu sap-
tanirsa varsayima guven sarsilip bu varsayim ¢uritulmus olur.

Genel olarak V bir varsayim, D, dogrulugu gozlemle saptanmis bir goz-
lem 6nermesi ve D, dogrulugu heniiz saptanmamig bir gézlem 6nermesi ol-
dugunda

(6) D,V .. D,

biciminde bir gegerli gkanm V varsayiminin ya pekistirilmesini ya da ¢uru-
tulmesini saglar. Nitekim D, bir kestirimi dile getirir. Bu kestirim dogru cikar-
sa V varsayimi pekistirilmis olur, kestirim yanlis ¢ikarsa varsayim curdtilmusg
olur. Boyle bir pekistirme ve curitme yontemine varsayimii dediiktif yontem
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denir. Bu yontem nitel pekistirmeye yol agar. Ancak islem n kez tekrarlanir
ve her defasinda kestirim dogru ¢ikarsa pekistirme derecesi artar. Bu ise ni-
cel pekistirmenin konusudur.

Cogukez varsayiml deduktif yontemde birden ¢ok sayida varsayima bas-
vurmak gerekir. O zaman da (6) yerine agagidaki bicimde bir ¢ikarim kulian-
mak gerekir.

(7) Dy, Vq,.., VYV, V. Dy
(7) cikariminda V denetlenen varsayim, V,,...,V,, ise yardimci varsayimlar'dir.
(7) cikarimi gegerli olmali buna kargilik

(8) Dy, Vq,..uV, . Dy

¢ikanimi gegersiz olmali. Boylece D, sonucunun V varsayimi olmadan tureti-
lemeyecegi ortaya ¢ikar. (8) gecersiz olmasaydi, (7) ¢tkarimimin gegerliligine
dayanarak V varsayimt ne pekistirilebilir ne de ¢urutilebilir.

Klasik timevarim (buyultucu veya eksik timevarim) yonteminde varsa-
yim bir timevarimli ¢itkarimin sonucu olarak pekistirilir. Oysa varsayimli de-
duktif yontemde timevanml ¢ikarim degil, deduktif ¢tkarim yapilir. Ancak
bu son yontemde de varsayimin pekistiriimesi deduktif bir iglem sayilamaz.
Nitekim varsayimli deduktif yontemde turetilen kestirimin dogru ¢ikmasi,
varsayimin  dogrulugunun kabulunud zorunlu kilmaz. Varsayimin
dogrulugunun kabulu gene timevarima dayanir. Bu nedenle varsayimli de-
diktif yontemi de bir timevarim yontemi saymaliyiz.

ALISTIRMALAR

Varsayimli deduktif yonteme bilimlerden ug farklh ornek veriniz.

18.4.1.5 Nitel Pekistirmenin Paradokslar

Nitel pekistirme yontemleri, yani Nicod, Hempel ve Glymour yontemle-
ri ile varsayimh dediiktif yontem asagida ortaya konulan paradokslarla kargi-
lagir.

(1) ¥x(Fx —» Gx)
(2) Vx(-Gx — ~Fx)
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3) Yx[(Fx v ~Fx) = (~Fx v Gx)]

varsayimlari birbiriyle esdegerdir. “F”yi “kargadir”, “G” yi de “siyahtir”
olarak yorumlayallm. O zaman (1) varsayimi “butin kargalar siyahtir”
anlamina gelir.

Imdi Nicod yontemine gére
(1) FanaGa

(1) varsayiminin olumlu 6rnegi,
(2’) ~Gb A ~Fb

(2) varsayiminin olumlu ornegi ve
(3") (Fc v ~Fc) - (~Fc v Gc)

(3) varsayiminin olumlu érnegidir. Imdi (2')

(2”) ~Fb A ~Gb
ve (3°)
(3") ~Fcv Ge

ile esdegerdir.
Imdi esdegerlik kosulu denilen asagidaki kosulu gézoéniine alahm.

D gozlem onermesi V varsayimini pekistirirse, ve D’ = D ile V' = V olur-
sa, D’ onermesi V' onermesini pekistirir.

Esdegerlik kosulu pekistirme kavraminin tamiminin uygunlugunun bir
kosulu olarak ortaya konulmustur. Iste esdegerlik kosuluna dayanarak Nicod
yontemi geregi (2”) dnermesi (1) varsayimini pekistirir. Ayrica (3”) 6nerme-
si de (1) varsayimini pekistirir. Imdi b nesnesi beyaz bir ayakkabi olabilir. O
zaman da (2") onermesi dogru olup (1) varsayimini, yani “butin kargalar
siyahtir” dnermesini pekistirir. Bu durum ise son derece paradoksaldir. Ote
yandan C nesnesi karga olmayan herhangi bir nesne ise veya C nesnesi siyah
olan herhangi bir nesne ise (3”) dnermesi dogru olup gene “bdtin kargalar
siyahtir” onermesini pekistirir. Bu durum da paradoksaldur.
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Dikkat edilirse sozlii gegen paradokslar yalniz Nicod yonteminde degil di-
ger nicel pekistirme yontemlerinde de ortaya ¢ikar. Hempel yonteminde
(2") onermesi (1)'in {b} evreninde agilimini igerir, (3”) onermesi de (1)'in {c}
evreninde agihmini igerir. Glymour yontemine gelince (1) dnermesi bu yon-
tem geregi 30yle pekistirilebilir.

D: ~Fb A ~Gb

V: Vx(Fx = Gx)

K: Sn (Q)

D’: Fb A ~Gb

D, K = ~Fb A ~Gb = V'nin {b} evreninde agilim

D', K = Fb A ~Gb |= ~V'nin {b} evreninde agilimi

Son olarak varsayimli dediktif yonteminde (1) varsayimi asagidaki ge-
cerli gkarimla pekistirilebilir.

(5) ~Gb, Vx (Fx - Gx) .. ~Fb
Boylece (2) onermesinin dogru olmasina dayanarak (1) varsayimi varsayim-
h deduktif yontem geregdi de pekistirilmig olur.

18.4.2 Nicel Pekistirme

Bir varsayimin nicel olarak pekistirilmesi, O ile 1 arasinda bir pekistirme
derecesinin saptanmasi demektir. D eldeki deneysel kanit, V ise bir varsayim
oldugunda V'nin D’ye gore pekistirme derecesi V'nin D’ye gore bilgisel olasi-
lik derecesi demektir. Daha dogrusu B ile gosterdigimiz arka dizlem bilgisini
de g6z ontiine alirsak V'nin D’ye ve B’ye gore pekistirme derecesi, V’'nin
DAB’ye gore kosullu (bilgisel) olasiligi, yani

(1) Ol (V/BAD)
olarak tanimlanir. Burada “Ol” bilgisel olasiigi dile getiriyor.
18.4.2.1 Bayes Yontemi

Imdi pekistirme derecesinin Bayes teoremine gore belirlenmesi yontemi-
ne Bayes yontemi denir. Bayes yontemi nicel pekistirmenin temel yontemi-
dir. Bayes teoreminin birinci bigimine gore
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OI(V/B) OI(D/VAB)
Ol(D/B)

(1) OI(V/DAB) =

elde edilir. Bayes teoreminin ikinci bi¢imine gore de

OI(V,/B) OI(D/V,~B
(2) OW(V/DAB) = — (Vi/B) OND/VinB)

ZOl(Vj/B) OI(D/VjAB)
elde edilir. lkinci bigimde
(3) OI(V,/B) +..+ Ol(vV,/B) = 1
ve
(4) OI(Vy/VAB)=0i%jvei j=1,.,n
olmalidir.

n = 2 6zel durumunda V, olarak V ve V, olarak ~V onermesini secebili-
riz. O zaman (3) esitligi asagidaki bigime donugir.
Ol(v/B) - OI(D/VAB)

Ol(V/B) OI(D/VAB) + OI(~V/B) OI(D/~VAB)

(5) OI(V/DAB) =

. OI(V/B) - OI(D/VAB)
" OI(V/B) - OI(D/VAB) + [1= OI(V/B)] O(D/~VAB)

(5) Bayes teoreminin dgtincii bicimf dir.

OI(V/DAB)'ye sonsal olasilik, OI(V/B)'ye ise onsel olasilik denir. Sonsal ola-
sthk ile onsel olasihgin farkina dayanarak Bayes yontemi geregdi bir nitel ola-
stlik soyle tanimianabilir.

D deneysel kaniti V varsayimini B dizlem bilgisine gore pekistirir ancak
ve ancak OI(V/DAB) - OI(V/B) > O ise. D, V'yi B'ye gore ¢irutur ancak ve
ancak OI(V/DAB) — OI(V/B) < O ise.

Bayes yonteminde yasal dnermelerin onsel olasihginin 0’dan buyuk ve
1’den kigik oldugu kabul edilir. Yani yasal onerme bigiminde olan hig¢bir
varsayimin kesin olarak yanhs veya kesin olarak dogru olmadidi distndlir.
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O zaman da
(6) OIl(V/DAaB) > OIl(V/B) ancak ve ancak OI(D/VAB) > OI(D/~VAB)

elde edili. Bunu soyle kamithyoruz. OI(V/B) = 6, OI(D/VAB) = 6, ve
OI(D/~VAB) = 8, olsun. O zaman Bayes teoreminin ikinci bigimi geregi

(7) Ol(V/DAB) > OI(V/B) =
OI(V/B) - OI(D/VAB)
OI(V/B) - OKD/VAB) + [1- OI(V/B)] - OI(D/~VAB)

> OIl(V/B) =

0 o,
0 0,+(1-6)86,

>0=

(6 > 0 oldugundan)
o
8 6, +(1-6)86,

>1=

8,-0 6,>(1-6)0,=
0,(1-0)>(1-6)6,=
8, >86, (1-06>0 oldugundan)
Dolayisiyla
(8) D, V'yi B'ye gore pekistirir ancak ve ancak
OI(D/VAB) > OI(D/~VAB)
sonucunu elde ederiz.

Imdi Bayesci nitel pekistirme oblr nitel pekistirme yontemlerinin kargi-
lagtigi nitel pekistirmenin paradokslariyla kargilasmaz. Bunu sOyle gosterebi-
liriz.

(9) Vx(Fx — Gx)
biciminde bir tumel yasal varsayimi goz onune alahm. S6z gelisi (9)'u

(10) Butin kargalar siyahtir

in sembolik karsiig sayabiliriz.
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(9) varsayiminin deneysel kanitinin (Nicod yonteminde oldugu gibi)
(11) FanGa
oldugunu kabul ediyoruz.
O zaman B gergekgi bir arka dizlem bilgisi oldugunda
(12) Ol[Vx (Fx - Gx) / FanGanaB] > Ol[Vx(Fx — Gx)/~Fba~GbaB]

oldugu gosterilebilir.

18.5 BILIMSEL ACIKLAMA

18.5.1 “Niye” ve “Nasil” Sorular. Agiklama Gerektiren Sorular ve
Pekistirme Gerektiren Sorular

Ac¢iklama, gerceklesen bir olguyu anla, . saglayan islemdir. Bilimsel
aciklama, bilime dayanarak yapilan agtklamadir. Pekistirilmis varsayimlarin
yani bilimsel yasalarin en onemli islevi bilimsel aciklamadir.

Bilimsel agiklama, genellikle
(1) Niye p?

veya .
(2) Niye p olmustur?

bigcimindeki “niye” sorularin yaniti olarak yapilir. Ancak agiklama bazi

durumlarda
(3) Nasil p?
ya da

(4) Nasil p olmustur?

III

bicimindeki “nasil” onermelerinin yaniti olarak da yapilabilir.

Yaniti bir agiklama dile getiren soruya agiklama 6ngéren soru denir.
Ornegin

(5) Niye gezegenlerin yoriingesi elips bigimindedir?
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sorusu agiklama ongoren “niye” sorusudur. Buna karsilik

(6) Hirsiz ceza evinden nasil kagmistir?

III

sorusu agtklama ongoren “nasil” sorusudur.

Bilimsel agiklama, bilimsel pekistirmeden kesinlikle ayirt edilmelidir.
Pekistirme

(7) Niye p oldugu kanisinda olmak gerekir?

bigiminde bir “niye” sorusunun yanitiyla dile getirilebilir. Boylece agiklama
ongoren “niye” sorulanini pekistirme ongoren “niye” sorularindan ayirt
etmeliyiz. (7) bigimindeki bir sorunun yaniti p oldugunu pekistiren deneysel
kanrtlardan olusur.

ALISTIRMALAR
1. Agiklama ongoren “niye” sorularnina ug farkhh ornek veriniz.

2. Acgiklama ongoren “nasil” sorulanina Ug farkh ornek veriniz.

18.5.2 Dediiktif Yasal A¢iklama

Aciklama, agiklayan onermeler dizisi ve agiklanan onerme olmak Gzere iki
bilesenden olugur. Agiklanan onerme, agiklanmak istenilen tekil veya genel
olguyu dile getirir. Tekil olguya iligkin agiklanan onerme, belli bir olayin belli
bir yer ve zamanda olustugunu dile getirir. Genel olguya iligkin agiklanan
onerme bir bilimsel yasayi dile getirir. Yani agiklanan sey tek bir olay veya bir
yasa olabilir.

Aciklayan onerme ise cesitli bigcimlerde olabilir. Agiklamalar, 6zellikle
aciklanan 6nerme dizisinin bicimine gore gesitli turlere ayrilir. Bu tiirlerden
en yaygin olani “deduktif yasal agiklama” denilen agiklama tirtddr.

Deduktif yasal aciklama asagidaki dort kosulu yerine getiren agiklama
bigimidir.
(i)  Aq,...A, acgiklayan onermeler dizisi, B ise agiklanan onerme

oldugunda A,,...,A_..B ¢ikarimi gecerli olmalidir.

(i) Agiklayan 6nermelerde en az bir bilimsel yasa gegmelidir. Yasa ¢ika-
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rildi§r zaman geriye kalan ¢ikarim gegersiz olmalidir.

(i) Agiklayan onermeler, agiklanan onermeden bagimsiz olarak sinana-
bilir olmalidir.

(iv) Acgiklayan onermeler dizisini olugturan her onerme dogru olmaldur.

Buna gore bir olayin agiklanmasi

(M) 910Gy Y1reerYn €
bi¢iminde gecerli bir ¢ikarimla dile getirilir. Burada g;,...,9,,, baglangi¢ kosul-
lari denilen m tane goézlem onermesi, yq,...,y,, N tane yasa ve @ bir olguyu
dile getiren bir gozlem onermesidir. Eger yasalar bir kuramin aksiyomlarini
kapsiyorsa ve/veya yasalarda kuramsal terimler gegiyorsa agiklamaya kuram-
sal agiklama denir.

Ornegin m = 2 ve n = 2 oldugunda,

gy:  buipin yapisi yps'dir

g,: buipe 2 kg'lik bir agirlik asilmigtir

y,: Her x ipi ve her y yapisi icin, eger x ipi y yapisinda ise, Gyle bir z
agirhgr vardir ki x’e z'den buydk bir agirlik asilirsa x kopar (z'ye x'in

~ 0zgll kopma agirhg denir)

y,: Her x ipi icin, eger x ipinin yapisi yps ise x'in 6zgul kopma agirhg
1 kg'dir

¢ buip kopmustur

bi¢ciminde dile getirilen agiklamayi goz online alahm. Dikkat edilirse

(2) 911 92/ Y‘]/ yZO
(3) 2 kg'lik agirlik 1 kg’lik agirliktan biylktur

bicimindeki matematiksel onermesini de hesaba katmakla gegerlidir. O hal-
de (2) ¢ikarimi bir dediiktif yasal agiklama ornegidir (y, ile y, yasal dnerme-
lerinin dogru oldugunu yani birer yasa dile getirdigini kabul ediyoruz. Ayni
bicimde g, ile g, gozlem onermelerin de dogru oldugunu kabul ediyoruz.)
O zaman da (2) ¢kanmi gecerli oldugundan ¢ gozlem oOnermesi de
aciklanmis olur.
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Aciklanan @ onermesi gerceklesmis bir olguyu dile getirdiginden hep
dogru olmalidir. Gergeklesen olgu tekil veya genel olabilir. ¢nun dile getir-
digi genel olgu bir yasa niteliginde olabilir. O zaman da ¢’nun kendisi bir ya-
sa niteliginde olur. Ornegin ¢, gezegenlerin yériingesinin bir elips oldugu-
nu dile getiren birinci Kepler yasasi olsun. O zaman ¢ yasasini Newton’un
ikinci yasasi ile Newton’un genel ¢ekim yasasindan (hi¢bir baslangi¢ kosulu-
na basvurmaksizin) gegerli bir ¢ikanimla turetebiliriz. Boylece Kepler’in birin-
ci yasasinin dediktif yasal agiklamasint yapmis oluruz.

Bir aciklaminin dnciillerinde kullanilan yasalar da kuramsal terim gegerse
(6zellikle bu yasalar arasinda bir kuramin aksiyomlari gegerse) agiklamaya
kuramsal agiklama denir. Ornegin Kepler'in birinci yasasinin sdzii gegen agik-
lamasi bir kuramsal agiklamadir. Bu agiklamanin oncdilleri olarak kullanilan
yasalarda kutle ve kuvvet gibi kuramsal terimler gegmektedir.

Deduktif yasal agiklamanin ¢ok onemli olan soyle bir ozelligi vardir. Eger
ilgili bilim adami @sonug¢ onermesinin dogru oldugunu, ¢tkarimt yaptigi an-
da bilmezse (ama oncullerin dogrulugunu bilirse), o bilim adami ¢ onerme-
sinin dile getirdigi olgu veya olay hakkinda bir kestirim’de bulunmus olur. Bu
kestirim yanhs ¢ikarsa, bilim adaminin ¢ikarimin onclllerini yeniden gozden
gegirmesi gerekir. Eger gy,...,g, gozlem onermeleri glvenilir ise, yq,...,y,, ya-
sal onermelerinden en az birinin ¢liriitilmis olmasi gerekir. Ote yandan kes-
tiim dogru ise, kestirimde kuillanilan yasal onermeler varsayimli deduktif
yontem geredi daha da pekistirilmig olur. Boylece bir yandan bilimsel agtk-
lama islemi oblr yandan da kestirim ve varsayimli deduktif yontem geregi
pekistirme ve ¢lrutme islemleri arasinda bir yapisal 6zdeslik buiundugu or-
taya ¢ikar. Eger ilgili bilim adami ¢ikarimi yaparken ¢ sonug onermesinin
dogru oldugunu bilirse ¢ikarim bir bilimsel agiklama niteliginde olur. Buna
karsihk bilim adami ¢ikarimi yaparken heniiz @nun dogru olup olmadigini
bilmezse ayni ¢ikarim bir agiklamaya degil bir kestirime yol acar. Kestirim ise
varsayimh deduktif ydontem geregdi pekistirme ya da gurutme ile sonuclanir.

Buraya kadar inceledigimiz kavramlara dayanarak bilimsel sureci toplu
olarak ele alip ¢ozimlemek durumuna geldik.
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Bilim adamlar gozlem ve deneyden esinlenerek eksik timevarim yonte-
miyle bazi onermeleri varsayim olarak ortaya koyarlar. Bu isleme bilimsel bu-
lus denir. Bulunan varsayimlar denetlenmeli yani pekistirilmeli veya ¢uritul-
melidir. En yaygin bilimsel denetleme yontemi varsayimli deduktif yontem-
dir. Bu yonteme gore eldeki gézlem onermeleri ve varsayimlardan gegerli ¢I-
karimlara dayanarak kestirimler yapilir. Kestirimler goziem ve deneyle dogru
¢ikarsa kestirimleri yapmak igin kullamilan varsayimlar pekistirilmis olur, kes-
tiimler yanhs ¢ikarsa varsayimlar ¢urutiimus olur. Pekistirilmis varsayrmlar
bilimsel yasa sayilir. Birbiriyle iligkili yasalar ise bir bilimsel kuramin aksiyom-
larn sayilir. Yasalar ve kuramlar ise bir yandan yeni kestirimler yapmak igin
obur yandan bilimsel agiklamalar yapmak icin kullanmhr. Kestirimler ise kul-
lanilan yasa ve kuramlarin daha da pekistirimesine ya da tam tersine
curitilmesine yol agar. Curutulmus varsayimlarin ve kuramlarin yerine yeni
varsayimlar ve kuramlar ortaya konur. Pekistirilen varsayimlar ve kuramlar ise
aciklamalar ve denetlemeler igin kullanilir. Bilimsel siire¢ boylece suregider.

ALISTIRMALAR

Deduktif yasal agiklamaya Ug farkli ornek gosteriniz.

18.5.3 Istatiksel Agtklama ve Timevanmh Agiklama

Buraya kadar goz onunde tuttugumuz tumel bilimsel yasalarin yanisira
“istatistiksel yasalar” denilen degisik turden yasalar da bilimde kullaniimak-
tadir.

Bir istatistik yasa veya varsayim
(1) Flerin belli bir oram G'dir
bigiminde bir énerme ile dile getirilir. Ornegin

(2) Yatmadan biraz 6nce dort fincan kahve igenlerin %901 uykusuzluk
ceker.

bir istatiksel varsayimdir.
Deduiktif yasal agiklamada en az bir tiimel yasa yerine bir istatistiksel yasa

konulursa dedliktif istatistiksel agiklama denilen bir agiklama turi elde edilir.
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Ayrica gegerli bir ¢ikarim yerine tumevarimli bir ¢ikarimla yetinilirse
tumevarimii istatistiksel agiklama denilen bir agiklama tiuri elde edilir.
Ornegin

D: Ali yatmadan once dort fincan kahve i¢mistir.

Y: Yatmadan once dort fincan kahve icenlerin %90’ uykusuzluk ceker.

¢ Ali uykusuzluk ceker.

(3) D, Y, o halde %90 olasihkla @ ¢ikarimim goz onune alahm. Dikkat
edilirse

(4) D,Y.@©

¢tkarnimi gegersizdir. Nitekim D ile Y onculleri ¢ sonucunu icermez. Ama (4)
yuksek olasiligr (0.90) olan tumevanml bir ¢ikarimdir. (4) ¢ikarimi istatistik-
sel timevariml bir ¢ikarim ornegidir.

tkinci ornek olarak asagidaki durumu g6z 6niine alalim.

(5) D: Ali'de streptokok iltihabr vard.
Y: Streptokok iltihabi hallerinin pek ¢cogu penisilinle giderilir.
¢* Ali‘'nin streptokok iltihabi penisilinle giderilebilir.

Bu durumda

(6) D, Y o halde buyuk olasihk @

timevarimli ¢ikarimi istatistiksel tumevarimli bir ag¢iklamadir. Agiklayan
onerme dizisi, D, Y olup a¢iklanan onerme ¢drr.

ALISTIRMALAR

Istatistiksel timevarimli agiklamaya Ug farkli 6rnek veriniz.

18.5.4 Istatistiksel ligiye Dayanan Nedensel A¢iklama

Ornek olarak, B 6begi belli bir bolgede yasayan insanlar 6begi, E 5begi
B bolgesinde kalp hastasi olan insanlarin 6begi, N, sigara icenler obegi; N,
kandaki kolestrol diizeyi 300’den yiiksek olan insanlar 6begi ve N5 agin sis-
man olan insanlarin 6begi olsun. N;, N,, N3 obeklerinin tanimlayici 6zellik-
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leri E 6beginin tanimlayici 6zelliginin mimkiin nedenleri sayilabilir. Boylece
N;, N,, Nj ile E arasinda neden-etki bagintisi olabildigini soyleyebiliriz. Im-

di
(1) ON(E/B)
olasiigina E obeginin onsel olasiligi,
(2) 1. 0I(E/BAN;, "N, N N3)
2. OI(E/BNN,, NNy N N3')

8. OI(E/BAN," A N,’ N Ny’)

olasiliklarina da E obeginin sonsal olasiliklar denir. N, sigara icmeyenler
obegi, N," kandaki kolesterol diizeyi 300'den yliksek olmayan insanlarin
obegi ve N3’ agin sisman olmayan insanlarin 6begidir.

Imdi
(3) Alie BAN; NN, NN,

dogru olsun. O zaman (1), (2), (3) onermeleri bir arada
(4) AlieE

onermesinin dile getirdigi olgunun bir agiklamasi sayilabilir. Boyle bir agikla-
may! saglayan, sonsal olasiliklarin en az birinin 6nsel olasiliktan biyuk olma-
sidir. Ornegin

(5) OI(E/BAN; N N, ~ N3) > OI(E/B)

dogru olabilir. Bu durumda N;~N,NN;’Un E ile istatistiksel olarak ilgili oldu-
gu soylenir. N;nN,NN3'Un tanimlayicr 6zelligi E'nin tamimlayici ézelliginin
nedeni sayilabilir. (1), (2), (3) onermeleri agiklayan 6nermeler dizisini, (4)
onermesi de agiklanan onermeyi olusturur. Boyle bir agiklamaya istatistiksel
ilgi biciminde nedensel agiklama denir.

ALISTIRMALAR

Istatistiksel ilgi biciminde nedensel agiklamaya ug farkli 6rnek gosteriniz.
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19. SEMBOLLESTIRME
19.1 ONERMELER MANTIG! DILINDE SEMBOLLESTIRME
19.1.1 Sembollestirme ve Standart Bicime Donustiirme

Gunluk dile ait bir (bildirisel) timceyi sembollestirme tumcede gecen bazi
sozlerin ozellikle de 6zel degismezlerin yerine birer temsilci harf koyma isle-
midir. Geriye mantik degismezleri kalir. Bunlar da birer isaret ile gosterilir.
Buna gore sembollegtirme islemi icin timcelerde gecen bazi belli sozler
ozellikle de 6zel degismezler ile mantik degismezlerin agik olarak belli olma-
st ve aralarindaki ayrimin kesin olarak yapilabilmesi gerekir. Oysa gunlik dil-
deki timcelerde gegen 6zel degismezler ile mantik degismezleri hi¢ de agik
olarak belli degildir. Ustelik 6zel degismezler ile mantik degismezleri arasin-
daki sinir kesin olarak ¢izilmig degildir.

Glnlik dilde ayni islevde olan, séz gelisi ayni 6nerme eklemi anlaminda
olan bir¢ok sozclik ve soz vardir. Bu bakimdan gunlik dil ¢ok zengindir.
Mantigin sembolik dilleri ise glinltik dil ile kargilagtinlirsa ¢cok daha yalin ve
fakirdir. Gnlik dilin zenginligi ve karmasikligindan dolayi ¢ikarimlari denet-
lemek son derece zor hatta bazen imkansizdir. Sembollestirme denetieme
icin zorunludur.

Sembollestirme, glinlik dilin zenginligi ve karmagikligindan dolay! bazen
oldukga zordur. Sembollegtirme i¢in verilen timcede gunlik dil sozclkleri
arasinda hangilerinin 6zel degismez, hangilerinin mantik degismezi oldugu-
nu ve hangilerinin hangi iglevi gordiiginu saptamak gerekir. Ancak verilen
bir timcede gegen her sdzciik veya s6zin mantiksal iglevinin tek bir bi¢im-
de acik olarak belli olmasi i¢in timcenin bigimi degistirilip yeni bir bigime
donustirilmesi gerekebilir. Donugtiirme sonucunda elde edilen yeni bigim-
deki timcenin standart bicimde oldugunu soyleyecegiz. Bir tumceyi stan-
dart bigime donlstirme iglemine mantiksal ¢6zimleme diyoruz. Nitekim
standart bigcimde olan bir timcenin mantiksal yapisi gun igigina ¢ikmugtir. Bu
timceden gegen her sozclik veya s6ziin mantiksal islevi apagik bellidir. Stan-
dart bicimde olan bir timcenin dile getirdigi onerme, yani tumcenin anla-
mi saydamdir, yani bir bakista gorilmektedir. Oysa gunlik dil tumcelerinin
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anlami ¢ok kez ortiiktiir. Ortiik olan anlami giin gigina ¢ikarmak, yani say-
dam duruma getirmek igin mantiksal ¢cézimieme gerekir.

Bazi timcelerin birden ¢ok sayida farkl standart bigimi vardir.

Mantiksal ¢6zimleme sonucunda standart bigime donugsturulmus bir
timceyi sembollestirmek ¢ok kolaydir. Nitekim standart bigcimdeki timcede
gecen her sdzciik veya s6ziin mantiksal islevi agik olarak belli oldugundan,
her 6zel dedismezin yerine islevine uygun temsilci harf ve her mantik degis-
mezinin yerine karsihgi olan isaret konur. Dikkat edilirse sembollestirmenin
gerektirdigi yerine koyma iglemini standart bicime donusturilmemis bir
timceye uygulamak mumkin degildir. Nitekim boyle bir timcede gegen
sozciik veya sozlerin mantiksal islevi agik olarak belli degildir. Dolayistyla
hangi sozcik veya sozin yerine hangi tlirden temsilci harfin veya isaretin ko-
nulacagr tam olarak bilinemez.

Ornek olarak
(1) Ali kosmayacak

tumcesini mantiksal ¢oziimleme ile standart bi¢ime donugturelim. Bu tim-
cenin bir degilleme oldugunu anliyoruz. Degilleme eklemi “ma” i¢ eki ile di-
le getirilmistir. Degilleme ekleminin etkiledigi ana bilesen aslinda

(2) Ali kosacak

dir. Oysa (2) tumcesi (1) timcesinde ge¢miyor. Standart bigimde ise gerek
degilleme ekleminin karsiligi, gerek (2) kimesi giin 1g1§ina ¢ikmahdir. Iste bu
nedenle (1)in standart bigimi

(3) Ali kosacak degil
bigimindedir. Ikinci 6rnek olarak
(4) Ali Fransaya veya Japonyaya gidecek

tumcesini ele alahm. Bunun bir tikel-evetleme oldugunu anliyoruz. Buna go-
re (4)’Un standart bicimi

(5) Ali Fransaya gidecek veya Ali Japonyaya gidecek
bigimindedir.

296



19.1.2 Onermeler Mantig Dilinde Sembollestirme
19.1.2.1 Degillemenin Sembollestirilmesi

Turkgede degilleme eklemi gerek “degil” sdzcugliyle gerekse bagka bi-
¢imlerde dile getirilir. Degilleme eklemi anlaminda “degil”den bagka baglica
“me” ve benzeri eklemler ile “yok”, “dyle dursun” “oldugu dogru degil”
“oldugu varit degil”, “oldugu yanlis” sozleri asagidaki orneklerde oldugu gi-
bi kullaniimaktadir.

(1) Ali evli degil (dir).

(2) Ali gelmeyecek.

(3) Evde ekmek yok.

(4) Asin calismak soyle dursun, isini hi¢ yapmiyor.
(5) BuUtdn insanlann filozof oldugu dogru degildir.
(6) Butun insanlarin filozof oldugu varit degildir.
(7) Bitin insanlann filozof oldugu yanligtir.

(1)-(7) timceleri onermeler mantigi dilinde “~p” bigiminde sembollesti-
rilir. Bunlardan (1) ile (5)-(7) standart bigimde olup obiurleri standart bigim-
de degildir.

(8) Ali ne Adiyaman’a ne Balikesir'e gidecek
timcesinin standart bigimi

(8’) Ali Adiyaman’a gidecek degil ve Ali Balikesir'e gidecek degil
dir. (8") ise “~p A ~q” bigiminde sembollestirilir. Bazen degilleme eklemi bu
anlama gelen higbir sézciik veya eklemi kullanmadan da dile getirilebilir. Or-
negin

(9) Ali'nin saghk durumu diizelecegine her glin daha kotlye gidiyor.

timcesi bir degillemedir. Nitekim bu timcenin standart bigimi

(10) Ali‘nin saglk durumu duzeliyor degil ve Ali'nin saglik durumu her
glin daha kotiye gidiyor
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bicimindedir. (10)’'un sembolik karsihg:

(11) (Ali'nin saglik durumu duzeliyor: p, Ali'nin saglik durumu her gun
daha kotuye gidiyor: q)

sembollestirme bigimi geregi
(12) -p~ q
bicimindedir.
Sonug olarak degillemenin standart biciminin genel olarak “degil” s6z-

cligl olmayip “oldugu dogru degil” veya “oldugu varit degil” soziyle dile
getirildigini soyleyebiliriz.

Karmagik tumcelerin standart biciminde degilleme eklemini “oldugu
dogru degildir” soziyle degil, degillenecek timceyi parantez igine alip onu-
ne “degil” sozcligiini koyarak gosterecegiz. Ornegin (5) tiimcesini

(13) degil (butun insanlar filozoftur)

biciminde dile getirecegiz.

ALISTIRMALAR

Asagidaki timcelerin degillemesini standart bicime donugturiniz.
1. Ali evlendi.

2. Bazi insanlar filozoftur.

3. Higbir insan filozof degildir.

19.1.2.2 Timel-Evetlemenin Sembollestiriimesi

Tirkgede timel-evetieme eklemi asagidaki 6rneklerde oldugu gibi bagl-
ca “ve”, “de...de”, “hem...hem”, “ama”, “ragmen” (veya “karsin”), “is€
de”, “birlikte”, “ki”, “—ip” sozleriyle dile getirilir.

"

(1) Ali Adiyaman’a ve Balikesir'e gidecek.
(2) Ali hem Adiyaman’a hem Balikesir'e gidecek.
(3) Ali Adiyaman’a da Balikesir'e de gidecek.
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(4) Ali Adapazar'a gidecek ama Balikesir'e gitmeyecek.
(5) Ali girkin olmasina ragmen ilgi ¢ekicidir.
(6) Hava biraz 1sinmis olmakla birlikte iyi giyinmeli.
(7) Ali ok ugrastt ise de basaramadi.
(8) Daha yeni donmustu ki komsusu ziyaretine geld.i.
(9) Ali eve gelip hemen yatti.

(10) Ali eve geldi, sonra yatti.

(1)-(10) kiimeleri “pag” bi¢iminde sembollestirilebilir. Virgul, noktal virgdl
ve nokta da ¢ok kez tiimel evetleme eklemi anlaminda kullanihr.

Bazen “oldugu halde” s6zu timel-evetleme eklemi anlaminda kullanilir.
Ornegin

(11) Ali yeni evine taginmis oldugu halde heniiz yerlegemedi.
ve

(12) Ali yeni evine tasindigr halde henlz yerlesmedi.

(13) Ali yeni evine tagind: ve Ali henuz (yeni evine) yerlesmedi.
tumcesidir.

Bundan boyle sembollestirme amaciyla onerme temisilcisi olarak temsil
edilen bilesende gecen bir sozcuglin bag harfini buytik harf bigiminde kulla-
nacadiz. Bu amagla s6z konusu bag harfin altini ¢izecegiz. Ornegin (1) tim-
cesinin birinci alt bilegeninde gegen Adiyaman s6zcigunun bag harfiyle Ba-
likesir sozcligunun bas harfinin altini ¢iziyoruz. Buna gore “Ali Adiyaman’a
gidecek” bilesenini “A”; “Ali Balikesir'e gidecek” bilegenini “B” onerme tem-
silcileriyle temsil edecegiz. (1) timcesinin standart bicimi

(1") Ali Adiyaman’a gidecek ve Ali Balikesir'e gidecek
tir. Buna gore (1°)’'niin ve dolayistyla (1)'in sembolik kargilgi
(1”) AAB
dir.

299



ALISTIRMALAR

I. Icinde timel-evetleme eklemi ve bazen de degilleme eklemi gegen asa-
gidak tumceleri standart bigime dondsturindz.

1. Ali kizkardesini azarladi, ama o aglamadi.

2. Ali kizkardesini yaramazlik yapmasina ragmen azarlamadi.

3. Ali'nin girulti yapmasina ragmen kizkardesini azarladigr dogru
degildir.

4. Ali'nin kosmadiginin yanlis oldugu varit degildir.

ll. Yukardaki timceleri standart bigimlerine uygun olarak onermeler man-
tigi dilinde sembollestiriniz. Alti ¢izili harfler buylk harf olarak temsilci
harf olarak kullanilacak.

19.1.2.3 Tikel-Evetlemenin Sembollestiriimesi

Tirkgede tikel-evetleme eklemi anlaminda asagidaki orneklerde oldugu

” " " "

baslica “veya”, “yahut”, “ya...ya da”, “yoksa”, “meger ki” sozleri kullanlr.
(1) Ali Adiyaman'a veya Balikesir'e gidecek.
(2) Ali Adiyaman’a yahut Balikesir'e gidecek.
(3) Aliya Adiyaman‘a ya da Balikesir'e gidecek.
veya kisaca
(3') Ali Adiyaman’a ya da Balkesir'e gidecek.
(4) Ali Adiyaman’a yoksa Balikesir'e gidecek.
(5) Ali Adiyaman’a gidecek meger ki behcet Ankara’ya gelsin.
yalmiz (1) timcesinin standart bicimde oldugunu kabul ediyoruz.
(4)’un bir tikel-evetleme oldugunu soyle agikliyoruz.

(6) pyoksaq

bicimindeki bir 6nerme
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(7) p dedgilse g

yani
@8) ~p—aq

anlamina gelir. Oysa (8) onermesi
9 pvq

ile esdegerdir. O halde (6) ile (9) esdegerdir. Buna gore (4) timcesinin stan-
dart bigimlerinden birinin (1) oldugunu goruyoruz. Ancak

(10) Ali Adiyaman’a gitmeyecekse Ali Balikesir'e gidecek.
tumcesinin (4)'Un bir standart bigimi sayildigini belirtmek gerekir.

Ote yandan (5) tiimcesinin de bir tikel-evetleme oldugunu séyle agikh-
yoruz. (5) tumcesi

(11) p meger ki q
bicimindedir. Oysa (11) onermesi
(12) p eger q degilse
anlamina gelir. llerde gorecegimiz gibi (12) dnermesi
(13) g degil ise p
yani
(14) -q > p
anlamina gelir. (14) onermesi
(149pvq

ile esdeger oldugundan (5)in standart bicimlerinden birinin (1) oldugunu
soyleyebiliriz. Obtr standart bigimi

(15) Behget Ankara’ya gelmezse Ali Adiyaman’a gidecek
timcesidir.

“Daha olmazsa” sozu de asagidaki ornekte oldugu gibi “yoksa” anlamin-
da dolayisiyla bir tikel-evetleme eklemi iglevinde kullanilir.
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(16) Ali gelecek yil ilkokula daha olmazsa ana okuluna gidecek.

4

“Siki tikel-evetleme” diye adlandiran ayriklik eklemi tlrkcede “ya...ya’
562U ile dile getirilir. Ornegin

(17) Belediye bagkanhgina ya Ahmet ya Behget secilecek
tumcesinin sembolik karsih@

(18) (Belediye bagkanhgina Ahmet segilecek: A, Belediye baskanhgina
Behcet secilek: B)
sembollestirme bicimi geregi “pvq” degil,
(19) p <> q
ayriklik onermesidir. Nitekim bir tek Belediye baskani secilecegine gore (17)
timcesinin her iki bileseninin dogru olabilecedi bir durum duginulemez.

Dolayisiyla (17) bir tikel-evetleme degil bir ayrikhik sayilmahdir. (17) ayrikhig-
nin standart bigimi

(17’) ya Ahmet belediye baskanhgina secilecek ya Behget belediye bag-
kanhgina segilek

tumcesidir.
(20) Ali’'nin evine dondigu halde yatmadig: dogru degildir.

timcesini standart bigime donustlrelim. Ana eklem “dogru degildir” sozly-
le dile getirilen degilleme eklemidir. Buna gore ilk adimda (20)'yi

(21) ~(Ali evine dondugi halde yatmad)

bicimine donugtuririz. (21)'in ana bileseni bir timel-evetlemedir. O halde
21y

(22) ~[(Ali evihe dondi) A (Ali yatmadi)]
bi¢imine, (22) timcesini de
(23) ~[(Ali evine dondu) A ~(Ali yatti))

bicimine ceviririz. (23), (20)'nin standart bi¢cimidir. Buna gore (20) timcesi-
nin
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(24) (Ali evine dondd: E, Ali yatti: A)
sembollestirme bi¢imi geregi sembolik kargihg:
(25) ~(E A ~A)
dir.
lkinci bir érnek olarak

(26) Eve hemen donmelisin; yoksa ya gecikip yemeksiz kalirsin ya da ar-
tiklan yersin

timcesini standart bicimine donustiirecegiz. (26)'yt once

(27) Eve hemen donmelisin v (ya gecikip yemeksiz kalirsin ya da artikla-
r yersin)

bigcimine geviririz. (27) ise

(28) Eve hemen donmelisin v [(gecikip yemeksiz kalirsin) v (artiklan yer-
sin)]

bicimine, (28)'de

(29) Eve hemen donmelisin v [[(gecikirsin) A (yemeksiz kalrsin)} v (ar-
tiklari yersin)]

bigimine ¢evrilir, (29) timcesi (26)'nin standart bicimidir. Buna gore
(26)'nin sembolik karsthg

(30) (Eve hemen donmelisin: E, gecikirsin: G, yemeksiz kalirsin: K, artik-
lar yersin: A)

sembollestirme bi¢imi geregi
(31) Ev [(GAK) v A]

dr.
Uglincii olarak

(32) Eve hemen donmelisin; yoksa gecikip ya yemeksiz kalirsin ya da ar-
tiklan yersin.

timcesini standart bicime donustirelim:
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(33) Eve hemen donmelisin veya [gecikirsin ve [(yemeksiz kalirsin veya
artiklari yersin)]]
Dikkat edilirse “ya...ya da” soziinde “ya” sdzcliginin ilk gegisi bir tikel-evet-
lemenin birinci bileseninin baglangicini belirtir, “ya da” sozu de ikinci bilege-
nin baglangicini belirtir. Buna gore “ya”nin birinci gegisi bir 6n parantez is-
levindedir. (32) tiimcesinde on parantez islevindeki “ya” sozcugu

(34) yemeksiz kalirsin ya da artiklart yersin

bilegeninin onunde oldugundan bu bilesen bitlnuyle bir ¢ift parantez igine
alinmalidir.

Ote yandan (26) timcesinde on parantez islevindeki “ya” s6zcugu
(35) gecikip yemeksiz kalirsin ya da artiklari yersin

bilesiminin onunde gectiginden dolay! bu bileseni bir ¢ift parantez icine al-
dik. Boylece (26) tumcesini (27) bigimine donugturdik. Genel olarak bir ti-
kel evetlemenin baslangici kendiliginden belli oldugu durumlarda “ya...ya
da” yerine tek basina “ya da” kullanilir. Bu durumda “veya” da kullanilabi-

lir.

ALISTIRMALAR

I Iginde tikel-evetieme veya ayriklik eklemi ile bazen de degilleme ve ti-
mel-evetleme eklemleri gecen asagidaki timceleri standart bigcime do-
nusturunuz.

1. Ali arabayi bizden habersiz almis, yoksa biri arabayi galmis olacak ve
biz de durumu sigorta acentesine bildirmeliyiz.

2. Hava kentimizde daha da kirlenecek medger ki evierde ve fabrikalar-
da dogal gaz kullanilsin.

3. Yadaga tirmanip piknik yapacaksin ya deniz kryisina gidip balik tuta-
caksin.

Il. Yukardaki timceleri (alti cizili harfleri-bliylik harf bigiminde-onerme
temsilcisi sayarak) standart bigimlerine uygun olarak sembollestiriniz.
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19.1.2.4 Kcsullunun Sembollestirilmesi

Gunlik dilde kosullular dogruluk fonksiyonu durumunda olanlar ile dyle
olmayanlara aynlir. Biz burada yalniz dogruluk fonksiyon durumunda olan
kosultulari inceliyoruz. “Kosullu” terimini bundan boyle de yalmiz dogruluk
fonksiyonu durumunda olanlar igin kullaniyoruz.

Imdi Tirkgede kogullular
(1) Egerpiseq

veya kisaca
(1) piseq

biciminde olan kosullular
(2) pegerqise

biciminde olan kosullular olmak (izere ikiye ayiriyoruz. Birinci tirden kogui-
fular

(‘I II) p _) q
biciminde sembollestirilir. (1”) onermesinde, p dnermesi q onermesinin ye-
terli kosul'u, g onermesi de p onermesinin gerekli kosu/udur.

ikinci turden kosullular
(2') Egerqgise p

anlamina gelirler. Dolayisiyla ikinci tirden kogullular
(3) g-p

biciminde sembollestirilir. Buna gore birinci tir bir kosullunun standart bigi-
minde verilen kosullunun on bileseni ile ard bilegeninin yerleri korunur, ikin-
ci tirden bir kosullunun standart bigiminde verilen kogullunun 6n bileseni
ile ard bileseninin yerleri degis tokus edilir. Ornegin

(4) Yangin cikarsa itfaiye gelir
birinci tiirden bir kosulludur. Bu kosullu standart bicimdedir. Ote yandan

(5) ltfaiye gelir eger yangin gikarsa

305



ikinci tirden bir kogulludur. Bu kosullu (5) ile esdegerdir. (5) kosullusunun
standart bi¢imi de (4) timcesidir.

Birinci tiirden kosullularda “eger...ise” veya “ise” sozleri yerine baslica
asadidaki orneklerde oldugu gibi “takdirde”, “halinde” (veya “durumun-

da”), “yeter ki”, “oldugunda” “yol agar”, “gerektirir”’, “yeterli kosul” sozle-
ri kullanilir.

" on

()  Ali calistigi takdirde sinifini geger.

(i) Yangin ¢ikmasi halinde itfaiye gelir.

(iii) Yeter ki basanh olasin, seni 6dullendirecegim.

(iv) Basarnh oldugunda seni éldullendirecegim.

(v) Yagmur yagmasi yolun islanmasint gerektirir.

(vi) Yagmur yagmasi yolun islanmasinin yeterli koguf'udur.

Bazi durumlarda birinci tirden kogullular “ancak” veya “yalniz” sozcugu
ile dile getirilir. Ornegin

(vii) Bu gaz hidrojendir ancak atom agirligi 1 ise
ile

(viii) Bu gaz hidrojendir yalniz atom agirhdi 1 ise

(6) Bu gaz hidrojen ise bu gazin atom agirhg: 1'dir.
bicimindedir.

Birinci turden kosullular “gerekli kosul” veya “yeterli kosul” sozleriyle de
dile getirilebilir. Ornegin

(7) Bu gazin hidrojen olmasinin gerekli kosuf'u atom agirhiginin 1 olma-
sidir.

ile
(8) Bu gazin hidrojen olmasi, atom agirliginin 1 olmasinin yeterli kogu-

ludur.

tumcelerinin standart bicimi (6)’dur.
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X

(2) bigimindeki ikinci tirden kosullu timcelerin 6zelligi “eger” sozcigu-
nun timcenin ard bileseninin onine gelmesidir. Oysa standart bigimde
“eger” s6zcigu on bilesenin online gelir. Dolayisiyla ikinci tirden koguliu
standart bicime donusturiilirken bilegsenleri degis tokus edilip ard bilegeni
on bilesen durumuna getirilir. “Eger” sozcigu aslinda standart bigimde 6n
bilesen olmasi gereken bilegenin agik olarak belli olmamasi durumiarinda
kullaniimalidir. Béyle bir durumun en asirt 6rnegi ikinci tiirden kosullulardir.
“Eger” sOzcligu karmagik timcelerde kosullu bi¢iminde olan bilesenlerin
baglangicini gésterip bir 6n parantez durumundadir. Ornegin

(9) Ali Balikesir'e gittiginde eger Behget'i goriirse kitabi ona verecek.
timcesinin standart bigimi

(10) Ali Balikesir'e gidecek — (Ali Behget'i gorecek — Ali kitabi Behget'e
verecek.)

bi¢imindedir. Buna karsilik
(11) Ali Balikesir'e gittiginde Behget'i goriirse kitabi ona verecek.

timcesinin standart bigimi tam olarak belli degildir; gene (10) olabildigi gi-
bi

(12) (Ali Balikesir'e gidecek — Ali Behcget'i gorecek) — Ali kitabi Behget'e
verecek.

biciminde de olabilir. Boylece (11)’in ¢ok anlamli ama (9)’un tek anlamli ol-
dugunu goriyoruz. Genellikle bir timcede gegen bir kogullunun 6n bilese-
ninin yeri agik olarak bilinemezse “eger” s6zcugi kullamimali, ama bu agik
olarak bilinirse, “eger” s6zcugunin kullaniimasina gerek yoktur. Boylece faz-
la karmasik olmayan birinci tirden kosullularda “eger” s6zcugu kullaniimaz.

“Eger” sozcuglnun iglevini “yeter ki” sozu de gorur. Nitekim
(13) yeterkip, q

ile
(13%) q, yeter ki p

esdeger olup her ikisi de “p ise g” anlamina gelir.
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Ote yandan ikinci tirden kosullular ¢ok kez 6n bilesenin ard bileseninin
gerekli kosulu oldugunu dile getirir. Nitekim bu kosullulan (2), yani “p eger
q ise” biciminde dile getirebildigimiz gibi

(14) Ancak p ise q
bigiminde de dile getirebiliriz.

Bazen (14) yerine ayni anlama gelen

(14') q igin p gerek
bigimindeki bir timce de kullanilir. (2), (14) ve (14") timcelerinden her biri

(15) p, g’'nun gerekli koguludur

anlamina gelir. Nitekim “ancak” s6zciigu bir kogullunun standart bigimin-
deki hep ard bileseninin éniinde bulunur. Dolayisiyla “ancak” s6zcigu bir
kosullunun ard bilegeninin baslangicini isaret eder. Ornegin

(16) Bu gazin atom agirhg 1°dir eger bu gaz hidrojen ise
ile
(16’) Bu gazin atom agirhgi ancak 1 ise bu gaz hidrojendir

timceleri ortak standart bicimi (6) olan ikinci tirden kosullulardir. Dikkat
edilirse (16’) timcesi

(16")Ancak bu gazin atom agirligi 1 ise bu gaz hidrojendir
anlamina gelir.

Ikinci tirden kogullulan bilesenlerinin yerini degis tokus ederek “p — q”
bigciminde sembollestirebildigimiz gibi bilegenlerinin yerlerini koruyarak
“q « p” bigiminde de sembollestirebiliriz.

Sonug olarak birinci tiirden kogullularda 6n bilegenin yeterli kosul, ard
bilesenin de gerekli kogul islevinde oldugunu; ikinci turden kosullularda ise

on bilegenin gerekli kosul, ard bilegenin de yeterli kosul islevinde oldugunu
soyleyebiliriz.
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ALISTIRMALAR

I. Asagidaki birinci veya ikinci tiirden kosullular kapsayan tiimceleri stan-
dart bigime donlsturinuz.

1.
2.
3.
4.

Aksam kar yagacak, yeter ki soguk hava devam etsin.
Mum glnese birakilirsa erir ve etrafa yayilir.
Hastalik ancak zamaninda onlem alinirsa gabuk geger.

Yarin kar yagip ekin filizlenmigse driin zarar gorecek.

Il. Yukardaki kosullulan (alt ¢izilen harfleri 5nerme temsilcisi sayarak) stan-
dart bicimlerine uygun olarak sembollestiriniz.

19.1.2.5 Karsilikh-Kosullunun Sembollestirilmesi

Gunlik dilde kargihkli-kogullular

M
(2)
(3)
4)
(3)
(6)
7)

p ancak ve ancak q ise

p ancak ve eger q ise

p, q'nun gerekli ve yeterli koguludur

piseqveqisep

p ancak q ise ve p eger q ise

p, q'nun yeterli kosuludur, ve g, p’nin yeterli kosuludur

p’nin tek kosulu q’dur

gibi degisik bicimlerde dile getirilebilir. (1) bigimini kargiikli-kosullunun stan-
dart bigimi saylyoruz.

Ornegin

(8)

Turnusol kagidi bir siviya batirilinca kirmizi olur ancak ve ancak bu
sivI asit ise

standart bigcimde bir karsilikli-kosulludur.

Karmagik bir ornek olarak
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(9) Eger Ali bekardir ancak ve ancak evli degilse, o0 zaman ancak bekar
degilse egi vardir.

timcesinin
(10) (Ali bekardir: B, Ali evlidir: E, Ali'nin esi vardir: V)
sembollestirme bigimi geredi sembolik kargiligini bulalim:
(11) (B & ~E) > (E —> ~B).

Dikkat edilirse “o zaman” sozl karmagik durumlarda bir kosullunun ard bi-
leseninin baslangicini isaret eder. (9) timcesinde “o zaman” sozcugi
“E—~B” bi¢imindeki ard kosulun baglangicini isaret ediyor.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tiimceleri (alti gizilen harfleri onerme temsilcisi sayarak) sem-
bollestiriniz.

1. Ali ancak ve ancak ¢ok galisarak sinifini gegebilir.

2. Hava kirlenmesinden kurtulmanin tek kosulu dumansiz yakit kullan-
maktir,

3. Eger Ali'nin ancak evli degilse esi varsa ve o ancak ve ancak evli ol-
madig takdirde bekar ise, o zaman bekar degildir eger esi varsa.

19.2 NICELEME MANTIGI DILINDE SEMBOLLEST'RME
19.2.1 Tekil Onermeler

Bir tekil 6nermeyi dile getiren bir tiimceyi niceleme mantiginda sembol-
lestirmek icin once verilen tiimceyi 6nermeler mantig: geregi standart bigi-
me donustiriniz. Standart bigim, 6nerme eklemleriyle birlestirilen atomsal
onermeler dile getiren timcelerden olugur. Bu timceler birer n-li yiklem ile
n tane addan olugur. Boyle bir tiimceyi niceleme mantiginda sembollestir-
mek igin n-li yliklem yerine yiiklemi dile getiren soziin baglangi¢ harfi - bu-
yuk harf olarak - yliklem temsilcisi sayilir. Bir yUklem temisilcisi ayni ylklemin
her gegisinin yerine konulur. Yiklemin uygulandigi her ad yerine, adin bas-
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langi¢ harfi - kiiglk harf olarak - ad temsilcisi niteligiyle konulur. Sembolles-
tirilen sozcukte gegen farkh yiklemlerin veya farkli adlarin bag harfleri ayni
ise ad temsilcisi olarak sonraki harfler segilir.

Ornegin

(1) Sokrates insandir
tumcesi

(2) (Sokrates: s, Insandir: I)

(2") s, l'dir.

bi¢imine donusturaldr. (2°) ise

3) Is
veya
4) Is)

bicimine cevrilir. (4) onermesi (1) tumcesinin sembolik kargihgidrr.
Bilesik bir onermeyi dile getiren bir timceye ornek olarak

(5) Eve hemen donmelisin; yoksa gecikip ya yemeksiz kalirsin ya da ar-
tiklan yersin

timcesini niceleme mantiginda sembollestirelim. Bu amagla once (5) tum-
cesini standart bicime dénustiriyoruz.

(6) Sen eve hemen donmelisin veya [sen gecikirsin ve [sen yemeksiz
kalirsin veya sen artiklari yersin]].

(6) timcesi

(7) (Sen: s, eve hemen donmelisin: E, gecikirsin: G, yemeksiz kalirsin:
K, artiklarn yersin: A)

sembollestirme bigimi geregi
(8) Esv [Gs A (Ks v As)]

biciminde sembollestirilir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki timceleri niceleme mantiginda sembollestiriniz.
1. Ali Behget'in arkadagidir.

2. Belediye bagkanhgina ya Ali ya Behget secilecek.

3. Ali Bekar ise evli degildir.

19.2.2 Timel Onermeler ve Esdegerleri
VxFx bicimindeki tumel 6nerme, Tlrk¢ede
(1) Her sey Fdir.

(2) Her x icin x F'dir.

(3) Herhangi bir x icin x F'dir.

(4) Herhangi bir sey F'dir.

(5) Bdatun x'ler F'dir.

(6) Herkes F'dir.

gibi degisik bicimlerde dile getirilebilir. (6) bi¢imi “x”in deger alani yalniz in-
sanlardan olustugu zaman kullanilir. (§) timcesi

(6") Her insan F'dir.
anlamina gelir.

(6’) timcesi ise

(6”) Vx(x bir insandir - x F'dir.)
bicimindedir.

Klasik mantigin timel olumlu 6nermeleri ile timel olumsuz énermeleri
sirasiyla

(7) Vx(Fx — Gx)

ve
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(8) Vx(Fx — ~Gx)
biciminde sembollestirilir.
(7) bigiminde sembollegtirilen tumce
(7") Her F, G'dir.
veya
(7") Bitln F'ler G'dir.
biciminde dile getirilir. (8) biciminde sembollestirilen timce ise
(8") Higbir F, G degildir.
biciminde dile getirilir.
(9) Vx~Fx
biciminde sembollestirilen timce de
(9") Higbir sey F dedgildir.
biciminde dile getirilir. (9) 6nermesi
(9”) ~3IxFx
ile esdegerdir. (9”) ise
(10) F olan sey yoktur.
bigimindeki tiimce ile dile getirilir. Ornegin
(11) Yuvarlak kare olan bir sey yoktur
(10) bigiminde bir tumcedir. (10) tiimcesi yerine
(12) Bazi geylerin F oldugu dogru degildir
timcesi kullanilir. Ornegin
(13) ~3Ix(x canhdir)
tumcesini

(14) Bazi seylerin canh oldugu dogru degildir
bigiminde dile getirebiliriz. Ote yandan
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(15) ~3x~Fx
bicimindeki bir timceyi

(16) F olmayan sey yoktur
veya

(17) Bazi seylerin F olmadigi dogru degildir
biciminde dile getiririz. Ornegin

(18) ~3x~(x canhdir)
tumcesi

(19) Bazi seylerin canl olmadigi dogru degildir
anlamindadir.

“x” degiskeninin de@er alan: yalniz insanlardan olustugu durumlarda (9)
onermesi

(20) Kimse F degildir.
biciminde dile getirilir. Ornegin

(21) Kimse akilsiz degildir
tumcesi (20) bigimindedir. (21),

(22) ~3x(x insandir A x akilsizdir)
anlamina gelir. (22) ise

(23) Vx[x insandir - ~(x akilsizdir)]
ile egdegerdir.

Genel olarak

(24) VYxA(x)

biciminde sembollestirilen tiimcenin niceleme mantiginda standart bigimi-
nin

314



(25) Her x igin A(x)
oldugunu kabul ediyoruz. Ornegin
(26) Bitiin insanlar olimliudur
timcesinin (niceleme mantiginda) standart bigimi
(26’) Her x icin (x insan ise x olimlidur)
tumcesidir.

“Kimi” sozcigu “kimi nesne” baglaminda insan olmayan nesnelere ilis-
kin bir tikel niceleyici olarak da kullanilir. Ornegin

(27) kimi nesne tathdir
timcesi “bazi nesneler tathdir” anlamina gelir.

Standart bigime donlsturilmis timcede ozel degismez olarak yuklem-
ler ve bazen ad degismezleri bulunur. Sembollestirmenin yapilmasi icin her
yuklem yerine ayri bir yiiklem temsilcisi ve her ad i¢in ayrt bir ad temsilcisi-
nin konulmasi gerekir. Ornegin “Insandir” yiiklemini “I” yiiklem temsilcisi ve
“slimlidir” yiiklemini “O” yiiklem temsilcisi ile temsil ederiz. Boylece (26°)
ve dolayisiyla (26) tumcesi

(28) Her x icin (x I'dir » x O’diir)
yani

(29) Vx(ix — Ox)
biciminde sembollestirilir.

“Bltlin” sozclgunun “dagitici” ve “toplayic’” olan iki ayn kullanigt vardir.
Ornegin

(30) Bu asansordeki bittin insanlarin agirh@i 120 kiloyu gegiyor.
timcesi ¢ok anlamhdir. Nitekim (30) timcesi ya

(31) Bu asansordeki her insanin agirhgi 120 kiloyu gegiyor.
anlaminda, ya da

(32) Bu asansaordeki bitiin insanlarin agirh@inin toplami 120 kiloyu gegi-
yor.
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anlaminda kullanilabilir.

“Bltln” timel niceleyicisinin (31) anlamindaki kullaniligina dagitici (distribi-
tif) kullanig, (32) anlamindaki kullanihigina ise toplayici (kollektif) kullanilig de-

nir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tumceleri niceleme mantiginda sembollestiriniz.

1.

2
3.
4

Hicbir insan tag degildir.
Boslukta higbir sey yasiyamaz.
Butlun omurgali hayvanlar omurgalidrr.

Omurgah olmayan memeli hayvan yoktur.

19.2.3 Tikel Onermeler ve Esdegerleri

M

IxFx

bigcimindeki tikel onerme Tirk¢ede,

@

(3)
4)
(5)
(6)

Oyle bir x vardir ki x F dir,
Bazi x'ler F dir.

Bazi seyler F dir.

F olan bir sey vardir.

Kimi F dir.

(6) bigcimi “x"in deger alani yalniz insanlardan olugtugu zaman kullanilir. (6)
timcesi

(6’) Baziinsanlar F dir.

anlamina gelir. (6") timcesi ise

(6”) Ix (x insandir A x F dir.)

bigimindedir.

Klasik mantigin tikel olumlu 6nermeleri ile tikel olumsuz 6nermeleri sira-

siyla
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(7) 3Ix(Fx A Gx)
ile
(8) 3Ix(Fx A ~Gx)
biciminde sembollestirilir. (7) biciminde sembollestirilen timce
(7') Bazi F'ler G'dir.
ve (8) ile sembollestirilen timce
(8') Bazi F'ler G degildir.
bigciminde dile getirilir.
(9) 3Ix~Fx
biciminde sembollestirilen timce ise
(10) F olmayan bir sey vardir
tumcesi veya
(11) F olmayan seyler vardir
bigiminde dile getirilir. Ornegin
(12) Canli olmayan seyler vardir
(11) bigiminde bir timcedir.

“x" de@iskeninin deger alani yalniz insanlardan olugtugu durumlarda (9)
onermesi,

(13) Kimi F degildir
biciminde dile getirilir. Ornegin

(14) Kimi zengin degildir
timcesi

(15) Bazi insanlar zengin degildir
anlamina gelir.

“Kimi” ile “herkes” ve “kimse”ye kisi niceleyicileri diyoruz. Bu niceleyici-
ler yalniz kisilere yani insanlara uygulanir. Bu nedenle kisi niceleyicileri gegen
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timceleri sembollestirilirken ortiik olarak “insan” yuklemi agik olarak dile ge-
tirilir. Boylece, daha dnce belirttigimiz gibi,

(16) Herkes F dir
tumcesi
(17) Her insan F dir
bi¢imine ve
(18) Kimse F degildir
tumcesi
(19) Higbir insan F degildir
bigcimine donugturdlir.
(20) Kimi F dir.
timcesi de
(21) Bazi insanlar F dir.
bigcimine donusturalur.
Genel olarak
(22) 3IxA(x)
biciminde sembollegtirilen timcenin niceleme mantigindaki bigiminin
(23) Oyle bir x vardir ki A(x)
oldugunu kabul ediyoruz. Ornegin
(24) Bazi insanlar filozoftur
timcesinin (niceleme mantiginda) standart bigimi
(25) Oyle bir x vardir ki (x insandir ve x filozoftur)

tUmcesidir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki tumceleri niceleme mantiginda sembollestiriniz.
1. Ulkemizde iyi hekimler vardrr.

2. Kimi ogrenci ¢ok basarihdr.

3. Bazi hayvanlar omurgalidr.

19.2.4 Genel Onermeler

19.2.4.1 Birli Niceleme Mantiginda Yuvalanmamis Onermelerin
Sembollestiriimesi

Birli niceleme mantig, ¢oklu ylklem, yani birli olmayan ytklemi kapsa-
mayan onermelere iligkin olan niceleme mantigi dalidir. Coklu yiklem kap-
samayan onermelere birli onermeler diyoruz. $imdi genel birli onermeler di-
le getiren tumcelerin sembollegtiriimesini ele aliyoruz.

Birinci ornek olarak
(1) Higbir degerli elmas ¢izik veya donuk degildir

timcesini once standart bicime ¢evirelim sonra da (birli niceleme mantigin-
da) sembollestirelim. (1) timcesinde “degerlidir”, “elmastir”, “ciziktir” ve
“donuktur” birli yiklemleri gegiyor. llk i¢tini, bag harfleri degisik oldugun-
dan baglangi¢ harfleriyle (buyuk harf olarak) temsil edecegiz. Ancak sonun-
cu yuklemi (baglangi¢ harfi birinci ylklemdekiyle ayni oldugundan) ikinci
harfiyle (yani “O" harfiyle) temsil edecegiz. Imdi (1) timcesi sirasiyla

(2) Her x igin (x degerli elmas ise x ¢izik veya donuk degildir)

(3) Her xigin [(x degerlidir ve x elmastir) ise (x izik veya donuk degil-
din)]
(4) Her xigin [(x degerlidir ve x elmastir) ise degil (x giziktir veya x do-
nuktur)]
yoluyla (4) standart bicimine donugturulur. (4)'deki 6zel degismezler yerine
yuklem temsilcileri mantik degismezleri yerine de isaretlerini koyarak (1)'in
sembolik karsilig olarak
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(5) Vx[(Dx A Ex) > ~(Cx v Ox)]
onermesi elde edilir.

lkinci 6rnek olarak

(6) Her kedi veya kopek bir fareyi kovalar

tumcesini birli yiklemler mantiginda standart bigimine dénusturup sembol-
legtirelim. (6) timcesi once
(7) Her x icin, x kedi veya kopek ise x bir fareyi kovalar

timcesine donustr. “Bir fareyi kovalar” s6zi bir butiin olarak bir birli yiik-
lemdir. Ancak

(8) x bir fareyi kovalar

(9) Oyle bir y vardir ki, y bir faredir ve y x'i kovalar
bigciminde ¢dzimlenebilir. (9)’'da “faredir” birli yliklemi ile “kovalar” ikili yik-
lemi gegiyor. Ancak biz (6)'yi birli yliklemler mantiginda ¢oziimlemek istedi-
gimizden (8)'i ¢ozuimleyecek yerde “bir fareyi kovalar” s6ziinin bir bitiin
olarak bir birli yiklem oldugunu kabul edecegiz. Buna gore (7) timcesini

(7") Her x icin [(x bir kedidir veya x bir kopektir) ise (x bir fareyi kova-
lar)]

bigcimine donistiirecegiz. (7') tumcesi (6)'nin birli ylklemler mantiginda
standart bigimidir. “kedidir” birli yiiklemini “K” ile, “kopektir” birli y(iklemi-
ni “O” ile ve “bir fareyi kovalar” birli yiiklemini “B” harfiyle temsil ettigimiz-
de, (6) soyle sembollestirilir:

6"y Vx[(Kx v Ox) — Bx]

Bazi timcelerde “yalniz” veya “ancak” s6zcugu bir birli yiklemin onun-
de geger. Genel olarak

(10) Yalniz F'ler G'dir
veya

(11) Ancak F’ler G'dir
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bicimindeki timceler

(12) Her G, F dir
ile esdegerdir. Ornegin

(13) Yalniz insanlar akilli canhlardir.
veya

(14) Ancak insanlar akill canlidir
tumceleri

(15) Butun akilli canhlar insandir
anlamina gelir.

Ote yandan

(16) Yalniz parlak elmaslar sis esyasidir
veya

(17) Ancak parlak elmaslar sus esyasidir
dogal olarak

(18) ButlUn sus esyalar parlak elmastir
anlamina degil,

(19) Sis egyast olan butlin elmaslar parlaktir
anlamina gelir.

“Sls egyasidir” yuklemini “S” ile “elmas” yiklemini “E” ile ve “parlaktir”
yuklemini “P” ile temsil edersek (16) ile (17)yi

(20) Vx[(Sx A Ex) — Px]
biciminde sembollestiririz.

“Her sey” ile “herhangi bir sey” sozlerinin ikisi de timel niceleyici anla-
minda kullanilir. Ancak bunlarin bazi baglamlarda ¢ok farkli islevleri vardir.

(21) Hersey Fise p

ile
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(22) Herhangi bir sey F ise p
bicimindeki tiimceleri ele alalim. (21) tumcesi
(23) VxFx > p
biciminde, (22) tumcesi ise
(24) Vx(Fx - p)
ile esdegerdir. (24) ise
(25) IxFx -5 p
ile esdegerdir. O halde (21) tumcesi (23) anlamina gelirken, (22) tuimcesi
(25) anlamina gelir. Demek ki “herhangi bir sey” s6zi (22) baglaminda tu-
mel niceleyici degil tikel niceleyici islevindedir. Ornegdin (21) biciminde olan
(26) Her sey sivi ise bu sividir
tumcesi
(27) Vx{(x sividir) — bu sividir
anlamina, (22) biciminde olan
(28) Herhangi bir sey sivi ise bu sividir
t(jmces.i
(29) 3Ix(x sividir) — bu sividir
anlamina gelir.

Genellikle “her sey” timel niceleyicisinin etki alani mumkiin oldugu ka-
dar kisa, “herhangi bir sey” timel niceleyicisinin etki alani ise mimkun ol-
dugu kadar uzun olur. Boylece (21) timcesinde ((23)'den anlagildigi gibi)
“her sey”in etki alani yalmz “Fx”dir. Bu da mimkin olan en kisa etki alani-
dir. Ote yandan (22) tiimcesinde ((24’den anlasilacagi gibi) “herhangi bir
sey”in etki alani “Fx — p” agik dnermesinin timddir. Bu da mimkiin olan
en uzun etki alanidir.

Simdi “her” ile “herhangi bir” timel niceleyicilerini timel olumsuz 6z-
ne-yuklem onermelerine uygulayalim. Boylece
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(30) Her F, G degildir
ile
(31) Herhangi bir F, G degildir

timcelerini elde ederiz. Bunlarin mantiksal yapisi ¢ok farkhdir. “Her F”nin et-
ki alant mumkin oldugu kadar kisa, “herhangi bir F”nin etki alani ise mum-
kun oldugu kadar uzundur. Buna gore (30) tumcesi

(32) ~Vx(Fx - Gx)
anlammna, (31) ise

(33) ¥x(Fx - ~Gx)
anlamina gelir. (32),

(34) Ix(Fx A ~Gx)
ile esdegerdir. (34) onermesi

(35) G olmayan Fler vardir.

biciminde de dile getirilebilir. (35)'in (30) ile anlamdag oldugu kolayca an-
lagthr.

Ornegin

(36) Her insan filozof degildir
timcesi

(37) Filozof olmayan insanlar vardir
anlamina gelip dogrudur. Oysa

(38) Herhangi bir insan filozof degildir
tumecesi

(39) Higbir insan filozof degildir
anlamina gelip yanhstir.

Son olarak bilesik genel onerme bigiminde olan timcelerin semboliesti-
rilmesine ornek verelim. Bu amacla
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(40) Eger hayvanat bahgesindeki bdtin kaplanlar yavru olup hayvanat
bahgesinde bulunan bazi kaplanlar evcil ise, o zaman bazi yavru
kaplanlar evcildir.

tumcesini birli niceleme mantiginda sembollestirelim.

(41) (Hayvanat bahgesindedir: H, kaplandir: K, Yavrudur: Y, Evcildir: E)
sembollestirme bicimi geregi, (40)'in sembolik karsiig

(42) [Vx [(Hx A Kx) = Yx] A 3x (Hx A Kx A Ex)] = 3x (Yx A Kx A Ex).

19.2.4.2 Coklu Niceleme Mantiginda Yuvalanmis Onermelerin
Sembollestiriimesi

Bu bolumde ¢oklu yuklemler ve yuvalanmig niceleyiciler kapsayan tiim-
celeri sembollestiriyoruz. Birinci ornek olarak

(1) Herkes birini sever

tumcesini niceleme mantiginda sembollegtirelim. “Herkes” sozcigu “her ki-
§i” veya “her insan” anlamina gelir. Bu nedenle (1)’i once

(2) Her x igin, x bir kisi ise x birini sever

bigimine donustiririz. “Birini sever” bir bitin olarak bir birli yiklemdir.
Ancak

(3) x birini sever
¢O6zumlenerek
(4) Oyle bir y vardir ki, y bir kisidir ve x y'yi sever

bicimine cevrilir. Nitekim

(5) Biri F'dir
tumcesi

(6) Kimi F'dir
yani

(7) Oyle bir x vardir ki, x bir kisidir ve x F'dir
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anlamina gelir. Buna gore (1) timcesi
(8) Vx[x bir kisidir — 3y (y bir kigidir A x y’yi sever)]
bi¢imine donugir. (8)'in sembolik karsihg
(9) (Kisidir: K, Sever: S)
sembollegtirme bigimi geregi
(10) Vx[Kx — Jy(Ky A Sxy)]
onermesidir.
lkinci 6rnek olarak
(11) Kendini seven herkes birini sever

timcesini sembollestirelim. (11)'in (9) sembollestirme bicimi geredi sembo-
lik kargihig

(12) Vx[(Kx A Sxx) — Jy(Ky A Sxy)]
dir.

Simdi de

(13) Ali her kopegi sever

(14) Ali herhangi bir kopegi sever-

(15) Ali her kopegi sevmez
ve

(16) Ali herhangi bir kopegi sevmez

timcelerini sembollestirelim. Bu tiimcelerde “Ali” ad, birli “képektir” ve iki-
li “sever” ytiklemieri gegiyor. Buna gore

(17) (Ali: a, kopektir: K, sever: S)

sembollestirme bigimini saptiyoruz. (17) sembollestirme bi¢imi geregdi (13)
ile (14)’in ortak sembolik kargiligi

(18) Vx Sax

dir. Buna karsilik (14) ile (15)in sembolik kargihgr farklidir. (15)'in sembolik
kargihgr (“her”in etki alaninin mimkin oldugu kadar kisa olmasi nedeniyle)
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(19) ~V¥x(Kx — Sax)
ve dolayisiyla
(20) Ix(Kx A ~Sax)

dir. Buna karsilik (16)'nin sembolik karsihgi (“herhangi bir”in etki alaninin
muimkiin oldugu kadar uzun olmasi nedeniyle)

(21) Vx(Kx = ~Sax)
dir.
Dikkat edilirse (20),
(22) Ali'nin sevmedigi bir kopek vardir
in sembolik kargihgidir. (22)'nin (15) ile anlamdag oldugu kolaylikla anlagilir.

19.3 OZDESLIK MANTIGINDA SEMBOLLESTIRME

19.3.1 Istisna Bildiren Tiimceler

Genel duruma istisna olusturan 6zel durumlar bildiren tiimcelere istisna
bildiren tiimceler denir. Bu timceler ancak 6zdeslik mantiginda sembollesti-
rilebilir. Ornegin

(1) Ali Behget'ten bagka herkesten uzun boyludur.
timcesi istisna bildiren bir timcedir. Bu timcenin

(2) (Ali: a, Behget: b, Kisidir: K, daha uzun boyludur: U)
sembollestirme bigimi geregi 6zdeslik mantiginda sembolik karsilig!

(3) Vx[(Kx A x #b) - Uax]
dir. Nitekim (1) tdmcesi

(4) Behget'ten farkli olan her kisiye gore Ali daha uzun boyludur
anlamina gelir. (4) ise (3) bigiminde sembollestirilir.

tkinci 6rnek olarak

(5) Yalmiz Ali Behice'yi sever
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timcesini ele alalim. (5) istisna bildiren bir timcedir. Bu timce
(6) (Ali; a, Behice: b, Kisidir: K, sever: S)

sembollestirme bigimi geregi
(7) Sab A Vx[(Kx A x # a) - ~Sxb)]

dir. Nitekim (5) timcesi bir yandan Ali'nin Behice'yi sevdigini, obur yandan
ise Ali‘den farkh higbir kisinin Behice’yi sevmedigini dile getirir.

Ugiincii 6rnek olarak istisna bildiren bir timcenin degillemesi olan
(8) Ali, Behice’yi seven tek kisi deg@ildir
timcesini 6zdeglik mantiginda sembollestirelim. (8) timcesi
(9) Ali, Behice'yi seven tek kisidir
timcesinin degillemesidir. (9) ise
(10) Ali Behice'yi sever ve Ali'den bagka kimse Behice’yi sevmez
anlamina gelir. (10) timcesinin sembolik karsihg
(11) (Ali: a, Behice: b, kisidir: K, sever: S)
sembollestirme bicimi geregi
(12) Sab A Vx(x #a — ~Sxb)
dir. (8)’in (11) geregdi sembolik karsihgi (12)'nin degillemesi, yani
(13) ~[Sab A ¥x(x # a - ~Sxb)]
veya esdegeri olan
(14) ~Sab v Ix(x # a A Sxb)
dir. (14) onermesi
(15) Ali Behice’yi sevmez veya Ali‘den bagka biri Behice’yi sever

tumcesinin sembolik karsihgidir. O halde (8) timcesi (15) anlamina gelir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki istisna bildiren timceleri 6zdeslik mantiginda sembollestiriniz.
1. Ali"den bagka herkes Behget'i sever.

2. Ali'yi yalmz Behget sevmez.

3. Ali kendinden baska herkesten nefret eden tek kisidir.

19.3.2 En Ustiinliik Bildiren Tumceler

“En akilli”, “en uzun”, “en geng” gibi nitelemeleri dile getiren timcele-
re en ustiinlik bildiren tiimce denir. Ornek olarak en Ustiinlik bildiren

(1) Ali simifin en ¢aligkan ogrencisidir
timcesini 6zdeslik mantiginda sembollestirelim. (1)'in sembolik kargihg
(2) (Ali: a, sinifin 6grencisidir: S, daha ¢aliskandir: )
sembollestirme bigimi geregi
(3) Sa A Vx[(Sx A x #a) > Cax]
dir.
Ikinci 6rnek olarak en Ustinlik bildiren bir timcenin degillemesi
(4) Ali simfin en caliskan ogrencisi degildir

tumcesini 6zdeglik mantiginda sembollestirelim. (4)’lin (2) sembollestirme
bicimi geredi sembolik karsihg

(5) ~[Sa A Vx[(Sx A x # a) — Cax]]
yani
(6) ~Sav Ix(Sx A x#a A ~Cax)
dir.
Ugiincii 6rnek olarak nicelenmis en Gstiinlik bildiren bir tiimce olan
(7) Al simfin en ¢ahgkan 6grencilerinden biridir

tumcesini sembollegtirelim. (7)’nin (2) sembollestirme bigimi geregi sembo-
lik karsihgi
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(8) Sa A Vx(Sx — ~Cxa)
dr.
Son olarak
(9) Ali sinifin en galigkan 6grencilerinden biri degildir
timcesini sembollestirelim. (9)'un (2) sembollestirme bicimi sembolik kars-
g
(10) ~[Sa A Vx(Sx — ~(Cxa)]
yani
(11) ~Sa v Ix(Sx A Cxa)

olur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki en ustunlik veya en nitelenmis en Ustiinlik bildiren timcele-
ri 6zdeslik mantiginda sembollestiriniz.

1. Ali bu kentin en zenginidir.

2. Ali bu kentin en zengini degildir.

3. Ali bu kentin en zenginlerinden biridir.

4. Ali bu kentin en zenginlerinden biri degildir.
5

. Ali sinifin en ¢aliskan 6grencisidir ama en uzun boylu olani degildir.

19.3.3 Sayisal Tiimceler

Sayisal tiimceler asagida gosterilen bi¢cimlerde olan sayisal ozelliklere ilig-
kin timcelerdir.

(i) EnaznFvardr (nz1)
(i) Eng¢oknFvardir. (n2>1)
(iii) n’den az F vardir. (nz1)

(iv) n‘dencgok Fvardir. (n=>1)
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(v) Tam n F vardir. (n21)
(vi) n Fvardr. (n21)
Ornegin
(1) Sinifta en az iki galiskan 6grenci vardir.
(2) Ali‘nin en ¢ok 32 disi vardr.
(3) Gunegin 10°dan az gezegeni vardrr.
(4) Kentte birden ¢ok otel vardir.
(5) Hem cift hem asal olan tam bir dogal say: vardir.
(6) 12 ay vardur.
sirasiyla (i)-(vi) bigimlerinde olan timcelerdir.
(i) bigimindeki timceler n = 1 durumunda
(i-1) IxFx
bigiminde ve n 2 2 durumunda
(i-2) IxIxy oo IX(FXq A FXy Al AFXL A (X # X Z .0 # X))
bi;iminde ozdeslik mantiginda sembollegtirilir.
(ii) bigimindeki timceler
(ii") degil (en az n+1 F vardir)
anlamina gelir (ii’).
(i) ~3xq3x; o X (FXg A FXy ACAFX g A (X # X # o0 2 X 11))
ile esdegerdir.
n =1 durumunda
(7) En ¢ok bir F vardir

timcesi

* Bu ve benzeri sembollestirmelerde “=” ikili yiklemini bu yiklemin gegislilik 6zelligi varm#
gibi kullandik. Ornek olarak, (x; # x, # x3) gibi bir ifadeyle anlatmak istedigimiz ((x; # x3)

A (x5 # X3) A (Xy # X3)) oldu§udur.
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(8) VX Vx,[(Fxq A Fx3) =X = X,]
anlamina, n = 2 durumunda da
(9) En ¢ok iki F vardir

timecesi

anlamina gelir.
(iii) bicimindeki tUmceler,
(ii") En az n F yoktur.

veya

([ii”) ~3Ixq..3xa(FX AA FXQ A (X 2 X5 # .0 2 X))

anlamina gelir.
n =1 durumunda (iii)
(11) En az bir F yoktur.
bigimini alir. (11) ise
(12) ~3xFx
veya
(13) Vx~Fx
anlamina gelir.
(iv) bigcimindeki timceler
(iv') En ¢ok n F yoktur
anlamina ve dolayisiyla
(iv") En az n+1 F vardir

anlamina, yani

(v ) 3xq oo I (FXy A A FXppq A (X # X # o # X0,1))

anlamina gelir.
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Goruldigu gibi (i), (iii) ve (iv) bicimindeki timceler (i) bicimine dayana-

a H

rak tanimlanabilir. Nitekim “en ¢ok n F vardir”, “en az n+1 F yoktur” anla-

M"non

mina, “n’den az F vardir”, “en az n F yoktur” anlamina ve “n’den ¢ok F var-
dir”, “en az n+1 F vardir” anlamina gelir.

(v) bicimindeki timceler ile ayni anlama gelen (vi) bigimindeki tiimceler
(v') En az n F vardir ve en ¢ok n F vardir
anlamina dolayisiyla

(v") 3xq o 3x(FXy AvA FXQ A Xy £xp# o 2 X)) A ~3xq .. 3xp,1(Fx,
A AFXL A (X #E Xy £ # X041))

anlamina gelir. Ornegin
(14) Tam bir F vardir
tumcesi
(15) 3xFx A VxVy[(Fx A Fy) - x =]
anlamina gelir. (15) 6nermesi ise 6zdeslik mantiginda denetlendigi gibi
(16) 3Ix[Fx A Vy(Fy — x =y)]
ile egdegerdir. (16) ise
(17) Iyvx(Fx & x =Yy)
ile egdegerdir. Ornegin (5) timcesi
(18) 3yVvx[(x dogal sayidir A x gifttir A x asaldir) & x = y]
bigcimine donusturdlebilir. (14) yerine
(15 3xFx
de yazilir. “3!x” niceleyicisi “dyle bir tek x vardir ki” bi¢iminde dile getirilir.

“Sayisal timce” teriminin anlamint genisleterek (i) — (vi)’'ya dayanarak
olusturulan biitiin timcelere sayisal tiimce diyoruz. Ornegin

(19) Tam bir asal ¢ift say! vardir o da 2'dir

tumcesi
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(20) Jy[Vx (x asal ¢ift sayidir & x =y) Ay = 2]
bigimine donustirilebilir. Genel olarak
(21) Tam bir F vardir o da G’dir
tumcesi
(22) 3y[Vx(Fx & x =y) A Gy]
biciminde sembollestirilir. (21)’i bir de
(23) 3xFx A ¥x(Fx — Gx)
bicimine donisturebiliriz. (21) timcesi (genis anlamda) bir sayisal timcedir.

Sayisal onermeler klasik mantigin mantiksal karesinin kargi olum yasala-
rina benzeyen yasalara uyarlar. Sayisal 6nermelere iliskin mantiksal kare asa-
gida gosterilmistir.

I. n"den ¢ok F vardir. ll. n’den az F vardir.

M. En az n F vardr. IV. En ¢ok n F vardir.

Lile Il kargit, 111 ile IV alt kargit, | ile IV celisik, 1l ile Il gelisik, M, I'in altid:
ve IV, II'nin altigidir. Yani agagidaki onermeler 6zdeslik mantiginda gecerli-
dir.

(24) n’den ¢ok F vardir - ~(n’den az F vardir)

(25) En az n F vardir v En ¢ok n F vardir.

(26) n’den ¢ok F vardir & ~(En ¢ok n F vardir)

(27) n’den az F vardir & ~(En az n F vardir)

(28) n’den ¢ok F vardir — (En az n F vardir)

(29) n’den az F vardir —» En ¢ok n F vardir



ALISTIRMALAR

Asagidaki sayisal timceleri 6zdeslik mantiginda sembollestiriniz.
1. Ali'nin en az iki kitabi vardir.

2. En ¢ok bir baskan vardir.

3. Ali'nin en az iki kardesi ve en ¢ok ug¢ kardesi vardir.

4

Kurulun ikiden gok Uyesi varsa bunlardan biri bagkan olur.

19.3.4 Tekil Betimlemeli Tiimceler
Tekil betimlemeler ve kisaca betimlemeler
(1) LxA(x)
bicimindedir. (1), “A(x)’i gergekleyen tek x” olarak okunur.

Betimleme degismezi denilen “ (” isareti 6zdeslik mantigina eklenerek be-
timlemeli 6zdeglik mantigi elde edilir. Betimlemeli 6zdeslik mantiginda

(2) G(ULxFx) =3y [Vx (Fx & x =y) A Gy] v [-3y VX (Fxx = y)
" AG(Lz~z =2)]

esdegerligi dogrudur. (2) Esdederligine dayanarak icinde bir betimleme ge-
¢en her onerme, icinde betimleme gegmeyen ve 6zdeslik mantidi diline ait
bir dnermeye donustirulebilir.

3) IyVVx(Fx o x=y)

onermesine (1) betimlemesinin biriciklik kosulu denir. Bu kosul “Fx” agik
onermesinin bir tek birey tarafindan gergekledigini dile getirir. Nitekim

(4) IxFx=3yVx (Fx @ x=y)

(3) kogulu yerine gelmezse (1) betimlemesi
(5) Lz~z=1z2

betimlemesiyle 6zdes olur. Yani

(6) ~yVIx(Fxeox=y)eo (LxFx= Lz~z2=2)
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elde edilir. (5) betimlemesi uzlagimla iste§e bagh olarak secilen bir bireyi
gosterir. Ornegin dilde “sifir” adi varsa (5) betimlemesi sifir sayisini gosterir.
O zaman da “G” ylklemi sifir'in bir 6zelligini dile getirirse

(7) G(Lz~z=2)

dogru olur, eger “G” yuklemi sifir'in bir ozelligini dile getirmezse (7) yanlig
olur.

Simdi i¢inde betimlemeler gecen tumcelerin betimlemeli 6zdeglik man-
tiginda sembollestiriimesini ele allyoruz. Birinci 6rnek olarak

(1) Ali kendisini seven tek kisiyi sever
timcesini sembollegtirelim. (1)'in sembolik karsihg
(2) (Ali: a, Kisidir: K, sever: S)
sembollestirme bigimi geregi
(3) S[a, Lx (Kx A Sax)]
dir. Nitekim
4)  Lx(Kx A Sax)
betimleri
(5) Ali'nin sevdigi tek kisidir
anlamina gelir. Buna gore (3),
(6) Ali, Ali'nin sevdigi tek kisiyi sever
timcesinin ve dolayisiyla (1)'in sembolik karsthgidir
Ikinci 6rnek olarak
(7) Sinavin en zor sorusu hig¢ kimse tarafindan ¢6zidlmemistir
tumcesini ele alalim. Sembollestirme bigimi olarak

(8) (x bir kisidir: Kx, x bir sinav sorusudur: Sx, x, y’den zordur: Zxy, x,
y tarafindan ¢ozilmustir: Cyx)

bicimini segiyoruz. lkili yiiklemler bakimindan kolaylik sagladig icin, (8)
sembollestirme biciminde bagsiz degiskenler kullandik.)
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(9) En zor sinav sorusu
tekil teriminin (8) sembollestirme bicimi geregi sembolik karsiigi
(10) Ux[Sx AVY[(Sy Ay #x)— Zxy]]
dir. Buna gore (7) timcesinin (8) geregi sembolik karsihg
(11) Ux [Kx = ~Cx [Lx [Sx A VY [(Sy Ay # x) — Zxy]]]]
drr.
Uclincii 6rnek olarak
(12) En blyuk pozitif tamsay: yoktur
tumcesini sembollestirelim.
(13) (Bxy: x y’den buyiuktur, Px: x pozitiftir, Tx: x bir tamsayidir)
sembollestirme bicimi geregi
(14) En blyuk pozitif tamsay)
tekil terimi
(15) Lx[Tx APx A VY [(Ty APy Ay #x)— Bxy]]

biciminde sembollestirilir. Ote yandan “a” herhangi bir tekil terim oldugun-
da

(16) a yoktur
tumecesi
(17) a var degildir
anlamina gelir.
(18) avardir
tumcesi ise (varlik mantiginda gosterildigi gibi)
(19) 3Ix (x = a)
biciminde sembollestirilir. O halde (16)
(20) ~3x (x = a)
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bigiminde sembollestirilir. Buna gore (12)'nin (13) sembollegtirme bicimi
geregi karsihgi

(21) ~3y [y = Lx [Tx A Px A VY [(Ty A Py Ay # x) — Bxy]]]
drr.

ALISTIRMALAR

Asagidaki timceleri betimlemeli 6zdeslik mantiginda sembollegtiriniz.
1. Resat Nuri Guntekin Calikugu’nun yazandir.

2. Cahkusu’'nun yazan Yaprak Dokimi'nun yazandir.

3. lik Babil Krali ilk Asur Kralindan 6nce yasamistir.

4. Biricik asal ¢ift dogal sayi Ugten kuguktar.
5

. Ali'nin en kugik ¢ocugu kizdr.

20. MANTIK FELSEFESI
20.1 MANTIK FELSEFESININ KONUSU
20.1.1 Ozel Bilimlerin Felsefesi

Her 6zel bilimin bir bilim felsefesi bulundugu gibi, bagimsiz bir bilim da-
Il olarak mantigin da bir bilim felsefesi, yani mantik felsefesi olmalidir. Ama-
amiz mantik felsefesinin belli bagh sorunlarini kisaca ortaya koymaktir. An-
cak daha once genel olarak bilim felsefesine ve 6zel olarak mantik felsefesi-
ne niye gereksinme oldugunu arastirmakta yarar vardr.

Herhangi bir bilim dalinda o bilime 6zgi terimleri kapsayan birtakim
onermelerin dogrulugu ileri surulur. Kullanilan terimlerin anlami aydinlatilir,
ileri sirilen onermelerin de dogrulugu temeltendirilir. Ancak bir terimin an-
lamini aydinlatmak i¢in anlami daha 6nce aydinlatiimig olan bagka terimle-
re ve bir onermenin dogrulugunu temellendirmek i¢in dogrulugu daha o6n-
ce temellendirilmis bagka onermelere gerek vardir. Kisir dongu veya durma-
dan gerilemeye dugsmemek icin anlami sezgisel olarak apacik olan ilkel oner-

337



meler, yani ilkelere bagvurmak kagimilmaz bir zorunluluktur. Nitekim cesitli
bilim dallarinda ilgili bilim adamlar toplulugunun, lzerinde anlastiklan bir-
takim temel kavramlan ve ilkeleri paylastiklarini ve tim bilimsel ¢alismalar-
ni bu ortaklasa kabul ettikleri temel kavram ve ilkelere dayandirdiklarini goz-
lemliyoruz. Thomas Kuhn’a gore bilimi bilim yapan ayirt edici bir 6zellik, bi-
lim adamlari toplulugunun temel kavramlar ve ilkeler Uzerine anlagmalandir.
Ancak bu tirli anlasmalar siiresiz degildir. Kuhn’un olagan bilim dedigi su-
rec ile sinirflanmigtir. Nitekim bilimsel etkinlikler ne denli basarili olurlarsa ol-
sunlar éene de birtakim aykiriliklarin (anomaliler) ortaya ¢iktigini goriyoruz.
Bu durumda normal bilim sireci bir bunalim donemine donugip bilim
adamlan toplulugunda temel kavramlar ve ilkeler (zerindeki anlagma ve go-
rug birligi zayiflayarak yerini gittikge artan anlasmaziik ve ¢atismalara birakr.
Kuhn’un olagandisi bilim dedigi bu suregte bilim adamlar toplulugunda es-
kiler ile uyusmayan yeni temel kavramlar ve ilkeler (yani yeni bir paradigma)
ortaya konulur. Temel kavramlar ve ilkeler olagan bilimin yontemleriyle de-
gerlendirilemediginden, eski ile yeni paradigmalar arasi se¢im olagan bilim-
de yapilamaz. Bu agamada bilim ile felsefe ve genellikle serbest kurgu (spe-
kllasyon) arasindaki sinir kalkmistir. Iste belli bir bilim dalina 6zgii bilim fel-
sefesinin islevi, bilimin yontemleriyle degerlendirilemeyen temel kavramlari
ve ilkeferi inceleyip secenekler arasinda akla uygun secimler yapilabilmesini
saglamaktir.

20.1.2 Mantik Felsefesi

Genel olarak bilim felsefesi hakkinda soyledikierimize dayanarak mantik
felsefesinin amacinin mantik biliminin temel kavramlarini aydinlatmak ve il-
kelerini temellendirmek oldugunu soyleyebiliriz. Ancak tim ilgililerin gorus
birligini saglayacak tek ¢oziimler beklememek gerektigini akildan ¢ikarma-
mak gerekir.

Mantik felsefesinin belli basli sorunlarini ortaya koymak i¢in mantik bili-
minin en onemli temel kavramlarini ve ilkelerini belirtmeliyiz. Mantik kaba-
ca dogru dusunmenin bilimidir. Duginmenin kendisini psikoloji inceler,
mantik ise yalnizca disinmenin dogrulugunun veya daha belirgin olarak,
disinmenin en onemli siireci olan akil yuratmenin gecerlilik kurallarini or-
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taya koymayi amaglar. Cagdag sembolik mantikta bu gecgerlilik kurallan ce-
sitli matematiksel sistemler olarak dile getirilmistir. Tipki Euclides, Lobatc-
hevski ve Riemann geometri sistemleri gibi, birbiriyle bagdagsmayan mate-
matiksel mantik sistemleri kurulmustur. Ancak bir matematik dali haline ge-
len glinimizin mantik bilimi ¢ercevesi icinde rakip mantik sistemlerini de-
gerlendirip bunlar arasinda akilci bir secim yapmak olanaksizdir. Iste boyle
bir islem ancak karsilastirilan rakip sistemlerin digina ¢ikarak mantik felsefesi
agisindan yapilabilir. Bu amagla her disiinlr dogru duglinme ve gegerii akil
yiritme hakkindaki kisisel sezgileriyle onerilen rakip mantik sistemleri ara-
sinda bir karsllagtirma yaparak hangisinin sezgilerine daha uygun oldugunu
arastinr ve boylece birin secer. Ancak ayn duslinirlerin sezgileri birbiriyle
uyusmayabildiginden dolayi, rakip mantik sistemler secebilirler. Mantik fel-
sefesinde tanik oldugumuz bu celiskili se¢imleri dogal karsilamak gerekir.

Mantigin baslica ilkelerine gelince, bunlar 6zdeslik, celigkisizlik ve GgUn-
cu gtkkin olmazlig ilkeleridir. Mantik ilkeleri denilen bu ilkeler mantik felsefe-
sinde tartisma konusu olmaktadir.

20.2 MANTIK FELSEFESININ SORUNLARI

20.2.1 Mantigin Temel Kavramlari
20.2.1.1 Mantik Nedir?

Mantik felsefesinin en dnemli sorunlarindan “mantik nedir?” sorusuyla il-
gilenelim. Mantik, dogru disinmenin yontemi veya dogru duginmenin ku-
rallarint konu edinen bilim olarak tanimlanir. Dogru distinmenin kurallari ise
akil yurutmeyi dile getiren cikarimiarin gegerliligini belirleyen kurallardir. Bu-
na gore mantik bir bakimdan bir yontem bir bakimdan da bir bilim’dir. Man-
tik bir yontem olarak obur bilimlere yardimci olarak uygulanir. Buna karsilik
mantik bir bilim olarak ele alindi§inda obir bilimlerden bagimsiz sayilir.

Bitiin bilimler yontem olarak mantigi kullanir. Mantgin tek yontemi
mantiktir. Doga bilimlerinin yontemi ise deneysel yontem ile mantiktan olu-
sur. Bazi mantik¢ilar mantigr “dediktif mantik” (timdengelimli mantik) ile
“tumevarimli mantik” olmak izere ikiye ayirr.
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Dedliktif mantik kesin sonuglu ¢ikarimlara dayanan mantik dah, tumeva-
riml mantik ise olasili sonuglu ¢ikanmlara dayanan mantik dalidir.

Burada “mantik” terimini tek bagina hep dediiktif mantik anlaminda kul-
laniyoruz. Timevarimh mantigi ise yalniz mantigin olasilik kurami ve doga
bilimlerinin mantiksal yapisina uygulamasinda ele aliyoruz.

Dikkat edilirse matematikte kullanilan “timevarim yontemi” denilen
yontem ashnda salt deduiktif mantia dayal bir yontemdir. Olasilik kurami
da salt dediiktif mantiga dayali bir bilim dalidir. (Ancak olasilik kavrami ola-
st yani timevarimli ¢tkarimlara uygulanir.) Doga bilimlerinde kullanilan ge-
ligmig timevarnmli yontem olan varsayimli deduktif yontem salt tumevanm-
hh bir yontem olmayip dediiktif mantiga da dayahdir. Boylece deddktif man-
tigin timevanmli mantikta da kullanildigini séyleyebiliriz. Bu nedenle de-
duktif mantik temel mantiktir. Timevarimh mantik ise mantigin olasil ¢ika-
rimlara uygulanmasidir.

Imdi dogru diisinme ve gegerli akil yuriitmenin kurallaniyla ilgili sezgisel
kavramlarimiz modern mantikta matematiksel sistemler halinde dile getiril-
migtir. BOylece kurulan en basit mantik sistemleri iki degerli nermeler man-
tigr olmustur. Obiir mantik sistemleri ise bu iki sistemin ya genisletiimis bici-
midir ya da bunlarla bagdagmayan rakip sistemlerdir. Ornegin 6zdeslik man-
tigs, kiplik mantig: ve bilgi mantig onermeler mantigs ile niceleme mantg-
nin genisletilmis bicimleridir. Buna kargilik varlik mantigi ve ¢cok degerli man-
tik onermeler mantigi ve niceleme mantigi ile rakip olan sistemierdir.

Rakip mantik sistemleri birbiriyle bagdagmayan sezgilerin urinudur. Bu-
na karsilik bir sistemin genislemesi dayandigr sezgilerle bagdasabilir. Mantik
felsefesi agisindan rakip sistemler arasinda bir secim yapmak gerekirken, sis-
temin geniglemesi durumunda eski sistem yeni sistem ile birlikte (onun bir
bolimd olarak) varigini sirdirebilir. Ornegin Aristo’nun tasimlar mantigi
birli niceleme mantiginin 6zel bir bolimi olarak gegerliligini koruyabilmis-
tir. Buna kargilik iki degerli onermeler mantig ile ikiden ¢ok degerli onerme-
ler mantig sistemleri rakip mantik sistemleridir. Bunlardan birini dburlerine
yeglemek gerekir. Genel olarak birbiriyle bagdagmayan mantik sistemlerin-
den yalniz birinin tek gecerli sistem olarak secilmesini 6ngéren yaklagima
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tek¢ci mantik felsefesi denir. Buna kargthk farkh dugtinme alanlarinda apayn
mantik kurallarinin gegerli oldugunu, dolayisiyla birbiriyle bagdagsmayan bir-
den ¢ok mantik sisteminden herbirinin yasaya uygun bir uygulama alani ol-
dugunu savunan goruse ¢ogulcu mantik felsefesi denir. O zaman da tekgi ile
¢ogulcu mantik felsefesi goriisleri arasinda bir se¢cim yapmak gerekir. Biz bu-
rada ¢ogulcu mantik felsefesi gorlislini benimsiyoruz.

20.2.1.2 Onermeler

Duglinme birimleri olan yargilar bildirsel tiimcelerle dile getirilir. Glinliik
dil timcelerden olusur. Bildirisel timceler kullanildiklan baglamdan bagim-
siz olarak belirsiz veya ¢ok anlamlilik tagirlar. Belirsizlik tagiyan bir timcenin
dogruluk degeri yoktur, ¢ok anlamlilik tagiyan bir timce ise hem dogdru hem
yanhstir. Ornegin

(1) Yagmur yagtyor
timcesi ne dogru ne yanlistir. Ancak belli bir yer ve zamanda kullandigimiz-

da belli bir dogruluk degeri olur. O halde “yagmur yagiyor” timcesi bag-
lamdan bagimsiz olarak belirsizlik tastyor.

Ote yandan
(2) Ali keman calar

“calar” s6zcugunin tagtyabildigi ayr anlamdan dolayi ¢ok anlamMlidir. Nite-
kim “keman ¢almak” s6ziinin keman kullanmak ile “keman hirsizhg@ini yap-
mak” gibi apayn iki farkh anlami vardir. “Ali” bir kemancinin ad ise, “(2)
tumcesi “calar” sozcigunin birinci anlami geregi dogru, ikinci anlami gere-
gi ise yanlstir.

Mantikta belirsizlik ve ¢ok anlamhliktan kurtulmak igin bildirsel timce ye-
rine onun karsiigi olan tek ve belirli anlaml énerme kullantir. Onermenin
tek bir dogruluk degeri vardir. Ornegin (1) tiimcesi belli bir yer ve zamanda
kullanildiginda bir anermeyi dile getirir. Bu 6nermenin belli bir tek dogruluk
degeri vardir. Onermenin iliskin oldugu yer ve zamanda yagmur yagryorsa
onerme dogrudur. Yoksa yanhstir. Ote yandan (2) timcesi
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(3) Ali keman kullaniyor
ile
(4) Ali keman hirsizhgi yapiyor

bi¢iminde dile getirilebilen iki ayn énermeyi dile getirir. Bu onermelerin be-
lirlenmesi igin “Ali” s6zcigunin kimin adi oldugu da belirlenmelidir. O za-
man da (3) ile (4) onermelerinden her birinin dogruluk degeri belli olur.
“Ali” dirist bir kemancinin adi oldugunda (3) dogru ve (4) yanhstir.

ALISTIRMALAR

Ug farkh belirsizlik ve Ug farkh ¢ok anlamlilik 6rnegini gosteriniz.

20.2.1.3 Onsel, Zorunlu, Coziimsel Onermeler

Dogru oldugu goézlem ve deneye bagvurmadan saptanabilen bir oner-
meye onsel Gnerme (veya a priori onerme), dogru oldugu ancak gozlem ve
deneye bagvurarak saptanabilen bir 5nermeye de sonsal 6nerme (veya a pos-
teriori 5Snerme) denir. Ornegin yagmur yagan bir yer ve zamanda 6ne siri-
len

(1.) Yagmur yagiyor
onermesi sonsaldir. Ote yandan
(2) Higbir bekar evli degildir.
ile |
(3) Ali bekardir veya Ali bekar degildir

onermeleri onseldir. Her ikisinin de dogru oldugunu gozlem ve deneye bas-
vurmadan saptiyoruz.

BUtin mumkin dinyalarda dogru olan 6nermeye mantik¢a zorunlu
onerme denir. Onsel dnermeler mantik¢a zorunludur, mantik¢a zorunlu
onermeler de dnseldir.

Bir onermenin dogru oldudu yalniz onu olusturan terimlerin anlamina
dayanarak saptanabilirse bu 6nermeye ¢6zimsel (veya analitik) denir. Degil-
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lemesi ¢ozimsel olan onermelere ¢elisik denir. Ne ¢6zimsel ne gelisik olan
onermelere de biresimsel veya (sentetik) denir. Ornegin (2) ile (3) ¢ozimsel
onermeler bunlarnin degillemesi de ¢elisik onermelerdir. (1) onermesi ise
biresimseldir. Her ¢6ziimsel 6nerme énsel ve mantikga zorunludur. Ote yan-
dan her onsel onermenin ¢ozimsel olup olmadigi tartisma konusu olmus-
tur. Kant’a gore biresimsel onsel onermeler vardir. Kant aritmetik ile
geometrinin dogrularinin biregimsel onsel onermeler olduklarini savunmus-
tu. Ornegin Kant'a gore

4) 7+5=12

aritmetik dogrusu biresimsel onseldir. Buna karsihk Frege ve Russel’e gore
matematigin dogru onermeleri onseldir. Biz burada butin onsel onermele-
rin ¢ozimsel oldugunu, dolayisiyla onsel énermeler kimesi, mantik¢a zo-
runlu onermeler kiimesi ve ¢o6zimsel dnermeler kiimesinin birbiriyle 6zdes
oldugunu kabul ediyoruz. Buna gore ¢6ziimsel onermeleri §0yle siniflayabi-
liriz.

(i) Mantik¢ca dogru onermeler

Bu tirlu onermeler gecerli bir sembolik ¢ikarimin yerine koyma ornegi
durumundadir. Ornegin (3) onermesi mantik¢a dogrudur.

(if) Matematik dogrular

Bu tiirli 6nermeler bir matematik kuraminin énermeleridir. Ornegin (4)
bir matematik dogrusudur.

(iii) Mantik¢a dogru veya matematik dogrusu olmayan ¢6ztimsel 6nermeler
Ornegin (2) 6nermesi ve
(5) Higbir cismin yizeyi butuniyle hem kirmizi hem yesil degildir.

onermesi bu tlrdendir. (Bazi filozoflar matematik onermeleri ve (5) gibi
onermelerin ¢6ziimsel degil, biresimsel onsel dnermeler oldugunu savun-
mustur.)

Cozumsel onermeler mantikga dogru 6nermeler ile mantik¢a dogru olma-
yan onermeler olmak lizere ikiye ayriir. Ornegin (3) dénermesi mantikga
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dogru, (2) onermesi ise mantikga dogru olmayan ¢ézumsel bir onermedir.
Mantik¢a dogru onermeler gegerli bir sembolik 6nermenin yerine koyma or-
negidir. Ornedin mantik¢a dogru olan (3) dnermesi gegerli

6 pv-p

sembolik onermesinin bir yerine koyma ornegidir.

ALISTIRMALAR

Cozumsel, gelisik ve biresimsel onermelere licer 6rnek veriniz.

20.2.1.4 Cikanmlarin Gegerliligi

n-li ¢tkarim, n sayida énciil denilen 6nerme ile sonug denilen bir 6nerme-
den olusur.

A,,...A,, B onermeler oldugunda deduiktif (tumdengelimli) gikarnim
1) Ay.LA, B

biciminde, timevarimli (olasili) ¢tkanm da
(2 Ay, - Olasilikla 8

bicimindedir. “Cikarim” terimini tek bagina “deduktif ¢ikarm” anlaminda
kullaniyoruz.

n = 0 sinir durumunda (1) ¢ikarimi
3) -~ B

bigimini alir. (3) ¢ikarimina énciilsiiz ¢ikarim diyoruz. Onciilsiiz ¢ikarimin ge-
cerli olmasi sonucun tek basina gecerli olmasi demektir.

Imdi

(4) Ali bekardir .. Ali bekardir veya Ali kumraldir
ile

(5) Ali bekérdir ... Ali evli degildir

¢ikarimlanini g6z oniine alalim. Her iki ¢ikarimda tam guvenilirdir. Yani on-
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cil dogru ise sonug kesinlikle dogrudur. Ancak aralarinda onemli bir fark var-
dir. (4) ¢ikarimi

(6) (Ali bekardir: p, Ali kumraldir: q)
sembollestirme big¢imi geregi
7 p.pvq
biciminde sembollestirilir. Oysa (5) ¢ikanimi onermeler mantiginda
(8) (Ali bekardir: p, Ali evlidir: r)
sembollestirme bi¢imi geregi
9) p..-r
biciminde sembollestirilir. Niceleme mantiginda ise
(10) (Ali: a, bekardir: F, evlidir: G)
sembollestirme bigcimi geregi
(11) Fa .. ~Ga
biciminde sembollegtirilir. (7) sembolik ¢cikanimi gecgerli, (9) ile (11) sembo-

lik cikanmlan gecersizdir.

Imdi glinlik dildeki (4) gikarimi, gegerli olan (7) sembolik gikariminin ye-
rine koyma ornegidir. Bu nedenle (4)’in gegerli oldugunu soyleyebiliriz. Bu-
na karsihk gunlik dildeki (5) ¢ikarimi, higcbir gecerli sembolik ¢ikarimin bir
yerine koyma 6rnegi degildir. Bu nedenle (5) ¢ikarimini (mantikg¢a) gecersiz
saymaltyiz. Oysa (5) ¢ikarimi tam giivenilir bir ¢rkanmdir. Onciilii dogru ol-
dugu durumlarda sonucun dogru oldugunu kesinlikle soyleyebiliriz. Nitekim

(12) Ali bekardir — ~(Ali evlidir)
onermesi onsel, mantik¢a zorunlu ve ¢ozimsel bir onermedir. Ama (12)
onermesi mantik¢a dogru degildir.

Genel olarak (1) biciminde bir ¢ikarim verildiginde

(13) Ay A..AA) > B

cikanmi ¢ozumsel ise, (1) ¢ikanimina ¢oziumsel ¢ikarim diyoruz. Eger (1) cika-
nmi gegerli ise (13) onermesi mantikga dogru olur, (1) ¢ikanmi gegerli de-
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ilse (13) onermesi mantikca dogru olmaz. Buna gore ¢6zimsel ¢ikanmilari
gecerli cikanimlar ile gegersiz ¢6ziimsel ¢ikanmlara ayinnz. Ornegin (5) cika-
rimi gegersiz ¢6zimsel olan bir ¢ikanimdir.

Dikkat edilirse (5) gibi tam glivenilir bir ¢ctkarim igin “gegersiz” terimini
“mantik¢a gegersiz” anlaminda kullaniyoruz. (5) ¢tkannminin (mantikga) ge-
cersiz olmasi, sonucun onculden mantik kurallarina dayanarak turetileme-
mesinden kaynaklanir.

ALISTIRMALAR

Gegersiz ¢ozimsel ¢ikarimlara ug farkl ornek gosteriniz.

20.2.1.5 Gegerlilik ve Mantik Degismezleri

Bir mantik sisteminde gegerlilik, bu sistemdeki mantik degismezlerine
baghdir. Nitekim:

Bir 6zel degismez, mantik degismezi olmayan degigmez demektir.

Bir cikanimin sembolik karsihgi, bu ¢ikannmda gecen 6zel degismezlerin
yerine birer temsilci harfin konulmasiyla elde edilen sembolik ¢ikarim de-
mekdir.

Bir ¢ikarimin gegerli olmasi, bu ¢ikarimin en az bir sembolik karsihginin
gecerli olmasi demektir.

A;,..., A, .. B bicimindeki bir gtkanimin, belli bir mantik sisteminde gecer-
li olmasi, o mantik sistemine ait y gibi herhangi bir yorumlama igin,

A,,..., A, oncdllerinin y yorumlamasinda dogru oldugu durumlarda B so-
nucunun da y yorumlamasinda dogru olmasi demektir.

Bir sembolik ¢ikarim, 6nerme, ad, ylklem, islem isareti gibi 6zel degis-
mez temsilcileri ile mantik degismezierinden olusur. Her mantik sisteminin
kendine 6zgi mantik degismezleri vardir. Ornegin 6nermeler mantiginin
mantik degismezleri, iki degerli dogruluk fonksiyonu durumundaki 6nerme
eklemleri, niceleme mantiginin mantik degismezleri, Gnermeler mantiginin
mantik degigmezleri ile niceleme isaretleridir. Her mantik sisteminin tanimin-
da sistemme ait olan mantik degismezleri belirtilir. Ancak mantik degdismezle-
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rinin genel bir tanimi, butin mantikgilarca kabul edilmis ayirt edici ozellik-
leri henlz ortaya konulmus degildir. Biz burada bir 6neri olarak mantik de-
gismezlerinin bir ayirt edici dl¢iitiini dile getiriyoruz. Onerdigimiz ayirt edi-
ci 6l¢iit mantik dedigmezlerinin seg¢imini dilin ¢6zimsel ¢ikarimlarina dayan-
dinyor.

Onerdigimiz ayirt edici 6l¢liti soyle acikliyoruz. Bir yorumlanmis dil

e Y Y Kr,fﬁ,M>
biciminde bir siralanmig 7-lidir. A dilin degismezlerinin kiimesi, ¢ dilin 6ner-
melerinin kiimesi, &/dilin mumkin yorumlamalarinin kiimesi, ¢, olagan yo-
rumlama, Kr koruma bagintisi dedigimiz bir baginti, t ¢6zumsel icerme ba-
gintist ve M dilin mantiksal degismezlerinin kiimesidir.

Kullandigimiz s6z eden dile ait degiskenleri asagidaki cizelgede gosteri-
yoruz.

la | ¢ | ¥
Ogeler | & A B a, b, ¢,
Alt kimeler r K, L Yr

Bu ¢izelgeye gore & degiskeni A’nin 6geleri olan degismezleri, I" degiskeni A
nin alt kiimelerini, A, B degiskenleri ¢’niin 6gesi olan dnermeleri, K, L
degiskenleri @’'niin alt kimelerini a, b, ¢, degiskenleri @/'nin 6gesi olan yo-
rumlamalari ve ¢ degiskeni €/'nin bir alt kiimesini g0sterir.

Buna gore ¢KrI, ¢ yorumlamasinin I" alt kiimesine ait degismezlerin an-
lamini korudugunu dile getirir. Ote yandan Kiez A,

K. A
¢ikarimin ¢oziimsel oldugunu dile getirir. Bu durumda K onermeler kumesi-
nin A onermesini ¢6ziimsel olarak icerdigini soyleriz. Buna goére A gibi bir
onermenin ¢6zimsel olmasinin gerekli ve yeterli kogulu

Dtz A
dir. Yorumlanmis dilin asagida belirtilen bazi aksiyomlara uydugunu kabul
ediyoruz.
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Aksiyom 1: (aKrl['; A T, c Tq) = aKrT,

Nitekim a yorumlamasi I'y ‘e ait degismezinin anlamini korursa, I'y in alt
kiimesine ait her degigmezin anfamini korur.

Kr bagintisi yardimiyla I'nin bitin 6gelerinin anlamini koruyan yorum-
lamalarnin kiimesi olan 4-'yi s0yle tammliyoruz.

Tarim 1: Y- = {a: aKrT}

-'ya dayanarak “F=" ile gosterdigimiz I-icerme bagintisini tanimliyo-
ruz.

Tanim 2: K, A'yi I'-igerir ancak ve ancak V[ ¢~ VB(B € K A BZ/'de
dogrudur)] — Ay’de dogrudur]

Tanim 3: A 6nermesi I'-dogrudur ancak ve ancak & = A.
Aksiyom 2: K =z A - K F= A,

Aksiyomn 3:(* Kr é

Yukardaki aksiyom ve tanimlardan asagidaki sonuglar turetilir.
(1) VIV, ([T, cl,- f%z <%,

(2). VI' (€ %)

(3) Vu VI, (Il K »ch)

(4) VI VI, [(T' T, A Al'y-dogrudur) — AT',-dogrudur]
(5) VAVT (AI'-dogrudur — A A dogrudur)

(6) VAVT (AI'-dogrdur — A A - dogrudur)

Tanim 4: T ¢éziimsellik ureticisidir veya kisaca CuU(I") ancak ve ancak
VKVAK = A = K |7 A) ise.

Aksiyom 4: Cu(M)
Nitekim Cu(M)
(7) VKVA (KIG A - KzA)

anlamina gelir. K g7 A ise K'nin A'yr mantikga icerdigini dile getirir. Yani K
v A K = A anlamina gelir. Oysa K |= A dogru ise K |z A’da dogru olur.
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Tarum 5: T etkin’dir ve kisaca Et(I") ancak ve ancak

Ve [pe T—IKVAKEF AAKEG ~A)] ise

Tarim 6: T tam etkin’dir veya kisaca Tet(I") ancak ve ancak
vI' (I c T - EyI))

Aksiyom 5: Tet(M)

¢ bir dogal nesne oldugunda, c’nin kapladig uzay-zaman bolgesinin
koordinatlarinin kiimesi k_ olsun. k., K<x, y, z, t> bi¢iminde siralanmig dort-
lilerin bir kumesidir. x, y, z uzay-zaman bdigesindeki bir noktanin uzay
koordinatlari, t ise ayni noktanin zaman koordinatidir. k_[t],

(8) k. [tl={<x,y, z>:<x,y, 2, t>€ k}

ile tanimlandiginda, k [t] ¢ nesnesinin t anindaki durumunu belirler. Gerek
k. gerekse k [t] bicimindeki degismezler mantiksaldir. Bunlarin kiimesini K
ile gosterelim. K kiimesine yardimci mantiksal degismezler kimesi diyoruz. K
yardimiyla onerdigimiz mantiksal degismezlerin ayirt edici olgiitini soyle
dile getirebiliriz.

9) VI[FcM e [Cu [ uK) A Tet(D)).

Bu olglite gore temel onerme eklemlerinin M kimesinin o6gesi (yani
mantik degismezi) oldugu, buna karsihk “mavidir” ile “daha agirdir” gibi
yiklemlerin M kimesinin o6gesi (yani mantik degismezi) olmadig gosterile-
bilir.

Her mantik sistemi kendi mantik degismezleri tarafindan tek bir bigcimde
belirlenmistir. Nitekim verilen mantik degismezlerinin olagan anlami, siste-
me ait olan sembolik dilin mimkin yorumlamalarinin kimesi ile belirlen-
mistir. Her mimkin yorumlama ise yorumlanmig 6nermelerin dogruluk de-
gerini saptar. Boylece hangi ¢ikanmlarin gegerli, hangilerinin gegersiz oldu-
gu belirlenir. Bu da mantik sisteminin belirtiimesi demektir.

Verilen bir mantik sisteminin mantik degismezlerinin anlamini koruyarak
yeni mantik degismezleri eklemekle geniglemis bir sistem elde edilir. llk sis-
temde gecerli olan her ¢ikarim geniglemis sistemde de gecerlidir. Ama ge-
niglemis sistemde gecerli olan bir ¢ikanm ilk sistemde gecersiz olabilir. Boy-
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le bir sistemi genisletmek hem mantik degismezierinin hem de gecerli ¢ika-
rnmiann cogalmasina yol agar. Ornek olarak 6zdeslik mantigi, niceleme man-
Ozdeglik degismezinin eklemesiyle olusan

"_un

uginin mantik degismezlerine
geniglemis mantik sistemidir.

Ote yandan bir mantik sisteminin mantik degismezlerinin olagan anla-
muni degistirilirse, yani sistemin sembolik dilinin mimkdn yorumlamalar ku-
mesinde bir degisiklik yapilirsa, mantik degismezlerinin anlami degisir. O za-
man da mantik degismezleri ayni olan birbjriyle bagdasmayan iki mantik sis-
temi elde edilir. Ornek olarak iki degerli 6nermeler mantigi ile t¢ degerli
onermeler mantigi, mantik degismezleri ayni olan birbiriyle bagdasmayan
sistemlerdir.

“Mantik degismezi” kavramiyla ilgili baslica mantik felsefesi sorunu,
mantik degismezlerinin tim degismezler kiimesi icinde segilmesini saglayan
ayirt edici bir olgutiin ortaya konulmasidir. Daha once belirtigimiz gibi gu-
nimiize dek mantik degismezleri yalnizca tek tek siralamakla yetinilmistir.
Ortak Ozellikleri, onlan mantk degismezi kilan 6z nitelikleri pek az incelen-
mistir. Hatta (Alfred Tarski gibi) bazi mantik¢ilar mantik degismezleri ile 6zel
degigmezler arasinda higbir 6z ayrnnm olmadigini ve bu ayrtmin az ¢ok keyfe
bagh oldugunu bile ileri sirmuglerdir. Biz ise mantik degismezleri ile ozel de-
gismezler arasinda ¢cok onemli bir ayrim oldugunu savunuyoruz.

20.2.1.6 Dogruluk Degerleri ve Varlik

Cikanimlann gegerliligi onlinde sonunda onermelerin belli yorumlama-
lardaki dogruluk degerine davanir. “Dogruluk degeri” kavrami ise birtakim
mantik felsefesi sorunlarina yol acar. “Dogru” ve “yanlis” dan baska dogru-
luk degerinin bulunup bulunmamasi sorunu, dogru bir onermenin
karsiiginda varlik alanina ait bir olgunun bulunup bulunmamasi sorunu, salt
akil yoluyla onsel olarak bilinebilen dogruluk ile ancak gozlem ve deneyle bi-
linen sonsal dogruluk arasinda bir 6z ayrimin olup olmamasi sorunu gibi.

Birinci sorun iki dederli mantik ile ¢ok dederli mantiklar arasinda se¢im,
ikinci sorun realist dogruluk anlaysi ile anti-realist dogruluk anlayisi arasinda-
ki secim, dglincu sorun onsel sonsal ve ¢ozumsel-biresimsel aynmlariyla ilgi-
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lidir. Dordiinci bir sorun bir 6nermenin mantik¢a dogru olmasiyla ilgilidir.
Gunlik dil veya bilim diline ait bir 5nermenin mantik¢a dogru olmasi gecer-
li sembolik bir onermenin yerine koyma ornegi olmasi demektir. Sorun man-
tikca dogru olan onermelerin karsiidi olan olgularla ilgilidir. Realist goriise
gore her mantikca dogru onermenin kargiigt olarak soyut bir olgu vardir.
Anti-realist gortiste ise boyle soyut durumlar kabul edilmez.

20.2.1.7 Denetleme, Eksiksizlik ve Karar-Verilebilirlik

Mantigin en onemli islemi denetlemedir. Yontem olarak mantik denet-
leme islemlerinden olugur. Denetleme, bir onermenin gegerli veya tutarsiz ol-
dugunu ya da bir ¢tkanimin gecerli oldugunu gosteren bir yontemdir. A =B
gibi bir esdegerligi denetlemek icin A « B kargilikli kosullu 6nermesinin ge-
cerliligi denetlenir. A,,..,A, =B gibi bir icermeyi denetlemek icin de
A, A, - B gikariminin gegerliligi denetlenir. Bir onermenin gegersizligi ve
bir 6nerme kimesinin tutarliig: denetlenemez. Gegersizlik ancak bir yanlis-
layici yorumlama, tutarlilik da bu yanlislayici yorumlama bulunarak gosteri-
lebilir.

En yetkin denetleme bicimi ¢6ziimleyici ¢izelge yontemidir. Bu yonteme
gore {A,,...,A} onermesinin tutarsiz oldugu, baslangi¢c énermeleri A;,..., A,
olan kapali bir ¢oziimleyici gizelge kurularak ispatlanir. A,,..., A, .. B ¢ikari-
minin gegerli oldugu baglangi¢ énermeleri A,,...,A, ~B olan kapal bir ¢6-
zimleyici gizelge kurularak ispatlanir. A 6nermesinin gegerli oldugu da bag-
langig onermesi ~A olan kapali bir ¢dziimleyici gizelgesi kurarak ispatlanir.

Her mantik sistemi, o sistemin mantik degismezlerinin olagan antamini
koruyan yorumlamalar kiimesiyle belirlenir. Sistemin denetleme yontemi
bitiin ve yalniz gegerli onerme ve gikarimlarin gegerli oldugunu gésterme-
li. Bir denetleme yontemi gere@i gegerli olarak belirlenen her onerme ve ¢-
karim gergekten gegerli ise denetleme yontemine saglam denir. Gergekten
gecerli olan 6nerme ve ¢ikarimlarin gegerli oldugunu ortaya koyan denetle-
me yontemine de eksiksiz denir. Bir denetleme yonteminin basarili olmasi-
nin gerekli ve yeterli kosulu saglam ve eksiksiz olmasidir. Cozimleyici gizel-
ge uygulandigr mantik sistemlerinde saglam ve eksiksizdir. Cozumleyici ¢i-
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zelge yonteminin saglam olmasi, kapal ¢ozumleyici ¢izelgenin baglangig
onermeleri kiimesinin tutarsiz olmasina dayanir. Nitekim bir tek baglangig
onermesi varsa bu onerme tutarsiz oldugundan degillemesi gegerli olur. Co-
zumleyici gizelge yonteminin eksiksiz olmasi, tutarli olan sonlu bir 6nerme
kimesi verildiginde, baslangig dnermeleri bu kiimenin 6gelerinden olusan
kapali bir ¢oziimleyici ¢izelgenin bulunmasina dayanr.

Bazi mantik sistemlerinin, ornegin onermeler mantiginin ve birli nicele-
me mantiginin karar-verme yéntemi vardir. Buna karar-verilebilir mantik sis-
temleri denir. Karar-verme yontemi herhangi bir onermenin gegerli veya ge-
cersiz, tutarli veya tutarsiz, bir gkanimin da gegerli veya gegersiz olduguna
karar vermeye yarayan bir yontemidir. Mantik sistemlerinin ¢oguniugu ka-
rar-verilemez sistemlerdir. Ozellikle niceleme mantigi bir biitiin olarak karar-
verilemez bir sistemdir.

Sézeden mantik (meta-mantik) denilen mantik dalinin iglevi gesitli man-
tik sistemlerinin denetleme ve karar-verme yontemlerinin bulunup bulun-
madigini aragtirma ve bulundugu durumlarda bu yontemleri ortaya koy-
maktir.

20.2.2 Mantik likeleri

Ozdegslik ilkesi, yiklemler mantiginda gecerli olan “her F, F dir” ya da
esitlik mantiginda gecerli “a, a ile 0zdestir” (a=a) onermeleri ile dile getirile-
bilir. Ancak her iki gegerli 5nermenin temelinde dilin tek anlamliigy ilkesi bu-
lunur: “Her de@ismez ayn gegislerinde hep ayni anlami tasir”. Eger “F”nin
iki gegisinin anlamlari ayni olmasaydi “her F, F dir” gegersiz olurdu. Ayni bi-
¢imde “a”nin her iki gegisinin ayni anlamlan olmasaydi “a, a ile 6zdestir”de
gecgersiz olurdu. Bu nedenle 6zdeslik ilkesine “tek-anlamlilik ilkesi” denilme-
si uygun olur. Bu ilkeyle ilgili mantik felsefesi sorunlari, mantik sistemlerinde
kullanilan tim degismezlerin anlaminin tim gegislerinde ayni olmasinin ge-
rekip gerekmedigi sorununa dayanir. Ayni olmasi gerekirse, anlami pragma-
tik baglama bagh “ben”, “sen”, “bu”, “o”, “énce”, “simdi”, “sonra” gibi
degismezlere yer verilmemelidir. Oysa son zamanlarda bu turlu degismezle-
re yer veren pragmatik mantik sistemleri kurulmug ve boylece tek-anlamhlik
ilkesi cignenmistir.
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Celiskisizlik ilkesi onermeler mantiginda gegerli olan “(p ve p-degil) de-
gil” ile dile getirilebilir. Ancak bu sembolik onermeyi gecerli kilan daha de-
rin bir ilke “tutarhiik ilkesi” vardir. Tutarhlk ilkesi kabul edilebilir mantik sis-
temlerinin tutarh olmasi gerektigini, yani hi¢ bir 5nermenin hem dogru hem
yanhs degerini ayni zamanda almamasi gerektigini dile getirir. Bu ilkeyi da-
ha genel olarak her 6nermenin belli bir yorumda en ¢ok bir dogruluk dege-
ri oldugu bigiminde dile getirebiliriz. Dikkat edilirse boyle bir tutarsizlik ilke-
si ikiden ¢ok dogruluk degerini dislamadigi gibi, bazi onermelerin hi¢ bir
dogruluk degerini tasimamasini da engellememektedir. Onerme eklemleri-
nin anlaminin dogruluk gizelgeleri ile belirlenmesinin temelinde tutarsizlik il-
kesi bulunur. (Nitekim ayni onermenin birden ¢ok sayida dogruluk degeri
olsaydi ahisilagelmis dogruluk cizelgeleri kurulamazdi). Tutarsizlik ilkesine ay-
kin olan “para-tutarsiz” denilen mantik sistemleri kurulmustur. Bu turli sis-
temlerin kabul edilip edilemeyecegdi ve kabul edildigi takdirde hangi 6ner-
melerin hem dogru hem yanlis sayilabilecegi, geliskisizlik ilkesiyle ilgili sorun-
lar olugturur.

“Ugiincii Halin Olmazhg” (veya Ugiincii Halin Imkansizign) ilkesi oner-
meler mantiginda gegerli olan “p veya p-degil” ile dile getirilir. Ancak oner-
menin gegerliligi, dogruluk degerlerinin yalniz “dogru” ile “yanlis”tan iba-
ret olmasi, yani tguncu bir dogruluk degerinin bulunmamasina dayanir. Bu
son ilkeye “iki-degerlilik ilkesi” denir, (tutarhlik ilkesi gibi) aligilagelen dogru-
luk gizelgelerini temellendirir. Ancak iki degerlilik ilkesine aykin olan mantik
sistemleri vardr. lkiden ¢ok degerli mantik sistemlerinde “p veya p-degil” il-
kesi gecersizdir.

Iki degerlilik ilkesine uyan sistemler ile uymayanlar arasindaki gesitli se-
cimler iki degerlilik ilkesiyle ilgili mantik felsefesi sorunlardir.

20.2.3 Bilim Felsefesi Nasil Mimkiindir?

Mantik biliminde ¢6zlilemeyen sorunlarn mantik felsefesinde ve genel
olarak herhangi bir bilim dalinda ¢6zimstiz kalan bir sorunun bu bilim dali-
ni konu edinen ozel bilim felsefesinde nasil ¢ozlilebilecedini sormamiz gere-
kir. Ozellikle de mantik biliminin olagan sorun ¢6zme etkinlikleri metodolo-
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jik kurallara bagl olup ortaya ¢tkan olagan sorunlara tek ¢oziimler saglamak-
tadirlar.

Ancak olagandigi bilim sorunlar veya bilim felsefesi sorunlar: olagan bi-
limin ¢ercevesi icinde ¢Ozlilemez. Nitekim ¢6ziim olagan bilimin sorun ¢oz-
me kurallarina dayanir. Oysaki s6z konusu sorunlar kullanilagelen kurallarin
dayandi§i temel kavramlar ve ilkeler ile bunlarla bagdasmayan degisik temel
kavramlar ve ilkeler arasinda bir se¢im niteliginde oldugundan kurailar yeni-
lerin secilmesini imkansiz kilacaktir.

Bu durumda rakip temel kavram ve ilke sistemleri arasindaki se¢imin
bunlari benimseyen kisi veya toplumlarin 6znel sezgi, inan¢ ve begenilerine
dayandigi sanilabilir. Bu goristi paylasan disunurler vardir. Ama biz (Kuhn'u
izleyerek), ayn kisi ve toplumlarin farkli secimler yapabilmesine kargin, taraf-
larin gene de (olagan bilimde oldugu gibi) akil ve mantiga, 6zellikle de tu-
tarhlik ilkesine uygun ¢ikarimlarla gorislerini savunmalar gerektigi gorisin-
deyiz. Buna gore belli temel kavramlar ve ilkeleri akilci bir sistem ¢ercevesin-
de savunabilmek icin sistemin tutarli bir dnerme kumesi niteliginde olmasi
gerekir. Dikkat edilirse tutarh bir 6nerme kimesi yeni onermeler eklemekle
tutarsiz bir kimeye cevrilebilir. Dolayistyla herhangi bir sistemin kalici olarak
tutarl olup olmadigini saptamak igin sistem disindaki onermeleri de goz-
onunde tutmak gerekir. Iste gerek olagandisi bilimin gerekse bilim felsefesi-
nin sorunlannin 6nemli bir 6zelligi, bunlarin ¢6zimd igin bilim dalinin ken-
di onermeleri ile stnirli kalmayip ilgililerin tum bilgilerinin hesaba katilmasi,
dolayisiyla ¢ok genis, evrensel, disipliner-arasi bir bakiga dayaniimasi zorun-
lulugudur.

Ancak tartisan taraflar, birbiriyle uyusmayan ¢ikis noktalan oldugundan,
birbiriyle bagdasmayan ama her biri tutarli olan ¢6zumlere varabilirler. Tek
¢6zume varmanin kosulu, olagan bilimde oldugu gibi tartisan taraflarin ay-
ni bir paradigmayi, yani ortak temel kavramlar ve ilkelerden kaynaklanan ay-
ni bir sorun ¢6zme yontemini paylagmalaridir. Olagandigi bilim ile bilim fel-
sefesi sorunlari igin boyle bir kosulun gergeklesmesi bu tiirli sorunlarin 6zu
geredi imkansizdir. Dolayisiyla bu sorunlanin her biri akil ve mantida uygun
olan ama birbiriyle bagdasmayan bircok ¢ozimu olmasi kaginilmazdir.
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Simdiye kadar olagandigi bilim sorunlan ile bilim felsefesi sorunlan ara-
sindaki benzerlikleri vurguladik. En sonda ise aralarindaki ayirt edici o6zelligi
belirtmek gerekir. Olagandisi bilim sireci, genellikle catisan paradigmalar-
dan birinin bilim adamlar toplulugunca benimsenip yeni bir olagan bilim
surecinin tek paradigmasi durumuna gelmesiyle sona erer. Boylece olagan-
digi bilim sorunlarina verilmis olan akilci ¢6zimlerden biri tarihsel bir ger¢ek
olarak digerlerine yeglenmis olur. Bu tek ¢ozum ise yeni olagan bilimin te-
mel kavramian veya ilkeleri arasinda yer alir. Oysa bilim felsefesinde, yeni
olagan bilimde paradigma olarak benimsenmis bir ¢ozimun degerlendiril-
mesi strduralip ret edilen eski ¢6zime gore ustun olup olmadig) aragtirila-
bilir, ret edilen ¢dzimun benimsenenden ustin (yani daha tutarl) oldugu
gosterilebilir.
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